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摘要

本文指出了康托关于实数不可数的两个证明中存在的错误或矛盾，并给

出了一个其可数的证明。我还给出了一个自然数集的幂集可数的证明，并

指出了康托定理的证明中的矛盾。

实数是不可数的，即不能按照某一种方式和自然数集一一对应。这已经被

康托证明并被大家广泛接受，之后，一些新的证明也陆续出现。然而，在

我看来，康托的对角线证明似乎隐约存在着漏洞。在仔细的思考后，我发

现这个证明的确存在着自相矛盾的地方。

康托的证明的思路是: 把开区间(0, 1)表示成小数的形式，然后先假设

它们可数，再构造一个新的小数，并认为这个数不同于之前所列的任何小

数。但是，既然你都说它们与自然数集一一对应了，它们就包括了(0, 1)中

的任何小数，也就包括了你以任何方式构造的任何小数。所以，康托构造

的小数实际上还是属于(0, 1)。

康托对实数不可数给出的第一个证明的基本思路是:先证明代数数和自

然数集一一对应，然后指出在任意一个区间里除了代数数还有无限多个其

它数存在，然后这样就认为实数不能和自然数一一对应。但假如这样的证

明是对的，那么自然数也比偶数多了？因为我们可以让偶数和自然数集中

的偶数一一对应，然后自然数集其余的无限多的数却没有得到对应。因此

康托的这个证明是错误的。

可以以一种简单的方式让(0, 1)和自然数集的子集对应。方法如下:先把

它们表示成小数的形式，然后规定，任何小数对应的那个自然数是把它的

小数点和小数点前面的那个0去掉再在这样所得到的那个数（整数）前面
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加1。比如0.1对应的是11，0.0268对应的是10268，0.856对应1856。对于无

穷小数，它们对应的就是具有无穷多位的整数。特别是对于无理数，由于

它们的小数位数不断地在后面以一种无规的方式增加，所以它们对应的整

数位数也会不断地增加。既然我们已经证明(0, 1)可以和自然数集的一个子

集对应，那么它自然就是可数的了。

康托还认为自然数集的幂集的势大于其本身。然而我们证明:其幂集依

然是可数的。

证明:自然数集的幂集可以以下述方式按指标排列，即对于其任意的子

集，只要它们所含元素的总和相同，就把它们归属于这个总和下面。如0，

其下的子集是{0}，1，其下的子集是{1}，{0, 1}。2，其下的子集有{2},{0, 2}。
6，其下的子集有{6}, {0, 6}，{1, 5}，{2, 4}，{0, 1, 5},{0, 2, 4},{1, 2, 3},{0, 1, 2, 3}.我
们可以规定以下对应:

0 : {0} → 0 (1)

1 : {1} → 1, {0, 1} → 2 (2)

2 : {2} → 3, {0, 2} → 4 (3)

3 : {3} → 5, {0, 3} → 6, {1, 2} → 7, {0, 1, 2} → 8 (4)

... (5)

所以，这个幂集是可数的。

这样的话，康托定理（对于任意一个集合A，不存在从A到其幂集P (A)的

双射）就是错的了。康托定理的证明错在哪呢？这个证明首先假设存在这

样的双射，并称它为g。然后定义一个集合B = {x | x ∈ Afix /∈ g(x)}。
在g的映射里B对应的那个元素a是属于B还是不属于B呢？这样，矛盾就产

生了。然后，大家就说所以不可能存在双射g。实际上，B的集合的存在是

依赖于g的。在g映射定义了之后，B集合能存在吗？假设它是存在的，那么

它属于P (A)。在g下它对应的那个元素b是属于B还是不属于呢？无论哪种

都会产生矛盾。所以，B是不存在的。既然这样的B集合都不能存在，自然

也就没有后续的证明了。康托定理的证明中的反证法是不成立的。

康托认为，除了自然数集这种可数的无穷，还存在势更大的无穷。实

际上，无论是什么无穷集合，它们的元素都是被抽象成一个一个的，也是

一个一个地增加的。由此我们断言：

定理：任何无穷集合都是可数的。
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