INDEPENDANCE ALGEBRIQUE DE POLYLOGARITHMES DE
CARLITZ EN v-ADIQUE

DAVID ADAM ET LAURENT DENIS

REsuME. Dans cet article, nous prouvons deux résultats d’indépendance algébrique
en caractéristique finie en une place finie. Nous déterminons toutes les relations algé-
briques entre les valeurs spéciales de la fonction zéta de Carlitz-Goss. En particulier
cela répond a une conjecture énoncée par Chang et Yu en 2007. Dans le second,
nous caractérisons l’indépendance algébrique de valeurs de polylogarithmes de Car-
litz. Pour ce faire, nous surmontons les restrictions apparues dans la méthode de
Mahler développée par la second auteur dans le cadre de la caractéristique finie. Le
nouel outil mis en jeu est une généralisation du théoréme de Nishioka sur ’'indépen-
dance algébrique des valeurs de fonctions mahlériennes. Cela nous met en position
de montrer des résultats d’indépendance algébrique que la méthode motivique de
Papanikolas ne permet pas encore d’obtenir.

1. INTRODUCTION

Soit p un nombre premier, ¢ = p’ (f € N*). Dans les années 1930, le long de plusieurs
articles [7, 8, 9], Carlitz a introduit le premier exemple de module de Drinfeld, appelé
maintenant module de Carlitz. C’est le Fg-morphisme d’algébre C' défini par

C:Fy[T] - End(G,); Cr =T+ 7.
Notons 2 le complété d’une cloture algébrique Fq(T') de F, ((%)) pour la topologie induite
par la valuation —deg. Il existe une unique fonction entiére sur €2, appelée exponentielle
de Carlitz et notée exp,, vérifiant les propriétés suivantes :

pour tout (a, z) € Fy[T] x Q, Calexpe(z)) = expe(a.z) et expp = 1.

La fonction exp, admet un factorisation de Weierstraft de la forme : pour tout z € €2, on
a

t
expe(z) = H (1 — a—H)
a€Fy[T]
oull = */-T ;’:{(1 — Tl_qj)_1 (pour n’importe quel choix de la racine (¢ — 1)° de
—T). L’exponentielle de Carlitz admet une fonction inverse, appelé logarithme de Carlitz
noté Loge, qui est défini sur {z € Q2 | deg(z) < 17} par

400 . qu
LOg(,’(Z) = Z(_l) L77
k=0 k

ot on a posé Lo = 1 et pour tout k € N*, L, = Hle[j] avec [j] = T — T (j € N¥).
Wade prouva un analogue du théoréme de Hermite-Lindemann pour la fonction exp, (voir
[30]). 11 fut plus tard capable de montrer un analogue du théoréme de Gelfond-Schneider
[31]. Dans les années 1990, utilisant la notion de T-modules introduite par Anderson, Yu
a prouvé un analogue du théoréme de Baker sur I'indépendance linéaire des logarithmes
de Carlitz, d’abord dans le cas séparable (voir [33]) puis le cas général [34]. Le second
auteur montra indépendamment le cas général en se basant sur le cas séparable obtenu
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par Yu [13]. Pour un entier naturel non nul, définissons le n® polylogarithme de Carlitz
(ou polylogarithme de poids n) noté Log,, » par : pour tout z € Q avec deg(z) < %4

q—1
400 kzqk
Log, ¢(2) = Y _(-1)" T
k=0 k

En 2004, le second auteur a montré 'indépendance algébrique des valeurs en des éléments
de Fy(T) de logarithmes Fy(7T)-linéairement indépendants [16]. En 2005, Papanikolas a
réussi & prouver un analogue pour les T-motifs d’Anderson de la conjecture de Grothendick
sur 'indépendance algébriques des valeurs de périodes. Papanikolas construit un 7-motif

dont les peéridoes sont les valeurs des logarithmes de Carlitz en des éléments de F,(T).
Appliquant I’anologue de la conjecture de Grothendick, Papanikolas obtient alors la forme
optimale d’indépendance algébrique des valeurs de logarithmes en des éléments de Fq (7)) :

Théoréme 1. [26, Theorem 6.4.2] Soit A1, - -+, An € Q tels que expe(Ai) € Fo(T) pour tout
i€ [1,n]. Si A1, -, Ay sont Fq(T)-linéairement indépendants, ils sont Fq(T)-algébriqguement
indépendants.

Chang et Yu ont étendu le théoréme précédent au cas des polylogarithmes de Carlitz
[10, Corollary 4.2]. Pellarin a alors généralisé ce résultat en considérant I'indépendance
algébrique de polylogarithmes de poids différents (voir [27]).

Soit v un polynéme irréductible de Fy[T'] de degré d, Fq(T), le complété de Fq(T") pour
la topologie induite par la valuation v associée & v normalisée par v(v) = 1. Fixons une
cloture algébrique Fq(T"), de Fq(T), et notons Q, le complété de Fy(T), pour la valuation
v. On notera aussi F,(T) la cloture algébrique de Fy(T') dans Q, et Fy la cloture algébrique
de F, dans €,. D’aprés le lemme de Hensel, il existe un unique o € F, de degré d sur F,
tel que v(T — a) = 1. On notera Fq le corps Fq(a) et Qq au lieu de Q.. Les séries entiéres
Log,,  définissent des fonction analytiques sur D4 (0) ot on a posé pour tout r € R

Da(r) ={z € Qa | v(2) >}

On note Log, , o ces séries entiéres pour insister sur le fait que les convergences seront
prises dans Q.. Toujours dans [34], Yu a prouvé 'analogue du théoréme de Baker pour le
logarithme de Carlitz Log,, ; -

Jusqu’a présent, la méthode de Papanikolas n’a pas permis de prouver ’analogue v-
adique du Théoréeme 1. Nous nous proposons dans cet article de prouver le résultat plus
général suivant.

Théoréme 2. Pour tout n € N\ pN, soit A\p1,++, An,g, des éléments de Fq(T) de
valuation strictement positive. Si l'ensemble {Log,, ¢, (An,i) | n € N\ pN,i € [1,gn]} est

Fy(T)-linéairement indépendant, il est Fq(T)-algébriquement indépendant.

Remarque 3. En fait, nous montrerons une version un peu plus générale du Théoréme 2
(Théoréme 32) basée sur la possibilité, observée par Chang et Mishiba [11], de prolonger
analytiquement les polylogaritmes de Carlitz.

Carlitz a aussi introduit un analogue de la fonction ¢ : pour tout s € N*, on pose

Ce(s) = > %

a€Fy[T] unitaire

qui converge dans €2. On a une relation triviale entre les valeurs de la fonction (¢ déduite du
Frobenius : pour tout (m,n) € NxN*, (e(np™) = Cgm (n). Soit n un entier naturel non nul.
En utilisant ’étude du n® produit tensoriel du module de Carlitz d’Anderson et Thakur
[2], Yu a montré que (¢ (n) est transcendant sur F,(T") ainsi que (e(n)/II¢ sin ¢ (¢—1)N.
Peu de temps apreés ces résultats furent reprouvés par diverses méthodes (automatique,
méthode de Wade; voir [4], [14]). Carlitz avait déja montré une relation analogue a celle
d’Euler pour la fonction ¢ : ¢e((g — 1)n)/TI9™Y" est algébrique sur Fy(T)). Chang et Yu
ont déterminé toutes les relations algébriques entre les valeurs de (¢. Elles sont déduites
du Frobenius et de 'existence de la relation d’Euler-Carlitz. En particulier, ils obtiennent
le
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Théoréme 4. [10, Main Theorem| Pour tout entier naturel n non nul, le degré de trans-
cendance de Fo(T)(IL,¢e(1), -+ ,Ce(n)) sur Fo(T) est den—[n/p]—[n/(qg—1)]+ [n/p(q—
1] +1.

Une version faible de ce théoréme, I'indépendance algébrique de (e(s) (1 < s < p),
avait été obtenue auparavant par le second auteur [16, Théoréme 1.3].

Dans [20], Goss construit une version v-adique de la fonction (e : pour tout s € N, on
pose

+oo 1
w=S (Y b
k=0 a€F4[T] unitaire
deg(a)=k
(a,v)=1
La fonction (y,c admet des zéros : pour tout entier naturel s divisible par g—1, (y,c(s) = 0.
La transcendance de (y,¢c(n) pour n € N\ (¢—1)N fut prouvée par Yu de maniére analogue
et simultanée a celle de des valeurs aux entiers naturels de la fonction (e [33, Theorem 3.8].
En analogie avec le Théoréme 4, Chang et Yu conjecturent que la relation du Frobenius
et la nullité de la fonction (y ¢ aux entiers naturels multiples de ¢ — 1 sont les deux seules
relations algébriques possibles pour la fonction (¢ [10].

Conjecture (Chang-Yu). Pour tout entier naturel n non nul, le degré de transcendance
du corps Fo(T)(Co,c(1), -+, Cue(n)) surFy(T) est de n—[n/p|—[n/(¢—1)]+[n/p(g—1)].

Nous montrons dans cet article que la conjecture de Chang-Yu est vraie. C’est le sujet
du Corollaire 24.

Les Théorémes 1 et 4 sont obtenus en interprétant les valeurs mises en jeu comme
périodes de T-motifs et en appliqueant le célébre critére ABP d’Anderson, Brownawell
et Papanikolas [3]. Comme vu précédemment, jusqu’a maintenant les résultats d’indépen-
dance algébrique démontrés par la méthode motivique dépassaient ceux obtenus par la
méthode Mahler. Cette derniére obligeait a se restreindre aux arguments rationnels (c’est-
a-dire dans Fq(7')). Cependant, trés peu de résultats ont pu étre prouvés par la méthode
motivique dans le cadre v-adique (voir cependant [12]). Dans cet article, nous éliminons
la restriction sur les arguments dans la méthode de Mahler, répondant & une demande de
Pellarin formulée dans [27]. Cela permet d’obtenir des résultats d’indépendance algébrique
aussi définitifs que la méthode motivique tout en permettant une adaptation aisée dans
le cadre v-adique; ce qui méne a des preuves du Théoréme 2 et du Corollaire 24. Ainsi,
dans cet article, nous amenons la théorie de I'indépendance algébrique en caractéristique
finie pour les places finies au niveau de celle actuellement connue pour la place infinie.
De plus, comme ’a remarqué le second auteur [17], la méthode de Mahler permet en sus
des énoncés qualitatifs d’obtenir des énoncés quantitatifs. Qunatifier les preuves données
dans cet article permettrait d’obtenir de telles mesures de trasncendance. Actuellement,
de telles mesures de transcendance n’ont pu étre obtenues par la méthode motivique.

2. EXTENSION DU THEOREME DE NISHIOKA

On considére une valeur absolue |.| sur Fq(T"), W le complété d’une cloture algébrique du
complété de Fq(T') par la topologie induite par |.|. Dans cette section, toutes les extensions
seront considérées dans W. On note K une extension finie de Fq(T) et pour un réel r positif,
Dw(r) = {z € W | |z] < r}. Soit a € Fo(T'). La maison de « est le rationnel ral défini
comme le maximum des degrés de ses conjugués :

lal = max deg(o(a)).
o€Homg, (1) (Fq(T)(e),W) g(o(2))

Pour une famille & = {a1, - ,ar} de Fg(T), on appelle dénominateur de F tout po-
lynéme @ non nul de Fq[T] tel que Da; (§ € [1,k]) soit entier sur Fq(T), c’est-a-dire
appartient a la cloture intégrale de Fq(T") dans Fy(T). La hauteur logarithmique de Weil
h(ai, - ,an) de F (relativement a Fq (7)) (voir [19]) satisfait & 'inégalité

(e, -+ an) < max (0,[@i]) + deg(D). (1)

m
i€[1,n]
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Fixons pour la suite de ce paragraphe un entier naturel d supérieur a 2 et n un entier
naturel non nul. Soit i un entier naturel non nul et K une extension algébrique finie de K.
On considére une suite (h;x)r et pour tout j € N* une suite (g, ; ,)ren de K vérifiant les
propriétés suivantes :
— il existe un réel ¢o tel que tout k € N, la famille F = {g, ; . hix | (4,5) € [1,n]°}
admet un dénominateur @y de degré inférieur a cod” ;
— il existe un réel ¢; tel que pour tout (i,5) € [1,n]* et pour tout k € N, on ait
Giyx] < c1d” et [hi k] < crd”.
Pour tout k € N*, on note A et By les matrices
h,k
Ay = (gi,j,k)lgingnv By = :
hp i
Soi r un réel strictement positif. Soit fi,---, fn des séries formelles de K[[X]] induisant
des séries entiéres de K[[z]] de rayon de convergence inférieur a r. Dans la suite de ce

paragraphe désignera un élément de Fq(T") tel que || < r. Nous montrerons cette extension
du théoréme de Nishioka en caractéristique finie :

Théoréme 5. Soit d un entier supérieur a 2. On suppose que pour tout k € N*, on a

fi@®) A
= Ay + By (®)
Fala™) Fal@® )
Alors,
degtrg {fi(), -, fa(a)} = degtrg ) {/1(X), -, fu(X)}.
Corollaire 6. Supposons que les séries entiéres f1,--- , fn vérifient le systéme d’équations
fonctionnelles
fi(z?) fi(2)
: = A(z) + B(z)
fu(z?) fn(2)

ot A(z) = (@i j(2))i<ij<n est une matrice de Mn(W?%) et B(z) = (bi(2))1<i<n
est une matrice de Ml,n(W@W<T)). Sl existe un réel co tel que tout k € N, la famille
F = {ai,j(adk),bi(adk) | (i,5) € [1,n]?} admet un dénominateur Dy de degré infé-
rieur & cod® et un réel ¢1 tel que pour tout (i,7) € [1,n]? et pour tout k € N, on ait
dk k
max([@; ], |bis (o )]) < c1d”, alors
degtrg{fi(a), -+, fa(a)} = degtrg ) {/1(X), -+, fu(X)}. ()

Le théoréme de Nishioka peut se déduire du corollaire précédent :

Théoréme 7 (|25, Theorem 4.2.1]). Supposons que les séries entiéres f1,--- , fn vérifient
le systéeme d’équations fonctionnelles
f1(z%) f1(2)
= A(z) + B(z)
() fa(z)

ot A(z) est une matrice de M (K(2)) et B(z) est une matrice de M1 ,(K(2)) dont aucun
des o (k € N) est pole. Alors

degtre{fi(e), -, fa(@)} = degtryg ) {f1(X), -, fa(X)}. ®3)
Démonstration. Soit Ok 'anneau des entiers de K. Posons A(z) = (g, ;(2)),, j<n AVeC
9.,(2) = 545 et B(z) = (@.()icicn avec §(2) = S ou les aiy, biy, @iy, bi

sont des polynomes de Ok|[z]. Notons o(a;,;), o(bi;), o(a;) et O'(B;) leur degré, o(a;,;),
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o(bij), o(a;) et E(i;i) le maximum des maisons de leurs coefficients et §, le dénomi-
k k k
nateur de a. Pour tout k € N, 82 est un dénominateur de a;;j(a® ) et b;;(a®) .

Notons B = [[;, bi[[1<; <, biy et v = D00, deg(ai) + 30, <, deg(ai;). La fa-
mille {g, (@) | 1 < i,j < n}U{g,(@”) | i € [1,n]} admet le polynome A :=
LIS deg(B))d" NK/FQ(T)(B(adk)) comme dénominateur qui est de degré inférieur a
d" (v + dx deg(B)) deg(8.) + dx (Bl + d* deg(B) max (0, )

ot dx = [K : Fy(T)] et [Bl désigne le maximum des maisons des coefficients de B. De plus,
on a

ai; (@) < F(ai;) + 0a, ;d* max(0, @)
et
bi; (™) < F(biy) + ob, ,d" max(0,@).

Puisque b; ; (adk) # 0, I'inégalité de Liouville [32, Lemma 2.1] implique que

deg(o(bi;(a™))) > —2dix max((b; ; (a®" )|, deg(A).

min
aeHomqu<T)(]Fq(T)(a),W)
On en déduit qu’il existe une constante ¢; ; ne dépendant que de i et j telle que pour tout
keN,
k
gi,; (ad )< dkCi,J”

De maniére similaire,, il existe une constante ¢; ne dépendant que de i telle que pour tout

k€N,
g.(a™)| < d*e.

Ainsi, il existe un réel positif ¢ tel que pour tout k£ € N, I’ensemble

{lg., )1 .9 € 1l U {lgi@®)] i e 11,1}

est majoré par cd”. O

Dans [28], Philippon a montré un critére trés général d’indépendance algébrique dont
Fernandes en déduit le corollaire suivant. Cependant, en examinant la preuve du théoréme
de Nishioka fournie par Fernandes, on constate que ce qui est utilisé est légérement plus
fort que ce qui est proposé. Nous ne fournissons que I’énoncé nécessaire dans la suite, la
preuve étant quasiment identique a celle du corollaire original. Rappelons (voir [19]) que
la hauteur logarithmique de Weil A(P) d’un polynéme homogeéne P de F,(T)[Xo, - , Xy]
est la hauteur logarithmique de Weil de la famille constituée de ses coefficients.

Corollaire 8. [19, modification du Corollaire 3.2] Soient w = (1,w1,- - ,wn) € WL
s € {0,---,n} et (n(N))nen une suite de nombres entiers pour laquelle il existe une
constante cz indépendante de N telle que pour tout N € N :
n(N) > caN°T. (4)
Soit ci1,c2,- - des constantes strictement positives. Supposons que pour tout N € N, il
existe une constante Co(N) (ne dépendant que de N ) telle que pour tout entier k > co(N)
il existe un polynéme homogéne Pn, € K[Xo,- -, Xn] tel que :
deg(Pyx) < esN, h(Pyx) < cad"N, (5)
—c5d"n(N) < log | Py x(w)| < —ced"n(N), (6)
Alors :
degtrg{w1, - ,wn} = s.

La démonstration du Théoréme 5 que nous présentons s’inspire fortement de la preuve
de Fernandes. Les principaux changements interviennent dans la derniére partie de la
preuve.
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Démonstration du Théoréme 5. On peut se contenter de prouver le Théoréme 5 pour une
suite de systémes homogenes. En effet, la suite de Systémes (#) est équivalent a la suite
de systémes

fi(a®) fi@®
k = ANk EIc—l
fn(ad ) fn(ad )
1 1
ol
hl,k
= A f
hn,k:
0o - 0 1

Sans perte de généralité, on peut supposer que K contient «, tous les g; ; (oedk) ((4,9) €
[1,n]?, k € N) et tous les coefficients des séries entiéres f; (i € [1,n]). Notons [ =
degtrc (fi(a), -+, fu(@)) et I = degtry ) (f1(2), - , fu(2)). I suffit de prouver que I > 1.

On peut supposer que I’ > 1. Quitte & renuméroter, on peut supposer que fi,--- , fi sont
algébriquement indépendantes sur K(z). Pour un polynéme R € K((2))[X1, -+, Xn], on
note degy (R) le degré total de R en les variables X1,---, X, en tant que polynéme de

K(() X1+, Xl

Lemme 9. Il existe alors un polynome non nul Ry (z, X1,--- ,Xp) € K[2])[ X1, , Xv]
vérifiant les conditions suivantes :

(1) deg.(Rn) < N;
(2) degx(Rn) < N ;
(8) n(N) :=ordo R(z, f1(2), -, fr(2)) > % = ey NVHL,

Démonstration. Cela revient a résoudre un systéme d’équations linéaires ayant strictement
plus d’inconnues que d’équations. O

La fonction
+oo )
En(z) = Rn(2, f1(2), -+, fr(2)) = Z a;z’  (a; € K).
j=n(N)

n’est pas identiquement nulle puisque les f; (1 € [1,1']) sont algébriquement indépen-

dants. Soit Rn,0(z, Xo, -, Xn) € K[2][Xo, -, Xx] le polynéme homogéne de degré N
en Xo, -+ ,X, vérifiant :

RN,O(Z717X17"' 7XTL):RN(2:7X17"' 7Xl’)' (7)
On note A; ; la matrice la matrice ligne formée de la i° ligne de la matrice Ax. Pour tout en-
tier naturel non nul k, on définit le polynome Ry x(z, Xo, X1, -+, X»n) de K[z][Xo, -+ , X4]
par :

RN,k(Zv X07 Xla o 7Xn) = RN,k—l(zdv XOa Al,kya T 7An,ky)7 (0)
ot X = (Xi,---,X,) et ot 'on a identifié une matrice carrée de taille 1 avec son
coefficient. Pour tout k € N, Ry 1 est un polyndme homogéne de degré N en Xy, -+, Xy.
Par récurrence sur k, on obtient que :

k
RN7k(a717f1(a)7"' 7fn(a)):EN(ad ) (8)
Nous estimons maintenant En (a’ik).

Lemme 10. Il existe une constante co(N) telle que pour tout entier k > co(N), on a

En(a™) #0, 9)
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et
glog lald*n(N) < log |[Ex(a™)| < %log lald*n(N). (10)

Démonstration. Par définition de n(NN), a,(n) est non nul. Il existe une contante ¢(N) tel
que pour tout entier j > ¢(N), on ait |a;| < |a| 7. L’estimation
K +oo
En(a®) 1 (G—n(N))dF | _ ~ da*
o >l | <GVl

an(N) j=n(N)+1

ot ¢1(N) ne dépend que de N, méne a \EN(ozdk)| ~ |an(1\/)a”<l\7)dlC |. O

kE — +
Le lemme suivant permet d’exprimer Ry en fonction de Ry .o.
; ,

Définition 11. Soit K un corps commutatif.

(1) On dit qu'un polynéme R € K[X1,---,Xn] est sans facteur carré si les seules
puissances des indéterminées apparaisant dans les monémes de R sont 0 ou 1.

(2) Soit lop € N et Y; ;; des indéterminées ((4,45) € [1,n]?, I € [0,l]). On dit qu'un
polynome R € K[Yi ;u, (i,5) € [1,n]%,1 € [0,1o]] est échelonné (suivant I) si pour
tout ! € [0,lo] et tout mondme de R, il existe au plus une indéterminée ayant
pour troisiéme indice [.

Lemme 12. Soit k et j deux entiers avec 1 < j < k. Il existe des formes linéaires Uy, j i
enles X1, -+, Xp ¢

n
Uk,ji = E Sk, j,i,mXm,
m=1

ot les Sk, j,i,m sont des polynomes homogénes a coefficients unitaires de degré au plus j,
sans facteur carré et échelonnés enles g, ,, ((n,v) € [1,n]% L €[k —j+ 1,k]) tels que

dJ
RNJC(Zv X07X17 o 7Xn) = RNJC*]'(Z 7X07 Uk1j117 ) Uk,]',n)'

Démonstration. On raisonne par récurrence sur j. Le cas j = 1 n’est juste qu’une réécriture
de la relation de définition ¢ de Rx,x. Posons Uy, ; = “(Uk,j1, - ,Uk,j,n)- On a

dJ

Ry k(z, X0, X1, -+, Xn) = By k—5(2" , X0, Ukj1, -+, Uk,jin)
i+t — _
=Ryi-j-1(z" X0, A1 k—3Ukj, -+ Ank—iUk,).-

On a pour 7 € [1,n],

n n

Ut = Aik—3Uki = Y Giuiey D SkgumXm

u=1 m=1

n n
= Z ( Z gi,u,k—jsk,j,u,m>Xm.
m=1 wu=1

L’hypothése de récurrence implique que pour tout u € [1,n], g, , x_;Skjum est un
polynéme homogéne & coefficient unitaire de degré au plus j + 1, sans facteur carré et
échelonnés en les g, ., ((1,v) € [1,n]*, 1 € [k — j,k]). O

On pose Py (Xo, X1, -, Xn) = Ry x(a, Xo, X1, , Xn).
Lemme 13. II existe c1(N) telle que pour tout k > c1(N) on ait h(Py ) < coNd".
Démonstration. D’apreés le lemme précédent, on a
Py k(Xo, X1,--+, Xn) = RN,O(Oédk,XO, Uk, 5 Uskn)-

Soit (i,m) € [1,n]?. Puisque Sk ,im est un polynome homogéne & coefficients unitaires
1 _— —

de degré au plus k, sans facteur carré et échelonnés en les g#,y(zd ), Dy = Hﬁ:é Do, est

un dénominateur de Sk k,i,m qui est de degré inférieur a

k—1
Z Codu < Cﬁdk
u=0
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et on a
k—1
Sk, k,im| < Z ad® < erd®.
u=0
Ecrivons
Ryo(z, X1, -+, Xn) = Z bi(z)XfO---X,iL”.

i=(ig, - in)EN™TT
0+ Fin=N
ou les b; appartiennent a K[z] et sont de degré inférieur & N. Posons Mg, le maximum
des maisons des coefficients de tous les polynémes b; et Dg, un dénominateur de tous
ces coefficients. Alors, pour tout i

%
bi(a? )| < Mgy 4+ Nd* max(0, )

k k
et DL Dr, est un dénominateur de tous les b;(a? ). En raison du fait que le polynéme
Pk (Xo, X1, -+ ,Xn) est une somme de monomes de degré N en Xo,---, X, avec des
coefficients de la forme

dk n
bﬂ(a )Sl’:,ok,ig,ml e S;:lykvi"le"L
% ~
avec u1 + -+ + up = N, on en déduit que Py x(Xo, X1, -+, X,) admet (@g{ Q)RNDk)N
comme dénominateur et tous ses coefficients ont une maison inférieure a

N x ¢zd" + Mg, + Nd" max(0, @) < csNd".

Par conséquent, d’aprés I'Inégalité 1, Py x(Xo, X1, -+, X5,) a des coeffcients de hauteur
inférieure a ca Nd”. O

On achéve la preuve du Théoréme 5 en appliquant le Corollaire 8 aux polynémes
Py k. O

Remarque 14. La démonstration de cette généralisation du théoréme de Nishioka est
rendue relativement facile par 1'utilisation du Lemme 8. Cependant, sa preuve repose sur
le théoréme de Philippon qui, lui, est extrémement difficile. Récemment, Adamczewski et
Faverjon [1] ont donné une preuve autonome du théoréme de Nishioka ne reposant pas
sur les travaux de Nesterenko et Philippon. Ceci rend leur preuve beaucoup plus facile et
agréable. On peut se demander si leur méthode permettrait de prouver le Théoréme 5.

3. INDEPENDANCE DES VALEURS SPECIALES DE LA FONCTION (y.c

Soit (K, |.]) un corps valué complet non-archimédien, r un réel strictement positif.
L’ensemble

_ n N . n
A(r) ={D_anz" | (an)n € K" et JimJan|r" = 0}

n>0

des séries entiéres sur @D, = {z € K | |z| < r} (appelées aussi fonctions analytiques sur
®,) est un anneau intégre commutatif. Son corps des fractions est aussi complet pour la
norme infinie [18]. On le note M,.(K). On dit qu’une série formelle f(Z) = >, anZ"™ de
K([Z]] induit fonction sur D, si pour tout z € D,, la suite (Jan|z™)n tend vers 0. On
notera encore cette série entiére f.

Proposition 15. Soit f une série formelle de K[[Z]]. On suppose que f induit une
fonction sur D, qui est la restriction d’une fonction méromophe g sur un disque D,
avec v’ > r. Si la série formelle f est algébrique sur K(Z), alors il existe des polynémes
Py, -+, Ps de K|[z] non tous nuls, alors pour tout z € D, tel que g(z) eziste, on a

Z Py(2)g'(2) = 0.
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Démonstration. 1l existe des polynomes Py, - -, Ps de K[Z] (Ps # 0) tels que

Z Pi(2)f'(Z)=0.

La série formmelle nulle >°°_, P;(Z)f*(Z) induit la série entiére nulle sur @, : pour tout
RS @r

S P (E) =

Ecrivons g sous la forme g = h1/h2 ou hy et he sont deux fonctions analytiques sur @,
On a pour tout z € D,

ZP 2)hy " (z) = 0.

La fonction entiére Y5 P;(2)hi(2)hs *(2) de @, étant nulle sur D, elle I'est aussi sur
Dy (]

Notons pour tout entier naturel n non nul L, (Z) la fraction rationnelle

La(Z) = [[(2" =T +a™).
u=1
Lemme 16. Soit k et n des entiers naturels. La fraction rationnelle ]Ln(Z admet dans

Fo(T)[[Z]] un développement Z-adique -, ajrnZ’ avec v(ajpn) = n’; — qj—d

Démonstration. On a

= - E(0) - (D)) ()

u=1 i1=0 i, =0
“+oo
= H(T—a‘f‘d"Z( > H( ) q">“‘>Zj-
u=1 IZON (e ip)ent vt

i1q+Figgh=j

Si Hu 1 (Zu (T — o) est non nul, sa valuation est positive et est au plus de [;—;] (pour

tq = [q%] ), sinon elle est nulle. On obtient pour tout entier naturel j

k

(e s ()

u=1 (i1, Azk)eNk u=1
i1q+tiggt=j

J
q¢

WV
aul

]

O

Dans [2], Anderson et Thakur ont montré que pour tout entier naturel » non nul, il
existe un polynéme H, de (F4[T])(X) tel que pour tout k € N, on ait

> Lo (fl)k"i(nHj(lT)’fczz, (11)

a€Fq[T] unitaire
deg(a)=k

ot (n—1)!e désigne la (n—1)° factorielle de Carlitz, définie de maniére suivante : écrivons
n — 1 sous forme g-adique n — 1 = mg + ma1q + - -- + msq" (m; € [0,q[, I € N). Alors

(n—1le = li[ D',
u=0
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avec la suite (Dy)n vérifiant Do = 1 et D, = [n]DI_, pour tout n € N* (pour les
propriétés de la factorielle de Carlitz, voir [6] ou [9]). Dans la suite, nous utiliserons juste
le fait que pour tout n € N, nle € Fq[T]. L’égalité 11 se réécrit comme

v L e Hea@—a))
B — 1o L?
a€Fq[T] unitaire " (n 1)0Lk
deg(a)=k

ot Hy 1(X) est le polynéme Hp (X + ozqk). On obtient alors que

d—1 qk too — qk
(n— 1)!CCv,C(n) = (Z(_l)kn Hn,k((Tn— Oé) ) +Z(_1)kn<Hn,k((Tn ) )_
Lk k=d Lk

k=0

(=)™ Hpp—a((T — a)® ))) (12)

n n
v L},

Soit k un entier k supérieur a d. Le polynéme Sy 1 (X) définit par

k
Sup(X)=v"— (=)™ [] @ -7+a")"
u=k—d+1
appartient a 74" lerl( Fo[T))[[Z]]. Ecrivons H, x(Z) sous la forme

l .
i=0
avec les hy,; € Fo[T] et | € N. Posons

qk _1\nd qk*d
Wim = Hn,k(Z ) _ ( 1) Hn,k—d(Z )

Li(2) oLy 4(2)

On a alors

Zlq (71)nd Ziqkfd
W’“"_Zh"’( KD e @)
qu (_1)nd Ziqkfd
+th( s (13)

et puisque L} (Z) est inversible dans Fo (T')[[Z]], on en déduit que Wy ,, est de valuation
Z-adique supérieure a ¢*~%. Ainsi, la série

= hn,

k—d

i (Han(Z7) ()M H a2
Fnl(2) = gd( D" (5 )

converge dans Fo (T)[[Z]].

Proposition 17. La série formelle &, induit une fonction développable en série entiére
sur Da(q™?) a coefficients dans Fo(T).

Démonstration. Ecrivons Fn = 3., bjnZ* avec les bj., dans Fo(T). L'Egalitée 13 im-
plique que pour tout j € N, b;,, est une somme de termes de la forme u X am, k,n avec
u € Fo[T) et (k,m) € N? vérifiant j = ¢*~¢ + m. Cela entraine que

nk m >7nlogqj j

d?

=
3
m
2
M
ISH
Q
&
ISH
Q

La d-périodicité de la suite (Hy,x)% implique que F, vérifie la relation

Fo(29") = (=1)" L3 (Z) (Fn(Z) — Va(2)), (14)



INDEPENDANCE ALGEBRIQUE DE POLYLOGARITHMES DE CARLITZ EN v-ADIQUE 11

ou l'on a posé

& (Haa(ZT) (D" Hugea(27)
Vn = kz::d( ]LZL(Z) B ngid?Z) )

On en déduit que F, est prolongeable en une fonction méromorphe (que l’on notera encore
Fn) sur Ao = Do (0)\ { VT —a | n e N*}.
Lemme 18. Soit n € N. On suppose que la fonction F, est algébrique sur Qa(2), alors

va(a(n) =0.

Démonstration. La fonction F, n’ayant qu'un nombre fini de péles, il existe un entier

naturel sg tel que zp = 7*°U/T — & ne soit pas un pole de F,. On déduit de ’égalité valable
sur Ao

spd—1 k nd k—d spd—1 k—d
n Hn k(zq ) (—1) Hn k_d(zq ) nk Hn k(Zq )

Fn(2) = —1 k > — i _ -1 ) +
0= 2 " (e e ) L

1 <(SO+1)d_1(1)nk Hn,k(zqk) io Hn,k(zqk) (‘Undﬂn,kd(zqk_d)))

Jr p—
Lo\ 2, L@ 2 RO/ L)L)

que 2o est un zéro de la fonction

so+1)d—1 k oo k n k—d
(OZ) (—1)"* Hyp o (27) i Hop(z7) (=)™ Hpp—a(z? ))
= L@ | 2 @ @) L () La?)

On conclut gréce a ’égalité 27 =T — q et au changement d’indices j = k — sod. O

On pose U = |, cn E(Tl/ph) et pour une indéterminée X, {lx le corps U, oy QJ((Xl/pk ))-
Tout élément # de iUx s’écrit de maniére unique sous la forme

7= hx"" ()
i>ig
ol k € N est minimal, i € Z et les fi; sont des éléments de Y avec la propriété que
hiy # 0. Le rationnel i/p® s’appelle 'ordre en 0 de # et on le note ordo(#). La fonction
ordp définit sur {{x une valuation qui en fait un corps complet pour la topologie induite.
On note ux la cloture algébrique de U(X) dans ix. Voici deux lemmes qui nous seront
utiles dans la suite.

Lemme 19. L’application D : E(T)((X)) — I[Tq(T)((X)) est une dérivation qui
Zi}m aiX' Z¢2m a; X"
prolonge la dérivation usuelle de Fq(T) et qui laisse stable Fo(T)((X)) Nux.

Démonstration. Par la linéarité de D, il suffit de prouver que pour deux monémes aX® et
bX7 de Fy(T)((X)) on a D(aXbX?) = D(aX")bX? + aX"D(bX7), ce qui est immédiat.
Soit a € Fy(T)((X))Nux et Pa[Y] € (Fo(T)(X))[Y] son polynéme minimal sur Fy(T)(X).
Puisque I'extension Fq (T')((X))/Fq(T)(X) est séparable (voir le lemme ci-dessous), 952 (a)
est non nul. Par [22, Chapter VIII, §5],

Pi%(a)

o (a)

D(a) = —

ou PP désigne le polynéme obtenu en appliquant D a tous les coefficients de F,. Ainsi
D(a) appartient a Fq(T)((X)) Nux. O
Le lemme suivant est bien connu (voir [5]).

Lemme 20. Soit K un corps commutatif. Alors Uextension K ((X))/HK(X) est séparable.

Démonstration. On peut supposer que K est de caractéristique p non nulle. La K (X)-
algebre K ((X)) @g(x) (K(X))'/P est réduite puisqu’elle s’injecte dans K*/P((X'/7)). On
conclut avec [23, Chapter 9]. O



12 DAVID ADAM ET LAURENT DENIS

Lemme 21. Soit f € Ux, P € Y[[X]] et r € N*. On suppose que f satisfait a l'une des
deux relations fonctionnelles

F(XT) = P(X)f(X) ou f(X) = P(X)f(X").

Si P est constant, alors f appartient a 0. St P(0) ¢ {0,1}, alors f est nulle.

Démonstration. On suppose que [ satisfait a la relation f(XqT) = P(X)f(X). La premiére
assertion découle immédiatement de 1'unicité de la représentation de f sous la forme (©).
Supposons maintenant que P(0) ¢ {0,1} et f non nulle. Nécessairement, f est d’ordre 0
puisque ord(P) = 0. Pour tout £ € N*, on a

k—1
FE) = O T P,
3=0
Puisque la suite (f(qur))k converge vers f(0) dans {x, il en de méme pour la suite
(H;?:O P(X7")),. Par conséquent, la suite (P(X?"")); converge vers 1 et le terme constant
de P est 1 aussi. Dans le cas de la seconde relation fonctionnelle, il suffit de considérer la
fonction g = 1/f. O

Proposition 22. Les séries formelles , (n € N\ (pNU (¢ — 1)N)) sont algébriquement
indépendantes sur Fq(T)[X].

Démonstration. Soit no minimal tel que F,, est algébrique sur Fy(T)(X)({Fn(X) | n €
[1,n0[}). Il existe un polynome P € (Fq(T))(X)[X1,- -, Xn,] tel que
P(F(X), -, Fno (X)) =0.

et qui engendre les relations algébriques entre les #, (n € [1,no[). Comme

d

PXT)(FUXT), -+ Fag (X)) =0,
par les relations fonctionnelles 14, on a
PXT) (-1 La(X)(X1 = V1(X)), -+, (= 1)L (X) (Xng — Vo (X)) =
R(X)P(X)(X1 -+, Xng) :

avec R(X) € ux. Il existe un polyndome @ de degré total en les X,, (n € [1,n0]) mini-
mal non nul dans ’ensemble & des polynomes (Q(X))(X1, -+, Xny) de ux[X1,- -+, Xn,]
vérifiant la relation fonctionnelle

QX" ) (1) La(X) (X1 = V1(X)), -, (=1)"L3 (X) (Xng — Vg (X)) =

Ro(X)Q(X) (X1 -+, Xny) (*)
avec Ro(X) € ux. On remarque, en dérivant la relation (x), que & est un élément de &
J
pour tout j € [1,n0]. Puisque % est de degré total strictement plus petit que celui de
J

Q, c’est un élément de Ux. On en déduit que
no no
QX)(Xy, -+, Xp) =D mX;+ > di [[xE™,
j=1 i:(ilx“' ain())e'g u=1

ot J est un sous-ensemble fini de N, les 0, (n € [1,n0]) et les d; (¢ € J) sont des éléments
de U(X). Il existe m € [1,no] tel que 7, est non nul car sinon, ¢/Q serait un polynome
de S de degré total non nul et strictement plus petit que celui de Q. En réinjectant dans
la relation (%), on obtient que pour tout n € [1,no]

N (XT)LE(X) = Ro(X)na(X)
et

d i st
dp(XTYLET ) (X)) = Ro(X)dr(X)
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ot [ = (i1, ,iny) € J est tel que [[72, Xfij est de degré total maximal non nul. Il vient
que

() (=m0 (2 (x)

TIm TIm

() ety =g (40 v,

Le Lemme 21 implique que 7, = d; = 0 (pour d;, cela provient du fait que m n’est pas
divisible par p). On obtient que

QX) (X1, -+, Xng) = v(X) + 1 (X)X,

et

avec v € ux. Comme @ est un polynéme de &, le polynéme @ = 1t Q Dest aussi. En
posant ¥ = 9, v, la relation (%) pour @ impose que Rz = (-1)"Lg" et

P(XT) — ()™ (X) Vi (X) = (—1)"LJ (X)F(X).

Il s’en suit par récurrence sur k que

- kd k (1—1)d
r(X*) imd Vim (X ) kernd~
LASLIPANE N ) LA S a—" iy O LULT6 o
T = Dy ()
L’Egalité 14 et une récurrence sur k € N donnent
kd k (1-1)d
gm (Xq ) imd Vm(Xq ) kmd
Il 2 ) S qyma¥m X ) pykmag (),
Ly (X) Z L3 (X)

=1

Comme F,, est de valuation strictement positive et que L}y est inversible dans ix, la
(1—1)d

suite <(_1)kmd Zéﬂzl(_l)lmdvm(xq )

o converge vers —F,, dans Ux. On en déduit
Lig(X) &

_ kd
que la suite (U(X) — (—l)kmd 'ﬁﬁzx))) converge aussi dans Ux vers —F,,. Cela oblige
kd
k

v d’étre de valuation positive. Du fait que la suite (L7y)x ne converge pas dans ix, le
cas d’une valuation nulle est impossible. Ainsi v est de valuation strictement positive et

- kd
la suite ((—1)kmd E(szx))) converge vers 0. Ainsi, 5, = U et est donc algébrique sur
kd
k
F,(T)(X). La fontion F,(z) est donc algébrique sur Q,(z) (voir Proposition 15). Par le

Lemme 18, (y,c(m) = 0. Mais ceci est impossible puisque g — 1 ne divise pas m. O
Posons ¢ =N\ (pNU (¢ — 1)N).
Théoréme 23. L’ensemble {Cv,.c(n) | n € G} est algébriquement indépendant sur Fq(T).

Démonstration. D’aprés la Proposition 22, les fonctions F, (n € §) sont algébriquement
indépendantes sur (F,(7))(X) et sont égales a leur développement de Taylor sur D, (g~ %).
La version v-adique du théoréme de Nishioka (voir la section 2) appliquée aux F, (T — «)
implique I'indépendance algébrique sur Fy(7") de ensemble {(v.c(n) | n € G}. O

En se souvenant que (y,e((¢ — 1)m) = 0 et (y,e(m?) = (5 (m) pour tout entier naturel
non nul m, le principe d’inclusion-exclusion et le théoréme précédent permet de confirmer
la conjecture de Chang-Yu :

Corollaire 24. Le degré de transcendance sur Fy(T) de l’ensemble {Cv,c(n) | n € [1,n]}
est n — [n/p] = [n/(q = D] + [n/p(g = 1)].

4. INDEPENDANCE ALGEBRIQUE DES POLYLOGARITHMES DE CARLITZ

Jusqu’a présent, la méthode de Mahler utilisée dans les problémes de transcendance
ou d’indépendance algébrique en caractéristique finie était restreinte a des valeurs de la
variables appartenant au complété du corps Fq(T'). La proposition suivante permet de
surpasser ce probléme. Rappelons que a € F, est défini de sorte que T — « est une
uniformisante de Fq(T)y.
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Proposition 25. Soit 81, , [, des éléments algébriques sur Fq(T) de valuation stric-

tement positive. Il existe u € Fq(T) de valuation strictement positive et § € Fy tels que
pour tout i € [1,n], Bi appartient o uFqo(8)[[u]].

Démonstration. Notons K le corps Fg(T)[B1, - ,Bn], © = {s € K | v(s) > 0} 'anneau
de valuation discréte de K associé a v, 91 son idéal maximal et u un paramétre de ©.
En particulier, u est de valuation strictement positive et est algébrique sur Fq(T). Le
complété K de K pour la topologie v-adique est une extension finie de Fy(T"),, donc est
un corps local. Son corps résiduel k est (a isomorphisme prés) une extension finie de Fq.
Soit § € K Ny, tel que k = Fo(d), ot & est 'image de § dans k. L’anneau de valuation
O de K étant le complété de © (voir [24]), il est égal & Fq(8)[[u]]. Ceci conclut la preuve
puisque que les 3; (i € [1,n]) appartiennent & 9 qui est inclus dans u0. O

Dans [11, Section 4], Chang et Mishiba fournissent un prolongement continu des fonc-
tions polylogarithmes de Carlitz sur O, = {z € Q. | v(z) > 0}. Décrivons briévement ce
prolongement. Soit N un entier naturel non nul. On appelle N° puissance tensorielle du
module de Carlitz la donnée du couple E = (GY, dy)) o GY désigne le groupe additif de
dimension N et ®x 1’ homomorphisme injectif d’anneau de F,[T"] dans 'anneau W [[F]]
des endomorphismes de G vérifiant :

ON(T) = A’ + ET

ou A et F sont les matrices carrées de taille N définies par

T 1 0 -+ - 0 0 v «vv e .o 0
o 7T 1 0 --- 0

A= 0 0 R et E =
o - T 1 : :
0 v+ coi wee oo T 1 0 - .0

et 7 est I’endomorphisme de Frobenius sur G2, c’est-a-dire I’élévation & la puissance ¢. Il
existe une unique série

loggn = Y P’ (Pi € My (W)
n>0
telle que
Po=1In
Loggn (A + ET) = ALogy -
Soit u € ©,. On pose

1
T X la N° coordonnée de Loggn ((®n(v—1))%(0,--+,0,u)).

LOgu,N,G(u) = -

Z1
Un calcul élémentaire montre que la derniére coordonnée de Logg,n : est la série
ZN
entiére
N N [n]N—z "
—1
gn (21,0 ,2N) = Z(—l) > Wzlg :
i=1 n=0
Soit n un entier naturel non nul et ui pn, -, upu,,n des éléments algébriques sur Fy(7T)
de valuation positive. Pour tout ¢ € [1, un], il existe donc des éléments w;,1,n, -+ , Wi n,n
algébriques sur Fq(T") de valuation strictement positive tels que

Log, ne(Uin) = gN (Wit n, -+ Winn).

D’aprés la Proposition 25, il existe u € Fq(T") de valuation strictement positive, J algé-
brique sur Fq tels que T — « et u; j,» (o on a écrit Fg = Fo(9)) appartiennent a ulFg[[u]]
pour tous n € [1,N] et (¢,7) € [1, pn] X [1,n]. Notons T'— a = l(u) et ui jn = L jn(w).
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k kinj N
Pour tout ¢ € [1,n], lasérie Y, ., %lf? (Z) converge dans Fq(T)[[Z]]. On
> v s
pose

Gin(Z) =) _(-1)"7 > G (Z)L;(f(g)?q A 1 (2).
j=1 k>0 k

Lemme 26. Pour tout | € N*, il existe un unique élément z; de Da(0) tel que l(z) =

YT - a.

Démonstration. On remarque que le polygone de Newton de la fonction 1 — ,&1 l(2)

CT—a

est de la forme

(0,0)

D’apreés [21, Proposition 2.9], il existe un unique z; € Do (0) tel que I(2z;) = “YT—a. O

Lemme 27. Soit (K,|.||) un corps valué complet dont le corps résiduel est infini et K

un sous corps de K. Si une suite (fn)n de séries formelles de ﬁ[[Z]] convergent vers 0
et induisent des fonctions analytiques sur Dy, == {z € K | ||z|| < r} (r € [|K*||) qui
y convergent uniformément vers 0, alors la fonction Y, fn(z) est analytique sur Dx . et

son développement de Taylor au voisinage de 0 est a coefficients dans K.

Démonstration. L’analycité de la fonction ) fn(2) est juste la Proposition [29, Proposi-
tion 44.2]. L’application

on : K[[Z]] = K, ZanZ” — an
est continue. Notons 20y . ’ensemble des fonctions analytiques sur D , muni de la norme
infinie. Le principe du maximum (Proposition [29, Proposition 44.2]) implique que l'ap-

plication

On Agr — K, Zanz” — an

n

est continue. On en déduit que
GO Fn(2) =D Bu(fa(2) =D on(fn(2)) = 0 (D fa(2)) € K.
O

Proposition 28. Soit i € [1,n]. La série formelle G; »n induit une fonction développable
en série enticre sur Do (q~Y?) a coefficients dans Fo(T).

Démonstration. Soit j € [1,n] et z € Da(g~%?). On a pour tout entier naturel k

" _ q"\n—j
v((l (2) =T +a%) 1" (Z))>_kn+qkd/2.

LiaE) d

k kEin—j &k
Par conséquent, la suite de fonctions (% tin (z)) converge uniformément
k Js

vers 0 sur Dq (qid/ 2). On conclut avec la proposition précédente. O
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L’entier d = [Irl“\; : Fg] est un multiple de d. La série formelle ¢, ,, vérifie la relation

Gin(27") = L2UZ)) (Gim(Z) — Misn(2)), (15)

ol I’'on a posé

n e d—1 lqk AR aqk n—j qk

j=1

La relation fonctionnelle 15 permet de prolonger la fonction @; »(z) en une fonction mé-
romorphe sur D (0) \ {z; | | € N}, fonction que I'on continue de noter G; ,(2).

— (a+1)d
Lemme 29. Soit No € N* et | € N. Le polynome Dy := [[ne1,no] 534-7” est un déno-
€[ 1, un]
jE€[1,n]

minateur de la famille {]Lg(l(uqld)),Lg(l(uqld))Mi,n(uqld) | n € [1,No],% € [1, un]}, 0w
dijn est le dénominateur de u, j,n (relativement a Fq(T)). De plus pour tout n € 1, No|
et pour tout i € [1, un], on a les majorations

]Lg(uqld) < 2N0qld~

Lg(uqld)Mi,n (uqld)

et

< q“VANG + U + deg(Dy)),

ot U = max,e[1,Ny] [Wi,j,nl-
i€[1,pun]
j€l1,n]
Démonstration. Cela provient immédiatement des égalités

_ d

n d . “n
Li(u®") =]l +1d
J=1
et
1d 1d ~ (Hhd-1 L(l 1)d "o
n n—j n—j +
Li(u? )Min(u? )= Z(—l) J Z [k]" (Lk> ug,j,n

Jj=1 k=ld

ainsi que de I'Egalité 1. O

On munit 'ensemble I = {(i,n) | i € [1, un] X N} de lordre lexicographique <.

Proposition 30. Si les séries formelles Gni (n € N\ pN et i € [1,un]) sont algé-
briguement dépendantes sur Fq(T)(X), alors il existe No € N\ pN tel que la famille
{Log, ny,e(wi,ng) |1 € [1, ino ]} est Fo(T)-linéairement dépendante.

Démonstration. La preuve étant similaire & celle de la Proposition 22, nous serons succints
sur certains passages. Soit (i9,n0) minimal pour < et que tel que Gi,.n, est algébrique
sur Fo(T)(X)({Gin(X) | (3,n) < (i0,m0)}). On note Ip Pensemble des éléments de I plus

petit que (io, o) pour <. Il existe un polynéme P € (Fy(T))(X)[(Xin)(in)er,) tel que
P((Gi,n (X)) myery) = 0

et qui engendre les relations algébriques entre les G ) ((4,n) € Ip)). Puisque I(u) est
algébrique sur Fy(u) et que u est transcendant sur Fy, I(X) est algébrique sur Fy(X) et
donc aussi L3(1(X)). Comme

PX)(Gon(X™ ) imyer) = O,

par les relations fonctionnelles 15, on a

PO (L3U0) K = Min (X)) mrers) = ROOPE)(Xin)gmyern):
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avec R(X) € ux. Il existe un polynéme Q de degré total en les X(; ) ((¢,n) € Ip) minimal
non nul dans Pensemble & des polynoémes (Q(X))((X¢in))n)ers)) de u[(Xn))n)er)
vérifiant la relation fonctionnelle

d

QIXT ) ((LFUX))(Xin — Min(X)))imyern) = Ro(X)Q(X)(Xin)imyern))s (%)

avec Rg(X) € ux. Raisonnant comme dans la Proposition 22, on obtient que
Q(X)((X(l n) (3, n)GIO Z nuX + Z dl H ngu,
u€lo 995=(u)uer,  u€lo

ot ¥ est un sous-ensemble fini de N*r4U0) es 7, et les d; sont des éléments de U(X). 11
existe u1 = (i1,n1) € Io tel que 7y, est non nul. Soit I 3 J = (ju)uer, tel que Hue]o XPiu
est de degré total maximal non nul. On obtient les relations : pour tout u = (i,n) € Io

(%) () = namaeoy () ()

77’“« nu

et

A1\ (ya? P(Suery duw)—n1 (4L

(X ) = (Lg(l(X)))" &meto —= ) (X).

Ny Ny
Le Lemme 21 implique que dy = 0, 5, = 0 si u = (i,n) € Ip avec n # n1 et pour tout
u=(i,n1) € Ip, on a Ny = Nunu, (X) avec 7, € V. On obtient que

QX)) (Xu)uery) = v(X) +muy (X) > TuXa,

u=(i,n)€lp
n=ni

ol v € ux. La relation (xx) impose que Rg = ]Lg1 (1(X)). Par conséquence, il existe U € ux
tel que
-~ qJ ni T ni =~
PXT) —LPUX)) Y Vi M (X) = LI (U(X))P(X).
(i,n1)€lp
Il s’en suit par récurrence sur k que
(—1)d
)

(Xq M, (X ~
n1 i,mq ny + V(X)
Ly Z Z Mi,n) L (I(X))

=1 (i,nq1)€ly

Cela permet de prouver que 3 ; v N(i,n) Ging (X) € ux. Il existe un entier naturel j
et des polynomes non tous nuls £ ,,) (i € [1, fin, ]) de Fq[T] tels que
J
Do )Gy (X) € ux.
(i,m1)€lo
Notons jo le plus petit entier naturel tel qu’il existe des polynémes non tous nuls A¢ )
(i € [1, pn,]) de Fy[T] tels que
Jo
> Nimn) Gy (X) € ux.
(i,m1)€lo
On munit I'ensemble (F,[T])" de I'ordre partiel <z, défini par :
(Pl imero <10 (Qeim))imyer, <= V(i;n) € Io deg(Pin)) < deg(Qin))
Considérons un élément non nul (K(;ny))i,n1)er, de (Fq[T])" minimal pour <y, tel que

GX)i= D R Gy (X) € ux. (®)

(i,n1)€lp

Un tel élément existe d’apreés la discussion ci-dessus. Par le Lemme 19, la fonction
d J
DGX) = > o (Ram) Gl (X)

(i,m1)€Ig

appartient & ux. Par minimalié de (K(; n;))(i,n1)e1y, POUr tout (i,n1) € Io, %(ﬁ))
est nul et donc appartient & F,[T?]. En extrayant une racine p° de I’Appartenance #, on
contredit la minimalité de jo. Ainsi jo = 0. Considérons I’endomorphisme o de 4x défini



18 DAVID ADAM ET LAURENT DENIS

par o(z) = 29 siz € Fy, o(T) = T et 0(X) = X% On a § — o(¢) € ux. De nouveau,
la minimalité de (K(;.n,))(5,n1)e1, implique que pour tout (i,n1) € o, K(iny) = 0(K@n))
c’est-a~dire que K(; ,,) appartient a F,[T]. On conclut avec le Lemme 31 ci-dessous. [

Lemme 31. Soitn € N et \jn (i € [1, pn]) des éléments de Fq(T). On suppose que la
fonction 37, cpy 1 Aim) Giin(2) est algébrique sur Qa(z). Alors la famille {Log, ,, ¢ (win) |
1 € [1, un]} est Fq(T)-linéairement indépendante.

Démonstration. Notons G, la fonction Zie[[l,un]] Ain)Gin(2). Soit k un entier naturel.
La fonction @, étant algébrique sur . (z) (Proposition 15), elle admet un nombre fini de
poles. Par conséquent, il existe so € N tel que zs, ne soit pas un pole de ¢,. On déduit
de 'égalité valable sur A,

n

sod—1 ,, .k koo -
i 19 (2)—T+a% )" &
G = 3 A - Y ) S @)
k=0

i€[1,mn] =1 Ly (l(2))
e maD DIF U G pil i R LTS
RN (3,m) - n n i,j,n %
LG o 0 T 2 TG /L)
que zs, est un zéro de la fonction
n +oo k k .
nj () =T+a® )" g
> Aam (VT X0 ; Ly (2)-
= & LG/ W)
On conclut grace a I’égalité 27 =7 et au changement d’indices j = k — sod. ]
Nous sommes en mesure de prouver le
Théoréme 32. Pour tout n € N\ pN, 50it U1, ,Uu, n des éléments de Fq(T) de

valuation positive. La famille {Log, , c(uin) | n € N\ pN, i € [1,un]} est algébrique-
ment dépendante sur Fq(T'), si et seulement s’il existe No € N\ pN tel que la famille
{Log, n.o(wi,ng) |7 € [1, puno]} est Fy(T)-linéairement dépendante.

Démonstration. Soit k un entier tel que u?™ soit dans le disque de convergence des séries
entiéres G n. La famille {Log,, ,, o(uin) | n € N\pN, i € [1, un]} est algébriquement indé-
pendante sur Fy(7T) si et seulement si la famille {G; , (u*?) | n € N\ pN, i € [1, un]} est.
Si pour tout N € N\ pN la famille {Log,, ,, o(ui,~) | @ € [1, uno]} est Fy(T)-linéairement
indépendante, la famille {Q;n(X) | n € [1,M],p ¥ n, i € [1,un]} est algébriquement
indépendante sur F,(T")(X) d’aprés la Proposition 30. Par le Lemme 29 et extension du
théoréme de Nishioka (Théoréme 5), la famille {G; n(u™) | n € [1, M],p{n, i € [1, un]}
est Fq(T)-algébriquement indépendante pour tout entier M > 1. Ce qui prouve le théo-
réme. O
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