Sur le systéme de congruence
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Résumé
On propose une méthode pour résoudre le systéme d’équation modulaire suivant :

() { x = ap]bi]

ax = aslbe]

10
avec a, a1, ag,by et by € N* tels que as > aay et aby = +=—[be] avec p € {1,2,5,10}
p

Cette méthode s’appuie sur notre dernier travail [Alg24|" Sur l’équation diophantienne
az+by=c avec a= :l:l—l?[b} et p € {1,2,5,10}". Elle repose donc sur 'analyse des unités de
produits pby et p(az — aay), que nous désignons respectivement par u et u’. Elle se compose
en deux étapes principales : La vérification de 'existence des solutions qui consiste & vérifier la
divisibilité du PGCD de 10 et «’ par le PGCD de 10 et u. Et la détermination de la solution
exprimée sous la forme :

ag — aay + ba(—1)"uu’)
10

r = aq :prl( ) ipblbgk

u u—5[%]
Y =u—5[-| -3 —2=
avecn = u LSJ | 3

Des exemples concrets sont fournis pour illustrer 'application de cette méthode.

letkeZ

Principales notations

N, Z : respectivement ensembles des entiers naturels et relatifs.
a,aq,as, by et by : entiers naturels non nuls tel que as > aa;
a,bet ¢ : substituants respectifs de aby, by et (as — aay).
p : élément de {1,2,5,10}.
u : unité du produit pbs.
o : unité du produit p(az — aay).
n : le reste de la division euclidienne par 3 du reste

de la division euclidienne de u par 5 .
. entier multiple de 10 congru a p(ay — aa;) modulo pbs .
ki,ko,k et ¢ : entiers relatifs.
10Au : PGCD de 10 et u.
10AY : PGCD de 10 et .
| | : Fonction partie entiére



Les équations diophantiennes sont un sujet d’intérét majeur en mathématiques, trouvant des
applications dans divers domaines allant de la théorie des nombres & la cryptographie. Dans ce
document, nous nous intéressons particuliérement au systéme suivant :

(E) { x = ay[b]

ar = aglbs]

10
avec a,aj,as, by et by € N tels que ag > aay et aby = +=—[bo] avec p € {1,2,5,10}.
D
Classiquement, ce systéme se résout en deux étapes :

— Etape 1 : Vérification de Uezistence des solutions
Pour vérifier I’existence des solutions, on détermine le PGCD de by et by a 'aide de 'algo-
rithme d’Euclide. Si ce PGCD divise (a2 — aay), alors le est résolvable, sinon il ne U'est pas.

— Etape 2 : Détermination de la solution de l’équation
Une fois I'existence confirmée, le systéme est rapportée a une équation diophantienne :

x = aq[by]
azr = az[bo]

axr = aay[ab]
=
azr = ag[bs]

= ar = aay + abiki = as + boks
= aai + abiki = as + boks
= Oéblk'l — bgk‘z = ag — aaq

La solution de cette équation est de la forme :

bg Oébl
=k +k — =k —k- kelZ.
e A YT T Ay
Et la solution du systéme est
b1bo
= bk} +k ——"—
T =a1+ 01k + b1 A by

Il existe cependant plusieurs autres méthodes efficaces comme la célébre méthodes des restes
chinozis.

Dans ce document, nous introduisons une nouvelle méthode pour résoudre cette équation.
Cette méthode est structurée en deux étapes trés simples, tenant uniquement compte des unité
respectives des produits pby et p(az — aay) que nous désignerons par u et v’ :

En effet, le systéme se rapporte a 'équation diophantienne abik, — boks = as — aay.
Posons aby = a, by =b, a0 —aa; =c, ki = X et —ko =Y.

L’équation devient aX + bY = ¢

De plus ab; = ﬂ:%[bg] =a= j:%[b].



Nous nous retrouvons ainsi avec une équation diophantienne définie telle que :
10
aX +bY =c aveca=+—[bl et pe{1,2,5,10}
p

Nous avons déja étudié cette équation dans [Alg24] Sur l’équation diophantienne azx+by=c
avec a = i%[b] et pe {1,2,5,10}. En effet cette équation se résout en deux principales
étapes :

— Etape 1 : Vérification de Uezistence des solutions
Pour vérifier I'existence des solutions, on détermine 10 Au et 10 Aw’. Si 10 A u divise 10 A/,

alors 'équation admet des solutions, sinon elle n’admet pas des solution.

Autrement dit :

L’équation admet des solution si et seulement si 10 A v’ = 0[10 A u]

— Etape 2 : Détermination de la solution de Uéquation
La solution de cette équation est sous la forme :

+oa(—£
X:i(f—Oerbk), Y:ngw)ia(—pk), kel
—5[5]
) = P (1) R L T YR 8:9 1 leyg
ou € pc—i—pb(lo/\uq—i-( Y'uu')  avec n=wu 5L5j 3| 3 | et ¢ €
Prenons ¢’ =0
= e =pc+ (—1)"pbur/
= e =p(c+ (—1)"bu’)
—1)bu
:>X:ip(c+(10) “L) £ pbk
— —1)"bount
:>k1:X::tp(a2 aal—i-lé ) QUU)iprk
_ —1) /
:>k1:ip(a2 aal—i-lé ) QUU)ipbgk‘
Or z=a1 + bik:.
Alors
— —1)"boun/
x:a1+b1(j:p(a2 oza1+1(() ) 2uu)ﬂ:pb2k)
_ —1\"b /
:>:E:a1:|:pb1(a2 aa1+( ) QUU)ipblek‘

10



Ainsi la solution du systéme est :

as — aay + (—1)"byun’
10

J—3{“_35V5LJJ et keZ

Tr = aq :prl( ):l:pblek‘

u
= — 5 —
avec n = u LS

1 Exemples de résolution

 a=11m) ) =205
(B - {593 = 68[129] (B {az = 11[23]

' z = 5[15] ' x = 5[73]
(E)s : {91, — 48[137] (B)s: {103; = 68[144]

— Pour le systéme (E);.

. x = 11[77]
(B {593 = 68[129]

5x77=38=-2[128], =p=>5
pbe =5x129=645=u=5 et plag—aa)=568—-5x11)=65=u" =5

Comme 10 A u =5 divise 10 A v/ = 5, alors le systéme (F); admet des solutions.

Cette solution est :

_ —1)"byunt! L5
as — aay -l-lé )" bouu )—pbibok avecn:u—ﬂgJ—?ﬂu L5

x = a1 —pbi( | et keZ

Cherchons n :

u u—5[Y| 5 5-5[2]
=u—5|-| -3 ——2|=5-5|-] -3 ——=2|=0
n=u=5lz]=3l—5="]=5-5z] - 3[—5—]
as — aay + byun’
CU:al_pbl(z 110 2 ) — pbibok
68 — 55 + 3225
r=11— 385(1—0+) — 49665k
- 22
x:11—385(—68 5‘;’0+3 5)—49665k

x = —124652 — 49665k
x = —124652[49665]
& = 24343[49665)]

S = {24343 + 49665k}, k € Z




— Pour le systéeme (E),.

_ x = 2[5]
Bz {x = 11[23]

5=5[23], =p=2
pby=2x23=46=>u=6 et plaz—aa)=2(11-2)=18=u" =8

Comme 10 A u = 2 divise 10 A v/ = 2, alors le systéme (F)2 admet des solutions.

Cette solution est :

- —1)"boun/ —5|%
x:a1+pbl(a2 aalﬁé ) 2uu)+pb1b2k avecn:u—5L%J—3Lu 3L5JJ et keZ
Cherchons n :

u u—5|%] 6 6—59]
=u—5-]-3——2|=6-5[-] -3 ——2| =1

n=u— 53] -3 =6 5] -3

as — aay — byun’
T =ai +pb1( 10 ) + pbi1bok
11 -2 —-1104
r=2+ lO(T) + 230k

z =2 — 1100 + 230k
x = —1093 + 230k
x = —1093[230]

x = 57[230]

S ={57+230k}, k€ Z

— Pour le systéeme (E)s.

_ x = 5[15]
(B {9x = 48]137]

9x15=135=—2[137], =p=>5
pby =5x137=685=u=5 et plas—aa)=548—-9x5)=15=u =5

Comme 10 A w = 5 divise 10 A v/ = 5, alors le systéme (F)3 admet des solutions.

Cette solution est :

ag — aay + (—1)"bour u—5[%]

x = a1—pb( 10 )—pbibak avecn:u—5L%J—3L 3 | et keZ
Cherchons n :
B u u—5[%] 5 5-5|2]
n=u=5lz]=3l—5—"]=5-5z] -3[—5—] =0

as — aaq + bour/

10

x =a; — pbi( ) — pbibok



48 — 4 42
T=095— 75(%) — 10275k

x =5—25710 — 10275k
x = —25705 — 10275k
z = —25705[10275]

x = 5120[10275]

S = {5120 + 10275k}, k € Z

— Pour le systéeme (E)y.

_ x = 5[73]
(B {1033 = 68[144]

10 x 73 =730 = 10[144], =p=1
pbo =144 =u=4 et plag—aar)=(68—-50)=18=u =38

Comme 10 A v = 2 divise 10 A v/ = 2, alors le systéme (F)4 admet des solutions.

Cette solution est :

— —1)"byun — 5%
:c:a1—|—pbl(a2 aal—:é J"byun )+pbibok avecn:u—E)LgJ—fBLuBLE’JJ et keZ
Cherchons n :

u u—5[%] 4 4—5|%]
=u—5|-]-3|——27 | =4-5|-] -3 ——2| =1

n=u—5g] -3 = -5 ) - 3T

as — aay — byuu’
x:a1+pb1( 10 )—l—pblek
— 50— 1104
xr=5+ 73(%) + 10512k

x =5 — 33507 + 10512k
x = —33502 4+ 10512k
x = —33502[10512]

x = 8546[10512]

S = {8546 + 10512k}, k € Z
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