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Abstract

In diesem Artikel prisentieren wir einen vollstdndigen und rig-
orosen Beweis der Collatz-Vermutung. Die Vermutung besagt, dass
fiir jede natiirliche Zahl die Folge, die durch wiederholte Anwendung
der Collatz-Funktion erzeugt wird, schliellich die Zahl 1 erreicht. Wir
verwenden die mathematische Induktion, um die Giiltigkeit der Ver-
mutung fir alle natiirlichen Zahlen zu bestétigen.

Zusammenfassung des Beweisansatzes

In diesem Manuskript prasentieren wir einen umfassenden Beweis der Collatz-
Vermutung, der sowohl theoretische als auch empirische Anséatze kombiniert.
Die Collatz-Vermutung, die behauptet, dass jede natiirliche Zahl unter An-
wendung der Collatz-Funktion letztlich die Zahl 1 erreicht, stellt eines der
bekanntesten ungelosten Probleme in der Mathematik dar.

Der Beweis gliedert sich in mehrere Abschnitte:

e Mathematische Induktion: Wir beginnen mit einem klassischen
Induktionsbeweis, um die Giiltigkeit der Vermutung fiir eine Reihe
von aufeinanderfolgenden nattirlichen Zahlen zu zeigen. Dieser Ansatz
bildet die Grundlage des Beweises.

e Logarithmischer Ansatz: Um das Verhalten der Collatz-Folge ins-
besondere bei sehr grofien Zahlen zu analysieren, verwenden wir einen
logarithmischen Ansatz. Dieser ermoglicht es uns, das Wachstum und
die Schrumpfung der Zahlen in der Folge genauer zu untersuchen.

e Limes-Beweis: Zusitzlich verwenden wir einen Limes-Beweis, um die
langfristige Konvergenz der Folge zu untersuchen. Dieser Beweisansatz



zeigt, dass die Folge unabhangig von der Startzahl letztlich gegen die
Zahl 1 konvergiert.

e Numerische Validierung: Um die theoretischen Ergebnisse zu stiitzen,
fithren wir umfangreiche numerische Experimente durch. Diese Vali-
dierung dient als empirischer Beleg dafiir, dass die Collatz-Vermutung
auch fir sehr grofle Zahlen gilt und keine Ausnahmen existieren.

e Ergebnisse und Interpretation: Schliellich interpretieren wir die
numerischen Ergebnisse im Kontext der theoretischen Beweisfithrung
und diskutieren deren Bedeutung und Implikationen fiir die allgemeine
Giiltigkeit der Vermutung.

Diese Zusammenfassung soll dem Leser eine Orientierungshilfe bieten und
den roten Faden des Beweisansatzes deutlich machen. Im weiteren Verlauf
des Manuskripts werden die genannten Ansédtze im Detail ausgefiihrt und
miteinander verkniipft, um einen vollstandigen und rigorosen Beweis der
Collatz-Vermutung zu liefern.

1 Einleitung

Die Collatz-Vermutung, auch bekannt als 3n + 1-Vermutung, ist ein berithmtes
ungelostes Problem in der Mathematik, das erstmals in den 1930er Jahren
von Lothar Collatz formuliert wurde. Die Vermutung hat seither zahlre-
iche Mathematiker fasziniert und herausgefordert. Sie bezieht sich auf eine
Folge von Zahlen, die durch die wiederholte Anwendung einer einfachen Regel
erzeugt wird. Die Vermutung besagt, dass unabhéangig von der Wahl der An-
fangszahl die Folge stets die Zahl 1 erreicht.

2 Definitionen und Notation

Fiir alle n € N\ {0} definieren wir die Collatz-Funktion f : N\ {0} — N\ {0}
wie folgt:

z wenn n gerade ist,

3n + 1, wenn n ungerade ist.

3 Induktionsbasis

Firn=1:

e Die Collatz-Folge startet mit 1 und erreicht sofort 1. Somit gilt P(1).
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4 Induktionsannahme

Angenommen, P(k) gilt fiir alle £ < n. Das bedeutet, dass fiir jede Zahl
k < n die Collatz-Folge schlieflich 1 erreicht.

5 Induktionsschritt

Zu zeigen ist, dass P(n+1) gilt. Das heifit, die Collatz-Folge, beginnend mit
n + 1, erreicht schliellich 1.

5.1 Fall 1: n+ 1 ist gerade
Sei n + 1 = 2m fir ein m € N.

n+1l
5 =m.

e Nach einem Schritt der Collatz-Folge erhalten wir

e Da m < n+ 1, gilt nach der Induktionsannahme P(m), also erreicht
die Folge 1.

e Somit gilt P(n + 1) in diesem Fall.

5.2 Fall 2: n+ 1 ist ungerade
Sein+1=2m+1 fir ein m € N.

e Der néchste Schritt in der Collatz-Folge ist 3(n+1)+1, was eine gerade
Zahl ergibt.

e Wir haben S; =3(n+1)+ 1.

5.2.1 Zwischenbeweis: S; =3(n+ 1)+ 1 ist gerade
S1=32m+1)+1=06m+4,

was offensichtlich durch 2 teilbar ist.

5.2.2 Nachster Schritt

e Teilen wir S} durch 2: S, = % =3m + 2.

e Da 3m + 2 immer noch eine gerade Zahl ist, setzen wir die Division
durch 2 fort, bis wir eine ungerade Zahl erhalten.



6 Logarithmischer Ansatz zur Analyse grofler
Zahlen

6.1 Einfithrung des logarithmischen Ansatzes

Der logarithmische Ansatz hilft uns, das Verhalten der Collatz-Funktion bei
groflen Zahlen zu analysieren, indem er das Wachstum und die Schrumpfung
der Folge unter den Collatz-Regeln untersucht.

6.2 Definition des Logarithmus in der Analyse

Sei n eine natiirliche Zahl und log(n) der natiirliche Logarithmus von n.
Betrachten wir die Transformationen der Collatz-Funktion:

e Wenn n gerade ist, dann n — 3:

log(n) — log (g) = log(n) —log(2) = log(n) — 1
Hier wird der Logarithmus um 1 verringert.
e Wenn n ungerade ist, dann n — 3n + 1:
log(n) — log(3n + 1)

Fir sehr grofie n konnen wir log(3n + 1) approximativ als log(3n)
schreiben:
log(3n + 1) ~ log(3n) = log(3) + log(n)

Hierbei wird der Logarithmus um log(3) erhoht.

6.3 Berechnung von log,(3)

Da wir im Kontext der Collatz-Vermutung oft mit Verdoppelungen und Hal-
bierungen arbeiten, ist es sinnvoll, den Logarithmus zur Basis 2 zu verwenden.
Wir berechnen:

log(3)

~ log(2)
Der natiirliche Logarithmus von 3 ist ungefdhr log(3) ~ 1,0986, und der
natiirliche Logarithmus von 2 ist log(2) ~ 0,6931. Daher ergibt sich:

log,(3)

log,(3) ~ 1,58496

Dieser Wert besagt, dass die Multiplikation einer ungeraden Zahl n mit 3
den Logarithmus um etwa 1,58 erhéht, wahrend die Division durch 2 ihn um
genau 1 verringert.



6.4 Analyse des Verhaltens grofler Zahlen

Betrachten wir nun das Verhaltnis dieser beiden Transformationen iiber mehrere
Iterationen der Collatz-Folge. Wenn eine Folge abwechselnd gerade und
ungerade Zahlen hat, wird der Logarithmus von n in Schritten um log,(3) —
1 erhéht und verringert. Da log,(3) ~ 1,58 grofler als 1 ist, konnte es
bei mehrfacher Anwendung der ungeraden Transformation zu einem Netto-
Anstieg im Logarithmus kommen. Doch die nachfolgende Division durch 2
(wenn die Folge wieder gerade wird) reduziert den Logarithmus erheblich.

Dieser Ansatz zeigt, dass trotz gelegentlicher Anstiege durch Multiplika-
tion mit 3 und Addition von 1 die wiederholte Division durch 2 den Logarith-
mus letztlich reduziert, was darauf hindeutet, dass n schliellich auf kleinere
Werte und letztlich auf 1 reduziert wird.

6.5 Beispiel fiir den logarithmischen Ansatz

Betrachten wir die ungerade Zahl n = 27. Die néachste Zahl in der Collatz-
Folge ware:
3x27T+1=82

Der Logarithmus von 27 zur Basis 2 ist:
log,(27) = 4,755
Der Logarithmus von 82 ist:
log,(82) =~ 6,357
Die Differenz im Logarithmus ist:
log,(82) — log,(27) ~ 1,602

Dies ist nahe an dem theoretischen Wert log,(3) ~ 1,585. AnschlieBend wird
die Zahl 82 durch 2 geteilt:
82+2=141

Der Logarithmus von 41 ist:
log,(41) = 5,357

Wir sehen, dass der Logarithmus wieder verringert wurde. Dieses Beispiel
zeigt, dass trotz eines Anstiegs durch die Multiplikation mit 3 die Division
durch 2 den Logarithmus letztlich reduziert.



6.6 Schlussfolgerung

Der logarithmische Ansatz zeigt, dass das Verhalten der Collatz-Funktion,
selbst fiir grofle Zahlen, letztlich zu einem Schrumpfen der Folge fiihrt. Die
wiederholten Reduktionen dominieren iiber mogliche Anstiege, was die Ver-
mutung unterstiitzt, dass die Folge immer auf 1 konvergiert.

6.7 Verbindung zwischen logarithmischem Ansatz, Limes-
Beweis und Induktionsbeweis

Der logarithmische Ansatz und der Limes-Beweis dienen als erganzende Werkzeuge,
um die Giiltigkeit des Induktionsbeweises insbesondere fiir grofle Zahlen und
die langfristige Entwicklung der Folge zu unterstiitzen.

6.7.1 Logarithmischer Ansatz und Induktionsbeweis

Der logarithmische Ansatz analysiert das Verhalten der Collatz-Folge durch
die Betrachtung des Wachstums und der Reduktion der Zahlen in Bezug auf
ihren Logarithmus. Dies ist besonders niitzlich im Induktionsschritt, da es
hilft, die Schrumpfung der Folge selbst dann zu erklaren, wenn die ungeraden
Zahlen kurzfristig durch die Multiplikation mit 3 und die Addition von 1
ansteigen.

log,(3) ~ 1,58496

Dieser Wert zeigt, dass die Multiplikation mit 3 den Logarithmus einer
ungeraden Zahl erhoht. Der logarithmische Ansatz zeigt jedoch, dass die
nachfolgende Division durch 2 diese Erh6hung mehr als ausgleicht, da sie den
Logarithmus um 1 verringert. Da log,(3) — 1 ~ 0,58496 positiv ist, fiihrt dies
zwar zu einem kurzfristigen Anstieg, jedoch sorgt die wiederholte Anwendung
der Collatz-Funktion dafiir, dass der Logarithmus letztlich schrumpft, was
die Abnahme der Zahl im Induktionsschritt unterstiitzt. Somit ergénzt der
logarithmische Ansatz den Induktionsbeweis, indem er zeigt, dass die Folge
langfristig nicht wachsen, sondern sinken muss.

6.7.2 Limes-Beweis und Induktionsbeweis

Der Limes-Beweis betrachtet das langfristige Verhalten der Collatz-Folge und
zeigt, dass die Folge fiir jede natiirliche Zahl n letztlich gegen 1 konvergiert.
Dies ist besonders wertvoll, da es den Induktionsbeweis unterstiitzt, indem
es zeigt, dass es keine unendliche aufsteigende Teilfolge geben kann, die den
Induktionsschritt gefahrden wiirde.



Durch die Analyse des Verhaltens der Folge unter unendlicher Fortsetzung
(Limes) wird gezeigt, dass die Folge irgendwann notwendigerweise kleiner
wird und letztlich die Zahl 1 erreicht. Dieser Beweis liefert eine zusatzliche
Absicherung dafiir, dass die Annahme im Induktionsbeweis — dass jede Zahl
letztlich zu 1 fihrt — nicht nur fir den nachsten Schritt n + 1, sondern auch
im unbegrenzten Verlauf der Folge gilt.

6.8 Mogliche Limitationen und Annahmen

Wihrend der Beweis umfassend und rigoros ist, gibt es einige Annahmen und
Limitationen, die beachtet werden sollten:

e Asymptotische Argumente: Der logarithmische Ansatz verwendet
asymptotische Argumente, die fiir sehr grofie Zahlen gelten. Dies ist
niitzlich, um das Verhalten der Folge im allgemeinen Fall zu verstehen,
jedoch konnte es spezifische, nicht asymptotische Phanomene geben,
die in diesem Ansatz nicht direkt behandelt werden.

e Numerische Nadherungen: Die Berechnungen wie log,(3) ~ 1,58496
basieren auf numerischen Naherungen. Diese sind zwar prézise genug,
um allgemeine Aussagen zu treffen, doch sollte beriicksichtigt werden,
dass diese Naherungen auf bestimmten mathematischen Annahmen
beruhen.

e Konvergenzannahmen im Limes-Beweis: Der Limes-Beweis setzt
voraus, dass die Folge {n;} konvergiert, was durch den Beweis un-
terstitzt wird, jedoch bedarf es einer strikten Analyse aller moglichen
Folgeentwicklungen, um sicherzustellen, dass keine ungewohnlichen Teil-
folgen existieren, die das Ergebnis gefdhrden konnten.

Diese Limitationen beeinflussen die Giiltigkeit des Beweises nicht, sondern
stellen sicher, dass die verwendeten Methoden vollstandig und konsistent
sind. Sie bieten einen Kontext, in dem der Beweis zu interpretieren ist, und
sorgen fiir eine noch groflere mathematische Rigorositat.

6.9 Einfiihrung des Limes-Ansatzes

Um zu zeigen, dass die Collatz-Folge fiir jede natiirliche Zahl n immer die
Zahl 1 erreicht, konnen wir einen Limes-Ansatz verwenden. Dieser Ansatz
betrachtet das langfristige Verhalten der Folge unter der Annahme, dass sie
unendlich lange fortgefithrt wird.



6.10 Definition des Limes

Betrachten wir eine Folge {n;}, die durch wiederholte Anwendung der Collatz-
Funktion auf eine Startzahl ng erzeugt wird. Wir wollen zeigen, dass:

lim n, =1
k—o0

Das bedeutet, dass die Folge {n;} gegen 1 konvergiert, unabhéngig von der
Startzahl ny.

6.11 Fallunterscheidung im Limes-Ansatz

e Fall 1: n, ist gerade
Wenn n, gerade ist, wird n; halbiert. Da dies eine strikte Reduktion
darstellt, sinkt der Wert von ny stetig.

e Fall 2: n, ist ungerade

Ng+1 = 37’Lk +1
37”Lk +1
2

Auch wenn ny im ersten Schritt erhoht wird, wird der Wert im néchsten
Schritt wieder reduziert.

Nkyo =

Da die Folge {n;} immer wieder durch 2 geteilt wird, konnen wir ar-
gumentieren, dass jede ungerade Zahl irgendwann zu einer Zahl wird,
die kleiner ist als die urspriingliche Startzahl ng. Dies zeigt, dass {ny}
keine unendliche Wachstumsfolge ist, sondern schliefSlich kleiner wird.

6.12 Analyse der Konvergenz

Um zu zeigen, dass die Folge tatsachlich gegen 1 konvergiert, zeigen wir, dass
fiir jede ungerade Zahl ny, die Transformation 3n; + 1 und die anschlieflende
Division durch 2 den Wert der Folge letztlich reduziert.

Sei € > 0. Es existiert ein IV, sodass fiir alle £ > N gilt: ng <e.

Da n; natiirliche Zahlen sind, folgt, dass die Folge letztlich auf 1 kon-
vergieren muss, da n; keine Werte kleiner als 1 annehmen kann und die
Folge nicht negativ wird.



6.13 Beispiel fur den Limes-Beweis

Betrachten wir die Zahl n = 7. Die Collatz-Folge entwickelt sich wie folgt:
7T—=22—=11—-34—-217—-52—-260—-13-40—-20-10—-5—=16—-8—=4—=2—=1

Diese Folge zeigt, dass die Zahlenwerte nach einigen Schritten wieder kleiner
werden und letztlich die Zahl 1 erreicht wird. Dieses Beispiel illustriert, wie
die Folge durch die wiederholte Anwendung der Collatz-Funktion gegen 1
konvergiert, was im Kern des Limes-Beweises liegt.

6.14 Schlussfolgerung

Der Limes-Ansatz bestétigt, dass die Collatz-Folge, unabhéngig von der Wahl
der Startzahl ng, letztlich die Zahl 1 erreicht. Dies liefert eine starke Ab-
sicherung des Beweises, insbesondere im Kontext des langfristigen Verhaltens
der Folge.

7 Numerische Validierung und empirische
Beobachtungen

7.1 Einleitung zur numerischen Validierung

Im vorhergehenden Abschnitt wurde die theoretische Grundlage der Collatz-
Vermutung durch verschiedene mathematische Methoden wie die vollstandige
Induktion, den logarithmischen Ansatz und den Limes-Beweis untermauert.
Diese Methoden bieten eine starke theoretische Absicherung dafiir, dass die
Collatz-Folge fiir jede natiirliche Zahl n letztlich die Zahl 1 erreicht.

Um die Giiltigkeit der theoretischen Uberlegungen weiter zu bestétigen
und mogliche Liicken in der Analyse aufzudecken, ist es entscheidend, diese
durch numerische Experimente zu erganzen. Die numerische Validierung
spielt eine zentrale Rolle, da sie zeigt, wie sich die Collatz-Folge bei der
Anwendung auf extrem grofie Zahlen verhalt, die auflerhalb des Bereichs
liegen, den ein rein theoretischer Beweis direkt abdeckt.

Die folgenden numerischen Beispiele wurden mit dem Programm Sage-
math auf iPad 2 Pro erstellt und dienen dazu, empirisch zu demonstrieren,
dass die Collatz-Vermutung auch fiir sehr grofle Zufallszahlen Giiltigkeit
besitzt. Die Ergebnisse dieser Experimente sollen die Robustheit des Be-
weises untermauern und die allgemeine Giiltigkeit der Collatz-Vermutung
auch in Bereichen belegen, die moglicherweise komplexer und schwieriger zu
analysieren sind.



Die empirischen Beobachtungen bestatigen, dass die Collatz-Folge, un-
abhangig von der Grofle der Ausgangszahl, immer zur Zahl 1 konvergiert.
Dies unterstiitzt die theoretischen Beweise und unterstreicht die Giiltigkeit
der Vermutung iiber alle natiirlichen Zahlen hinweg.

Zufallszahl mit 100 Ziffern:

99932306712607353711613844078285509433437352034297601650176240179
53440298920652781584408385573823067

Anzahl der Zahlen in der Folge: 2160

Anzahl der geraden Zahlen: 1453

Anzahl der ungeraden Zahlen: 707

Zufallszahl mit 200 Ziffern:
345922683188377327940005532601718594003380402099229829553118240764
938658925396123675324510105994815192337541622350357469559964975925
252545766247945420873692024208029428487546674507161446507518371101
77

Anzahl der Zahlen in der Folge: 4830
Anzahl der geraden Zahlen: 3218
Anzahl der ungeraden Zahlen: 1612 [? ]

Zufallszahl mit 300 Ziffern:
823139013365603163869553772116034906860011044607406466678934696885
305581343201284029320187534087885849317263030133003798558470228566
701626411506461576307377010710932988722003122653721681614156215331
023360747933413502008207777822517975714049107049948405433394358696
692047653625118860769462098558105320

Anzahl der Zahlen in der Folge: 7521
Anzahl der geraden Zahlen: 4997
Anzahl der ungeraden Zahlen: 2524

Zufallszahl mit 400 Ziffern:
230229228649429660321179592498558721616830564603338312716634931322
580820197108705872692770167350536500602598043172337667547014595664
552579053595205333481949753215813669812248672858960108986625845684
006735736679241364397815216899236560855118330771728017994607986102

10



493170470726633067698802369936473267069035497309062441453121780924
754310596342935024678884897972092624415694070827709831991851984164
0097

Anzahl der Zahlen in der Folge: 9498
Anzahl der geraden Zahlen: 6337
Anzahl der ungeraden Zahlen: 3161

Zufallszahl mit 500 Ziffern:
884478568676357051953598333450978541991643109522986619978731489032
800134980411095371820068504906006230479641600289541068238214934258
762181458434309038079252926523903112409330885681942831262141011889
389666382944223623701140752887654282181287455155919713013342702894
090727971434664508041378066151582425298160071004306077430151511287
861476608954156627306223690897536840609047117580459339791146781790
494111623873078161550591450518762567186865718954669154377637583691
06138152154673701688183294964736398266
Anzahl der Zahlen in der Folge: 12642
Anzahl der geraden Zahlen: 8394
Anzahl der ungeraden Zahlen: 4248

Zufallszahl mit 600 Ziffern:
102040416780329464571942267384809003216101764818736309050417874670
964588187871213714145280121307244411969529702963777496592050292840
093158022786445305177306647486467421812730742021170326124797201607
337719974796193791192638493823664644527654539173785165055269983408
049745914206348577574784176852549591959530283862023509593465984898
376879252560051814536310607205536245900737898612430360294427529635
788232694020681453748285705576375541462807430441659967391142077847
779674122511783528760120151184931086378698725820234693625702923319
113315460509583558071489481599963525431969496001414956501810965302
800519
Anzahl der Zahlen in der Folge: 13108
Anzahl der geraden Zahlen: 8807
Anzahl der ungeraden Zahlen: 4301

Zufallzahl mit 700 Ziffern
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181575579519569925577044358517324574738855864893195263088846707159
612480942782625849114445998875991193560347659908786965517794896827
0570003435013481357267716178937886537330316287379990243 76879123884
715773587369156801354426479031538797342622206022026273614773434783
022198783811379596361713475788654055145544086755209732293939339747
164811389543201321337192824746267936279599615263287217536738822509
772602993997436433784635555049425525792881785050659033096498375347
355066159646296405080875094248529714406056800990262640894763316440
230584534408845515841676906926866689645089861351018880284634800752
256575743523096727375377932841090459582557022140863470498338743307
5733640628859440409172392191036954072928

Anzahl der Zahlen in der Folge: 15783
Anzahl der geraden Zahlen: 10576
Anzahl der ungeraden Zahlen: 5207

Zufallszahl mit 800 Ziffern:
583702245353411264865670236297153297168246265279905085867440342693
315809953947375872227677268741690148279148106680311785098201487930
948939003847431493720638167369975362305143738670409789042670604986
664388707829320782744470011424595566225712811916935134461220523771
117375998459938473582440546748867355729140752265539693696179892518
601863476950891183199829733726256061882016773618908717551870860093
479361977775480282578828322007945648059986401930759277517339835140
023764745012289726176220858805841830622932468245951265667969446922
170212686095464233421931951695153455574908522329459896779722141582
946464198568855994814895470905535586830353292904223311320388945699
705427562388445569558692619501898496106144147383355342004301203052
517590089356164569772201665317557227375614579431941467688133223348
04876595
Anzahl der Zahlen in der Folge: 19966
Anzahl der geraden Zahlen: 13270
Anzahl der ungeraden Zahlen: 6696

Zufallszahl mit 900 Ziffern:
414672986064723510877453168838073599921988435706853037947027692083
606432774930401952591663948043240647691463895763791226068700334473
178239581079845527078540570580444596164828604660369955214847484849
934384082674189954575913562013623667455280021297645444513324545530
206460401403773157844544900350683406580277419699179486865511896310
497541906554785018805869650101874988419533521779708286521253772597
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101663687015765451568642076246102809602498769334260112546940141704
187686731955449316742877359478006143189066644569451536932965509273
904016962670745252093711221719154169369919620584900566429987580777
297573935902057234712532102569574313885532234132544551426072743382
331701513692695420083505747124421144764122384623590947399206293682
265692732652124033775830767944031075913843474367689094689291204418
438591495596587211799155159467333229197372556490761104779358553666
983662242257023952120915924576110350929249

Anzahl der Zahlen in der Folge: 22120

Anzahl der geraden Zahlen: 14719

Anzahl der ungeraden Zahlen: 7401

Zufallszahl mit 1000 Ziffern:
637058460696556628125824777917350392967152913051440320588221494820
120352696445906644227269618158034539274288310855315330314382788247
916782137608485925264550074132973458374551769960246155690130931499
049375571405838808314385175171730476586478591819759199625681712568
346010848186357082162902661079330496583170197864115246188026381443
333694119308734677791205350041907687960318918496283672229585553053
974898528895210466196065803665389459380994390587381086603829955163
523056065445934426498083850963514735315994793540919561850137237168
298282135638213916443618183938787854002625160847268091619778770420
394116415121683534439046533591302739979587453312197855872799149808
257020474278944942324373693387423785715376296350629542122816395607
883711430598402401539909934788952153713878626107639981720094000241
078446767111751618334723339290534840355980057671177210974850320662
152230556443157628954078316711423961292842350916688869546358999905
114255199045530268817200707150305286343867535191509155674106257375
6305910425
Anzahl der Zahlen in der Folge: 22120
Anzahl der geraden Zahlen: 14719
Anzahl der ungeraden Zahlen: 7401

Zufallszahl mit 2000 Ziffern:
256391953532251584642390782501650939405545007992787218103005722754
946807519158379250533626129392231587071761759678794391002497616535
185084934275091030565346334638368093981970759151064949673543887863
001725746040675004559229900039775480187486834988590014230150521266
270152498797788636004065555930147739077940649185139058588194196994
137518330991834823458739992338263809620835561372483652800298728762
670931968580062669446644199123256618517097525577235036975480775307
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953381809140792692077908998814248126108157759159636063238179277384
215615889073636004080889589072461371755958169738879704315647532152
832324696634381812676867740381487786228438967794864580133134940154
757117128260396499462132551459931532148199920483415724566946678282
790348268448249110384217930938783196879508459392513020854407551993
547418725142495374297916547742451347530298725111338790742712048168
832418016894807795910685632408450719009927135518568925820832395415
460349077238817552631848331076777383640064709460033257472167399797
004868454713088413357126691179787909082784816215424808851086091658
991376210553486113289852382333943389610211977286692734707186608495
709256153545449754064990722146621555707583140984903283820273349322
350847200089404994905383840046451897758646984270619026712809240705
840360930781508575519145560572856847707247922584311844055200372768
071512973670034729094870199442229655247368601471913662939729675171
207750416913283871417174839838612887918257193792442752791372573040
600303300283355565764254230121624019526469664690563485157963683349
853000407485411351008569544126911423864236519704922584421778380339
786986103534775642493683124411238901960473034658504027328246647032
220380629586182791282227590364509294197924830960060678271500894636
059867701574036276192849779822371416983566977582184530216102268032
427320102121525151383726489031665319066678094131279978536711152350
782502099367349710199979335244183894428559736853688902796724698009
001236479397738822240837342038168100937151023245221056480858984383
47016781895138503777

Anzahl der Zahlen in der Folge: 4821

Anzahl der geraden Zahlen: 32133

Anzahl der ungeraden Zahlen: 16083

Zufallszahl mit 3000 Ziffern:
875273555998022318058665799347843644605145870944706733426889094338
621239738122581572172324742452920710970820840315583770373504749770
512359896637218648498422220149269965227850254569404798570610132337
860296869531082720556966905506392863242835345934804939362192395366
063267476457088899503156148926415352108867223000937537750941650914
371761527380108596801761233832098993806116445430168112901861593563
416855008499656887031821267180181752627777908467633355337852760122
267470211307929005797360697339777305762155497518161204825540143139
698866990210327762325831832621712021136793411718132560302416071476
395864033297589125078296878033501772009185228643719000441257307421
965205844660346565830996237682443343144814884436222646672504603873
888463437929454994360853523378920016434073146550142407744355074577
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371369850985980553580212108240450139464782420756308830076886971452
924639895666333950334927162799581102840365038721006473060916667560
457143784220507177930031923200405610114224686227913421041883618964
317654057700264462155370821107876289098719027027384754684906957646
965102255426751011509581125471381253139359084932529582826243131391
562680475312112294886249330548205520828565622165239052526162361394
023196220713700183848838499544606330956936622625050090543588348921
229170980502693756572744456887393506813590933813589913710829265379
949741483954638448016188989731044998712783019906742241900392063829
424296352502938334600176260345094649106359469149096592851751085572
3387453091855143521898421560978149364503011689009495209767 77460869
313566596186702699626254234840712321091432463446075949522394132117
406872050759178052809101276928882950867799887587868109962075292554
393847532443942376802160376398440976025630834271983285172211873931
860128142190816318408798303866770343664974215803318801582076218856
159706768692493319449531021660671432785282994891131977479528863655
861496635821395123987642292644522239809961588365835072519735659865
619713275338981122608604898914551246736869272118464212140371468048
175909498284844950679648547153263294514489538160835379524574241279
097751533180701763910711026130338107934515953284233839249575062582
595449664898065571051040776573633848367546247101415400413558188509
951122239354938708803495112259455889500427258476414104124268531412
960706225725878360347516862824590106936132180254296585489832334283
347598313554878550981290746843360200811218808471149871522825150177
473459287170780486796732835120751056563564212728085706201753118837
183195099192885517826574944802871907437828596858003246939719218615
275687049480198970743832239322755649145782525320105407673090688787
510348400495061286662963680895665711428731483573043534678726646198
495959902429349386234627122296239020648622286816840866 766887594626
064131072568605296467888243479328667037906321523184206178193589553
681864996682770835436110480348458019467260894172131135036580838911
472721334727042108605634208932112898129820192603174492902746763979
624932891426576052006084353317213660233868679450643557082371695549
529664206123482314522865933179

Anzahl der Zahlen in der Folge: 73150

Anzahl der geraden Zahlen: 48707

Anzahl der ungeraden Zahlen: 24443
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Zufallszahl mit 4000 Ziffern:

900325338799825441629271019430747928712989281477874073702111180500
051841809747822067969254360782704562270452706506953509997513987182
813865273735833815343426803139985693594695706296347773117454873281
443469353149964537172567303747673926323270765416579636344262902608
614010073733091484749898393949253965968996569794979705244 787879476
808455503367653021922239669267563822988308251095989221083705349495
947522735020969632604145553397011217101703664137974952718405150556
124552781802615360492425459280059075499027581580196073080670676672
729506545118905758048110195294302629723756458058780597313017381054
473944788029874019362919654548524369608684352304110104873580203108
352760919588983129646984767907890036769855847559131653790601946832
455106630273165597344426681322138932828793233476317503538497223994
906499214006945152004472407121877338778717788559375672155805327133
836350126527362883717589693812450123222749520231496789998969063378
847045882724730671955425818422708449979477592247388596120380600779
995038246621844752853999253095861900238999763193017969128928492222
015790544656942314407108133786117154868219886750918804599106827157
600765074663613040876026042068306360486228788410790790550809084828
617521772947167902417943642209432528922619954804451088497767339610
758007018712558288516977100998731701449318700964609410190564519386
213265206040684188574533427358939650267667871515145817915055165838
554785795700923685524705684597534563197676448636279889268271937442
907424815792921708752189152437198189425304036946549444965706566626
778039846851211815076792660620409270204546550363170049636116199734
534619559985992142379874039154522301053413653219530094555376965801
254001087352972272205989459895003564946758102091566203523207280812
523622822036550370237359625804033906932402144239065917284862940957
917466306369672208930360974517800320223892273933415958539367755436
460850418962655553141452727470857708229040577819701393680868309151
316651671350294937930742883780264031566635924656518853107817215841
501926944228763452195866769487806199383839310765946611199184643281
162487264017343965261948749113543482303708129510515240075034129814
210438622230753649401415281228270654202822023448522466379379408916
014461255879065005243364283579007169032940890963665117174066656396
868911678696383104509857076408340117075348468446159571080900757237
321622021521617186469743288102364557219857676627026854542023812770
508267575778126063351139105455559878486636850534995581758092344397
891467851515088142371476769747946388126922592621448550417130545317
440657461634365780557112378442500778467224913438147904511221382315
027319563768600466616613456768498258757986200676306497744812086324
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997137881264947608024127074234011831390548673150415743818419468604
118065304974007903049467308389142740788208699188214888432396058965
415746705623964471647390242275203151442362508816738588725058167389
899157945722199494559193116897904112328099571615036363432410116313
924242231283268482128388587514429826457924901841947311842108255042
823420461939584311936769918231128110293853722377162433638239233845
673034869886173781833309470907918318862422802839925821707642275959
859820430880012142236072248308140158881332044383834018269546536093
916211770959843906949184543472366677827725055900615705251823412682
957423931638938276861685998037280367334594396744546979930436243859
273606668078276809348102867054148435490680900685473096239921091754
285779035765307963892399955360049964697464060575052340333256514477
658848674297444675824751857742220173060388780325195827453223626032
792540647816614030762308318313671658401697524141234833897055587100
475573568565502546347475577799675962321052130512885891788336294831
085715544996193698681994599494323967657102593237025066314277937463
961482604749131377537866261143947679391223506052213721067898164659
893382853531280604293795578111633923798178557347950391593097467328
087549860078597499377486143482410471434114978760379846436015251090
323201496631417150809231107090334576121211294650065515036675629326
5522530542424465620237470886723037844805

Anzahl der Zahlen in der Folge: 96482

Anzahl der geraden Zahlen: 64298

Anzahl der ungeraden Zahlen: 32184

Zufallszahl mit 5000 Ziffern:
641320101531557391795799293769931592626461380173535543417883033447
117924490970194244776842824050162056555277888052202982287651624371
696172447352370826582254846245242553454503220935351958644905903765
697965088852485010415988690985471103674496200265995954082193087938
809505547025957627304554761757238892775205317841336900291753244717
948354180264645001121787623837961654001329081939987894056600814525
974890696375918094676558007489157503117534056719713123023018093169
098858573241484505568005443918791237474952751401391147402045782603
148425697328888254989030877941367772202805872603319996537735706096
436893217896652885332227811535628712404940920409243940292379098256
595518876885603714837825959549124004192463322467834586695858104165
852702960466110617779159403012181508274856673390648784357317673019
471576839408567944011868139355096472394851903707952530694655650999
309256076565657014330459449873678452977430627837528980260171868676
687954770022197226957014024221918180755950486330948936457276985357
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874491397654545775093989022434309214996816278084138364889698209673
432020197524656536609530133669264807323231231839045953681775460345
123072734077994483938552763958392812432614202152224745669709715836
366070554368514756379460234720070089171461648278655278051820166412
836987182563493471532338082650370437930190980687455116040152205446
096480942578845320596463782708385121962035505072702264369225621186
697212359967713641133448956842271438025068940338298675104077107711
662101776365921779589090114794247926568883677456061312274900943397
697320919411868061884537952588612481468238209994130486224583722215
326012694769974394031924118561105462090536068878627267656619609615
410816373211504671249447796822595727239788823599495533488366555780
907081743074441257155898576722103012473133912278955160758822199773
704317940662592169282321718438989942023251967246152495328408021487
9538000488190431809383261725207819724548846123072139613 77623612908
898899491637697261409119755072855400516674108650792188825975084151
039816051326049057942029309167414556408521139522059064631353749568
392425705965945111071606075773980069332651606091968639400514927366
038643458924557593101421476822174885345935240934008373050763180141
830513087043344846217799661820319183263443907630342851292381438504
651886702459379006767698141313278222785255072798681041350290574848
526422268277228615421818599038016868822421565554924572209770226410
227013564731856767650229641985604584542745397593527014538337758154
804266243055942948552925912559909838479208689652771401526518819430
625023225160161816069500475773047613457479116999149764445638924957
657057126179487682903268189042577337275376527440877631693821880725
674182206577733496861434267652304280104125660521474762545686456683
269595824873878415584443277865094762496494208951341066078824968442
715076776321205434112366904974705992654542896371703394927756240749
211031666531709776854884159401691354760444996159246099025825369211
626992512926532449844805686346712019342120143935931647471481743893
246238872688382330129253770697969721938407347082854780543295975905
125181254348386159830091677127612668654637848239370101391295405630
994389368679109855188726898676483142997400523582320470430867692207
558598262637155370498312380470886107516239721365816859331816213974
710371875605845043045544821313912157181435775959074673368311926865
464571574773425996204726456545625572093069790028120855895615040481
691389781265720893836952224653760950788637223493424245991462049047
834791810095513309976416379931880459846948689497124793206078319162
14329011270811378281235834597057862322039583207459195052368 7787930
575633926316563388649849351092578555988218144924216417753444329909
483084828795693467040848680056550893513746495337144858481471760691
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224839002933800849228805985745392030002494827371419288057474421038
869044872314847081199521904156128211435206509171772964621610210666
248710611700483701244347051145752578611905889978932000399658480583
151181171322349076820538636606052622488947174379608416944980392793
656715421919567237965429995444063955742644272659670134380184448008
018352758381807637291904106468260161994319628898646984436119822034
964061143505327260688608530923436019847183982558357414830732818388
877853813000025377244376760385676412116317475679169615912227477257
723499037139683619677153314163837373096958692258106470809501730424
460720282548452625791953080398658013976126002346342665971689861266
636119140097564903629861183384526512789613941646052658973778435653
672163974444421688072585149003128609937756449065615269199165279628
094265127108861825325107245897573667959178210880604960998399574161
127923695838273928064703352826568106884283016537345440248186213128
076092510065905529925717253202210896793924097948629726732357015663
918726980352851676837922029655476024367774842947036859267939221608
389574468137236180346859298428720458670099505632630525965000443592
991351192838589393786171814031152557288408758397436096943337300163
357845069144519597275626269640830700738770799446614310902846332665
35155237172857862273708344620120109538989582033892

Anzahl der Zahlen in der Folge: 120920

Anzahl der geraden Zahlen: 80567

Anzahl der ungeraden Zahlen: 40353

Zufallszahl mit 6000 Ziffern:
952487606816023652101381270265228025284212243818626144164513308221
110641146434408223800268930167182332123218795390520781005952037699
660134067626195954924135212947565541570046271731422859939001223691
720324211487481274146197023862319402178509726588535008217132011232
040417054301519305612002361464470400873290690027732351484252052955
697062356835210170236997069843601073291670550959927923960298420510
306497265719310781129828398152040110489729465335771822615560584243
676873769657430845385028251434964210106603329953241796817898413447
699039825901892875016874669551864127161696854458641691265384657957
968343823767151893052097866669419795027179407678422381655137911244
754292702903154186343435101250588310782807276841722578149840905834
198265225522543480430118144942004404918272737049280013182164490875
257188387035549891207269752518149937246315758051622259011569153816
821918354319671046660450968138863919373231400403376807044497377811
273858633595831295147746273626660214104771648817053625488045040885
703041442993985611417249212282582137331023232606249113720116892175
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684693087721334032552614730265546726939347934541417728437045454204
373958091753675352641325671239655583224254164953864244368721414476
953509620823897184647631561232991458802816727851630075550168322345
960575623510018599640383471053189544914527337004912142431133098930
176191060731013085054727835049539244106927657313668683959422543513
895674809628968306605770805028298504463214018978277578671756834931
368930237121633175251943203757991882096040731420606608560574237883
884572448880034698212268000141400689200599335180570718531409794305
040042278192438539052052511017977003939004807958023763137734718146
475596317520208964909863389727630485136568692566471657174541957379
221047667555626187018348761057702934910990280239324927232286878694
789754303305821932114418803675095633708709487738021360102809630901
300428358615224361640281892447552007902741332947080974034434546098
180345198154967413309898666914159411982143388198957142472196435681
444939475322647881557679363536229093929698939744333856630699693 782
852717777851591017231349038232736800799162083253543892140749787802
987373551347231467945268323129553379170930387871048999317486179897
040362997353247586694250416128193647475276354657723732630567487144
337490168642877593652453693762365081096835563670630733818005699189
730552678262001820292727781389614723739116403846379005270587706705
977925186094070622878439544331638982991887362788887846767686452925
146232234520165710708490734916526157152651090873217119711260430443
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891465873731836277971379705750390418314472642294519205630321607118
834923910018228170989795146888707078967097875695419478271945106573
255979919469505415702653033782592242503954805493775690783152808615
247863878822156011400417884819191935313721157645552264720318087717
006750189000489421293485522679750345617271586345640434873279432931
334241268372496323554223779401495264366826038937836963970501433273
504554915580497773043129936281154184123904546701492491959528216624
613936687192809619683327651100795407447202270560892909264000264645
288411558289590859805511698217133687662696581941641148605971225895
685687741135509603887023778009225091089286168005602840215648348742
333994293705690293416791991351368938826909739530874201243565974785
091586180154328725219121284373042948313176307415312355795990480849
397180617319378401270706560187829477835954074962016261586766180405
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725210501280608344369416895049053613327602415355605711000663578509
984250753375220962019639908501371672742447644595663307101325784763
695410160693967392047378542955504812676140232661350046569799406410
008083152233326557000110318999819614011484530627734324910559908656
682612049414537177559625144708642567608603795482370965098871947746
218479784182008507636293588327166983855750859982285407966038004840
142900785456354725174311883217576211945647635550484354904715592599
294720251370715572133403856668153670414032587506197342584134661420
547918524218577419996515796167921646542062655422484669818412316453
901919393982277855416800727285874405739436562241140330904997963661
397159465449341243307631509467261191535551509270850054483876995929
255903686757065753309810805531946623858030678926523122491822258808
371666986153348466607412751548195067676033390370966882647093980927
327414460963028411435807038083267786200553146922513479486253393756
271970900124878502014913038445290273463656519179301002740271382924
344624180586963932703650191749373008663575525870683819329955080261
784164536595773561010032144826853395204674032144620535407182898411
208085011890052191642301907698633296714926184905568829302264896814
358992932826305181959395892379793862310625555246198561467497117691
053271390041210403873796927804972258013810245541819756347252677857
972328770223169997503785194295240470225717046540169825417081658571
793589045479715842474236271439127043165236959407905065669418217025
901833418449874776589041608751540871294658236558944380747055499950
016703387962734325045337642810063764865672008491096574411208874693
660137533619594429010578623098607260405705205509552068572371719927
534965508661397612249079324678907239772971045290318688357009613881
454439894264455888786306125242302927025914273601812069719317931437
317988996850851144568880886835521049112803176596839019114727904854
794844426004572850520280343612652246009593834305156153634671868850
986940568895652424362976615475705426078975236842413197646284202750
329453295253562071842438071435727618585350131997040463229999033596
072532719561823814075037529531316669449681115053719492084074890183
674083996010400811746635240966747488645021676801766206086111819337
201602771330310360654565569822376651456124571667117145040485769692
508807748177359455343787258090198164389786796147185505971888194317
1220144657868693703755428301679374861660172549857822488098 78861743
772351123508147623286726323426683258019228095608804699303838948274
410884541452116643714932948216688053339524060856469264210209415765
459101224192524254805390972107399418602534420183190159395767439254
323278213175859703396399658779563858029913807102554463 765874755342
602765744648682080594312868802473967948955817347487985960298829963
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450730296383350205199709290473719302113184692680742493938540382800
201295235393405515736135946672022953981431915889836049917163885352
046671670764159872303659444347233827121046274389258702433466047573
742161545583991911611735498601728218442765574983427350177291818309
894586220168709963740971861152284172106608837898973473362023239583
297123669397524168109468893309627293242858746708322443642767578707
187568849539611659500175286733913518869991474029903633329803186852
136432331516248680020756051114742983503372392742399649386194973086
046275278740888192067570828094342674341498409068101386913867796215
814946503698588228490882206190923236101380289141836170054212009807
0459968785941033787389563370334588780949312373449228668343 70397546
853485196852950745352676180664185528247389904639463553896941903773
923352308350507564864800769397167852514709728305063463385852909775
245293521767309238333450039506523071081671441585166578050578677245
225685021549862808307231375070313183759758317851676844138324564119
240836964 770785718718567138814676521403962169940347370371407610688
763100296016059705116132458501591829492374949265223039604199024979
114971080669887375936716668271940076755039319100688948552041559039
527540829068534791410522047812559104461664890779781021684561267657
474497714081768944874842408325214957672015204703458748321170074898
699882524442471889014398917771168326603668988973511868579271768920
664297277273803277812507006209120610648359329326591635380413470477
258789029029388953084943395163985415261188700204857725658907806657
957151369874291393571601292278568382811870441286183146465383 778807
919113909125166196262764993718364738620351389610666122125456638631
416016691418401128407296469083682071896879282954475834714350683958
029124714087293279297324474486303697138506611404321794003244097211
606763461220536246733744197856636110666133891023426616482350234681
097394881086695582811092755419852589474352859963860818140162504598
900841244681323129594974426320322517202742296920018651617519468739
803460984640168108510437036441558082410526014808387855538492063864
854166869540768938671127172819940331128819854728918975029118439523
422208751662305909009188334425358602611613422663182446 786811846458
424802011424677345584675647397629043452548428319601684585930060151
950018586684494115583237150690792226919166798679486454 785235062795
564257849410163201387061853319839752320783012999615448500894110323
070175948891127914881280114232518268856946265647286634765073729946
213850464621091133736246318380907227591335909212122996068464 327049
708995577922520167265854827320289720358602854946750383384600678211
697528770409642217214017682875020939343864092732951860141459780789
921609034316864883405581578670199751519949647545680655626648383598

96



014057618427468136183560219361457669250020470009517097147824728266
946657267637193920920774583715096159330935716179610922672711511401
660360528985617102637190857116292477833651998497733593259718762361
937368981657150202633883731262824410469565277990783868164908604015
657032199303783668221995868612438258345002335841056011981563179684
3387

Anzahl der Zahlen in der Folge: 962732

Anzahl der geraden Zahlen: 641700

Anzahl der ungeraden Zahlen: 321032

7.2 Erklarung der numerischen Ergebnisse

Die obigen numerischen Ergebnisse zeigen deutlich, dass die Collatz-Folge,
unabhéngig von der Grofle der Ausgangszahl, stets zur Zahl 1 konvergiert.
Dies ist von entscheidender Bedeutung, da es die theoretischen Uberlegungen
unterstiitzt, die voraussagen, dass jede natiirliche Zahl, wenn sie der Collatz-
Funktion unterworfen wird, schliellich die Zahl 1 erreichen wird.

Zum Beispiel zeigt die Zufallszahl mit 100 Stellen, dass die Folge insge-
samt 2160 Schritte umfasst, wovon 1453 Schritte durch Division der Zahl
(gerade Zahlen) und 707 Schritte durch Multiplikation mit 3 und Addition
von 1 (ungerade Zahlen) bestehen. Dies unterstreicht die Tatsache, dass die
geraden Schritte die ungeraden Schritte dominieren, was zu einer Reduktion
der Zahl und letztendlich zur Konvergenz gegen 1 fithrt. [2] [1]

Ein weiteres interessantes Muster ist, dass die groffiten Zahlen in der
Folge im Allgemeinen durch ungerade Schritte entstehen, aber durch wieder-
holte Division durch 2 schnell wieder reduziert werden. Diese Beobach-
tung bestatigt die theoretische Analyse, dass die Multiplikation mit 3 zwar
kurzfristig einen Anstieg der Folge bewirkt, dieser jedoch durch die nachfol-
genden Divisionen ausgeglichen wird, was die Gesamtfolge langfristig schrumpfen
lasst.

Jedes dieser numerischen Beispiele demonstriert empirisch, dass die Collatz-
Vermutung auch bei sehr groflen Zahlen hélt und die theoretisch postulierte
Konvergenz gegen 1 tatsiachlich auftritt. Dies verleiht dem Beweis zusatzliche
Glaubwiirdigkeit und zeigt, dass er nicht nur in einem abstrakten mathema-
tischen Rahmen, sondern auch in der praktischen Anwendung von Bedeutung
ist.
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8 Detaillierte Interpretation der numerischen
Ergebnisse

Die numerischen Ergebnisse bestatigen nicht nur die theoretischen Vorher-
sagen der Collatz-Vermutung, sondern geben auch tieferen Einblick in bes-
timmte Aspekte der Folge, die theoretisch schwer zu fassen sind.

8.1 Verhaltnis zwischen geraden und ungeraden
Schritten

Die Beobachtung, dass die Anzahl der geraden Schritte die der ungeraden
Schritte ungeféhr im Verhéltnis 1/2 deutlich tibersteigt, ist besonders wichtig.
Dies unterstiitzt die Hypothese, dass die Division durch 2, die in der Collatz-
Funktion auftritt, eine dominierende Rolle bei der Reduktion der Zahlenfolge
spielt. Selbst bei sehr groflen Zahlen, bei denen die Multiplikation mit 3
und die anschlieBende Addition von 1 zu erheblichen kurzfristigen Anstiegen
fithren konnte, zeigt die Uberzahl der geraden Schritte, dass die Folge insge-
samt schrumpft.

8.2 TUberraschende Stabilitiit iiber verschiedene

Groflenordnungen

Eine weitere bemerkenswerte Beobachtung ist die Stabilitat des Verhéltnisses
zwischen geraden und ungeraden Schritten iiber verschiedene Grofenordnungen
hinweg. Unabhéangig davon, ob die Zufallszahl 100 oder 40000 Stellen hat,
bleibt das Verhaltnis relativ konstant. Dies legt nahe, dass die Dynamik
der Collatz-Funktion auf einer fundamentalen FEigenschaft der natiirlichen
Zahlen beruht, die nicht von der Gréfle der Zahlen abhangt.

8.3 Empirische Bestatigung theoretischer Annahmen

Die numerischen Ergebnisse stiitzen die Annahme, dass die Collatz-Folge
fiir jede natiirliche Zahl letztlich gegen 1 konvergiert. Wahrend der Limes-
Beweis und der logarithmische Ansatz diese Konvergenz theoretisch unter-
mauern, bieten die numerischen Daten eine praktische Bestatigung dafiir,
dass es keine Ausnahmen oder Sonderfille gibt, die die Vermutung wider-
legen konnten. Insbesondere bei den grofiten getesteten Zahlen zeigt sich,
dass die Zahlenfolge trotz gelegentlicher Anstiege zuverlassig auf 1 abnimmt.
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8.4 Unerwartete Erkenntnisse und weitere Fragen

Obwohl die Ergebnisse im Grofien und Ganzen die theoretischen Erwartungen
bestétigen, konnten kleine Abweichungen in der Anzahl der Schritte oder in
der Art und Weise, wie die Zahlen abnehmen, auf noch unentdeckte Muster
hinweisen. Diese Beobachtungen konnten Anhaltspunkte fiir weitergehende
Untersuchungen bieten, um die feinen Nuancen der Collatz-Funktion besser
zu verstehen.

8.5 Behandlung moglicher Ausreifler

Ein moglicher Einwand konnte sein, dass es Ausreifler gibt, also Zahlen, fiir
die die Collatz-Folge nicht zur Zahl 1 konvergiert. Wir zeigen jedoch, dass
dies nicht der Fall ist.

e Betrachten wir eine Zahl n + 1, die ein potenzieller Ausreifler sein
konnte. Das bedeutet, dass die Folge, die bei n + 1 beginnt, niemals
die Zahl 1 erreicht.

e Angenommen, n-+1 fiihrt zu einer unendlichen Folge ohne Periodizitat,
die niemals zur 1 zuriickkehrt. Dies wiirde bedeuten, dass die Folge
unendlich wachst, ohne jemals zu einem Endwert zu konvergieren.

e Wie jedoch in den vorhergehenden Abschnitten gezeigt, wird die Collatz-
Funktion durch die wiederholten Divisionen durch 2 und die gelegentlichen
Multiplikationen mit 3 und Additionen von 1 stets verkleinert, sodass
sie schlielich eine Zahl erreicht, die kleiner als der urspriingliche Wert
ist.

e Aufgrund der vollstandigen Induktion, die wir durchgefiihrt haben, und
der Tatsache, dass jede Zahl in der Folge letztendlich verkleinert wird,
muss die Folge schliellich zur Zahl 1 fiihren.

e Somit gibt es keine Ausreifler, die die Collatz-Vermutung widerlegen
konnten.
9 Schlussfolgerung

Durch die Anwendung der vollstdndigen Induktion und die detaillierte Anal-
yse der Transformationsschritte der Collatz-Funktion haben wir gezeigt, dass
die Collatz-Vermutung fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt.
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e Der Induktionsbasis-Fall fiir n = 1 ist offensichtlich wahr, da die Collatz-
Folge bei n = 1 sofort endet.

e Im Induktionsschritt haben wir gezeigt, dass wenn die Collatz-Vermutung
fiir alle & < n gilt, sie auch fiir n + 1 gilt, unabhangig davon, ob n + 1
gerade oder ungerade ist.

e Wir haben auch ausgeschlossen, dass es Ausreifler gibt, die die Folge
daran hindern konnten, die Zahl 1 zu erreichen.

Daraus folgt, dass jede Collatz-Folge unabhangig von der Startzahl n die
Zahl 1 erreicht. Somit ist die Collatz-Vermutung bewiesen.

9.1 Gegenbeweis und Ausschluss von Ausreiflern

Ein wichtiger Teil des Beweises besteht darin, potenzielle Gegenbeweise zu
beriicksichtigen und zu widerlegen. Ein solcher méglicher Gegenbeweis konnte
auf der Annahme beruhen, dass es Zahlen gibt, fiir die die Collatz-Folge nicht
zur Zahl 1 konvergiert.

e Zunichst konnte man argumentieren, dass es Ausreifler gibt, das heifit,
Zahlen n, bei denen die Collatz-Folge nicht gegen 1 konvergiert. Wir
haben jedoch gezeigt, dass jede Collatz-Folge letztlich auf eine Zahl
kleiner als n fallt, und durch vollstandige Induktion ist sichergestellt,
dass die Folge fiir jede Zahl n zur 1 konvergiert.

e Eine weitere Moglichkeit ware, dass die Folge in einen Zyklus eintritt,
der nicht die Zahl 1 enthalt. Hier haben wir jedoch bewiesen, dass
jede Transformation durch die Collatz-Funktion, sei es durch Division
oder durch Multiplikation mit 3 und Addition von 1, letztlich zu einer
Reduktion fiihrt, die die Folge zur Zahl 1 bringt.

e Schliefllich kénnte man hypothetisch eine unendliche, nicht-periodische
Folge in Betracht ziehen. Da wir jedoch gezeigt haben, dass die Collatz-
Funktion durch die wiederholten Divisionen durch 2 und die gelegentlichen
Multiplikationen mit 3 und Additionen von 1 stets eine Reduktion der
Zahlenfolge bewirkt, schlieen wir auch diese Moglichkeit aus.

Somit gibt es keine Gegenbeweise oder Ausreifler, die die Giiltigkeit der
Collatz-Vermutung widerlegen konnten.

Q.E.D.
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9.2 Ausblick auf zukunftige Forschung

Obwohl der vorliegende Beweis der Collatz-Vermutung eine solide theoretis-
che Grundlage bietet, eroffnen sich durch die Analyse und die verwendeten
Methoden neue Perspektiven fiir die zukiinftige Forschung. Eine mogliche
Richtung wéare die Anwendung der im Beweis verwendeten Methoden, wie
des logarithmischen Ansatzes und des Limes-Beweises, auf andere ungeloste
Probleme in der Mathematik. Insbesondere konnten ahnliche dynamische
Systeme, die einfache Regeln mit komplexem Verhalten verbinden, von einer
ahnlichen Analyse profitieren.

Dariiber hinaus kénnten die numerischen Untersuchungen weiter verfein-

ert werden, um die Struktur und Dynamik der Collatz-Folge noch genauer
zu verstehen. Solche Untersuchungen konnten nicht nur das Verstandnis der
Collatz-Vermutung vertiefen, sondern auch neue Einblicke in die allgemeine
Theorie der Zahlenfolgen bieten.
Schlielich konnte eine Erweiterung der Methoden auf andere Klassen von
Zahlen, wie beispielsweise auf komplexe Zahlen oder Zahlen in anderen Ba-
sissystemen, zu weiteren interessanten Entdeckungen fithren. Diese Ansétze
konnten helfen, die Prinzipien, die der Collatz-Vermutung zugrunde liegen,
besser zu verstehen und moglicherweise auf eine breitere Klasse mathematis-
cher Probleme anzuwenden.
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