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Resumo

O tensor métrico representa a geometria do espago-tempo na Relati-
vidade Geral. Embora satisfaca as equagdes de campo, o tensor obtido
pela aplicagdo do limite newtoniano a solugdo de Schwarzschild do vacuo
apresenta descontinuidade do mapeamento da métrica pelo campo gravi-
tacional, resultando em pontos indefinidos.

Considerando-se a sobreposic¢ao do efeito cinemético ao campo gravita-
cional no fator de Lorentz, apresenta-se fungdo lagrangiana transformada
no estudo de energia total.

A funcgao atende velocidades relativisticas em expressées de energia em
que, sem a limitagdo de baixa velocidade, é feita extrapolagao da condigao
de campo fraco pelo efeito da métrica na energia de repouso.

Obtém-se um tensor métrico regular no espago-tempo para condigao de
universo estaciondrio, e é apontado como difere da resolugao de Schwarzs-
child e da métrica resultante por aproximacao newtoniana.

Abstract

The metric tensor defines the geometry of spacetime in General Rel-
ativity. Although it satisfies the field equations, the tensor obtained by
Application of the Newtonian limit to the vacuum Schwarzschild solution
presents discontinuity in the mapping of the metric by the gravitational
field, resulting in undefined points.

Considering the superimposition of the kinematic effect on the gravi-
tational field in the Lorentz factor and a transformed Lagrangian function
is presented in the study of total energy.

The function caters for relativistic speeds in energy expressions and
avoids low speed limitation. Extrapolation of the weak field condition is
addressed by mapping the rest energy.

A regular metric tensor in spacetime is obtained for the condition
of a stationary universe, and it is pointed out how it differs from the
Schwarzschild resolution and the resulting metric by Newtonian approxi-
mation.
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1 Introducao

As equagbes de campo, apresentadas pela aplicagao de principios variacionais
na acao de Hilbert-Einstein [6], sustentam que é possivel um equacionamento
geométrico da gravitacao [4] ao demonstrar que uma distribuicao de energia/massa
esta balanceada a uma expressao de curvatura somente quando segue sobre um
caminho geodésico.

As equagbes de campo sao satisfeitas pela métrica obtida da resolucao de
Schwarzschild para o vécuo [I4] e na aproximagdo para campo fraco e baixa
velocidade [4]. Apesar de equacionar o tensor curvatura para as equagoes de
campo, a métrica possui a peculiaridade de conter singularidades matematicas.

Singularidade nao sao incomuns na fisica, a exemplo da singularidade nao-
removivel na origem potencial do campo central pelo inverso da distancia. A
surpresa é haver singularidade da métrica mapeada em posigao corresponde
onde nao h4 singularidade de potencial de campo [7], o que afeta corpos densos
[12.

Uma métrica regular é definida para todos os valores de seu mapeamento em
que o potencial de campo é definido. Singularidades sdo ocorréncia conjunta, e
por consequéncia, singularidade somente é mapeada por outra singularidade.

Um tratamento diferente do fendmeno gravitacional consiste em estudar os
aspectos dindmicos da mecanica com transporte do campo independente da
distribuigao massa. Mecénica lagrangiana corpuscular toma lugar da mecanica
de campo na resolugao do tensor métrico por equacionamento energético.

A energia de repouso sobre o efeito da curvatura nao é constante, e sua
variagao pode ser mapeado em um potencial métrico pela razao que faz com a
energia do movimento. O balango permite, em condigao de linearidade, equaci-
onar o movimento para resolucao da métrica, porém é necessario que a condigao
de convergéncia de campo forte seja conhecida.

Na condigao de velocidade nula, o fator de Lorentz sob curvatura nao é
unitario, diferente do que acontece no espago plano. A expressao de energia
total para v =0 e 79 # 1 resulta em:

o = (1.1)
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Torna-se evidente que a energia em velocidade nula & de uma posigao
métrica ndo equivale diretamente & energia de repouso, Eqg = mc®c%3qyg, que
tem como referéncia o espago plano. Para cada posicao radial r, temos o fator

dado pela expressao:

1
Tr =
vV 3% goo

O fator nao explica o ganho de cinética, pois em ambos os casos movimento
é nulo, entretanto, possui efeito mecanico pela forma como métrica afeta massa
inercial.

A quantidade é inerente a formulacdo, nao-linearidade da geometria sobre
si mesma. Embora se possa apontar mais especificamente a causa disparidade,
torna-se mais proveitoso descobrir qual das duas energias é mais apropriada
para representar o estado de inércia.

(1.2)



Energia de repouso é a energia de referéncia, e saber a propor¢ao que tem
efeito no ganho de movimento por variacao da métrica permite transcrever meca-
nicamente as expressoes de movimento fatorando para o valor efetivo: expressao
normalizada.

Eo =& (1.3)

Uma vez que seja possivel formular a mecanica lagrangiana em relagdo ener-
gia de normalizada, o interesse estd na convergéncia para linearidade de campo
fraco, efeito da métrica sobre massa mapeavel em potencial, o que encaminha a
resolugao da métrica, que torna-se possivel para um movimento conhecido.

A secao [2] aborda trés topicos da normalidade, sendo que na secao é
dada a relacao de energia entre a presenca e auséncia de movimento, enquanto
a a energia na forma repouso sob curvatura. A regressdo da convergéncia
de valores pela expansao binomial é tema da secao [2.3].

Demonstra-se, na segao [3], que é possivel chegar a uma mecanica por ex-
pressoes normalizadas pela formulagao lagrangiana. A secdo [3.1} apresentacdo
da notacao e definicdo da fungdo lagrangiana normalizada. O desenvolvimento
de Euler-Lagrange, secao |3.2, no mapeamento entre as varidveis do movimento
e a equivaléncia.

O equacionamento energético é visto na segao [d], pela representagao norma-
lizada, segao [£.1] e a equivaléncia com a forma regular.

Na secao obtém-se a relacdo energética entre cinética e métrica. A
relagao é aplicada em uma trajetoria geodésica que vincula as varidveis pa-
ramétricas, equacionando para a métrica.

A resolugao da métrica é feita em[£.3] pela convergéncia para o limite cldssico
em campo fraco.

A comparagdo entre a métrica regular e métrica de Schwarzschild é feita na
secao ol O confronto entre as duas métricas é feito pela resolugao, obtencao da
métrica de Schwarzschild pelo método de dedugao do tensor regular, segao [5.1],
e em reverso, secao [5.2], o tensor regular pelo tensor curvatura.

O texto se encerra com as consideragoes finais [6]

2 Fator Normalizado

Normalizagao foi introduzida pela nocao de fatorar a energia que nao participa
da produgdo de movimento. Ainda assim, possui participacdo mecénica na
inércia, e a denominagao vem do entendimento da razao energética que ela
expressa.

A forma normalizada deve ser vidvel por mecanica lagrangiana, para que
seja possivel estabelecer correspondéncia com a forma candnica independente-
mente da condigdo da intensidade de curvatura. A secdo aborda trés temas:
movimento, inércia e intensidade.

A proporc¢ao de energia que um corpo possui em movimento em relagao a
situagao auséncia de movimento motiva o fator normalizado.

Parte da energia é retida na forma inercial pela acao da geometria do espaco,
o que forma razao com a respectiva medida de repouso do espago plano.



Os valores conhecidos na mecanica cldssica correspondem a acao de campo
de baixa intensidade, onde os efeitos de curvatura espacial e velocidades rela-
tivistica nao sao pronunciados. A cinética newtoniana estabelece correspondéncia
com cinética relativistica pela aproximacao na expansao binomial. De forma se-
melhante, a mesma avaliacao pode realizada na relacao entre potencial e métrica.

2.1 Fator de Lorentz no Repouso

O fator de Lorentz, na forma covariante, para uma velocidade escalar coorde-
nada v = \/v*vI7;;, em um espago-tempo definido pela métrica g;;, escreve-se:
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A distingado no pardmetro escalar y/v*vin;; da sua aplicagdo na expressao
pela conjugacao com a métrica /v'vig;; é feita para destacar o efeito da cur-
vatura gravitacional.

O fator de Lorentz combina, por superposicao, a influéncia dos efeitos cinético
e gravitacional, o que é contrastado fazendo a velocidade v = 0, tornando des-
tacado que o fator nao se torna unitario, como no espaco Minkowski. O termo
?Pgoo confere a atuacio da curvatura gravitacional independente da veloci-
dade, o que destaca que nem todo o efeito no fator de Lorentz estd relacionado
ao movimento.

Na auséncia de movimento persiste a contribuigao gravitacional.
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Yo = = (2.2)
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O destaque é o efeito na energia em velocidade nula:
& = ;mcocogoo (2.3)
v 6%go0
Considerando que 0 < §%ggy < 1, por dilatagio temporal, e [6*gy1| > 1,

por contragao espacial, tem-se, na a composicao final do repouso, que parte
da energia é retida pela massa na configuracao do campo e outra parcela é
compensada pelo fator de Lorentz como residuo que é estranho ao movimento.

A curvatura gravitacional proporciona o ganho de movimento por variagao
da métrica. Em termos energéticos, a curvatura ird se transmutar em energia
cinética pela participagao de ~,. Dada expressao de energia:

E = ~ymcgoo (2.4)

Pela razao £/&p conhecemos a proporgao que participa do movimento, en-
tretanto o resultado nao é inteiramente atribuido a =,. Denomina-se de fator
normalizado a razao.
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A quantidade de movimento é dada em relagdo ao repouso. Uma medida
complementar é a quantidade de movimento em relacdao variacdo da métrica. A
seguir, a composicao do repouso por variacao da métrica.

2.2 Razao Energética

A energia de repouso de uma posi¢ao varia com a métrica, e uma medida de
referéncia interessante é ponderacao que se faz com a energia de repouso no
espaco plano.

]EQ =m 6000500 (26)

Para reverter o efeito gravitacional na energia de repouso &, denomina-se o
fator de ajuste geométrico o termo normalizante:

SIS (2.7)
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Assim,

1 &o Nocional
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v~ Ko  Normalizada (2:8)

O fator ~, nao se restringe a relagao entre as energias de repouso, e expressa
proporgao que outra quantidade pode ser normalizada. O fator também permite
representar -y, como a sobreposicao dos efeitos gravitacional e cinemético.

Tn = Y Ur (2.9)

Normalizacao afeta o fator de Lorentz pela mesma razao energética que
afeta a energia de repouso. Essa duplicidade é proveitosa, com efeito, fatora a
proporcao que esta relacionada com o efeito da métrica e, por extensao, coloca
em relagao direta com a posicao.

2.3 Aproximacao Binomial

Ao equacionar o fator -, para resolucao da métrica, é importante fazer consi-
deragoes sobre os erros por aproximacao e sua propagacao nao-linear.

A componente temporal do tensor métrico em fungdo da distancia radial
possa ser decomposta em uma parcela fixa, corresponde ao espago plano, e uma
parcela variavel.

goo = 1Moo + hoo (2.10)



O valor de hgg aproxima-se assintoticamente de zero com o raio crescente.

T—00
Considere que a métrica possa ser dado por um valor aproximado para
posicao a partir de um raio grande o suficiente tal que € seja pequeno.

goo = goo F € (2.12)

A aproximacao torna-se tanto melhor quanto maior o raio, ou seja, as duas
métricas convergem.

lim (%0> =1 (2.13)
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Assumindo que ¢ seja escolhido de tal que para toda posigao vale:
el < lhool (2.14)

Pode-se supor, em beneficio da convergéncia, a mesma ordem de grandeza
para os dois termos da desigualdade acima, o que pode ser expresso como o
limite:

lim <g°°> = Cte (2.15)

r—0 goo

Como ¢ nao ¢ linear, pela conservagao de energia, mesmo um pequeno erro na
aproximagao em raios grandes produzird um grande desvio no valor da métrica
em raios pequenos, o que é percebido na energia de repouso local. A energia de
movimento acompanha a energia de repouso na em razao do fator de Lorentz.
Essa ocorréncia conjugada é importante na resolugao.

goo = 7oo + (7@00 + E) (2.16)

Na relatividade restrita, a correspondéncia entre a expressao da energia
cinética forma newtoniana equivalente é obtida por expansao binomial para
explicar diferenca obtida com a progressao de velocidades.
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A substituicdo similar pode ser empregada com relacao a expressao v/1noo + hoo

para estimar o efeito da propagacao de erros com a regressdo com o raio na ener-
gia total.
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A normalizacao é a fatoragao dos termos da métrica que nao estao relaci-
onados com a energia cinética. Supondo que o balanceamento também ocorra
entre os residuos das aproximagoes, pela forma da cinética relativistica, uma
aproximagao no fator v, tem propensao a propagar erros na métrica de forma
nao linear. Um pequeno erro na métrica por aproximacao ao limite classico tem
grandes efeitos na cinética em raios pequenos.

3 Lagrange

A formulacao da funcao de Lagrange define a teoria mecanica. Enquanto a agao
Hilbert-Einstein [6] é formulagao de campo, a formulagdo corpuscular resulta na
equagdo geodésicald]. Para uma mesma teoria, a existéncia de duas fungoes de
Lagrange, presumida a equivaléncia, possibilita abordagens distintas ao mesmo
problema.

A proposta do texto estd na resolucao da métrica sem o emprego das equagoes
de campo. Enquanto na equacao geodésica o objetivo é resolver as varidveis do
movimento, na resolugdo proposta, a manipulacao funcao lagrangiana corpus-
cular serd feita para energia. Assim é 1til escrever:

Yymc?

L(a", i) = .
Yo

(3.1)

A primeira consideragao é que a expressao acima nao envolve coordenadas
generalizadas, na indicagao que nao ha restrigoes ao espago ou tempo.

A formulagao nao é distinta da relatividade restrita. Pelo principio da equi-
valéncia, a gravidade nao se constitui como uma forga, portanto nao hé parcela
de potencial. E trivial a correspondéncia com o espago Minkowski.

O lagrangiano descreve movimento por curvatura, e qualquer parcela de po-
tencial escalar adicionada a funcao lagrangiana é associado a uma acao extra gra-
vitacional. A auséncia de campo escalar é contraditéria a ideia de equivaléncia
pelo potencial em campo fraco. O artificio estd em decompor a expressao para
expor a curvatura métrica como potencial gravitacional em substituicao a cur-
vatura, o que serd obtido com auxilio de normalizacao.

Ainda que se faca necessdrio um balanco energético, ndo ha uma expressao
conservativa. A fungdo lagrangiana é covariante, e a aplicacao de principios
variacionais por um parametro invariante na obtencao de energia generalizada
requer consideragao. Por transformagao de Legendre de L, energia generalizada
e energia total sdo diferentes H # &£, e uma vez que H = 0, ndo é possivel
representar energia na forma hamiltoniana [8] [5] [2] [11] [13].

A proposicao hamiltoniana é para uma expressao geral, com efeito global,
um objetivo excessivo as necessidades de resolugao. O propdsito é formular
problema simplificado deve ser suficiente para particularidade do campo fraco.



A formulagao desta secao relaciona £ com a energia total £ por uma trans-
formacao de Legendre incompleta, e a funcao lagrangiana em sua forma norma-
lizada de definida, e a equivaléncia pelas varidveis do movimento apresentada
por Euler-Lagrange.

3.1 Energia Lagrangiana

A energia total é relaciona & fungao lagrangiana (3.1)) pela expansdo dos termos
covariantes:

0.0 o
(?®goo — v'v? g4j)
0060500

L = —ymc’ oo (3.2)
A separacao de termos guarda similaridade & transformacao de Legendre,
mas em ¢é restrito aos indices espaciais.

-0
L =—~vymc®Pgoo + v —L 3.3
Yo goo D0 (3.3)
A comparacao com a expressao que seria obtida da transformagao de Legen-
dre, a decomposigao difere pela omissao da parte conjugada:

0 9 v 9
v 8v#£+v C%OE (3.4)

Decompor a fungao lagrangiana permite equacionar a condicao que a ener-
gia total (2.4 deve satisfazer para que o movimento descreva uma trajetéria
geodésica, e a equagao torna-se importante para evidenciar as equivaléncias que
serao feitas.

Destaque é que na equagao a energia total pode ser inteiramente ex-
pressa pela variacao espacial v7, importante no desenvolvimento da cinética.

A funcao lagrangiana normalizado é definido como:

L =~2L (3.5)

A definicdo decorre da decomposicdo que serd aplicada, e o destaque estéa
no v, quadratico, que se explica por necessidade do equacionamento covariante
que se apresentard e da estabilidade apontada em Normalizacao explica a
relagao entre as energias de repouso e o potencial estatico por expansao binomial,
enquanto na situagao dinamica é equacionavel por binormalizacao.

3.2 Euler-Lagrange

A aplicagao da equacao diferencial de Euler a funcao lagrangiana e a sua ex-
pressdo normalizada resulta nas equagbes do movimento geodésico [4] [8] [5].
A fungdo normalizada L(xz#,i")/v2 substitui diretamente a funcdo original
L(xH, &), sem que haja transformacdo de coordenadas. A equivaléncia é di-
reta pela substituicdo da igualdade que se faz. Segue o entendimento feito para
as variaveis do movimento, em especial as varaveis pontuadas.



Equacoes do movimento obtidas de Euler-Lagrange em ambas as formas sao
diretamente equaciondveis entre si:

d(o N_1dfo, .
i\ 0" ) = 2dr \ o (3:6)

0 0 (/1
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Na primeira equagao, (3.6)), o termo 7, depende apenas da posi¢ao, nao tendo
efeito na operacao diferencial. As duas equagOes possuem a mesma varidvel
pontuada, o que se torna importante pela equivaléncia cinética.

A segunda equacao, 7 pode ser decomposta em:

91 8IL+]L8<1> (3.8)
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Os termos podem ser rearranjados para as equagoes obtidas da forma nor-
malizada, agrupando para 1/~,.

12y 2o v ? (L) =0 (3.9)
v2 |dr \ 9xv OV ozr \y2) ’

A expressédo resulta na mesma equagao geodésica obtida de L(z#,z"), mas
expressa em termos de L(z#, £*), e a equivaléncia entre as varidveis pontuadas
faz concluir que a fungao L(z*,#) acompanha a trajetéria geodésica tracada
por L(xH, it).

O termo entre colchetes é o que seria obtido se aplicdssemos o Principio de
Hamilton diretamente a expressao L, entretanto, pelas condigoes que produ-
zem o equacionamento acima, um termo extra é necessario para acompanhar a
trajetoria geodésica descrita em L.

O termo extra, fora dos colchetes, expressa somente a contribuicao pela
variagao da métrica, sem participagao do fator de Lorentz.

o (1
F=-Lo— (72) (3.10)

Em uma descri¢ao simplificada, por conta de ~,., a funcao L torna-se mais
pesada, e precisa de um termo extra para acompanhar a trajetéria geodésica
tragada por L.

Isoladamente, a func@o IL ndo possui potencial escalar, e as suas equagoes de
Euler-Lagrange descrevem somente a variagao das velocidades no tempo. Para
acompanhar a geodésica, necessita uma forga externa.

O termo extra F' tem transcricao ambivalente, podendo ser componente da
geodésica ou uma forca externa. Nesse ultimo termo, denominagao forga virtual
é mais apropriada, por estar em uma trajetoria inercial, e a ambiguidade é



resolvida pela proposicao do carater de dualidade, idealizando que ocorra uma
holonomia.

O equilibrio por Euler-Lagrange torna aparente uma resolugao da métrica
para o movimento circular em campo fraco, entretanto essa trajetoria nao exer-
cita as variagoes das curvaturas espaciais e temporais. A solucdo apresentada
serd por balanco energético de trajetoria radial.

4 Fulcro Energético

Forca virtual da secao anterior depende apenas da posicao espacial, e sugere
como a métrica apresenta comportamento de energia potencial. O equivalente
cinético equaciona como a energia do movimento se acopla com a métrica.

A resolucao para o tensor métrico é possivel para uma trajetéria onde o fator
de Lorentz esta vinculado a métrica e toda energia do movimento estd vinculada
a parcela varidvel da métrica.

4.1 Energia Lagrangiana Normalizada

Decomposicao da func¢ao normalizada, em semelhanca ao que foi feito com £

em .

L =v,m(c’cgoo — v'v7 gi;)7? (4.1)

Mais uma vez, obtemos semelhanga dm Legendre:

E i 9 L-L (4.2)
=V —L — .
o ovJ
Substituindo os termos dessa energia pelas respectivas definiges, chegamos
a expressao:

E;r, = ’yf%mcocogoo (4.3)

A segao [2:3] aponta a atengao que se deve fazer para que aproximagoes em
campo fraco nao propague erros em campo forte, entretanto nao apresenta uma
técnica geral e depende de avaliar a estabilidade que a equagao. Na resolugao, a
forma mais interessante de nao recair nessa imprecisao é evitar expressoes que
incidam nele.

Nesse ponto é interessante apontar que a expressao de energia E; = YoMC
depende apenas do fator de Lorentz. Se for tomado como referéncia Eq = mc?,
observa-se que a razao entre energias nao depende diretamente de componente
da métrica.

2

E;  Energia do movimento

= = 4.4
Eq Energia de Repouso (44)

O fator de Lorentz estd relacionado a energia cinética. Para um valor co-
nhecido dessa energia pode-se encontrar um valor para métrica.

10



4.2 Relagao Cinética-Geométrica

A denominacgao “energia cinética” requer um teorema trabalho-energia apropri-
ado, se houver definicao adequada. Emprega-se a designacao “termo cinético”
para as expressoes que guardam similaridade com a expressao da relatividade
restrita. Efetivamente todas elas convergem, mas apenas uma pode ser chamada
de energia cinética.

A energia relacionada a trajetéria geodésica é dada por , e isola-se a acao
dos fatores associados ao movimento multiplicando-se ambos os lados por ¢g°°,
em atencao a instrucao dada para equagao . O fator de binormalizante é
convertido na forma métrica 2 = g16'! para representar a deformacio espacial,
que ocorre somente na dire¢ao radial. Destacando-se um termo cinético do fator
de Lorentz, tem-se:

9 EL = (v — Dmc’?(g116") + mc P (g116) (4.5)

Seguindo as ideias desenvolvidas anteriormente, procura-se expressar a relacao
energética tomando como referéncia a energia de repouso normalizada, que para
a fungao lagrangiana é escolhida pela estabilidade de -, em . O termo é
evidenciado fazendo-se g11 = 111 + h11.

g"E; = (Yo — 1)mcoc0 91101 + mc®c 01161 + mc®® hy ot (4.6)

A “lei de conservacao” para expressao é diferente da energia total da mecanica
classica, pois energia nao é constante no espaco. Entretando, é possivel consi-
derar a convergéncia na aproximacao para campo fraco.

(’yf'yv - 1711611) mc%c® = (0 — l)mcocogué11 + mc®Phy 6t (4.7)

Conforme a distancia radial torna-se grande, a curvatura do espaco torna-se
amena e aproxima-se da métrica Minkowski, com ggo = 1 e, por consequéncia,
v = 1. Nessa condi¢ao de curvatura, o fator de Lorentz porta-se como na rela-
tividade restrita, e as velocidades promovidas pelo campo sao relativisticamente
baixas, tendo-se v, =~ 1. O lado esquerdo da equacao de aproxima-se de zero, o
que permite equacionar o balanco pelo lado direito para:

(0 — l)mCOCOgH511 ~ —mc’cPhq 6t (4.8)
Obtém-se, por essa equagao, a condicdo em que o termo cinético em -,
converge para um termo da métrica.
Completando a equagao (4.7), um entendimento para o termo do lado es-
querdo pode ser feito substituindo vg = v27,.

K% = (y5 — 1) mc®® = (fyf'yv — 7711511) mc®c® (4.9)

A fungao lagrangiana foi normalizada por 2. Revertendo a normalizagao:

11



K =K% (4.10)

O termo pode ser entendido pela diferenga entre energia normalizada e a
energia de referéncia para a mesma posi¢ao do espaco.

K=Ep— Eyes (4.11)

As parcelas do termo cinético em K tém significado vinculado a uma posicao
métrica, entretanto a binormalizagao desse simbolo desloca todo o efeito geométrico
dessa posigao para parcela do fator v2v,, resultado na diferenga em relagao ao
espago plano.

Ve — madt (4.12)

Denominamos relagao cinética-geométrica a transmutabilidade de represen-
tar o potencial geométrico na forma cinética.

4.3 Escape

A resolugao da métrica é obtida da aplicacao da relagao cinética-geométrica uma
trajetéria com valores de energia conhecidos. A convergéncia a valores cldssicos
é simplificada pela reducdo do nuimero de varidveis, e uma trajetéria radial é
escolhida por ser a direcao que participa da curvatura espacial. A escolha da
trajetoria especifica a vinculag@o entre parametros, sendo adequado retornar a

equagcao (4.7).

(73% — 7711(511) mc®c® = (v, — 1)mc’cg116™ + mc®chy 6t (4.13)

A relacao entre a métrica e o fator de Lorentz pode ser expressa pelo fator
normalizado v, = Y,

n

VoVE = ———
A2 =
" vV 9005OO

A convergéncia do termo cinético para o termo da métrica foi demonstrada
quando os fatores v, =~ 1 e v, =~ 1, sem qualquer consideragao prévia sobre o
acoplamento das varidveis. A condigao v, = 1 estabelece um vinculo do fator
parametrizado por velocidade com o fator parametrizado por posicao.

(4.14)

1
Yo = — 4.15
Ir ( )

A resolucao desse equacionamento reduz a quantidade de varidveis e deter-
mina uma trajetéria que o fator de cinemético se contrapoe ao fator geométrico.
Para uma métrica com assinatura (+,+, +,+), o sinal é interno & métrica.
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%00 = v2("Pgoo + v'vtgrr) (4.16)

Fazendo a substituigao 72 = good”° e sabendo que g11go0 = —d1100, chega-se
a expressao:

—U17}1511 = 0000500(1 — 500900500900) (417)

O resultado é expresso apenas velocidade radial. Toda energia cinética esta
na diregao da curvatura, nao havendo participagao cinética em outras diregoes,
0 que permite que velocidade convirja para zero com o aumento do raio. Assim,
a escolha da velocidade de escape torna a condicao de energia conhecida para
campo fraco.

1
(\/QR - 1) mc®cni16" = (7, — mc®g116" + mc®chy1 6" (4.18)

Mais uma vez, agora para energia de repouso da velocidade de fuga, facamos
o raio grande o suficiente, tal que \/goo =~ 1, o que é estendido para |g11| =~ 1.
Nessas condigoes, temos a quantidade de +, convergindo para a expressao da
relatividade restrita, o que pode ser aproximada pela forma newtoniana K =

1, .2
5Mv.

K = mc®Phy ot (4.19)

A expressdo do termo cinético é parametrizada para velocidade. Para vin-
cular a uma expressao parametrizada pela posicao, considera-se a equivaléncia
ao movimento de um-corpo em fungao do campo gravitacional de forga cen-
tral. O principio de Hamilton vincula a equivaléncia da cinética ao potencial
parametrizado pela posigdo em GMm/r.

Com isso, as componente temporal e radial da métrica sao:

am\ GM
goo = 1+ — g11 = — 1+ 6271" (420)

c3r

A resolugdo das diregbes angulares vem da propriedade do invariante ser
invariante e unitario.

det(g,) = —1 (4.21)

A regularidade da métrica nao admite singularidade removivel, como acon-
tece na componente g3z = p?sin? @ da métrica de Schwarzschild. A ocorréncia
se deve a arbitrariedade da escolha do sistema de coordenadas e o fato de ser
removivel, reforca que as dire¢oes angulares ndo participam da curvatura. Além
disso, ajunta-se a necessidade de homogeneidade dimensional no vetor veloci-
dade.
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g2 =—1 g3z =—1 (4.22)

O valor unitdrio do determinante da métrica nao é inédito[6], e a restri¢ao é
relaxada para obtengao da resolugao do tensor métrico pelas equacoes de campo
([3] Doc. #169, #188, #194).

A correspondéncia classica da velocidade de escape pode ser demonstrada
na aproximacao da equagao para campo fraco:

v =cA(1—/goo ) (4.23)

Na expansao binomial, uma aproximagao é possivel enquanto |p(r)| << 1.

GM
v/ goo ~1-— 59 (424)
2c¢4r
Aplicando mais uma vez a expansdo binomial, podemos remover os termos
de grau superior e retorna a expressao a equagao de velocidade.

2¢2r 2c2r

2
(1 - GM) ~1-4GM (4.25)

5 Comparacao

O tensor métrico regular guarda semelhanga ao tensor de Schwarzschild em
condicoes de campo fraco, o que pode ser explicado na aproximacao por ex-
pansao binomial.

As diferencas se acumulam conforme o campo torna-se forte, mas somente
tornam-se significativas em intensidades extremas. Uma forma de comparacao
consiste em apontar os pontos criticos na resolucao e indicar que as condigoes
admitidas na resolugao explicam a diferenga.

Mudando a abordagem para campo, as diferengas sao explicadas na arbitra-
gem da formulagao e escolha da condicao contorno do problema particular.

5.1 Tensor de Schwarzschild pela Abordagem Energética

Ambas as métricas, regular e de Schwarzschild, convergem na aproximagao para
campo fraco. Nessa condicao, é dificil apresentar, quantitativamente, uma dife-
renca entre as duas métricas, que seja pela curvatura, quer seja pelas velocidades
orbitais. Entretanto, ainda em campo fraco, a diferenca apresenta-se na con-
vergéncia que se faz para o balango de energético cldssico, o que se torna uma
boa oportunidade para demonstrar aproximacao por expansao binomial apre-
sentada na se¢ao [2.3], partindo-se da energia relativistica:

E = v,mc’Pdng (5.1)
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Pode-se empregar a métrica gog = 1 — 2¢ de Schwarzschild, e pela apro-
ximagao na expansao binomial chegar ao balango energético classico.

E =y,mc? (5.2a)
1 1 9
= mce
/900 \/1 + vlolgg90/c2
1 1
=—— (5 — D)mc® + me?
v/ 900 v/ 9oo

1
~ ~U71mc2+ 14 ¢) mc?
\/gﬁ(v ) (1+9)

K+mcé +U (5.2b)

1
v/ 900
A aproximagao por expansao binomial ocorre, complementarmente, nos dois
termos de energia, e parece condizente que o balanceamento também ocorra

entre os residuos das aproximacoes. No caso da energia cinética, a aproximagao
¢ conhecida da relatividade restrita, ¢ é boa enquanto a velocidade |v| << c.

- 1
K =(y=1me* ~ gmv? (5.3)
O campo potencial é trazido da métrica, a consideragao é que a aproximagao
serd boa enquanto |¢| << 1. A convergéncia das métricas, apontado na equagao

(2.13)), destaca que o limite cldssico é necessario, mas néo suficiente.

5.2 Tensor de Regular pela Solugao de Schwarzschild

A gravidade decai em intensidade com o quadrado da distancia, para um corpo
central. Para um universo estaciondrio, o campo nunca é nulo, o que torna
aceitavel a premissa que o termo de curvatura das equagoes e campo da relati-
vidade geral possa ser proposto com o comportamento assintético:

1

rlggo <RHV - 2gHuR) = OMV (54)
A resolugao de Schwarzschild [I4], como instruido por Hilbert [7], oferece

uma solucao geral para a equacao diferencial obtida para obtencao do tensor

métrico, e estabelece o espago Minkowski [I0] como condigao de contorno. Uma

solugdo particular é oferecida pela aproximagao ao limite newtoniano [4][9][1].
O problema é reformulado para:

Ry — 2Rgu =0, (5.5)

O novo equacionamento em ([5.5)) é uma solugao trivial para o limite de (5.4]),
condicionado a satisfazer:

lim g, = N (5.6)

r—00
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Por substituicao direta, pode-se demonstrar que o tensor métrico regular
satisfaz as equagOes diferenciais da resolugao de e . Uma solugao
geral de apresenta deslocamento de potencial, mas nao se resolve na solugao
particular.

6 Consideracoes Finais

6.1 Sumario

A regularidade da métrica é obtida da razao obtida pela energia de repouso,
apresentado na se¢ao [2], procedimento denominado de normalizagao. Motivado
pela quantidade de movimento e a variagao da métrica, a segao [2.1] relaciona
0 movimento por uma posicao estdatica, e a segao n o fator que existe en-
tre a energia da auséncia de movimento e energia de repouso. A secao [2.3
aborda o tratamento da aproximagao em campo fraco e a convergéncia da es-
cala energética e sua expressao por expansao binomial.

A mecanica da expressao normalizada é dada na segao [3], com a formulagao
lagrangiana. A secdo [3.1], apresenta a expressao de energia pela transformacao
incompleta de Legendre e a definicdo da funcao lagrangiana normalizada.

A equivaléncia da fungdo normalizada com a regular é demonstrada na
aplicagao Euler-Lagrange, secao[3.2], e o mapeamento entre as varidveis do mo-
vimento.

O equacionamento energético é visto na se¢ao |§| A secao [4.1], replica, para
representagao normalizada, transformagao incompleta de Legendre e relaciona
energia obtida ao fator de Lorentz pelo repouso.

Similar ao balanco cinético-potencial, a relagao entre cinético e métrica é
obtida na segao[4.2). A relagao é aplicada em uma trajetéria geodésica converte
para a forma cldssica, que vincula as varidveis paramétricas, equacionando para
a métrica.

A resolugao da métrica é feita em na aplicagao da relagao cinética-
geométrica para condicdo de escape. A trajetdria radial reduz o nidmero de
varidveis e vincula os fatores envolvidos. A métrica é obtida para um determi-
nante unitario, removendo singularidades transitorias e promovendo a homoge-
neidade dimensional. E demonstrada a convergéncia classica da velocidade de
escape.

A comparagao entre a métrica regular e métrica de Schwarzschild é feita na
secao[f] O confronto entre as duas métricas é feito pela resolugao: obtengao da
métrica de Schwarzschild pelo método de dedugao do tensor regular, segao [5.1];
e em reverso, secdo [5.2], tensor regular pelo tensor curvatura.

6.2 Conclusao

Na mecanica classica, conservagao estabelece um balango cinético-potencial. Os
principios variacionais estabelecem os vinculos entre os parametros posicao e
velocidade por meios da equivaléncia das respectivas variagoes em condigao es-
tacionaria. A vinculacdo na mecéanica classica resulta em energia total por uma
constante. O equivalente cinético-geométrico seria expressar-se por um inva-
riante energético, que nao existe no espago curvo. Nao obstante, a resolugao
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possibilita-se pela convergéncia assintética pela razdo que faz com energia de
repouso.

O aspecto principal da resolugao é a vinculagao da energia do movimento
com a métrica. Mais uma vez, a falta de um invariante é compensada pela
escolha de uma trajetoria em que ha o acoplamento dos parametros.

No resultado principal, obteve-se um tensor métrico regular. A conclusao
principal realga o invariante da velocidade como condicao de regularidade.

A relatividade postula que a velocidade da luz é independente do objeto que
a emite/absorve. Addendum do postulado: objetos ndo podem mover-se mais
réapido do que a luz que emite/absorve.

A nao-regularidade implica na inversao da assinatura da métrica, que acon-
tece na iminéncia da velocidade do corpo superar a luz que emite, deixando de
emiti-la no seu limiar. Exauridos os argumentos, a contradi¢cao que questao traz
86 se resolve de forma postular.

Havendo geometria, que haja luz.
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