TRANSCENDANCE DES DEFORMATIONS DES FONCTIONS
POLYLOGARITHMES EN CARACTERISTIQUE NON NULLE

DAVID ADAM

RESUME. Soit p un nombre premier. Dans ce journal en 2005, dans le but de reprou-
ver par la méthode de Wade la transcendance pour n € Zp, \N de I'c (n), ot I'oo est
la factorielle de Carlitz-Goss, Yao introduit une classe indénombrables de déforma-
tions des fonctions polylogarithmes de Kochubei dont il montre la transcendance
de leurs valeurs en 1 (ce qui est suffisant pour son objectif) et plus généralement
en 1/T* (k € N*). Dans ce présent article, nous répondons & la question de Yao
d’étendre ce résultat en un algébrique non nul. Nous prouvons ce fait non seule-
ment dans le cadre de la place infinie mais aussi dans celui des places finies. Nous
montrons un résultat analogue pour les déformations de la fonction polylogarithme
de Carlitz.

1. INTRODUCTION

Soit ¢ = p’ (f € N*) une puissance d’un nombre premier p, F, (T) une cléture algébrique

de Fy(T) et Qoo le complété pour la valuation — deg d’une cloture algébrique de Fy (7))

contenant Fy(7"). Pour r € R, on note Do, le disque
Dooyr = {2z € Qoo | deg(z) < r}.

Dans les année 1930, Carlitz a introduit [7] le premier exemple de module de Drinfeld. On
appelle module de Carlitz défini sur €2 le F,-homomorphisme d’algebres injectif

C: Fq[T] — End]qulin(Ga/Q)
défini par
Cr=T+74
(en fait, Carlitz travaille plutot avec Cr = T'—77). 1l existe une unique fonction entiére sur
Q, appelée exponentielle de Carlitz et notée exp., vérifiant les deux propriétés suivantes :
pour tout z € Q

expe(2) = 1 et pour tout a € Fy[T], exps(az) = Cqlexpe(2)). (1)

Posons
[0] =1 et pour tout n € N*, [n] =T9 —T.
Une expression explicite de 'exponentielle de Carlitz se déduit facilement de 'Egalité 1 :
400 an
VzeQ, = -—
z expe(z) Do
n=0
ou 'on a posé
Dy =1 et pour tout n € N*, D,, = [n]D}

n—1-

Dans [23, Theorem 7.1], Wade prouve que pour tout 8 € Fq(T") non nul, expq(3) est
transcendant sur Fq(T). Puisque expy = 1, la série formelle exp.(Z) admet un inverse
dans F,(T)[[Z]], appelée logarithme de Carlitz et noté Log,. Formellement, on a

400

(=D" g
Loge(2) = S 2_za"
gc(Z) 7;) L,
avec
Lo =1 et pour tout n € N*, L,, = [n]L,—1.
La série formelle Log.(Z) induit une fonction définie sur Dy 4/(q—1) & valeurs dans Q..

Le résultat de Wade implique que Log.(8) est transcendant sur F,(7") dés que (3 est un

élément non nul de F4(T") pour lequel Log(3) est défini. Dans toute la suite, s désignera
1
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un entier naturel non nul fixé une fois pour toute. Anderson et Thakur en étudiant le T-
module C®* ont été amenés & introduire un analogue Log s,c des fonctions polylogarithmes
qui généralisent la fonction logarithme de Carlitz (voir [3]). Le s° polylogarithme de Carlitz
est la fonction définie sur Doy sq/(q—1) Par : pour tout 2 € Dug sq/(g—1)

+oo (71)sn )
Log, c(2) = > ="
n=0 n

Dans [17], Kochubei introduit une deuxié¢me sorte de fonctions polylogarithmes en posant

+oo n
P

Log, x(2) =) ok

n=0

Le s° logarithme de Kochubei est défini sur Doo,s. Harada [16, Theorem 0.5] montre que si
a et 3 sont des éléments non nuls de Fy(T') tels que a et 3 appartiennent & D, 5q/(q—1) €t

Doo,s respectivement, alors Log, . (a) et Log, x(8) sont Fy(T)-linéairemnt indépendants.
En particulier, ils sont transcendants sur Fq(7'). Les cas Log, (1) et Log, (1) avaient
déja été obtenus par Wade ([23, Theorem 4.1] et [24]). Dans les années 1930, Carlitz (voir
[8] ou [6]) a introduit un analogue de la factorielle pour Fy[T]. Dans [14] (voir aussi [13]),
Goss a prolongé cette factorielle & Z, en fonction continue, notée I'os (n)!c. Dans le cadre
de la recherche d’'une démonstration par la méthode de Wade de la transcendance de
I (n)le pour n € Z, \ N, Yao a introduit une classe indénombrable de déformées des
fonctions polylogarithmes de Carlitz et de Kochubei.

Soit € = (en)nen une suite de Fy. La déformée de la fonction polylogarithme de Carlitz
par la suite g est la fonction, notée Log, . o, définie sur Dy sq/(q—1) par : pour tout
% € Doc,sq/(g—1)

+o00 an
LOgs,g,C(z) = E En Ls .
n

n=0

On définit de fagon analogue la déformée Log, . x de la fonction polylogarithme de Ko-
chubei par la suite € : pour tout z € Do, sq

n

+oo 21
LOgs,g,)C(z) = Z En W
n=0

En utilisant la méthode de Wade, Yao a montré le

Théoréme. [25, Theorem 3] Si la suite € n’est pas ultimement nulle, alors

“+oo

LOgs,g,}C(l) = Z

n=0

En

[n]*

est transcendant sur Fq(T).
Yao pose la question suivante :

Question . Si la suite € est non ultimement nulle, la valeur Log, . () est-elle transcen-

dante sur F,(T") pour a € Fo(T) non nul?
Yao annonce que la méthode automatique permet de montrer le

Théoréme. [25, Theorem 4] Si la suite € n’est pas ultimement nulle, alors pour tout
ke N*

En — kg™
T q
[n]*

“+oo
LOgs,g,K(Tik) = Z
n=0

est transcendant sur Fq(T).

Yao constate que ces deux derniers Théorémes sont les seuls résultats connus dans la
direction d’une réponse a la Question . Concernant la fonction polylogarithme de Carlitz,
Yao obtient le résultat plus faible suivant :
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Théoréme. [26, Theoreml] Si la suite € n’est pas ultimement nulle, la série formelle

+o00 n
74

Log, . c(Z2) = Z En s
n=0

n

est transcendante sur Fq(T)(Z).

En fait, ce résultat est déja une conséquence immédiate de ’analogue du théoréme
d’Eisenstein [5, Lemma 2.1]. Comme le remarque Wade [24], sa preuve de la transcendance
de Logs@oo(l) peut étre modifiée pour obtenir des résultats un peu plus généraux. En
particulier, on peut obtenir le

Théoréme (Wade adapté, [24]). Si la suite € n’est pas ultimement nulle, alors

+oo c
Log,ex(1) =) 7%
n=0 n
est transcendant sur Fq(T).

Le Théoréme ci-dessus se déduit aussi de [19, Theorem 3].
Dans cet article, nous donnons une réponse positive a la Question x. Nous prouvons le

Théoréme 1. Soit € une suite de Fyq non ultimement nulle. Alors, pour tout o € Fo(T)
non nul, Log, . x(a) est transcendant sur Fq(T).

Nous montrons aussi que ce résultat est aussi valable pour les fonctions polylogarithmes
de Carlitz :

Théoréme 2. Soit € une suite de Fq non ultimement nulle. Alors, pour tout o € Fy(T)
non nul, Log, . c(a) est transcendant sur Fq(T).

Soit P un polynéme irréductible de Fy[T] de degré d, F,(T)p le complété pour la
topologie induite par la valuation vp-adique de Fq(T) (normalisée par vp(P) = 1) et

Qp le complété de la cloture algébrique de Fq(T)p contenant Fq (7). Il existe un unique
élément w de Qp algébrique sur F, de degré d tel que vp(T —w) = 1. On notera aussi Q.
pour Qp et v, la valuation vp. On pose deg,, = —v.. Pour un réel r, on note

Dyr = {2 € Qu | deg,(2) <7}

Les séries formelles Log, . ¢(Z) et Log, . -(Z) induisent une fonction définie sur Dy, o
a valeurs dans (,, que l'on notera respectivement Log, . . ,(Z) et Log, . ¢ (Z). Nous
montrons le

Théoréme 3. Soit € une suite de Fy non ultimement nulle. Alors, pour tout 8 € Fq(T)N
Du,0 non nul,

B
B

o0 Bqﬂ “+o0
LOgs,g,C,w(B) = ZE"? et LOgs,g,)C,w(ﬁ) = Zan
n=0 n n=0

sont transcendants sur Fq(T).

L. Denis fit la remarquable observation que la méthode de Mahler était bien adap-
tée pour larithmétique des corps de fonctions (voir [9], [10] ou [21]). Malheureusement,
celle-ci fut concommitante a la publication du célebre critere ABP par Anderson, Brow-
nawell et Papanikolas [4, Theorem 3.1] et n’a pas eu la publicité qu’elle méritait. Pour
démontrer les Théorémes 1, 2 et 3, nous utiliserons une modification d’une variante de
la méthode de Mahler introduite par Kubota [18]. L’avantage de la méthode de Malher
sur le critere ABP est qu’il n’est pas nécessaire que les fonctions en jeu satisfassent a un
systeme d’équations « rigide ». Cette flexibilité permet d’obtenir des résultats de trans-
cendance sur des classes indénombrables de fonctions, ce que ne peut obtenir le critere
ABP. Cependant, il est bien que connu (voir [11]) que la méthode de Mahler en plusieurs
variables aux places non-archimédiennes, comme nous 'utiliserons ici, présentent des diffi-
cultés structurelles. Un des apports principaux que I’on fera dans cet article est de montrer
comment le fait de travailler en caractéristique non nulle et les propriétés tres particulieres
des fonctions étudiées permettent de surpasser ces difficultés. Ceci répond (tres partielle-
ment) & la demande de Flicker de savoir si la méthode de Mahler peut étre adaptée pour
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fonctionner dans le cadre de fonctions a plusieurs variables aux places non archimédiennes.

Dans toute le suite, € désignera une suite de F,; non ultimement nulle, autrement dit
que ’ensemble {k € N | ), # 0} est infini. Notons 7o < m1 < --- ses éléments. Pour v un

élément non nul de F,, on note F, le corps Fy(y). Soit u un élément non nul de Fq(T).
On note p(u) le polynéme unitaire de Fy[T] de degré minimal tel que p(u)u soit un entier
de Fq(T)(u) c’est-a-dire appartient a la cloture intégrale de Fy[T] dans Fgq(T)(u). Tout
multiple non nul de p(u) dans F,[T] est appelé dénominateur de u. On définit la taille ¢(u)
de u par :

t(u) = max (max deg(o(w)), deg(p(u))),

ou H = Gal(Fq(T)/Fq(T)). Les propriétés de la taille peuvent étre lues dans [20] pour la
caractéristique O et leur transcription en caractéristique finie dans [2].

Pour uniformiser les démonstrations a venir, il sera pratique d’étendre les notations
vues ci-dessus dans le cas des places finies au cas de la place infinie en posant w = oo et
deg,, = deg. En particulier Foo = F4. Ceci est compatible avec les notations présentées
en début d’introduction.

L’inégalité de Liouville pour u s’écrit dans notre contexte (voir [27, Lemma 2.1] et [28,
Lemma 4.2])

Proposition 4 (Inégalité de Liouville). Soit K/Fq(T) une extension finie de degré de
séparabilité Z qui contient u. Alors, on a

deg,, (u) > —2Et(u).

2. LE CAS LACUNAIRE

Dans ce paragraphe, on suppose que @ Nn+1 — N, = F+00. La preuve de la transcen-
n——+oo

dance des valeurs des polylogarithmes de Carlitz et Kochubei se situe dans le cadre des
preuves de transcendance des séries lacunaires (voir [12] par exemple).
Théoréme 5. Soit (un)nen une suite d’éléments non nuls d’une extension algébrique finie
K de Fq(T). On suppose que

(a) la suite (3°;_ deg,, (ur))n est négligeadle devant la suite (deg,,(Unt1))n ;

(b) il existe C € R tel que pour tout n € N, t(u,) < Cdeg,,(un) ;

(c) il existe N € N tel que la suite (deg,,(un))n>n est strictement négative et stricte-
ment décroissante ;

Alors, 372 w,, est un un élément de Qu transcendant sur Fo(T).

Démonstration. Clairement, A = EI;’) U, est bien défini. On suppose que A est algé-
brique sur F,,(T") et on note E¢ le degré de extension (Fq(7T"))(A)/Fq(T"). Pour tout entier
n supérieur & N, soit A, la n° somme partielle de A : A, = ZZ:O ur. Par la stricte
décroissance de la suite (deg,, (un))n, on a

deg(A — A,,) = deg(un+1).-
Une majoration de la taille de A — A,, est donnée par :
HA = An) < t(A) +C > deg,, (ux).
k=0
L’inégalité de Liouville implique que
deg (1) > —2Za(t(A) + C " deg, (ur).
k=0

Comme

L —2E0(t(4) + C Y deg, (ur))

= 07
=+ deg, (tn1)

cela est impossible. O
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Appliquant ce théoréeme aux fonctions polylogarithmes déformées de Carlitz et Kochu-
bei, on obtient la transcendance de leurs valeurs en un élément algébrique lorsque ces
fonctions sont lacunaires :

Théoréme 6. On suppose que @ M+l — Nn = +oo. Alors pour tout B € Fq(T) \
n—-+oo

{0} tel que deg(B) < s (resp. deg(B) < sq/(q — 1)), Log, . x(B) (resp. Log, . o(B)) est
transcendant sur Fq(T).

n nn
. . _ B4 _ B4
Démonstration. Pour tout n € N, posons ux,» = ey, T (resp. uc,n = &y, m) On a

deg(uic,n) = ¢"" (deg(B) — s) et t(uc,n) < ¢" (s +1(b))

(resp.

M+l _ Nn+1 _

q q q q

deg(uc,n) = ¢™ deg(B) — s et t(uc,n) < ST—1
q—

— 4" HD)).

Puisque @ Mnt1 — N = +00, la suite (ux,n)n (resp. (uc,n)n) vérifie les conditions du
n—-+00o

Théoréme 5. Par conséquent, Log, . «(8) = o0 uk,n (resp. Log, . ¢(B) = 3120 uc.n)

est transcendant sur Fq(T). O

Si w # oo la transcendance des valeurs des polylogarithmes déformés de Carlitz et Ko-
chubei, considérés comme fonctions de €, en un élément algébrique s’obtient de maniére
identique.

Théoréme 7. On suppose que w # oo et @ Nnt+1 — Nn = +00. Alors pour tout 8 €
n—-—+oo

Fg(T)\{0} tel que v, (B) > 0, Log, . ., (B) et Log, . ¢ ., (B) sont transcendants sur Fq(T).

3. ECARTS BORNES
Soit T un entier strictement positif et D € F.,[T]. On note .# ; p 1'ensemble des séries
formelles de (F.,(T))[[X, Y]]
FXY)= >0 XYY (V(i,§) €N f; 5 € Fu(T))
(4,5)€EN?
telles que pour tout (i, j) € N?
deg(fi.;) < 7(i+j) et DT fi 5 € B[T).
Remarque 8. Toute série formelle de .#, -, p induit une fonction définie sur (Dy,—-)? &
valeurs dans €, (voir [22, Exercice 23B]).
L’ordre en 0 d’une série formelle f(X,Y) =37, - cxe [ ;XY de (Fo(T))[[X, Y]] est
Pentier naturel ordo(f) défini par
ordo(f) = min{i +j | (i,5) € N*, fi; # 0},
si f est non nulle. Sinon, par convention, 'ordre en 0 de f est +oo. Clairement, pour
r €N, ona
ordo(f) 2r<= fel,
o Z = (X,Y) est I'idéal de (Fo,(T))[[X, Y]] engendré par X et Y. L’ordre en O est une

valuation de (F.(7'))[[X, Y]] qui en fait un anneau complet pour la topologie induite. Une
suite (fe =22 jyenz fr,ii XY Jwen de (Fu(T))[[X, Y]] converge vers

f= 3 fi XY e (Fu(T))[X,Y]]
(4,5)EN2

si et seulement si pour tout (,5) € N?, il existe N € N tel pour tout k > N, fr.i; = fi.;.
En particulier, (F,,(7))[[X, Y]] est un ensemble complet.

Lemme 9. L’ensemble M. r.p est un sous-anneau compact de (Fo,(T))[X,Y]).
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Démonstration. Seules la compacité de ., - p et sa vsta'bilité pour la multiplication mé-
ritent que 'on s’y attarde. Soit (fx = >_(; j)enz fr,i.i XY )ken de A - p qui converge vers
=% ene fig XY dans (Fo(T))[[X, Y]]. Wexiste N € N tel pour tout k > N, fi,i; =
fi.;- Ce qui implique que D7 f; ; appartient & Fy,[T] et est de degré inférieur a 7(i + j).
Par conséquent f € Mo,r.p. Soit f =3 jyene fii XY et g =3 jyene 9, XY deux
éléments de .4, - p. Ecrivons
FXY)g(X,Y) = Y U XY (Usy € Fo(T))
(4,4)EN?

On a pour tout (i,7) € N?
Uij = > Ji 1291514 -

(11,02,13,12) EN*
[ppr]
lot+la=j
Comme
7(i43) _ T(l1+12) T(l3+14)
D Ui = E D Ju.D Giz,ly>
(11,02,13,14)EN?
1+l3=i

lotla=j

cela implique que DU, ; appartient & F[T] et est de degré inférieur & 7(i + 7). Ceci
prouve que .4, - p est fermé dans (F.,(7T"))[[X, Y]] donc compact. O

Soit f € ., p. Pour tout k € N, on écrira
XY= >0 fra XYY
(i,5)€N?
D’aprés ce qu’il précede, f* appartient & .#, -+ p.

On appelle hauteur d’un polynéme P € (F,(T))[X,Y],

P(X,Y)= > pi; XY (pi; €Fu(T)),
i€[0,m1]
JE[0,m2]

le réel
ht(P) = max deg(p;,j)-

1€[0,m1]

j€[0,m2]
Fixons pour le moment un entier naturel J.
Lemme 10. [l existe un entier naturel us -, tel que pour toute série formelle f de M. +.p,
il existe des polynémes Ps,- -+ , P55 non tous nuls de (F,[T))[X,Y] de degrés en X etY
inférieurs a § et de hauteur inférieure a ps,» ayant la propriété que

ordo(Hs(f(X,Y))) > E(5°),
ot Hs(Z) = 30 _, Psi(X,Y)Z" et E(.) désigne la fonction partie entiére.
Démonstration. Pour tout k € [0, ], on considére les polynomes

Psp(X,Y) = > pornnnXY? (pogisn € Fu[T)).
(11,12)€[0,8]2

On a alors

S 5
Z P(S,k(X7 Y)fk (X7 Y) = Z ( Z pé,k,ll,nghle Z fkﬂ;,inYj)
k=0

k=0 (I1,l2)€[0,6]2 (i,5)€N?

)
Z (Z Z Dokt b frimty jmts) X Y7

(6,9)EN2 k=0 (14,15)€[0,6]?
U1 <d,l2 <]



DEFORMATIONS DES FONCTIONS POLYLOGARITHMES EN CARACTERISTIQUE p 7

Ainsi, pour que la série formelle 22:0 P51 (X,Y)f*(X,Y) appartienne a ZE<53/2), il suffit
que pour tout (i,7) € N? avec i 4 j < E(5%/?), on ait

5
E E Dé,kelylo fhji—t1,j—12 = 0

k=0 (14,15)€[0,5]>
11<4,l2<)

Le Lemme 9 et un lemme de Siegel (voir [1, Lemme 11]) montrent qu’il existe us,- € N et
un polynéme non nul Py de ((Fo,[T])[X,Y])[Z] de degrés en X et Y inférieurs & § et de
hauteur inférieure & 5., tels que ordo(Ps(f)) > E(6%/2). O

Dans toute preuve de transcendance, il est nécessaire de prouver que certaines quantités
sont non nulles. C’est ce que l'on appelle un lemme des zéros. Le lemme des zéros que
nous utiliserons dans notre situation est élémentaire :

Proposition 11. Soit K un corps commutatif, Py, -+ , Ps des polynémes de K[X,Y] non
tous nuls, de degrés en X et Y inférieurs a 6, (i)icqo,s7, (Bi)icpo,o], (®i)ien des familles
d’éléments distincts de K et (c;)ien une suite strictement croissante de N. Alors il existe
une suite strictement croissante (ix)ren de N et (io, jo) € [[0,5}}2 tels que pour tout k € N,

5
iy Cin
ZP;(O{?O ’B;'Io )x%k 7é 0.
1=0
Démonstration. Soit u € N. Supposons que pour tout (i, 4, h) € [0,6]3, on ait

qCu(5+1)+h Cu(s+1)+h

Qu,h(ai 7ﬂ;1
ot Qun(X,Y) est le polynéme de K[X, Y] défini par
5

l
Qua(X,Y) =Y P(X, Y)Te, 511y
=0

Par hypotheése, les ensembles {agcu(HIHh | €[0,0]} et {B] i € [0,8]} sont de
cardinal ¢ + 1. Le polyndme Q.. »(X,Y) est de degrés en X et Y inférieurs & § et s’annule

) =0,

Cu(s+1)+h |

Cu(s+1)+h . Cu(s+1)+h A R
sur {of | i€ [0,0]} x{B] | i € [0,0]}, c’est le polynome nul. Comme les
éléments c,;, ** , Te(, ), sont distincts, le déterminant de Vandermonde
V(:rcu(5+1) 1 Leys41)41 """ 7xcu(6+1)+5)

est non nul, ce qui implique que tous les polyndémes P, (I € [0, d]) le sont ; ce qui n’est pas
le cas. Ainsi, il existe (iu, ju, hu) € [0, 8]* tel que

5
(&3 (&3
CuH+ D +hy g Cu(S+)+thu |
Zpl(aiu (") )xcu(6+1)+hu 7£ 0
1=0
On conclut alors avec le principe des tiroirs. O

Lemme 12. Soit A = {«a; | i € N} un ensemble dénombrable, C un ensemble fini de
cardinal ¢, B un ensemble fini de cardinal strictement supérieur a cd et ¢ une application
de A x B dans C. Alors, il existe des sous-ensembles A de {a; | i € [0,5¢°T']} et B de

B de cardinal strictement supérieur da § tels que ¢ est constante sur A X B.

Démonstration. Posons A’ = {a; | i € [0,6¢*° ']}, B = {b; | i € [0,n5]} ott np est un
entier supérieur & ¢ et & = c¢d + 1. Pour tout a € E1, notons £, la liste de C de longueur
¢ définie par

fa = (f(a, bo)7 s ,f(a, ba))
Puisque le nombre de listes de C' de longueur ¢ est ¢ le principe des tiroirs implique qu’il

6cé+1
P

existe au moins , c’est-a-dire au moins § + 1 éléments 4o, - - - , 45 de [0, 5c°] tels que
log =+ = Lay.
Par conséquent, pour tout j € [0, ¢d], il existe ¢; € C tel que

¢j = flaig,b;) = --- = flaiz, b;).
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De nouveau, le principe des tiroirs implique qu’il existe au moins § + 1 éléments jo,--- , js
de [0, 6c] tels que cj, = - -+ = c;,. Notons ¢ cet élément. On a pour tout (I1,12) € [0, d]?,
f(ail1 , bjl2) = ¢”, ce qui signifie que f est constante sur le produit cartésien

{ai,, 11 €[0,6]} x {b;,, |12 € [0,6]}.

Pour simplifier les notations, on pose (rappelons que d = [F,, : Fq])

3 dSc +1
D G 5ot g

Cs,r —(
Avsr ={H € (Fo[T)[X, Y] | degx H <6, degy H < 6, ht(H) < pisr },
ou us,~ a été défini au Lemme 10. On rappelle que l'ordre lexicogrpahique sur I’ensemble
S5, := N x [0, cs,7]], noté <e; ., est défini par : pour tout ((u1,v1), (u2,v2)) € (6577)2
u1 < u2 ou

(u1,v1) <s;., (u2,v2) <=
’ u; = uz et vy < va.

Remarquons que tout élément (u,v) de &5, différent de (0,0) admet un unique prédéces-

seur immédiat (voir [15, Section 14] pour la définition), que 1'on notera (u, v).

Proposition 13. Pour tout (i,7) € [0, Gs-]?, soit (fij.x)ken une suite de M+ p. Alors,
il existe des polynomes P, (I € [0,0]) non tous nuls de (Fo,[T))[X,Y] de degrés en X et
Y inférieurs a 0, deux familles (iu)ucfo,s] €t (Ju)uclo,o] d’éléments distincts de [0, Gs,-]
et une suite (kn)nen de N strictement croissante tels que pour tout n € N et pour tout
(u,v) € [[076HQ

§
Ol‘d() <ZPZ(X, Y)filu,jv,kn(X, Y)) 2 E(53/2)
=0

Démonstration. D’apres le Lemme 10 et le principe des tiroirs, il existe des polyndémes
PO(O’O), e ,P(;(O’O) de A, 5, non tous nuls et une suite (k%o’o))neN strictement croissante
de N tels que pour tout n € N, on ait

§
ordg <Z Pl(o,o)(X7 Y)féyo’kglo,o) (X, Y)) > E(53/2).

1=0
Posons P(0,0) = (Péo’o), . ,P(S(O’())). On construit par récurrence sur (u,v) € S5, une
liste de polynémes P(wv) = (PO("’”),--- ,Pg(u’v)) de A, 5- non tous nuls et une suite

(k,&u’”))neN strictement croissante de N tels que pour tout n € N, on ait

5
ordo (Z P XYL (X, Y)) > B(5°). (©)

=0
Le cas (u,v) = (0,0) est déja traité. Si (u,v) # (0,0), toujours par le Lemme 10 et le
principe des tiroirs, il existe une suite extraite (k%*))nen de (k%“’v))neN, qui est donc

strictement croissante et des polynémes Péu’v), e 7P5(u’v) non tous nuls de A, s, satis-

faisant pour tout n € N a la Condition <. Par le Lemme 12 et la construction de la suite
(kgcé’f’aé’f))new, il existe des polynémes Py, -, Ps non tous nuls de A, s -, deux sous-
ensembles A := {i, | u € [0,0]} et B := {j, | v € [0,6]} de [0,Gs,-] tels que pour tout

n € N et pour tout (u,v) € A x B, on ait

5
ordg (Z P(X,Y)f! (G(s,f,c(;,ﬁ(XyY)) > E(5°?).

o iudv kn

Pour un sous-ensemble A de Q,,, on pose

Mo, 4 = max{deg, (z) | z € A} € RU{—o0}.
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Proposition 14. Soit A = {o; | ¢ € [0,Gs,-]} et B = {B: | i € [0,Gs,,]} deux sous-
ensembles de Fy(T)N Dy 0. Pour tout (3,7) € [0,Gs,-]}2, on considére une suite (fm, )keN
de My +p. Soit k un entier, k > logq(—‘r/mw,AUB) On suppose que pour tout (i',7") €

k k k k
[0,Gs-1% on a fijr(ed BT ) = fujrn(ad B}, ) et que pour tout entier k' >k, on ait

k k K’ &
flijk(ag 7/37 )7é fl,j,k’(ag 7651 )

Alors, il existe une suite (kn)nen strictement croissante de N, un couple (io, jo) de [0, G(;,T]]2
et des polynomes Py, - -+, Ps non tous nuls de A 5+ tels que pour tout n € N on ait

kn kn

kn kn
ZF)Z ;']0 )filo,jo,kn(azo 7ﬂ;10 ) #0
et

5
ordo <Z Pi(X,Y) fLy o n (X, Y)) > B(8°).

1=0

Démonstration. La condition sur k vise a s’assurer de I’existence de fid’k(agk , ﬂ?k) pour
tout (i,4) € [0,Gs-]?. Cela provient de la Remarque 8. La Proposition 13 nous assure
Pexistence de polynomes P, (I € [0,4]) non tous nuls de (Fo,[T])[X, Y] de degrés en X et
Y inférieurs a ¢, deux familles (iw)uefo,6] €t (Ju)uefo,s] d’éléments distincts de [0, Gs -]
et une suite (kn)nen de N strictement croissante tels que pour tout n € N et pour tout
(u,v) € [0, 6]?

s
ordg (ZPl(X7Y)f¢lu7jmkn(X7Y)> > E(8%%).

=0

Posons zr, = fiy.ju.kn (affn , ﬁ;lfn) qui par hypothese ne dépend pas de ¢, et j,. La suite
(Tk,, )nen n’est composée que d’éléments distincts. La Proposition 11 implique Pexistence
d’un couple (ug, vo) € [0, 5]]2 et d’une suite d’entiers naturels (I, )nen strictement croissante
telle que pour tout n € N, on ait

s
lw lw l ’n ’71
( 7‘“0 7/8;11,0 )fio,jo,kln( Z“o aﬁjvo ) 76
1=0
O
On considére maintenant deux éléments « et 8 de Fq(T") non nuls.
Lemme 15. Soit K € RY, k un entier naturel, Py, --- , Ps des polynémes non tous nuls

de (F,[T))[X,Y] de degrés en X et'Y inférieurs a 0 et x un élément algébrique sur Fq(T)
de taille inférieure & K¢*. Alors, pour tout k € N, on a

5
ZF’; BTe) < max]]ht( i)+ 3(t(@) +(8) + K)g"

Jj=

Démonstration. Soit j € [0, d]. Pour tout o € H, on a

deg(( (@, 87 )z )) ht(P;) + ¢* max(0,/@, [B]) + 6K ¢

) < max ht(P)—i—(Sq max(K,ra,[B)).
j€[0,6]

De plus, (p(oe)p(,@’))‘sqkp‘s (z) est un dénominateur de ijo Pj(aqk,ﬁqk)xj. Puisque
k
deg ((p(a)p(8))"" P (2)) < 66" (t(a) + 4(8) + K),
le lemme s’en suit. 0

Dorénavant, on suppose que (a, 8) € (Dw,0)?.
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Proposition 16. Soit u € N* et Py,--- , Ps des polynomes non tous nuls de (F,[T])[X,Y]
de degrés en X et Y inférieurs a 0. Pour tout entier k > log,(—7/muw (a,8)) et toute série
formelle f € M, -,p ayant la propriété que

§

ordg (Z Pi(X,Y) (X, Y)) =u,
j=0

on a ’

S
k k : k k
deg,, (D_Pi(a®,B7)f (%, B7)) < max ht(P) + (7 + ¢ ma ap))u.
3=0

Démonstration. Par hypothese sur k, f(ozqk ﬁqk) est bien défini. Ecrivons pour [ € [0, d],
P(X,Y)= Y punX'Y"

0<I1<6
0<l2<6

Posons

5
=3 P, 7Y f ", 8.

=0

)

De I’égalité

)

§
k. k
Yo O Y pannfuing-n)a® BT,

(6,5)EN?  1=0 (14,15)€[0,5]?
i+ti>u 11<5,12<5
il vient que

deg,,(A) < max ht(P) + max max deg(fi,i—1y,j—15)+

0<I<é (3,5)EN? (11,12)€[0,6]?
i+j2u 1<l <)
1€f0,6]

q"(ideg,(a) + j deg,,(B))
< max ht(P) + max 7(i+ ) +q"(ideg, (@) + j deg, (8))

oIS ('L,j)EN
i+jz>u
< max ht(P) + (7 + qkmw,{a,ﬁ})(i +3)-

[ A

On obtient, pour tout entier k tel que 7 + qkm%{a,g} < 0, que

0<I<S

deg,, (ZP, 87 qk,ﬁ“)) < max ht(P) + (7 + ¢*Ma (a5 ).

O

Théoréme 17. Soit K un réel, = un entier naturel, (fix)ren une suite de M. rp et
((cs, ,65))5€N une suite de (Fy(T)N Dy 0)? telle que les suites ([Fy(T) (s, Bs) : Fq(T)]s)éeN’
(degw(a(s))éEN, (degw(@;))éeN, (t(aws))sen et (t(Bs))sen sont bornées. On suppose que
pour tout § € N* et tout entier k > log,(—7/Mu {as.85})s fk(a(;qk,ﬁaqk) est algébrique
de degré de séparabilité inférieure d = et de taille inférieure & Kq*. Alors ’ensemble des
entiers naturels § tels qu’il existe des polynomes Po,- -+, Ps de (Fo[T])[X,Y] de degrés en

X et Y inférieurs a 8, un entier naturel u > E(0%/?) et une suite strictement croissante
(kn)nen de N tels que pour tout n € N, on ait

3
ordo (Z P(X,Y) fi, (X, Y)) =

=0
et
J kn "n. kn
Z )k (s, 85T # 0.

est borné.
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Démonstration. Soit ¢ € N. Par le Lemme 15, pour tout entier k > log, (—7 /My {as.85})
on a

1e[0,s

§
Z ") s sT)) < max, ht(Pr) + ¢"3(t(as) +(8s) + K),

La Proposition 16 implique quant a elle que pour tout n € N,

kn kn kn kn
deg, (> Puas™ ", Bs" ") i, (as® ", BsT ")) < max ht(P) + (7 + ¢ My (ay.65) )0

— 0<I<S

. . kn kn .
Par hypothése, la suite ([FQ(T)(ag,ﬂg,fk” (as®™,B3s9™)) F‘I(T)]s)(5 - est bornée.

Notons = un de ses majorants. Puisque Z? o Pl qkn,ﬂ(s n)fkn( as? ",Bg"k") est non
nul, I'inégalité de Liouville méne a la majoration (rappelons que d = [F,, : F¢])

—2d_( max ht(P) + 6q “(t(as) + t(Bs) + K)) < max ht(P;) + (7 + qk"mwy{%ﬁs})u

10,8 0<I<S

< max ht(P) + (7 + 6" M fay.55) ) B(5).

Comme (kn)nen est une suite strictement croissante d’entiers, elle diverge vers +oo. 11
vient que

—2d0E(t(vs) + t(Bs) + K) < Mo 15,851 E(6°7).
Par conséquent, on obtient que
E(6%%)/6 < —2d2(2f + K) /m,

oll 71 est un minorant de 'ensemble {deg, (), deg,,(8s5) | § € N} et £ est un majorant de
Pensemble {t(as),t(Bs) | 6 € N}. On en déduit que

5 < (1+ —2d=( +K)> ‘

3=

Soit (41, j2, k) € N®. Clairement,
Yqj1+n

T gz k( E €n+ijz+n)s

n=0

et
qjl +n

Y
F .12k (X, Y) n§>0 Entk H?:1 (1 — TXq12+L)s

sont des séries formelles de (Fq(7))[[X,Y]] puisque le dénominateur de chaque fraction
rationnelle est inversible dans (Fq(7))[[X,Y]] . De méme,

an +n

(XqJ2+n 4 wq72+k+n _ T)S

G i jak(X,Y) =D enix

n>0
et
Yqj1+n
Ge g1 g2 k(X Y) nz>05n+k n qu2+1 T a2 TR _T>s

sont des séries formelles de (F.,(T))[[X,Y]].

Lemme 18. Les séries formelles Fi j, jo.ks FCoj1,jaskr 9e,j1.,ja.k €6 9e j1,42.k appartiennent

a M

w,2s Tq -7’
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Démonstration. Nous nous contentons de fournir une preuve pour % j, j.,k, les autres
vérifications se faisant de maniére identique. Dans (F.,(T))[[X, Y]], on a pour tout (k,n) €
N2

n qu2+k+l T gizthtl s (=)™ _s qu2+k+u L
H( T )= H?:l(waqjﬁkH)s Z H w‘lj2+k+“') '

=1 (U1, ,ln)ENT u=1

Soit I, l1,- -+ ,ln des entiers naturels tels que I = > _, l.g?2T*. Ainsi, pour tout k € N,
la fraction rationnelle

q¢ 2s(I+¢711™) T (s (-
T -1 e ] (lu ) (T — w?2 ) luts

u=1

est en fait un polynéme de F,[T]. De plus, on a

deg <En+k I—[l (_3> M) < 0.

Ceci prouve que ¥, j, 5,k appartient a 4 2s.1ad 1 O

Rappelons que dans tout ce paragraphe, on a supposé que @ Nn+1 — N est fini. On
n— oo

note cet entier naturel {c. Pour deux entiers naturels k et n, on pose

J

B = Enta V7

n,r n Jjo+i jot+k+1l s
[T, (Xe +w? -T)

Définition 19. Soit (ki,k2) € N et L € N*. On dira que E%,Jm%kl et 9e.jy,jo, ke SONE
congru & l'ordre L si pour tout n € [0, LL[, on a En k= En Ko -

Proposition 20. Soit (ji1,j2) € N°. Toute suite extraite de (9 j, jo.x)ren admet une
valeur d’adhérence transcendante sur (Fq(T))(X,Y). Il en est de méme pour des suites
extraites de (Fc,j1 o k) ke, (Ficinink)ken €t (Dk 1,2 k) ke

Démonstration. Soit (k). une suite d’entiers naturels. L'ensemble {E, x | k € N} étant
fini, par le principe des tiroirs, il existe j1 € N et une suite extraite (k(l)) de la suite
(kn)n tels que pour tout n € N, ¥ j, jo.k;, €t G, 1.a. k(D) SONE congrus a lordre 1. En
réitérant ce procédé, on montre que pour tout entier [ supérieur a 2, il existe j; € N et
une suite extraite (kﬁf))n de la suite (k,(ffl))n tels que 9 j, j,,k;, soit congru & I'ordre [
avec gc,jl,jg,kif) pour tout n € N. Par construction, on a pour [ € N*,

S leti

ordo(Ye g1 o ky,,, — Dergzks,) =4

Jl+1
Par conséquent, la suite (%C’jldé,k;jl )ZEN* converge dans (I, (7))[[X, Y]], disons vers ©. Il
existe une suite extraite (ji)ien de la suite (ji)ien telle que la suite (k3 (mod d))ien soit
constante. On note k le représentant dans [0, d[ des ks (mod d) (I € N). Supposons que
O soit algébrique sur (Fq(T))(X,Y). Il existe N € N* et des polynémes Py, -- , Py non
tous nuls de (Fu,(7))(X,Y) tels que

Po(X,Y) + Pi(X,Y)O(X,Y) + - + Py(X,Y)O™(X,Y) = 0.

Considérons un entier naturel Ny tel que pour tour tout entier m > N; le polyndéme

Po(Tqm _ qu,Y) o PN(Tq"L _ qu,Y)

soit non nul. Posons mo = max(2s, N1) + 1. Puisque © appartient & .# w28, Ta% _T O est

évaluable en 77" — w?" en une série formelle Oy de (Fu,(T)[[Y]] qui est algébrique sur
(Fq(T))(Y). Comme tous les 9 j, i,k (k € N) sont Fg-linéaire en Y, il en est de méme
pour © et @y l’est aussi. On peut écrire

Oy = a Y (an € Fu(T)).

n=0
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Soi | € N. Les égalités

(Gi+1)ee—1 :
— I qmo _ q n
Oy = Z—‘B Ep i (T W Y) 4+ > anY

n>(+1)e

(G1+1)le—1 Enthos yaittn

J n

= Z Hln ] (Tqml0+j2+l _ T)s + z anY .
n=0 =

n>(j+1)ee

impliquent que tous les a, (n € N) sont dans Fq(T). D’aprés [5, Lemma 2.1], il existe des
polynémes non nuls Cy et Ca de Fy[T] tels que pour tout n € N, C1C%a, appartient a
F,[T]. Notons v le maximum des degrés des facteurs irréductibles dans Fq[T] de C1C> et
lo un entier naturel tel que 3; est strictement supérieur a v. Par définition de /¢, il existe

q™0 +iz+n

n e [[j:;ég7 (370 + 1)l tel que Enth— est non nul. Alors T' — T admet un facteur

0
irréductible dans Fy[T] de degré mo + j2 + n, c’est-a-dire supérieur a v. Cette preuve
s’adapte facilement aux trois autres fonctions pour obtenir la conclusion souhaitée. O

Théoréme 21. Soit B € Fy(T) \ {0}. On suppose que @ Nn+1 — Nn €St finie.
n—r oo
(1) Si deg(B) < s (resp. deg(B) < sq/(q — 1)), Log, . x(B) (resp. Log, . (B)) est
transcendant sur Fq(T).

(2) Siw # oo, alors pour tout B € Fq(T) \ {0} tel que v, (B8) > 0, Log, . ., (B) et
Log, . c..(B) sont transcendants sur Fy(T).

Démonstration. Supposons que Log, . () est algébrique sur Fy(T') et notons = son degré

de séparabilité. Soit i € N. Posons o = “/a et 8; = 4/1/T avec a = /T°¥~D_ On a
t( %/Bi) = 1 et t(a;) < t(a) puisque p(a;) divise p(a). L'extension F,(T) (e, 8i)/Fq(T) est
de degré de séparabilité Z, ot 2, est le degré de séparabilité de I'extension Fy (1) («) /Fq(T).

On remarque que pour tout (j1,j2,k) € N?, on a I’égalité

k k—1 n
ko ok _ sq_ j s enf?
Yo gpilaly B) =177 [T (17 1) (Logsec(m -3 )
! 2 j=1 - n=0 H]‘:l (Tq] - T)
k k
Ainsi, il existe un réel K > 0 tel que pour tout entier naturel k, % j, j,,k(a], , 35, ) soit

k k
de taille inférieure & K¢*. De plus, e, jr.a.k(af, BT, ) est algébrique sur Fy(T') de degré
"tl—g )
q-1 neN

de séparabilité inférieur & E=, + (¢ — 1). Puisque la suite (q" deg(B) — s est

strictement décroissante et que nx est non nul, on a

( 0% e ) P
deg | Log, - s | = deg T
¢ "0 Hj:l (Tq] - T) n=ny, Hj:l (Tq] - T)

¢t —gq

= an deg(ﬁ) — Sq_il.

Ceci implique que
Nk Mk
deg (Ye 1 gam (0, BL")) = g deg(B).
On en déduit que pour tous entiers naturels distincts k et k', on a

Nk Nk Myt M’
gcyjlyjsz(a?l ) ;']2 )?é%,jlyjz,nk/(a?l 75?2 )

Considérons un entier §. La Proposition 14 nous assure l’existence d’un couple (ig, jo) de
N2, de polynémes non tous nuls Py, - - - , Ps de (F,[T])[X,Y] de degrés en X et Y inférieurs
a d et d’une suite d’entiers naturels (k;);en strictement croissante tels que

Ky a1 g

s " og" gh
Do Pnl B G g o, (B, ) #0
h=0



14 DAVID ADAM
et

é
ordy (Z Pu(X,Y)DE i o, (X Y)) > E(6%?).

h=0

Supposons que la suite (ordo (Z?:o P (X, Y)gclviOJOa"lkl (X, Y)))leN soit majorée. Il existe

un entier naturel v > E(53/2) et une suite extraite (k'lj)jgN de la suite (ki)ien telle que
pour tout j € N, on ait

Mk . My . Mk . My .
1 lj L l

5
J 1 J
Z Py (ago ) ;'10 )gcyio,jomkkl (O‘go ’5;10 ) # 0
h=0 J

et

S
ordg (Z Pu(X, Y)%ﬁio,jmklj (X, Y)> = u.

h=0
Puisque § est quelconque, c’est impossible d’aprés le Théoréeme 17. Ceci permet d’affirmer

que la suite (ordo (22:0 Pr(X, Y)gch,io,jo,nkl (X, Y)))leN est non majorée. Notons ¢ une

valeur d’adhérence de la suite (gc7i07j07nkl )zeN' Alors P(%N) =0, ou P est le polynéme non

nul s
P(Z) =) Pu(X,Y)Z",
h=0

en contradiction avec la Proposition 20. Cela conclut la preuve. Les autres assertions se
prouvent de maniere similaire. O

Conjointement, les Théoréemes 21, 6 et 7 donnent les Theorémes 1 et 2 :

Théoréme 22. Soit € une suite non ultimement nulle de Fy et 8 € Fo(T) \ {0}.

(1) Si deg(B) < s (resp. deg(B) < sq/(q — 1)), Log, . (B) (resp. Log, . c(B)) est
transcendant sur Fq(T).

(2) Siw # oo, alors pour tout B € Fy(T) \ {0} tel que v, (B) > 0, Log, . « ., (B) et
Log, . ¢..(B) sont transcendants sur Fq(T).

Rappelons (voir Introduction) que Harada a montré que si « et 8 sont deux éléments
non nuls de Fq(7)\{0} de degrés respectifs strictement inférieurs a >4 et 0, alors Logc (a)
et Log, (B) sont Fq(T')-linéairement indépendants. Il serait intéressant de prouver ce ré-
sultat pour les déformées de fonctions polylogarithmes de Carlitz et Kochubei. Plus gé-
néralement, il est d’un certain intérét de déterminer les relations algébriques entre ces

déformations de logarithmes. Dans cet optique, nous proposons ces deux conjectures :

Conjecture 23. Soit g, et g, deux suites non ultimement nulles de Fy, s1,s2, ni, na
quatre entiers naturels non nuls, {a1,- -+, an, } un sous-ensemble de Fq(T) N Dy sq/(q—1)

et {f1, -+, Bno} un sous-ensemble de Fq(T) NDoo,o. Alors, les seules relations algébriques
possibles entre les valeurs prises par les fonctions LOgC,gl,s sur Ay et Log,c,&’S sur As
sont :

(1) les relations de dépendance Fq-linéaires entre éléments de chaque ensemble Ay et
A2 et

(2) les relations de Fq(T')-linéarité entre éléments de Ay si €, est ultimement con
tante et entre éléments de Az si g, est ultimement constante.

Conjecture 24. Soit g, et g, deux suites non ultimement nulles de Fq, s1,s2, n1, n2
quatre entiers naturels non nuls, {1, ,an, } et {B1, -+ ,Bny} deuzx sous-ensembles de
Fq(T) N Dy,o. Alors, les seules relations algébriques possibles entre les valeurs prises par
les fonctions LogcéhS sur Ay et Log,cil’S sur As sont :

(1) les relations de dépendance Fq-linéaires entre éléments de chaque ensemble Ay et
A2 et

(2) les relations de Fy(T)-linéarité entre éléments de Ay si g, est ultimement constante
et entre éléments de Az si e, est ultimement constante.
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