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Résumé. Soit p un nombre premier. Dans ce journal en 2005, dans le but de reprou-
ver par la méthode de Wade la transcendance pour n ∈ Zp \N de Γ∞(n), où Γ∞ est
la factorielle de Carlitz-Goss, Yao introduit une classe indénombrables de déforma-
tions des fonctions polylogarithmes de Kochubei dont il montre la transcendance
de leurs valeurs en 1 (ce qui est suffisant pour son objectif) et plus généralement
en 1/Tk (k ∈ N∗). Dans ce présent article, nous répondons à la question de Yao
d’étendre ce résultat en un algébrique non nul. Nous prouvons ce fait non seule-
ment dans le cadre de la place infinie mais aussi dans celui des places finies. Nous
montrons un résultat analogue pour les déformations de la fonction polylogarithme
de Carlitz.

1. Introduction

Soit q = pf (f ∈ N∗) une puissance d’un nombre premier p, Fq(T ) une clôture algébrique
de Fq(T ) et Ω∞ le complété pour la valuation − deg d’une clôture algébrique de Fq

((
1
T

))
contenant Fq(T ). Pour r ∈ R, on note D∞,r le disque

D∞,r = {z ∈ Ω∞ | deg(z) < r}.
Dans les année 1930, Carlitz a introduit [7] le premier exemple de module de Drinfeld. On
appelle module de Carlitz défini sur Ω le Fq-homomorphisme d’algèbres injectif

C : Fq[T ] → EndFq−lin(Ga/Ω)

défini par
CT = T + τ q,

(en fait, Carlitz travaille plutôt avec CT = T−τ q). Il existe une unique fonction entière sur
Ω, appelée exponentielle de Carlitz et notée expC , vérifiant les deux propriétés suivantes :
pour tout z ∈ Ω

exp′
C(z) = 1 et pour tout a ∈ Fq[T ], expC(az) = Ca(expC(z)). (1)

Posons
[0] = 1 et pour tout n ∈ N∗, [n] = T qn − T.

Une expression explicite de l’exponentielle de Carlitz se déduit facilement de l’Égalité 1 :

∀ z ∈ Ω, expC(z) =

+∞∑
n=0

zq
n

Dn

où l’on a posé
D0 = 1 et pour tout n ∈ N∗, Dn = [n]Dq

n−1.

Dans [23, Theorem 7.1], Wade prouve que pour tout β ∈ Fq(T ) non nul, expC(β) est
transcendant sur Fq(T ). Puisque exp′

C = 1, la série formelle expC(Z) admet un inverse
dans Fq(T )[[Z]], appelée logarithme de Carlitz et noté LogC . Formellement, on a

LogC(Z) =

+∞∑
n=0

(−1)n

Ln
Zqn ,

avec
L0 = 1 et pour tout n ∈ N∗, Ln = [n]Ln−1.

La série formelle LogC(Z) induit une fonction définie sur D∞,q/(q−1) à valeurs dans Ω∞.
Le résultat de Wade implique que LogC(β) est transcendant sur Fq(T ) dès que β est un
élément non nul de Fq(T ) pour lequel LogC(β) est défini. Dans toute la suite, s désignera
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un entier naturel non nul fixé une fois pour toute. Anderson et Thakur en étudiant le T -
module C⊗s ont été amenés à introduire un analogue Logs,C des fonctions polylogarithmes
qui généralisent la fonction logarithme de Carlitz (voir [3]). Le se polylogarithme de Carlitz
est la fonction définie sur D∞,sq/(q−1) par : pour tout z ∈ D∞,sq/(q−1)

Logs,C(z) =

+∞∑
n=0

(−1)sn

Ls
n

zq
n

.

Dans [17], Kochubei introduit une deuxième sorte de fonctions polylogarithmes en posant

Logs,K(z) =

+∞∑
n=0

zq
n

[n]s
.

Le se logarithme de Kochubei est défini sur D∞,s. Harada [16, Theorem 0.5] montre que si
α et β sont des éléments non nuls de Fq(T ) tels que α et β appartiennent à D∞,sq/(q−1) et
D∞,s respectivement, alors Logs,C(α) et Logs,K(β) sont Fq(T )-linéairemnt indépendants.
En particulier, ils sont transcendants sur Fq(T ). Les cas Log1,K(1) et Logs,C(1) avaient
déjà été obtenus par Wade ([23, Theorem 4.1] et [24]). Dans les années 1930, Carlitz (voir
[8] ou [6]) a introduit un analogue de la factorielle pour Fq[T ]. Dans [14] (voir aussi [13]),
Goss a prolongé cette factorielle à Zp en fonction continue, notée Γ∞(n)!C . Dans le cadre
de la recherche d’une démonstration par la méthode de Wade de la transcendance de
Γ∞(n)!C pour n ∈ Zp \ N, Yao a introduit une classe indénombrable de déformées des
fonctions polylogarithmes de Carlitz et de Kochubei.

Soit ε = (εn)n∈N une suite de Fq. La déformée de la fonction polylogarithme de Carlitz
par la suite ε est la fonction, notée Logs,ε,C , définie sur D∞,sq/(q−1) par : pour tout
z ∈ D∞,sq/(q−1)

Logs,ε,C(z) =

+∞∑
n=0

εn
zq

n

Ls
n
.

On définit de façon analogue la déformée Logs,ε,K de la fonction polylogarithme de Ko-
chubei par la suite ε : pour tout z ∈ D∞,sq

Logs,ε,K(z) =

+∞∑
n=0

εn
zq

n

[n]s
.

En utilisant la méthode de Wade, Yao a montré le

Théorème. [25, Theorem 3] Si la suite ε n’est pas ultimement nulle, alors

Logs,ε,K(1) =

+∞∑
n=0

εn
[n]s

est transcendant sur Fq(T ).

Yao pose la question suivante :

Question ⋆. Si la suite ε est non ultimement nulle, la valeur Logs,ε,K(α) est-elle transcen-
dante sur Fq(T ) pour α ∈ Fq(T ) non nul ?

Yao annonce que la méthode automatique permet de montrer le

Théorème. [25, Theorem 4] Si la suite ε n’est pas ultimement nulle, alors pour tout
k ∈ N∗

Logs,ε,K(T
−k) =

+∞∑
n=0

εn
[n]s

T−kqn

est transcendant sur Fq(T ).

Yao constate que ces deux derniers Théorèmes sont les seuls résultats connus dans la
direction d’une réponse à la Question ⋆. Concernant la fonction polylogarithme de Carlitz,
Yao obtient le résultat plus faible suivant :
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Théorème. [26, Theorem1] Si la suite ε n’est pas ultimement nulle, la série formelle

Logs,ε,C(Z) =

+∞∑
n=0

εn
Zqn

Ls
n
.

est transcendante sur Fq(T )(Z).

En fait, ce résultat est déjà une conséquence immédiate de l’analogue du théorème
d’Eisenstein [5, Lemma 2.1]. Comme le remarque Wade [24], sa preuve de la transcendance
de Logs,ε,∞(1) peut être modifiée pour obtenir des résultats un peu plus généraux. En
particulier, on peut obtenir le

Théorème (Wade adapté, [24]). Si la suite ε n’est pas ultimement nulle, alors

Logs,ε,K(1) =

+∞∑
n=0

εn
Ls

n

est transcendant sur Fq(T ).

Le Théorème ci-dessus se déduit aussi de [19, Theorem 3].
Dans cet article, nous donnons une réponse positive à la Question ⋆. Nous prouvons le

Théorème 1. Soit ε une suite de Fq non ultimement nulle. Alors, pour tout α ∈ Fq(T )
non nul, Logs,ε,K(α) est transcendant sur Fq(T ).

Nous montrons aussi que ce résultat est aussi valable pour les fonctions polylogarithmes
de Carlitz :

Théorème 2. Soit ε une suite de Fq non ultimement nulle. Alors, pour tout α ∈ Fq(T )
non nul, Logs,ε,C(α) est transcendant sur Fq(T ).

Soit P un polynôme irréductible de Fq[T ] de degré d, Fq(T )P le complété pour la
topologie induite par la valuation vP -adique de Fq(T ) (normalisée par vP (P ) = 1) et
ΩP le complété de la clôture algébrique de Fq(T )P contenant Fq(T ). Il existe un unique
élément ω de ΩP algébrique sur Fq de degré d tel que vP (T − ω) = 1. On notera aussi Ωω

pour ΩP et vω la valuation vP . On pose degω = −vω. Pour un réel r, on note
Dω,r = {z ∈ Ωω | degω(z) < r}.

Les séries formelles Logs,ε,C(Z) et Logs,ε,C(Z) induisent une fonction définie sur Dω,0

à valeurs dans Ωω, que l’on notera respectivement Logs,ε,C,ω(Z) et Logs,ε,C,ω(Z). Nous
montrons le

Théorème 3. Soit ε une suite de Fq non ultimement nulle. Alors, pour tout β ∈ Fq(T )∩
Dω,0 non nul,

Logs,ε,C,ω(β) =

+∞∑
n=0

εn
βqn

Ls
n

et Logs,ε,K,ω(β) =

+∞∑
n=0

εn
βqn

[n]s

sont transcendants sur Fq(T ).

L. Denis fit la remarquable observation que la méthode de Mahler était bien adap-
tée pour l’arithmétique des corps de fonctions (voir [9], [10] ou [21]). Malheureusement,
celle-ci fut concommitante à la publication du célèbre critère ABP par Anderson, Brow-
nawell et Papanikolas [4, Theorem 3.1] et n’a pas eu la publicité qu’elle méritait. Pour
démontrer les Théorèmes 1, 2 et 3, nous utiliserons une modification d’une variante de
la méthode de Mahler introduite par Kubota [18]. L’avantage de la méthode de Malher
sur le critère ABP est qu’il n’est pas nécessaire que les fonctions en jeu satisfassent à un
système d’équations « rigide ». Cette flexibilité permet d’obtenir des résultats de trans-
cendance sur des classes indénombrables de fonctions, ce que ne peut obtenir le critère
ABP. Cependant, il est bien que connu (voir [11]) que la méthode de Mahler en plusieurs
variables aux places non-archimédiennes, comme nous l’utiliserons ici, présentent des diffi-
cultés structurelles. Un des apports principaux que l’on fera dans cet article est de montrer
comment le fait de travailler en caractéristique non nulle et les propriétés très particulières
des fonctions étudiées permettent de surpasser ces difficultés. Ceci répond (très partielle-
ment) à la demande de Flicker de savoir si la méthode de Mahler peut être adaptée pour



4 DAVID ADAM

fonctionner dans le cadre de fonctions à plusieurs variables aux places non archimédiennes.

Dans toute le suite, ε désignera une suite de Fq non ultimement nulle, autrement dit
que l’ensemble {k ∈ N | εk ̸= 0} est infini. Notons η0 < η1 < · · · ses éléments. Pour γ un
élément non nul de Fq, on note Fγ le corps Fq(γ). Soit u un élément non nul de Fq(T ).
On note ρ(u) le polynôme unitaire de Fq[T ] de degré minimal tel que ρ(u)u soit un entier
de Fq(T )(u) c’est-à-dire appartient à la clôture intégrale de Fq[T ] dans Fq(T )(u). Tout
multiple non nul de ρ(u) dans Fq[T ] est appelé dénominateur de u. On définit la taille t(u)
de u par :

t(u) = max
(
max
σ∈H

deg(σ(u)), deg(ρ(u))
)
,

où H = Gal(Fq(T )/Fq(T )). Les propriétés de la taille peuvent être lues dans [20] pour la
caractéristique 0 et leur transcription en caractéristique finie dans [2].

Pour uniformiser les démonstrations à venir, il sera pratique d’étendre les notations
vues ci-dessus dans le cas des places finies au cas de la place infinie en posant ω = ∞ et
deg∞ = deg. En particulier F∞ = Fq. Ceci est compatible avec les notations présentées
en début d’introduction.

L’inégalité de Liouville pour u s’écrit dans notre contexte (voir [27, Lemma 2.1] et [28,
Lemma 4.2])

Proposition 4 (Inégalité de Liouville). Soit K/Fq(T ) une extension finie de degré de
séparabilité Ξ qui contient u. Alors, on a

degω(u) ⩾ −2Ξt(u).

2. Le cas lacunaire

Dans ce paragraphe, on suppose que lim
n→+∞

ηn+1 − ηn = +∞. La preuve de la transcen-
dance des valeurs des polylogarithmes de Carlitz et Kochubei se situe dans le cadre des
preuves de transcendance des séries lacunaires (voir [12] par exemple).

Théorème 5. Soit (un)n∈N une suite d’éléments non nuls d’une extension algébrique finie
K de Fq(T ). On suppose que

(a) la suite (
∑n

k=0 degω(uk))n est négligeable devant la suite (degω(un+1))n ;
(b) il existe C ∈ R tel que pour tout n ∈ N, t(un) ⩽ C degω(un) ;
(c) il existe N ∈ N tel que la suite (degω(un))n⩾N est strictement négative et stricte-

ment décroissante ;
Alors,

∑+∞
n=0 un est un un élément de Ωω transcendant sur Fq(T ).

Démonstration. Clairement, A =
∑+∞

n=0 un est bien défini. On suppose que A est algé-
brique sur Fω(T ) et on note Ξ0 le degré de l’extension (Fq(T ))(A)/Fq(T ). Pour tout entier
n supérieur à N , soit An la ne somme partielle de A : An =

∑n
k=0 uk. Par la stricte

décroissance de la suite (degω(un))n, on a

deg(A−An) = deg(un+1).

Une majoration de la taille de A−An est donnée par :

t(A−An) ⩽ t(A) + C

n∑
k=0

degω(uk).

L’inégalité de Liouville implique que

degω(un+1) ⩾ −2Ξ0(t(A) + C

n∑
k=0

degω(uk)).

Comme

lim
n→+∞

−2Ξ0(t(A) + C
∑n

k=0 degω(uk))

degω(un+1)
= 0,

cela est impossible. □
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Appliquant ce théorème aux fonctions polylogarithmes déformées de Carlitz et Kochu-
bei, on obtient la transcendance de leurs valeurs en un élément algébrique lorsque ces
fonctions sont lacunaires :

Théorème 6. On suppose que lim
n→+∞

ηn+1 − ηn = +∞. Alors pour tout β ∈ Fq(T ) \
{0} tel que deg(β) < s (resp. deg(β) < sq/(q − 1)), Logs,ε,K(β) (resp. Logs,ε,C(β)) est
transcendant sur Fq(T ).

Démonstration. Pour tout n ∈ N, posons uK,n = εηn
βqηn

[ηn]
(resp. uC,n = εηn

βqηn

Lηn
). On a

deg(uK,n) = qηn(deg(β)− s) et t(uK,n) ⩽ qηn(s+ t(b))

(resp.

deg(uC,n) = qηn deg(β)− s
qηn+1 − q

q − 1
et t(uC,n) ⩽ s

qηn+1 − q

q − 1
+ qηn t(b)).

Puisque lim
n→+∞

ηn+1 − ηn = +∞, la suite (uK,n)n (resp. (uC,n)n) vérifie les conditions du

Théorème 5. Par conséquent, Logs,ε,K(β) =
∑+∞

n=0 uK,n (resp. Logs,ε,C(β) =
∑+∞

n=0 uC,n)
est transcendant sur Fq(T ). □

Si ω ̸= ∞ la transcendance des valeurs des polylogarithmes déformés de Carlitz et Ko-
chubei, considérés comme fonctions de Ωω, en un élément algébrique s’obtient de manière
identique.

Théorème 7. On suppose que ω ̸= ∞ et lim
n→+∞

ηn+1 − ηn = +∞. Alors pour tout β ∈

Fq(T )\{0} tel que vω(β) > 0, Logs,ε,K,ω(β) et Logs,ε,C,ω(β) sont transcendants sur Fq(T ).

3. Écarts bornés

Soit τ un entier strictement positif et D ∈ Fω[T ]. On note M τ,D l’ensemble des séries
formelles de (Fω(T ))[[X,Y ]]

f(X,Y ) =
∑

(i,j)∈N2

fi,jX
iY j (∀ (i, j) ∈ N2 fi,j ∈ Fω(T ))

telles que pour tout (i, j) ∈ N2

deg(fi,j) ⩽ τ(i+ j) et Dτ(i+j)fi,j ∈ Fω[T ].

Remarque 8. Toute série formelle de Mω,τ,D induit une fonction définie sur (Dω,−τ )
2 à

valeurs dans Ωω (voir [22, Exercice 23B]).

L’ordre en 0 d’une série formelle f(X,Y ) =
∑

(i,j)∈N2 fi,jX
iY i de (Fω(T ))[[X,Y ]] est

l’entier naturel ord0(f) défini par

ord0(f) = min{i+ j | (i, j) ∈ N2, fij ̸= 0},

si f est non nulle. Sinon, par convention, l’ordre en 0 de f est +∞. Clairement, pour
r ∈ N, on a

ord0(f) ⩾ r ⇐⇒ f ∈ Ir,

où I = (X,Y ) est l’idéal de (Fω(T ))[[X,Y ]] engendré par X et Y . L’ordre en 0 est une
valuation de (Fω(T ))[[X,Y ]] qui en fait un anneau complet pour la topologie induite. Une
suite (fk =

∑
(i,j)∈N2 fk,i,jX

iY j)k∈N de (Fω(T ))[[X,Y ]] converge vers

f =
∑

(i,j)∈N2

fi,jX
iY j ∈ (Fω(T ))[[X,Y ]]

si et seulement si pour tout (i, j) ∈ N2, il existe N ∈ N tel pour tout k ⩾ N , fk,i,j = fi,j .
En particulier, (Fω(T ))[[X,Y ]] est un ensemble complet.

Lemme 9. L’ensemble Mω,τ,D est un sous-anneau compact de (Fω(T ))[[X,Y ]].
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Démonstration. Seules la compacité de Mω,τ,D et sa stabilité pour la multiplication mé-
ritent que l’on s’y attarde. Soit (fk =

∑
(i,j)∈N2 fk,i,jX

iY j)k∈N de Mω,τ,D qui converge vers
f =

∑
(i,j)∈N2 fi,jX

iY j dans (Fω(T ))[[X,Y ]]. Il existe N ∈ N tel pour tout k ⩾ N , fk,i,j =

fi,j . Ce qui implique que Di+jfi,j appartient à Fω[T ] et est de degré inférieur à τ(i+ j).
Par conséquent f ∈ Mω,τ,D. Soit f =

∑
(i,j)∈N2 fi,jX

iY j et g =
∑

(i,j)∈N2 gi,jX
iY j deux

éléments de Mω,τ,D. Ecrivons

f(X,Y )g(X,Y ) =
∑

(i,j)∈N2

Ui,jX
iY j (Ui,j ∈ Fω(T ))

On a pour tout (i, j) ∈ N2

Ui,j =
∑

(l1,l2,l3,l4)∈N4

l1+l3=i
l2+l4=j

fl1,l2gl3,l4 .

Comme

Dτ(i+j)Ui,j =
∑

(l1,l2,l3,l4)∈N4

l1+l3=i
l2+l4=j

Dτ(l1+l2)fl1,l2D
τ(l3+l4)gl3,l4 ,

cela implique que Dτ(i+j)Ui,j appartient à Fω[T ] et est de degré inférieur à τ(i+ j). Ceci
prouve que Mω,τ,D est fermé dans (Fω(T ))[[X,Y ]] donc compact. □

Soit f ∈ Mω,τ,D. Pour tout k ∈ N, on écrira

fk(X,Y ) =
∑

(i,j)∈N2

fk,i,jX
iY j .

D’après ce qu’il précède, fk appartient à Mω,τ,D.
On appelle hauteur d’un polynôme P ∈ (Fω(T ))[X,Y ],

P (X,Y ) =
∑

i∈J0,m1K
j∈J0,m2K

pi,jX
iY j (pi,j ∈ Fω(T )),

le réel
ht(P ) = max

i∈J0,m1K
j∈J0,m2K

deg(pi,j).

Fixons pour le moment un entier naturel δ.

Lemme 10. Il existe un entier naturel µδ,τ , tel que pour toute série formelle f de Mω,τ,D,
il existe des polynômes Pδ,0, · · · , Pδ,δ non tous nuls de (Fω[T ])[X,Y ] de degrés en X et Y
inférieurs à δ et de hauteur inférieure à µδ,τ ayant la propriété que

ord0(Hδ(f(X,Y ))) ⩾ E(δ3/2),

où Hδ(Z) =
∑δ

k=0 Pδ,k(X,Y )Zk et E(.) désigne la fonction partie entière.

Démonstration. Pour tout k ∈ J0, δK, on considère les polynômes

Pδ,k(X,Y ) =
∑

(l1,l2)∈J0,δK2 pδ,k,l1,l2X
l1Y l2 (pδ,k,l1,l2 ∈ Fω[T ]).

On a alors
δ∑

k=0

Pδ,k(X,Y )fk(X,Y ) =

δ∑
k=0

( ∑
(l1,l2)∈J0,δK2 pδ,k,l1,l2X

l1Y l2
∑

(i,j)∈N2

fk,i,jX
iY j)

=
∑

(i,j)∈N2

( δ∑
k=0

∑
(l1,l2)∈J0,δK2

l1⩽i,l2⩽j

pδ,k,l1,l2fk,i−l1,j−l2

)
XiY j
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Ainsi, pour que la série formelle
∑δ

k=0 Pδ,k(X,Y )fk(X,Y ) appartienne à IE(δ3/2), il suffit
que pour tout (i, j) ∈ N2 avec i+ j < E(δ3/2), on ait

δ∑
k=0

∑
(l1,l2)∈J0,δK2

l1⩽i,l2⩽j

pδ,k,l1,l2fk,i−l1,j−l2 = 0

Le Lemme 9 et un lemme de Siegel (voir [1, Lemme 11]) montrent qu’il existe µδ,τ ∈ N et
un polynôme non nul Pf de ((Fω[T ])[X,Y ])[Z] de degrés en X et Y inférieurs à δ et de
hauteur inférieure à µδ,τ tels que ord0(Pf (f)) ⩾ E(δ3/2). □

Dans toute preuve de transcendance, il est nécessaire de prouver que certaines quantités
sont non nulles. C’est ce que l’on appelle un lemme des zéros. Le lemme des zéros que
nous utiliserons dans notre situation est élémentaire :

Proposition 11. Soit K un corps commutatif, P0, · · · , Pδ des polynômes de K[X,Y ] non
tous nuls, de degrés en X et Y inférieurs à δ, (αi)i∈J0,δK, (βi)i∈J0,δK, (xi)i∈N des familles
d’éléments distincts de K et (ci)i∈N une suite strictement croissante de N. Alors il existe
une suite strictement croissante (ik)k∈N de N et (i0, j0) ∈ J0, δK2 tels que pour tout k ∈ N,

δ∑
l=0

Pl(α
q
cik

i0
, βq

cik

j0
)xl

cik
̸= 0.

Démonstration. Soit u ∈ N. Supposons que pour tout (i, j, h) ∈ J0, δK3, on ait

Qu,h(α
q
cu(δ+1)+h

i , βq
cu(δ+1)+h

j ) = 0,

où Qu,h(X,Y ) est le polynôme de K[X,Y ] défini par

Qu,h(X,Y ) :=

δ∑
l=0

Pl(X,Y )xl
cu(δ+1)+h

.

Par hypothèse, les ensembles {αq
cu(δ+1)+h

i | i ∈ J0, δK} et {βq
cu(δ+1)+h

i | i ∈ J0, δK} sont de
cardinal δ+1. Le polynôme Qu,h(X,Y ) est de degrés en X et Y inférieurs à δ et s’annule
sur {αq

cu(δ+1)+h

i | i ∈ J0, δK}× {βq
cu(δ+1)+h

i | i ∈ J0, δK}, c’est le polynôme nul. Comme les
éléments xcuδ , · · · , xc(u+1)δ

sont distincts, le déterminant de Vandermonde

V (xcu(δ+1)
, xcu(δ+1)+1

· · · , xcu(δ+1)+δ
)

est non nul, ce qui implique que tous les polynômes Pl (l ∈ J0, δK) le sont ; ce qui n’est pas
le cas. Ainsi, il existe (iu, ju, hu) ∈ J0, δK3 tel que

δ∑
l=0

Pl(α
q
cu(δ+1)+hu

iu
, βq

cu(δ+1)+hu

ju
)xl

cu(δ+1)+hu
̸= 0.

On conclut alors avec le principe des tiroirs. □

Lemme 12. Soit A = {αi | i ∈ N} un ensemble dénombrable, C un ensemble fini de
cardinal c, B un ensemble fini de cardinal strictement supérieur à cδ et φ une application
de A × B dans C. Alors, il existe des sous-ensembles Ã de {αi | i ∈ J0, δccδ+1K} et ‹B de
B de cardinal strictement supérieur à δ tels que φ est constante sur Ã× ‹B.

Démonstration. Posons A′ = {αi | i ∈ J0, δccδ+1K}, B = {bi | i ∈ J0, nBK} où nB est un
entier supérieur à cδ et c̃ = cδ + 1. Pour tout a ∈ E′

1, notons ℓa la liste de C de longueur
c̃ définie par

ℓa =
(
f(a, b0), · · · , f(a, bc̃)

)
.

Puisque le nombre de listes de C de longueur c̃ est cc̃ le principe des tiroirs implique qu’il
existe au moins δcc̃+1

cc̃
, c’est-à-dire au moins δ + 1 éléments i0, · · · , iδ de J0, δcc̃K tels que

ℓa0 = · · · = ℓaδ .

Par conséquent, pour tout j ∈ J0, cδK, il existe cj ∈ C tel que

cj = f(ai0 , bj) = · · · = f(aiδ , bj).
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De nouveau, le principe des tiroirs implique qu’il existe au moins δ+1 éléments j0, · · · , jδ
de J0, δcK tels que cj0 = · · · = cjδ . Notons c′′ cet élément. On a pour tout (l1, l2) ∈ J0, δK2,
f(ail1

, bjl2 ) = c′′, ce qui signifie que f est constante sur le produit cartésien

{ail1
| l1 ∈ J0, δK} × {bjl2 | l2 ∈ J0, δK}.

□

Pour simplifier les notations, on pose (rappelons que d = [Fω : Fq])

cδ,τ = qd(δ+1)3(µδ,τ+1), Gδ,τ = δc
δcδ,τ+1

δ,τ et

Aω,δ,τ = {H ∈ (Fω[T ])[X,Y ] | degX H ⩽ δ, degY H ⩽ δ, ht(H) ⩽ µδ,τ},
où µδ,τ a été défini au Lemme 10. On rappelle que l’ordre lexicogrpahique sur l’ensemble
Sδ,τ := N× J0, cδ,τ K, noté ⩽Sδ,τ , est défini par : pour tout ((u1, v1), (u2, v2)) ∈

(
Sδ,τ

)2
(u1, v1) ⩽Sδ,τ (u2, v2) ⇐⇒

®
u1 < u2 ou
u1 = u2 et v1 ⩽ v2.

Remarquons que tout élément (u, v) de Sδ,τ différent de (0, 0) admet un unique prédéces-
seur immédiat (voir [15, Section 14] pour la définition), que l’on notera ’(u, v).
Proposition 13. Pour tout (i, j) ∈ J0, Gδ,τ K2, soit (fi,j,k)k∈N une suite de Mω,τ,D. Alors,
il existe des polynômes Pl (l ∈ J0, δK) non tous nuls de (Fω[T ])[X,Y ] de degrés en X et
Y inférieurs à δ, deux familles (iu)u∈J0,δK et (ju)u∈J0,δK d’éléments distincts de J0, Gδ,τ K
et une suite (kn)n∈N de N strictement croissante tels que pour tout n ∈ N et pour tout
(u, v) ∈ J0, δK2

ord0

(
δ∑

l=0

Pl(X,Y )f l
iu,jv,kn

(X,Y )

)
⩾ E(δ3/2).

Démonstration. D’après le Lemme 10 et le principe des tiroirs, il existe des polynômes
P

(0,0)
0 , · · · , P (0,0)

δ de Aω,δ,τ non tous nuls et une suite (k
(0,0)
n )n∈N strictement croissante

de N tels que pour tout n ∈ N, on ait

ord0

(
δ∑

l=0

P
(0,0)
l (X,Y )f l

0,0,k
(0,0)
n

(X,Y )

)
⩾ E(δ3/2).

Posons ‡P (0,0) =
(
P

(0,0)
0 , · · · , P (0,0)

δ

)
. On construit par récurrence sur (u, v) ∈ Sδ,τ une

liste de polynômes ‡P (u,v) =
(
P

(u,v)
0 , · · · , P (u,v)

δ

)
de Aω,δ,τ non tous nuls et une suite

(k
(u,v)
n )n∈N strictement croissante de N tels que pour tout n ∈ N, on ait

ord0

(
δ∑

l=0

P
(u,v)
l (X,Y )f l

u,v,k
(u,v)
n

(X,Y )

)
⩾ E(δ3/2). (3)

Le cas (u, v) = (0, 0) est déjà traité. Si (u, v) ̸= (0, 0), toujours par le Lemme 10 et le
principe des tiroirs, il existe une suite extraite (k

(u,v)
n )n∈N de (k

÷(u,v)
n )n∈N, qui est donc

strictement croissante et des polynômes P
(u,v)
0 , · · · , P (u,v)

δ non tous nuls de Aω,δ,τ satis-
faisant pour tout n ∈ N à la Condition 3. Par le Lemme 12 et la construction de la suite
(k

(Gδ,τ ,Gδ,τ )
n )n∈N, il existe des polynômes P0, · · · , Pδ non tous nuls de Aω,δ,τ , deux sous-

ensembles Â := {iu | u ∈ J0, δK} et “B := {jv | v ∈ J0, δK} de J0, Gδ,τ K tels que pour tout
n ∈ N et pour tout (u, v) ∈ Â× “B, on ait

ord0

(
δ∑

l=0

Pl(X,Y )f l

iu,jv,k
(Gδ,τ ,Gδ,τ )
n

(X,Y )

)
⩾ E(δ3/2).

□

Pour un sous-ensemble A de Ωω, on pose

mω,A = max{degω(x) | x ∈ A} ∈ R ∪ {−∞}.
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Proposition 14. Soit A = {αi | i ∈ J0, Gδ,τ K} et B = {βi | i ∈ J0, Gδ,τ K} deux sous-
ensembles de Fq(T )∩Dω,0. Pour tout (i, j) ∈ J0, Gδ,τ K}2, on considère une suite (fi,j,k)k∈N
de Mω,τ,D. Soit k un entier, k > logq(−τ/mω,A∪B). On suppose que pour tout (i′, j′) ∈J0, Gδ,τ K2, on a fi,j,k(α

qk

i , βqk

j ) = fi′,j′,k(α
qk

i′ , β
qk

j′ ) et que pour tout entier k′ > k, on ait

fi,j,k(α
qk

i , βqk

j ) ̸= fi,j,k′(αqk
′

i , βqk
′

j ).

Alors, il existe une suite (kn)n∈N strictement croissante de N, un couple (i0, j0) de J0, Gδ,τ K2
et des polynômes P0, · · · , Pδ non tous nuls de Aω,δ,τ tels que pour tout n ∈ N on ait

δ∑
l=0

Pl(α
qkn

i0
, βqkn

j0
)f l

i0,j0,kn
(αqkn

i0
, βqkn

j0
) ̸= 0

et

ord0

(
δ∑

l=0

Pl(X,Y )f l
i0,j0,kn

(X,Y )

)
⩾ E(δ3/2).

Démonstration. La condition sur k vise à s’assurer de l’existence de fi,j,k(α
qk

i , βqk

j ) pour
tout (i, j) ∈ J0, Gδ,τ K2. Cela provient de la Remarque 8. La Proposition 13 nous assure
l’existence de polynômes Pl (l ∈ J0, δK) non tous nuls de (Fω[T ])[X,Y ] de degrés en X et
Y inférieurs à δ, deux familles (iu)u∈J0,δK et (ju)u∈J0,δK d’éléments distincts de J0, Gδ,τ K
et une suite (kn)n∈N de N strictement croissante tels que pour tout n ∈ N et pour tout
(u, v) ∈ J0, δK2

ord0

(
δ∑

l=0

Pl(X,Y )f l
iu,jv,kn

(X,Y )

)
⩾ E(δ3/2).

Posons xkn = fiu,jv,kn(α
qkn

iu
, βqkn

ju
) qui par hypothèse ne dépend pas de iu et jv. La suite

(xkn)n∈N n’est composée que d’éléments distincts. La Proposition 11 implique l’existence
d’un couple (u0, v0) ∈ J0, δK2 et d’une suite d’entiers naturels (ln)n∈N strictement croissante
telle que pour tout n ∈ N, on ait

δ∑
l=0

Pl(α
q
kln

iu0
, βq

kln

jv0
)f l

i0,j0,kln
(αq

kln

iu0
, βq

kln

jv0
) ̸= 0.

□

On considère maintenant deux éléments α et β de Fq(T ) non nuls.

Lemme 15. Soit K ∈ R+, k un entier naturel, P0, · · · , Pδ des polynômes non tous nuls
de (Fω[T ])[X,Y ] de degrés en X et Y inférieurs à δ et x un élément algébrique sur Fq(T )
de taille inférieure à Kqk. Alors, pour tout k ∈ N, on a

t
( δ∑
j=0

Pj(α
qk , βqk )xj) ⩽ max

j∈J0,δK ht(Pj) + δ(t(α) + t(β) +K)qk.

Démonstration. Soit j ∈ J0, δK. Pour tout σ ∈ H, on a

deg
(
σ
(
Pj(α

qk , βqk )xj)) ⩽ ht(Pj) + δqk max(0, α , β ) + δKqk

) ⩽ max
j∈J0,δK ht(Pj) + δqk max(K, α , β ).

De plus,
(
ρ(α)ρ(β)

)δqk
ρδ(x) est un dénominateur de

∑δ
j=0 Pj(α

qk , βqk )xj . Puisque

deg
((

ρ(α)ρ(β)
)δqk

ρδ(x)
)
⩽ δqk

(
t(α) + t(β) +K

)
,

le lemme s’en suit. □

Dorénavant, on suppose que (α, β) ∈ (Dω,0)
2.
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Proposition 16. Soit u ∈ N∗ et P0, · · · , Pδ des polynômes non tous nuls de (Fω[T ])[X,Y ]
de degrés en X et Y inférieurs à δ. Pour tout entier k > logq(−τ/mω,{α,β}) et toute série
formelle f ∈ Mω,τ,D ayant la propriété que

ord0

(
δ∑

j=0

Pj(X,Y )f j(X,Y )

)
= u,

on a

degω
( δ∑
j=0

Pj(α
qk , βqk )f j(αqk , βqk )

)
⩽ max

0⩽l⩽δ
ht(Pl) + (τ + qkmω,{α,β})u.

Démonstration. Par hypothèse sur k, f(αqk , βqk ) est bien défini. Ecrivons pour l ∈ J0, δK,
Pl(X,Y ) =

∑
0⩽l1⩽δ
0⩽l2⩽δ

pl1,l2X
l1Y l2 .

Posons

Â =

δ∑
l=0

Pl(α
qk , βqk )f l(αqk , βqk ).

De l’égalité

Â =
∑

(i,j)∈N2

i+j⩾u

( δ∑
l=0

∑
(l1,l2)∈J0,δK2

l1⩽i,l2⩽j

pδ,l,l1,l2fl,i−l1,j−l2

)
αiqkβjqk ,

il vient que

degω(Â) ⩽ max
0⩽l⩽δ

ht(Pl) + max
(i,j)∈N2

i+j⩾u
l∈J0,δK

max
(l1,l2)∈J0,δK2

l1⩽i,l2⩽j

deg(fl,i−l1,j−l2)+

qk(i degω(α) + j degω(β))

⩽ max
0⩽l⩽δ

ht(Pl) + max
(i,j)∈N2

i+j⩾u

τ(i+ j) + qk(i degω(α) + j degω(β))

⩽ max
0⩽l⩽δ

ht(Pl) + (τ + qkmω,{α,β})(i+ j).

On obtient, pour tout entier k tel que τ + qkmω,{α,β} < 0, que

degω

(
δ∑

l=0

Pl(α
qk , βqk )f l(αqk , βqk )

)
⩽ max

0⩽l⩽δ
ht(Pl) + (τ + qkmω,{α,β})u.

□

Théorème 17. Soit K un réel, Ξ un entier naturel, (fk)k∈N une suite de Mω,τ,D et(
(αδ, βδ)

)
δ∈N une suite de (Fq(T )∩Dω,0)

2 telle que les suites
(
[Fq(T )(αδ, βδ) : Fq(T )]s

)
δ∈N,(

degω(αδ)
)
δ∈N,

(
degω(βδ)

)
δ∈N, (t(αδ))δ∈N et (t(βδ))δ∈N sont bornées. On suppose que

pour tout δ ∈ N∗ et tout entier k > logq(−τ/mω,{αδ,βδ}), fk(αδ
qk , βδ

qk ) est algébrique
de degré de séparabilité inférieure à Ξ et de taille inférieure à Kqk. Alors l’ensemble des
entiers naturels δ tels qu’il existe des polynômes P0, · · · , Pδ de (Fω[T ])[X,Y ] de degrés en
X et Y inférieurs à δ, un entier naturel u ⩾ E(δ3/2) et une suite strictement croissante
(kn)n∈N de N tels que pour tout n ∈ N, on ait

ord0

(
δ∑

l=0

Pl(X,Y )f l
kn

(X,Y )

)
= u

et
δ∑

l=0

Pl(αδ
qkn

, βδ
qkn

)f l
kn

(αδ
qkn

, βδ
qkn

) ̸= 0.

est borné.
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Démonstration. Soit δ ∈ N. Par le Lemme 15, pour tout entier k > logq(−τ/mω,{αδ,βδ})
on a

t
( δ∑

l=0

Pl(αδ
qk , βδ

qk )f l
k(αδ

qk , βδ
qk )
)
⩽ max

l∈J0,δK ht(Pl) + qkδ(t(αδ) + t(βδ) +K),

La Proposition 16 implique quant à elle que pour tout n ∈ N,

degω
( δ∑

l=0

Pl(αδ
qkn

, βδ
qkn

)f l
kn

(αδ
qkn

, βδ
qkn

)
)
⩽ max

0⩽l⩽δ
ht(Pl) + (τ + qknmω,{αδ,βδ})u.

Par hypothèse, la suite
Ä[
Fq(T )(αδ, βδ, fkn(αδ

qkn
, βδ

qkn
)) : Fq(T )

]
s

ä
(δ,n)∈N2

est bornée.

Notons Ξ̃ un de ses majorants. Puisque
∑δ

l=0 Pl(αδ
qkn

, βδ
qkn

)f l
kn

(αδ
qkn

, βδ
qkn

) est non
nul, l’inégalité de Liouville mêne à la majoration (rappelons que d = [Fω : Fq])

−2dΞ̃( max
l∈J0,δK ht(Pl) + δqkn(t(αδ) + t(βδ) +K)) ⩽ max

0⩽l⩽δ
ht(Pl) + (τ + qknmω,{αδ,βδ})u

⩽ max
0⩽l⩽δ

ht(Pl) + (τ + qknmω,{αδ,βδ})E(δ3/2).

Comme (kn)n∈N est une suite strictement croissante d’entiers, elle diverge vers +∞. Il
vient que

−2dδΞ̃(t(αδ) + t(βδ) +K) ⩽ mω,{αδ,βδ}E(δ3/2).

Par conséquent, on obtient que

E(δ3/2)/δ ⩽ −2dΞ̃(2t̃+K)/m̃,

où m̃ est un minorant de l’ensemble {degω(αδ), degω(βδ) | δ ∈ N} et t̃ est un majorant de
l’ensemble {t(αδ), t(βδ) | δ ∈ N}. On en déduit que

δ ⩽
Ç
1 +

−2dΞ̃(t̃+K)

m̃

å2

.

□

Soit (j1, j2, k) ∈ N3. Clairement,

FK,j1,j2,k(X,Y ) =
∑
n⩾0

εn+k
Y qj1+n(

1− TXqj2+n)s
et

FC,j1,j2,k(X,Y ) =
∑
n⩾0

εn+k
Y qj1+n∏n

l=1

(
1− TXqj2+l)s

sont des séries formelles de (Fq(T ))[[X,Y ]] puisque le dénominateur de chaque fraction
rationnelle est inversible dans (Fq(T ))[[X,Y ]] . De même,

GK,j1,j2,k(X,Y ) =
∑
n⩾0

εn+k
Y qj1+n(

Xqj2+n
+ ωqj2+k+n − T

)s
et

GC,j1,j2,k(X,Y ) =
∑
n⩾0

εn+k
Y qj1+n∏n

l=1

(
Xqj2+l

+ ωqj2+k+l − T
)s

sont des séries formelles de (Fω(T ))[[X,Y ]].

Lemme 18. Les séries formelles FK,j1,j2,k, FC,j1,j2,k, GC,j1,j2,k et GC,j1,j2,k appartiennent
à M

ω,2s,Tqd−T
.
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Démonstration. Nous nous contentons de fournir une preuve pour GC,j1,j2,k, les autres
vérifications se faisant de manière identique. Dans (Fω(T ))[[X,Y ]], on a pour tout (k, n) ∈
N2

n∏
l=1

(Xqj2+k+l

− T + ωqj2+k+l

)−s =
(−1)n∏n

l=1(T − ωqj2+k+l
)s

∑
(l1,··· ,ln)∈Nn

n∏
u=1

Ç
−s

lu

å( Xqj2+k+u

T − ωqj2+k+u

)lu .
Soit I, l1, · · · , ln des entiers naturels tels que I =

∑n
u=1 luq

j2+u. Ainsi, pour tout k ∈ N,
la fraction rationnelle

(T qd − T )2s(I+qj1+n)εn+k

n∏
u=1

Ç
−s

lu

å
(−1)n

(T − ωqj2+k+u
)lu+s

est en fait un polynôme de Fω[T ]. De plus, on a

deg

(
εn+k

n∏
u=1

Ç
−s

lu

å
(−1)n

(T − ωqj2+u
)lu+s

)
⩽ 0.

Ceci prouve que GC,j1,j2,k appartient à M
ω,2s,Tqd−T

. □

Rappelons que dans tout ce paragraphe, on a supposé que lim
n→+∞

ηn+1 − ηn est fini. On
note cet entier naturel ℓε. Pour deux entiers naturels k et n, on posefiEn,k =

εn+kY
qj1+n∏n

l=1

(
Xqj2+l

+ ωqj2+k+l − T
)s .

Définition 19. Soit (k1, k2) ∈ N2 et L ∈ N∗. On dira que GC,j1,j2,k1 et GC,j1,j2,k2 sont
congru à l’ordre L si pour tout n ∈ J0, LℓεJ, on a flEn,k1 = flEn,k2 .

Proposition 20. Soit (j1, j2) ∈ N2. Toute suite extraite de (GC,j1,j2,k)k∈N admet une
valeur d’adhérence transcendante sur (Fq(T ))(X,Y ). Il en est de même pour des suites
extraites de (FC,j1,j2,k)k∈N, (FK,j1,j2,k)k∈N et (GK,j1,j2,k)k∈N.

Démonstration. Soit (kn)n une suite d’entiers naturels. L’ensemble {fiEn,k | k ∈ N} étant
fini, par le principe des tiroirs, il existe j1 ∈ N et une suite extraite (k

(1)
n )n de la suite

(kn)n tels que pour tout n ∈ N, GC,j1,j2,kj1
et GC,j1,j2,k

(1)
n

sont congrus à l’ordre 1. En
réitérant ce procédé, on montre que pour tout entier l supérieur à 2, il existe jl ∈ N et
une suite extraite (k

(l)
n )n de la suite (k

(l−1)
n )n tels que GC,j1,j2,kjl

soit congru à l’ordre l

avec GC,j1,j2,k
(l)
n

pour tout n ∈ N. Par construction, on a pour l ∈ N∗,

ord0(GC,j1,j2,kjl+1
− GC,j1,j2,kjl

) ⩾ qlℓε+j2 .

Par conséquent, la suite
(
GC,j1,j2,kjl

)
l∈N∗ converge dans (Fω(T ))[[X,Y ]], disons vers Θ. Il

existe une suite extraite (j̃l)l∈N de la suite (jl)l∈N telle que la suite (k‹jl (mod d))l∈N soit
constante. On note k̃ le représentant dans J0, dJ des k‹jl (mod d) (l ∈ N). Supposons que
Θ soit algébrique sur (Fq(T ))(X,Y ). Il existe N ∈ N∗ et des polynômes P0, · · · , PN non
tous nuls de (Fω(T ))(X,Y ) tels que

P0(X,Y ) + P1(X,Y )Θ(X,Y ) + · · ·+ PN (X,Y )Θn(X,Y ) = 0.

Considérons un entier naturel N1 tel que pour tour tout entier m ⩾ N1 le polynôme

P0(T
qm − ωqk̃ , Y ) · · ·PN (T qm − ωqk̃ , Y )

soit non nul. Posons m0 = max(2s,N1) + 1. Puisque Θ appartient à M
ω,2s,Tqd−T

, Θ est

évaluable en T qm0 − ωqk̃ en une série formelle ΘY de (Fω(T ))[[Y ]] qui est algébrique sur
(Fq(T ))(Y ). Comme tous les GC,j1,j2,k (k ∈ N) sont Fq-linéaire en Y , il en est de même
pour Θ et ΘY l’est aussi. On peut écrire

ΘY =
∑
n⩾0

anY
qn (an ∈ Fω(T )).
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Soi l ∈ N. Les égalités

ΘY =

(‹jl+1)ℓε−1∑
n=0

‡En,k
j̃l
(T qm0 − ωqk̃ , Y ) +

∑
n⩾(‹jl+1)ℓε

anY
n

=

(‹jl+1)ℓε−1∑
n=0

εn+k
j̃l
Y qj1+n∏n

l=1

(
T qm0+j2+l − T

)s +
∑

n⩾(‹jl+1)ℓε

anY
n.

impliquent que tous les an (n ∈ N) sont dans Fq(T ). D’après [5, Lemma 2.1], il existe des
polynômes non nuls C1 et C2 de Fq[T ] tels que pour tout n ∈ N, C1C

n
2 an appartient à

Fq[T ]. Notons υ le maximum des degrés des facteurs irréductibles dans Fq[T ] de C1C2 et
l0 un entier naturel tel que j̃l0 est strictement supérieur à υ. Par définition de ℓε, il existe
n ∈ Jj̃l0ℓε, (j̃l0 +1)ℓεJ tel que εn+kfijl0 est non nul. Alors T qm0+j2+n

− T admet un facteur
irréductible dans Fq[T ] de degré m0 + j2 + n, c’est-à-dire supérieur à υ. Cette preuve
s’adapte facilement aux trois autres fonctions pour obtenir la conclusion souhaitée. □

Théorème 21. Soit β ∈ Fq(T ) \ {0}. On suppose que lim
n→+∞

ηn+1 − ηn est finie.

(1) Si deg(β) < s (resp. deg(β) < sq/(q − 1)), Logs,ε,K(β) (resp. Logs,ε,C(β)) est
transcendant sur Fq(T ).

(2) Si ω ̸= ∞, alors pour tout β ∈ Fq(T ) \ {0} tel que vω(β) > 0, Logs,ε,K,ω(β) et
Logs,ε,C,ω(β) sont transcendants sur Fq(T ).

Démonstration. Supposons que Logs,ε,C(β) est algébrique sur Fq(T ) et notons Ξ son degré
de séparabilité. Soit i ∈ N. Posons αi = qi

√
α et βi = qi

√
1/T avec α = β/T sq/(q−1). On a

t( qi
√
βi) = 1 et t(αi) ⩽ t(α) puisque ρ(αi) divise ρ(α). L’extension Fq(T )(αi, βi)/Fq(T ) est

de degré de séparabilité Ξα où Ξα est le degré de séparabilité de l’extension Fq(T )(α)/Fq(T ).
On remarque que pour tout (j1, j2, k) ∈ N2, on a l’égalité

GC,j1,j2,k(α
qk

j1
, βqk

j2
) = T

− sq
q−1

k∏
j=1

(
T qj − T

)s(
Logs,ε,C(β)−

k−1∑
n=0

εnβ
qn∏n

j=1

(
T qj − T

)s
)

Ainsi, il existe un réel K > 0 tel que pour tout entier naturel k, GC,j1,j2,k(α
qk

j1
, βqk

j2
) soit

de taille inférieure à Kqk. De plus, GC,j1,j2,k(α
qk

j1
, βqk

j2
) est algébrique sur Fq(T ) de degré

de séparabilité inférieur à ΞΞα + (q − 1). Puisque la suite
Ä
qn deg(β)− s qn+1−q

q−1

ä
n∈N

est
strictement décroissante et que ηk est non nul, on a

deg

(
Logs,ε,C(β)−

ηk−1∑
n=0

εnβ
qn∏n

j=1

(
T qj − T

)s
)

= deg

Ñ
+∞∑
n=ηk

εnβ
qn∏n

j=1

(
T qj − T

)s
é

= qηk deg(β)− s
qηk+1 − q

q − 1
.

Ceci implique que

deg
Ä
GC,j1,j2,ηk (α

qηk
j1

, βqηk
j2

)
ä
= qηk deg(β).

On en déduit que pour tous entiers naturels distincts k et k′, on a

GC,j1,j2,ηk (α
qηk
j1

, βqηk
j2

) ̸= GC,j1,j2,ηk′ (α
q
η
k′

j1
, βq

η
k′

j2
).

Considérons un entier δ. La Proposition 14 nous assure l’existence d’un couple (i0, j0) de
N2, de polynômes non tous nuls P0, · · · , Pδ de (Fω[T ])[X,Y ] de degrés en X et Y inférieurs
à δ et d’une suite d’entiers naturels (kl)l∈N strictement croissante tels que

δ∑
h=0

Ph(α
q
ηkl

i0
, βq

ηkl

j0
)G h

C,i0,j0,ηkl
(αq

ηkl

i0
, βq

ηkl

j0
) ̸= 0
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et

ord0

(
δ∑

h=0

Ph(X,Y )G h
C,i0,j0,ηkl

(X,Y )

)
⩾ E(δ3/2).

Supposons que la suite
Ä
ord0

Ä∑δ
l=0 Pl(X,Y )G l

C,i0,j0,ηkl
(X,Y )

ää
l∈N

soit majorée. Il existe
un entier naturel u ⩾ E(δ3/2) et une suite extraite (klj )j∈N de la suite (kl)l∈N telle que
pour tout j ∈ N, on ait

δ∑
h=0

Ph(α
q
ηklj

i0
, βq

ηklj

j0
)G l

C,i0,j0,ηkklj

(αq
ηklj

i0
, βq

ηklj

j0
) ̸= 0

et

ord0

(
δ∑

h=0

Ph(X,Y )G h
C,i0,j0,ηklj

(X,Y )

)
= u.

Puisque δ est quelconque, c’est impossible d’après le Théorème 17. Ceci permet d’affirmer
que la suite

Ä
ord0

Ä∑δ
h=0 Ph(X,Y )G h

C,i0,j0,ηkl
(X,Y )

ää
l∈N

est non majorée. Notons ‹G une

valeur d’adhérence de la suite
Ä
GC,i0,j0,ηkl

ä
l∈N

. Alors P ( ‹G ) = 0, où P est le polynôme non
nul

P (Z) =

δ∑
h=0

Ph(X,Y )Zh,

en contradiction avec la Proposition 20. Cela conclut la preuve. Les autres assertions se
prouvent de manière similaire. □

Conjointement, les Théorèmes 21, 6 et 7 donnent les Theorèmes 1 et 2 :

Théorème 22. Soit ε une suite non ultimement nulle de Fq et β ∈ Fq(T ) \ {0}.
(1) Si deg(β) < s (resp. deg(β) < sq/(q − 1)), Logs,ε,K(β) (resp. Logs,ε,C(β)) est

transcendant sur Fq(T ).
(2) Si ω ̸= ∞, alors pour tout β ∈ Fq(T ) \ {0} tel que vω(β) > 0, Logs,ε,K,ω(β) et

Logs,ε,C,ω(β) sont transcendants sur Fq(T ).

Rappelons (voir Introduction) que Harada a montré que si α et β sont deux éléments
non nuls de Fq(T )\{0} de degrés respectifs strictement inférieurs à sq

q−1
et 0, alors LogC(α)

et LogK(β) sont Fq(T )-linéairement indépendants. Il serait intéressant de prouver ce ré-
sultat pour les déformées de fonctions polylogarithmes de Carlitz et Kochubei. Plus gé-
néralement, il est d’un certain intérêt de déterminer les relations algébriques entre ces
déformations de logarithmes. Dans cet optique, nous proposons ces deux conjectures :

Conjecture 23. Soit ε1 et ε2 deux suites non ultimement nulles de Fq, s1, s2, n1, n2

quatre entiers naturels non nuls, {α1, · · · , αn1} un sous-ensemble de Fq(T ) ∩D∞,sq/(q−1)

et {β1, · · · , βn2} un sous-ensemble de Fq(T )∩D∞,0. Alors, les seules relations algébriques
possibles entre les valeurs prises par les fonctions LogC,ε1,s sur A1 et LogK,ε1,s

sur A2

sont :
(1) les relations de dépendance Fq-linéaires entre éléments de chaque ensemble A1 et

A2 et
(2) les relations de Fq(T )-linéarité entre éléments de A1 si ε1 est ultimement con

tante et entre éléments de A2 si ε2 est ultimement constante.

Conjecture 24. Soit ε1 et ε2 deux suites non ultimement nulles de Fq, s1, s2, n1, n2

quatre entiers naturels non nuls, {α1, · · · , αn1} et {β1, · · · , βn2} deux sous-ensembles de
Fq(T ) ∩ Dω,0. Alors, les seules relations algébriques possibles entre les valeurs prises par
les fonctions LogC,ε1,s sur A1 et LogK,ε1,s

sur A2 sont :
(1) les relations de dépendance Fq-linéaires entre éléments de chaque ensemble A1 et

A2 et
(2) les relations de Fq(T )-linéarité entre éléments de A1 si ε1 est ultimement constante

et entre éléments de A2 si ε2 est ultimement constante.
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