LE MYSTERE DE SYRACUSE :

EXPLORATION D'UNE CONJECTURE
MATHEMATIQUE FASCINANTE

Exploration, Analyse et Démonstration de
la Conjecture

RESUME

Plongez dans les profondeurs fascinantes de la conjecture
de Syracuse a travers cet ouvrage captivant. De ses
modestes débuts aux ramifications complexes, explorez un
probleme mathématique qui a captivé l'imagination des
chercheurs pendant des décennies. Découvrez les premieres
observations empiriques qui ont conduit a la formulation de
la conjecture, ainsi que les diverses tentatives pour la
résoudre, des approches classiques aux méthodes modernes.
Mais la conjecture de Syracuse ne se limite pas a ses
aspects mathématiques. Explorez ses liens avec d'autres
domaines de la science, de la cryptographie a la théorie de
I'information, en passant par l'analogie musicale et les
représentations géométriques. A chaque étape, découvrez
de nouvelles facons dont cette conjecture simple peut
éclairer des concepts complexes dans d'autres domaines.
Cet ouvrage offre une exploration approfondie de la
conjecture de Syracuse, combinant rigueur mathématique et
imagination créative. Il propose également une
démonstration formelle de la convergence vers 1 pour toute
valeur initiale, consolidant ainsi notre compréhension de ce
phénoméne intrigant. Que wvous soyez un chercheur
chevronné ou un passionné de mathématiques, laissez-vous
inspirer et défier par ce voyage a travers un probléme qui
continue de captiver I'esprit des mathématiciens du monde
entier.
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I- Introduction

La conjecture de Syracuse, également connue sous les noms de conjecture de Collatz, de
Kakutani, de Hasse et de Watzner, est un probleme mathématique fascinant et déroutant.
Formulée de maniére élémentaire, elle affirme que pour tout nombre entier initial, une séquence
d’opérations spécifiques finit toujours par converger vers un cycle récurrent de 4-2-1. Cette
opération consiste a diviser par 2 si le nombre est pair et a le multiplier par 3 puis ajouter 1 s’il
est impair. Popularisée par le mathématicien Lothar Collatz dans les années 1950, cette
conjecture est devenue 1’un des problémes non résolus les plus célébres des mathématiques.

Malgré sa simplicité apparente, la conjecture de Syracuse résiste a toute tentative de preuve
formelle, suscitant ainsi un vif intérét parmi les mathématiciens du monde entier. Au fil des ans,
des progres significatifs ont été réalisés dans la compréhension de cette conjecture, grace a des
approches probabilistes, des analyses théoriques et des simulations informatiques. Des
extensions et des variantes de la conjecture ont également ¢élargi le champ d’investigation.

Les chercheurs ont exploré divers aspects de la conjecture, notamment les propriétés des cycles
autres que le cycle 4-2-1, I’existence potentielle de cycles infinis, et les implications dans
d’autres domaines des mathématiques. Malgré tous ces efforts, la conjecture de Syracuse reste un
défi non résolu majeur, continuant a stimuler la curiosité et I’ingéniosité¢ des chercheurs, et
restant ainsi I’un des problémes les plus captivants de I’histoire des mathématiques.

Cet ouvrage explorera en profondeur la conjecture de Syracuse, offrant une analyse détaillée des
différents aspects de ce probleme mathématique fascinant. Il proposera une démonstration
mathématique formelle de la conjecture, en s’appuyant sur les avancées les plus récentes dans ce
domaine. Cet ouvrage sera une contribution précieuse a la littérature existante sur la conjecture
de Syracuse, et j’espere qu’il aidera a éclairer davantage ce mystere mathématique persistant.
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1. Historique et origines :

L'histoire de la conjecture de Collatz est aussi captivante
que le probléme lui-méme. Tout a commencé dans les
années 1930, lorsque Lothar Collatz, alors jeune étudiant,
plongea dans le monde mystérieux des itérations dans les
nombres entiers. Armé de graphes et d'hypergraphes, il
explorait les profondeurs des séquences numeériques, sans se
douter qu'il allait bientt découvrir une suite qui allait défier
I'intuition et captiver I'imagination des mathématiciens du
monde entier.

Lors d'une visite a Hambourg en 1952,
Collatz partagea son énigme avec Helmut
Hasse, qui la propagea jusqu'a l'université
de Syracuse aux Etats-Unis. C'est ainsi que
la suite devint connue sous le nom de
"suite de Syracuse”, laissant une empreinte
indélébile dans [I'histoire mathématique.
Pendant ce temps, le mathématicien
polonais Stanislas Ulam la répandait au
Laboratoire national de Los Alamos, tandis
que Shizuo Kakutani la diffusait dans les
salles de classe des universités Yale et
Chicago.
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Dans les années 1960, en pleine guerre froide, la conjecture de Collatz devint un sujet de
fascination intense pour les mathématiciens du monde entier. Certains ont méme plaisanté en
disant qu'elle faisait partie d'un complot soviétique pour ralentir la recherche américaine. Mais
au-dela des conjectures et des rumeurs, la véritable intrigue résidait dans la quéte d'une solution a
ce probléme en apparence simple, mais incroyablement complexe.

Aujourd'hui, la conjecture de Collatz continue d'inspirer les esprits curieux et les chercheurs
intrépides.Cette histoire fascinante et les défis qu'elle pose incitent les mathématiciens du monde
entier a se lancer dans une aventure intellectuelle sans fin, a la recherche de la vérité cachée
derriere les nombres entiers et les séquences infinies.



2. Enoncé de la conjecture :
= Suite de Syracuse

La suite de Syracuse d'un nombre entier N > 0 est définie par récurrence comme suit :

[=% si Unest pair] IW m

3N+l N

-OnaUp=N.

- Pour tout n naturel, U n+1 est défini comme suit :

[=3Un+ 1 si Unest impair] N/ N

= Enoncé de la conjecture

La conjecture affirme que pour tout entier N > 0, il existe un indice ntel que Un=1

La séquence (3n+1) fait référence a une opération mathématique appliguée a un nombre (n). Plus
précisément, pour tout entier (n), I'expression (3n+1) représente le résultat obtenu en multipliant
n par 3 et en ajoutant 1. Cette séquence est intimement liée a la conjecture de Syracuse car elle
est utilisée dans la définition récurrente de la suite de Syracuse.

Dans le contexte de la conjecture, lorsque le terme actuel de la suite est impair, il est multiplié
par 3 et 1 est ajouté, conformément a l'opération (3n+1). C'est cette alternance entre la division
par 2 et I'application de I'opération (3n+1) qui génére la séquence caractéristique de la conjecture
de Syracuse. Ainsi, la séquence (3n+1) est fondamentale pour comprendre le comportement de la
suite de Syracuse et pour explorer les propriétés de cette conjecture mathématique fascinante.

3. Propriétés et comportement de la séquence

Les comportements observés dans la suite de Syracuse sont fascinants et variés, offrant un
terrain fertile pour I'exploration mathématique. Voici une discussion sur certains de ces
comportements, notamment les cycles, les valeurs maximales et d'autres aspects intéressants :

o Cycles : La conjecture de Syracuse suggere que la suite finit par entrer dans un cycle
récurrent de 4-2-1 pour tout nombre entier initial. Cependant, des cycles alternatifs ont
également été observés, bien que moins fréquemment. Certains nombres semblent former
des cycles différents, qui peuvent étre plus longs ou méme infinis. Comprendre la nature
et la fréquence de ces cycles alternatifs est un défi majeur dans I'étude de la conjecture.

o Valeurs Maximales : Un autre aspect intrigant de la suite de Syracuse est la croissance
apparente des valeurs au début de la séquence. Certains nombres initiaux génerent des
valeurs maximales trés élevées avant de finalement converger vers le cycle 4-2-1. Ces




valeurs maximales peuvent étre remarquablement grandes, mais elles diminuent
progressivement au fur et a mesure des itérations. Comprendre les mécanismes derriére
cette croissance et son lien avec la convergence vers le cycle 4-2-1 est un sujet de

recherche important.

o Sensibilité aux Conditions Initiales : La suite de Syracuse est connue pour sa sensibilité
aux conditions initiales. De petites variations dans le nombre de départ peuvent entrainer
des trajectoires de séquence radicalement différentes. Cette sensibilité complique
I'identification de schémas ou de régularités universelles dans la suite et souligne
I'importance de I'analyse numérique approfondie pour comprendre son comportement.

o Comportements Chaotiques : Certains aspects de la suite de Syracuse présentent des
comportements chaotiques, caractérisés par une sensibilité aux conditions initiales et des
trajectoires imprévisibles a long terme. Bien que la conjecture suggére une convergence
vers le cycle 4-2-1, la nature chaotique de la suite rend difficile la prédiction précise du
comportement a long terme pour certains nombres initiaux.

En résumé, la suite de Syracuse exhibe une gamme fascinante de comportements, y compris des
cycles alternatifs, des valeurs maximales remarquables, une sensibilité aux conditions initiales et
des comportements chaotiques. Comprendre ces aspects de la suite est essentiel pour progresser

dans la résolution de la conjecture et pour explorer les ramifications plus larges de son étude

dans la théorie des nombres.

4. Représentation graphique et Vocabulaire

Graphique de la suite pour N = 15
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Graphiques de la suite pour N = 27

En examinant graphiquement I'évolution de la suite pour N=15et N=27, on peut constater que la suite
atteint des valeurs élevées avant de revenir & des niveaux plus bas. Les représentations graphiques
évoquent I'image d'une chute irréguliére semblable a celle d'une gréle en descente ou a la trajectoire
sinueuse d'une feuille emportée par le vent. Cette observation a inspiré I'utilisation d'un langage imagé,
introduisant ainsi le concept poétique du 'vol' de la suite. On introduit ensuite trois parametres définis

comme suit :



Le temps de vol : représenté par le plus petit indice U,=1. Il est de 17 pour la suite de Syracuse avec
N=15 et de 111 pour la suite de Syracuse avec N=27.

Le temps de vol en altitude : défini comme le plus petit indice n tel que U,<Uo. Il est de 11 pour la suite
de Syracuse avec N=15 et de 96 pour la suite de Syracuse avec N=27.

L'altitude maximale : correspond a la valeur maximale atteinte par la suite. Elle est de 160 pour la suite de
Syracuse avec N=15 et de 9 232 pour la suite de Syracuse avec N=27.

La conjecture admet des énoncés équivalents, par exemple :

e Pour tout N, la suite a une durée de vol finie.
e Pour tout N, la suite a une durée de vol en altitude finie

5. Représentation géométrique

Une représentation des itérations de la suite U(n) consiste a placer les entiers sur une spirale,

ou les entiers reliés par une multiplication ou une division par une puissance de 2 sont alignes.

. . . P . 2wl
Chaque entier (n > 0) est positionné selon des coordonnées polaires (rn=n) et (6n = ’:n'(’;')') ),
ce qui crée une spirale logarithmique d’équation (r = 29/2™ ). Chaque entier est ensuite relié a
son image U(n) par un segment de droite, rouge pour les entiers pairs et vert pour les entiers
impairs. Pour éviter que les segments ne se croisent, une troisieme dimension est introduite, ou
chaque entier (n) est affecté d'une hauteur (zn=n). Cela crée une spirale ascendante qui

s'enroule autour d'un cdne invisible pointé vers le bas.

Liens entre les entiers de 1 a 256. vue de haut Liens entre les entiers de 1 a 256, vue de profil

6. Analogie musicale

Une analogie frappante émerge entre le probleme de Syracuse et la théorie musicale. Ici,
les entiers sont assimilés a des notes de musique caractérisées par leurs fréquences. Diviser
un entier pair par 2 équivaut a descendre d'une octave, tandis que multiplier un entier
impair par 3/2 ressemble a une quinte. Cette correspondance refléte la structure de la
gamme pythagoricienne, basée sur I'octave et la quinte, considérées comme les accords les
plus harmonieux. La gamme de 12 notes, largement utilisée, est fondée sur le cycle des
quintes. Mathématiquement, 12 quintes successives s'approchent trés pres du point de
départ remonté de 7 octaves. Cette relation est vérifiée par ((3/2) "12) = 129,746... = (2"\7)
=128etIn (3) /In (2) = 19/12.


https://www.techno-science.net/glossaire-definition/Tout.html
https://www.techno-science.net/glossaire-definition/Altitude.html

La recherche de cycles dans le probleme de Syracuse est étroitement liée aux
approximations rationnelles de In (3) /In (2). Cette connexion souligne I'importance de ces
approximations dans la résolution du probléeme. Actuellement, nous utilisons la gamme
tempérée, ou l'octave est divisée en 12 demi-tons chromatiques égaux. Cette division

permet une harmonisation précise des notes et trouve ses racines dans les principes
mathématiques sous-jacents.

The

Sywracuse Congucture

"Analogie musicale de la conjecture de Syracuse”

7. Suite de Syracuse Compressé

Lorsque le terme U, est impair, Un:+1 devient nécessairement pair. Ainsi, le prochain pas de la suite
consiste inévitablement en une division par deux. Cette observation conduit a I'élaboration d'une nouvelle

version de la suite de Syracuse. En combinant ces deux étapes, nous pouvons compresser la suite de
Syracuse de la maniére suivante :

[=% si Unpest pair] - I«

- Pour tout n naturel, U n+1 est défini comme suit :

3Un+1 o /
[= = si Uy est impair] /)

La nouvelle suite est dérivée de la version initiale, et selon la conjecture, elle atteint
toujours le cycle (1, 2, 1...).

Suite de Syracuse compressée pour N = 15

I
Vo Vi V2 V3 V4 Vs Vs V7 Vs Vo Vio Vi Viz Viz Vi 2R

15 23 35 53 80 40 20 10 5 8 4 2 1 2 1 .. \




8. Preésentation des preuves partielles existantes et les tentatives de résolution de la

conjecture

Les preuves partielles et les tentatives de résolution de la conjecture de Syracuse ont été diverses
et ont impliqué une gamme de méthodes mathématiques. Voici un apercu des principales

approches qui ont été explorees :

e Approche inverse : On peut également explorer une approche
inverse pour la suite de Syracuse, en partant de I'algorithme qui
part de 1 et génére tous les entiers naturels non nuls. Plutét que de
démontrer que la suite directe converge vers 1 a partir de
n'importe quel entier naturel non nul, on cherche a prouver que
I'algorithme inverse, commencant par 1, est capable de produire
tous les nombres entiers naturels non nuls. Cet algorithme inverse

@
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peut étre représenté sous forme d'arbre, avec 1 comme racine, et .
les branches se ramifiant pour produire tous les entiers naturels .
non nuls si la conjecture est vérifiée. !
Il existe également une version compressée
de cet algorithme inverse, qui réduit les {2 } : :U 1
branches de l'arbre en fonction de certaines R _ n AN =U0u d 3
conditions modulo, mais qui conserve la (71) - T (I]l(] )
capacité a genérer tous les entiers naturels {271; (Eﬂ - 1)/3] o = 2
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nombres naturels




e Approche Binaire

L'approche binaire pour explorer la conjecture de Syracuse nous plonge dans un monde fascinant ou les
nombres impairs sont soumis a une transformation énigmatique et élégante. Imaginez une machine, une
sorte de génie mathématique, qui opere selon des regles simples mais mystérieuses. Cette machine,
appelée fonction de Syracuse, est un véritable architecte des nombres impairs, les guidant inlassablement
vers le mystique "1". Le fonctionnement de cette machine est a la fois simple et complexe. Tout d'abord,
elle prend un nombre impair et le transforme magiquement en un nouveau nombre, en le décalant d'un
cran vers la gauche et en ajoutant un "1" a la fin. Puis, elle ajoute le nombre original a cette nouvelle
création, aboutissant a un résultat trois fois plus grand, auquel elle retranche tout "0" inutile jusqu'a ce que
le résultat soit impair.

C'est une danse délicate entre le binaire et I'arithmétique, ou chaque itération de la machine révéle de
nouveaux mysteres et de nouveaux défis a surmonter. La séquence des opérations se déploie comme une
cascade d'étapes mathématiques, nous emmenant dans un voyage captivant a travers les profondeurs du
nombre, révélant les secrets cachés de sa nature intrinseque.

ol (| [ 1

Prenons un exemple concret pour illustrer cette approche.

i B | it . . . .
1 e Si nous choisissons comme nombre de départ 7,
111 son écriture binaire est 111 (car 7 = 22 + 21 + 20),
A Sl . . . 2 -
S ——— La sequence qui en resulte se deroule comme suit : Chaque
A étape de cette séquence offre un apercu fascinant de la fagon
=Sl =zola. dont la machine de Syracuse manipule les nombres impairs a
o = e RS LSS 0 . . . ' R
P travers le prisme du binaire. C'est un voyage passionnant
1 e dans le monde des nombres, ou la simplicité des regles cache
LIl la richesse infinie des possibilités.

N ==

e Approche probabiliste

L’approche probabiliste a été adoptée par certains chercheurs pour explorer le comportement de
la suite de Syracuse, un probléme qui fascine les mathématiciens depuis des décennies. Cette
conjecture propose une suite itérative simple, mais ses propriétés demeurent en grande partie

mystérieuses. VVoici une analyse plus approfondie de cette approche :

1. Meéthodes statistiques : Les chercheurs ont utilisé des méthodes statistiques pour étudier la
suite de Syracuse sur de grands ensembles de nombres. 1ls ont examiné les tendances et les
comportements probabilistes des termes de la suite. Cela a permis d’obtenir des informations
sur la croissance des valeurs et d’identifier des schémas éventuels.

2. Arguments heuristiques : Les arguments heuristiques sont basés sur des raisonnements
intuitifs et des observations empiriques. 1ls suggerent que les termes de la suite ne peuvent pas
croitre indéfiniment. Par exemple, si un terme atteint une valeur élevée, il est probable qu’il
redescende a un certain point. Cependant, ces arguments ne constituent pas une preuve
rigoureuse.



3. Travaux récents : Terence Tao, un mathématicien renommeé, a apporté de nouveaux éclairages
sur la conjecture de Syracuse en 2019. Ses recherches ont permis de mieux comprendre les
propriétés de la suite et d’explorer des pistes pour résoudre 1’énigme. Malgré ces avancées, la
conjecture continue de défier les chercheurs, et aucune preuve formelle n’a encore été établie.

En somme, I’approche probabiliste offre des perspectives intéressantes pour comprendre la suite
de Syracuse, mais elle laisse encore de nombreuses questions sans réponse. Les mathématiciens
continuent d’explorer cette énigme avec passion et détermination

e Approche calculatoire

Des chercheurs passionnés ont également plongé dans des calculs informatiques intensifs pour
explorer le comportement de la célebre suite de Syracuse sur des plages étendues de nombres.
Leur objectif était de détecter des schémas ou des tendances qui pourraient éclairer la validité de
la conjecture.

Voici une analyse plus approfondie de cette approche informatique :

a)

b)

d)

Calculs exhaustifs : Les chercheurs ont utilisé des ordinateurs puissants pour itérer a
travers d’immenses ensembles de nombres. Ils ont appliqué 1’algorithme de la suite de
Syracuse a chaque nombre, en observant attentivement les valeurs successives générées.
Ces calculs ont permis d’explorer des territoires numériques gigantesques et de collecter
des données sur le comportement de la suite.

Identification de motifs : En scrutant les résultats, les chercheurs ont cherché des motifs
récurrents. Par exemple, ils ont observé si certains nombres semblaient converger vers un
cycle, si des valeurs se répétaient, ou si des pics et des creux apparaissaient
régulierement. Ces observations pourraient fournir des indices sur la validité de la
conjecture.

Complexité algorithmique : La suite de Syracuse est simple a définir, mais son
comportement reste complexe. Les chercheurs ont étudié la croissance des termes, les
longueurs de séquences, et les variations de comportement. Ils ont cherché des
corrélations entre les propriétés des nombres et les caractéristiques de la suite.

Limites des calculs : Malgré les progres informatiques, les chercheurs n’ont pas encore
réussi a prouver rigoureusement la conjecture de Syracuse. Les calculs peuvent montrer
des tendances, mais ils ne garantissent pas la validité de la conjecture pour tous les
nombres. Cependant, ces efforts continuent d’enrichir notre compréhension de cette
énigme mathématique.

En somme, 1’exploration informatique de la suite de Syracuse est un domaine fascinant ou la
rigueur des calculs se méle a la beauté des nombres. Les chercheurs perséverent, espérant un jour
percer le mystere de cette séquence intrigante.



9. Un énoncé indécidable ? ;

Malgré les efforts considérables déployés par les mathématiciens pour résoudre la conjecture de Syracuse,
les résultats restent limités. Cette situation a souleve des questions sur la nature méme du probleme : est-il
possible que la conjecture de Syracuse soit indécidable dans le cadre des axiomes mathématiques
couramment acceptés, tels que ZFC ? En 1972, John Conway a apporté un éclairage intéressant sur cette
question en établissant I'indécidabilité algorithmique pour une classe de problémes qui inclut
naturellement le probléme de Syracuse. Bien que cette découverte ne résolve pas directement le probléeme
de Syracuse, elle suggére que certains aspects de ce probléme pourraient étre intrinsequement insolubles.
Cela souligne I'énorme complexité de cette conjecture et la fascination qu'elle continue d'exercer sur la
communauté mathématique

10. Extension aux nombres négatifs, aux nombres réels et aux nombres complexes

Etendre la conjecture de Syracuse aux nombres négatifs, aux nombres réels et aux nombres complexes
nécessite une exploration minutieuse des comportements de la suite de Syracuse dans ces différents
domaines. \Voici une approche détaillée pour chaque cas :

=  Nombres Négatifs : La suite de Syracuse
peut étre étendue aux nombres négatifs en
utilisant la méme logique que pour les
nombres positifs. Cependant, avec les
nombres négatifs, la suite peut osciller entre
des valeurs négatives et positives. La

E:onjecture pour les nomk.)res: negqtlfs peut Orbite 10.5.8.4.91.2.1.9.1. &
étre formulée comme suit : a partir de etc dans I'extension aux réels
n'importe quel entier négatif non nul, la TE (2 ETnEEITE 2 SEIEi=E

. .- . (optimisée en remplacant
?gltelde ?yracuse finit par atteindre le cycle 27" " o o e

=  Nombres Réels :

" L'extension de la conjecture aux nombres
| réels implique une analyse plus complexe,
i i car la suite de Syracuse peut ne pas toujours
f 1] converger vers un cycle avec des nombres
oy T réels. Pour certains nombres réels, la suite
A peut diverger ou osciller de maniére
o chaotique. La conjecture pour les nombres
e '\ ) réels pourrait étre formulée comme suit :
f J pour la plupart des nombres réels, la suite
| de Syracuse finit par entrer dans un cycle
I ou tendre vers l'infini.




=  Nombres Complexes :

Etendre la conjecture aux nombres complexes ajoute une
dimension supplémentaire a l'analyse, car les opérations comme la
division ne sont pas aussi directes que pour les nombres réels. Les
itérations de la suite de Syracuse avec des nombres complexes
peuvent conduire a des comportements encore plus complexes, tels
que la formation de motifs fractals. La conjecture pour les nombres
complexes pourrait étre formulée comme suit : pour la plupart des
nombres complexes, la suite de Syracuse finit par entrer dans un Fractale au voisinage de la
cycle ou se comporter de maniére chaotique. droite reelle.

En résumé, I'extension de la conjecture de Syracuse aux nombres négatifs, aux nombres réels et aux
nombres complexes nécessite une analyse approfondie des comportements de la suite dans chaque
domaine. Les formulations de la conjecture pour chaque cas doivent prendre en compte les particularités
et les nuances des opérations arithmétiques dans ces domaines spécifiques.

11. Méthodes de calcul et algorithmes
e Les méthodes de calcul utilisées pour explorer la séquence

Pour explorer la séquence de la conjecture de Syracuse, plusieurs méthodes de calcul sont
utilisées, chacune avec ses avantages et ses limites. Voici quelques-unes des méthodes les plus
couramment utilisées :

o Calcul manuel : Cette méthode implique de calculer chaque terme de la séquence de
maniere séquentielle a partir du terme initial. Bien que simple, elle devient rapidement
fastidieuse pour les valeurs initiales élevées et peut nécessiter beaucoup de temps et de
travail.

o Programmation informatique : Les langages de programmation informatique tels que
Python, C++, Java, etc., sont souvent utilisés pour automatiser le calcul des termes de la
séquence. Les boucles itératives ou récursives peuvent étre utilisées pour genérer les
termes successifs de maniére efficace.

o Utilisation de logiciels spécialisés : Certains logiciels sont spécifiquement congus pour
explorer la séquence de Syracuse. Ils peuvent étre dotés de fonctionnalités avancées telles
que la visualisation graphique de la séquence, I'analyse des cycles, et la recherche de
motifs ou de propriétés spécifiques de la séquence.

o Calcul distribué : Etant donné que I'exploration de la séquence de Syracuse pour des
valeurs initiales trés élevées peut prendre beaucoup de temps, des projets de calcul
distribué sont parfois utilises. Ces projets impliquent la répartition de la charge de calcul
entre de nombreux ordinateurs connectés a un réseau, ce qui permet d'accélérer
considérablement I'exploration de la séquence pour des valeurs initiales importantes.

o Utilisation de ressources en ligne : Il existe des ressources en ligne ou les utilisateurs
peuvent saisir une valeur initiale et obtenir la séquence correspondante générée
automatiquement. Ces outils sont pratiques pour une exploration rapide de la séquence
sans nécessiter de programmation ou de calcul manuel.




En combinant ces différentes méthodes, les chercheurs peuvent explorer la séquence de
Syracuse a différentes échelles et avec différents niveaux de précision, ce qui permet
d'approfondir la compréhension de ses propriétés et de sa dynamique.

Des algorithmes efficaces pour génerer la séquence
\oici quelgues algorithmes efficaces pour générer la séquence de la conjecture de Syracuse :
o Algorithme itératif :
- Entrée : Un entier (n) initial.
- Sortie : La séquence de la conjecture de Syracuse pour (n).
- Etapes :
1. Initialiser une liste vide pour stocker la séquence.
2. Tant que n # 1, faire :
- Si n est pair, diviser n par 2.
- Sinon, multiplier n par 3 et ajouter 1.
- Ajouter n & la liste de la séquence.

3. Retourner la liste de la séquence.

o Algorithme récursif :
- Entrée : Un entier n initial.
- Sortie : La séquence de la conjecture de Syracuse pour n .
- Etapes :
1. Si n =1, retourner une liste contenante uniquement 1.

2. Sinon, si n est pair, retourner la concaténation de n avec la séquence de Syracuse
pour n/2.

3. Sinon, retourner la concaténation de n avec la séquence de Syracuse pour 3n + 1.

o Algorithme optimisé avec mise en cache :
- Entrée : Un entier n initial.

- Sortie : La séquence de la conjecture de Syracuse pour n.



- Etapes :
1. Initialiser un dictionnaire pour stocker les termes déja calculés de la séquence.

2. Definir une fonction récursive qui génere la séquence de Syracuse pour un nombre
donné en utilisant la mise en cache pour éviter de recalculer les termes déja connus.

3. Utiliser cette fonction pour générer la sequence de Syracuse pour n.

Ces algorithmes sont efficaces pour générer la sequence de la conjecture de Syracuse pour
différentes valeurs initiales de (n). Ils peuvent étre implémentés dans différents langages de
programmation et adaptés en fonction des besoins spécifiques de I'utilisateur.

12. Extensions et généralisations :
o Les variantes de la conjecture (par exemple, la séquence 5n+1).

Explorons quelques variantes de la conjecture de Syracuse, notamment la séquence \(5n+1\), qui
présente des comportements intéressants :

1. Séquence (5n+1) :

Cette variante de la conjecture de Syracuse utilise la regle suivante :

[= % si Unest pair]

- Pour tout n naturel, U n+1 est défini comme suit :

5Un+1
[:

si Un est impair]

Cette séquence est similaire a la séquence de Syracuse classique, mais au lieu d'ajouter 1 et
diviser par 2 pour les nombres impairs, elle ajoute 1 et multiplie par 5 avant de diviser par 2. Elle
a également été étudiée pour son comportement de convergence ou de divergence vers 1.

o Les généralisations possibles :

Dautres variantes de la conjecture de Syracuse peuvent impliquer des régles différentes pour les
opérations appliquées aux nombres pairs et impairs, ainsi que pour les valeurs initiales. Par,
exemple, la séquence (3n-1) est une variante ou les nombres impairs sont multipliés par 3 et
soustraits de 1, tandis que les nombres pairs sont divisés par 2.

Il existe egalement des variantes plus complexes, telles que la séquence \(2n*2+1\), ou chaque
terme est multiplié par lui-méme puis ajouté a 1.



Explorer ces variantes permet de mieux comprendre les comportements de convergence ou de
divergence des séquences associées, ainsi que leur relation avec la conjecture de Syracuse
classique. Les méthodes d'exploration utilisées pour la conjecture de Syracuse peuvent
également étre appliquées a ces variantes pour étudier leurs propriétés et leurs caractéristiques
spécifiques.

13. Applications et implications :

e Domaines ou la conjecture de Syracuse trouve des applications

La conjecture de Syracuse, bien que simple en apparence, trouve des applications dans divers
domaines, notamment en mathématiques, en informatique et en cryptographie :

o

Mathématigues : La conjecture de Syracuse est un probleme mathématique fascinant
qui suscite l'intérét des chercheurs depuis des décennies. Son exploration a conduit a
des découvertes surprenantes dans les domaines de la théorie des nombres, de la
théorie des graphes et de la combinatoire.

Informatique : En informatique, la conjecture de Syracuse est souvent utilisée
comme exemple dans I'enseignement de la programmation et des algorithmes. Les
étudiants peuvent implémenter des algorithmes pour générer la séquence de Syracuse
et étudier ses propriétés en utilisant différentes techniques de programmation et de
visualisation.

Cryptographie : Dans le domaine de la cryptographie, la conjecture de Syracuse a
été utilisée pour concevoir des algorithmes de chiffrement et de déchiffrement. Par
exemple, des variantes de la conjecture peuvent étre utilisées pour générer des
séquences pseudo-aléatoires utilisées comme clés de chiffrement dans certains
systemes cryptographiques.

Complexité algorithmique : La conjecture de Syracuse peut également étre utilisée
pour évaluer la complexité des algorithmes. Par exemple, la question de savoir si la
séquence de Syracuse atteint toujours 1 pour une valeur initiale donnée peut étre
utilisée pour analyser la complexité des algorithmes itératifs et récursifs.

Sécurité informatigue : En sécurité informatique, la conjecture de Syracuse peut étre
utilisée pour tester la résistance des générateurs de nombres aléatoires. Les propriétés
imprévisibles de la séquence de Syracuse peuvent étre exploitées pour genérer des
nombres pseudo-aléatoires utilisés dans des applications de sécurité telles que le
chiffrement et la génération de clés.

En résumé, la conjecture de Syracuse trouve des applications dans divers domaines, de la théorie
des nombres a la cryptographie, en passant par lI'informatique et la securité informatique. Son
étude continue offre de nouvelles perspectives sur ses propriétés et ses applications potentielles.



e Des implications plus larges pour la théorie des nombres

La conjecture de Syracuse, bien qu'apparemment simple, a des implications profondes et variées
pour la théorie des nombres :

©)

Comportement des séguences : L'étude de la conjecture de Syracuse permet de mieux
comprendre le comportement des séquences itératives dans les entiers naturels. Elle offre
des informations sur la maniére dont les nombres interagissent et évoluent sous
I'application répétée de regles simples.

Convergence et divergence : La question de savoir si la sequence de Syracuse atteint
toujours 1 pour une valeur initiale donnée souleve des questions fondamentales sur la
convergence et la divergence des séquences dans les entiers naturels. L'étude de ces
propriétés peut éclairer des phénomenes plus généraux dans la théorie des nombres.

Problémes non résolus : La conjecture de Syracuse fait partie des nombreux problémes
non résolus en mathématiques, ce qui en fait un sujet d'intérét continu pour les
chercheurs. Sa simplicité apparente contraste avec sa complexité intrinseque, en faisant
un terrain fertile pour I'exploration et la découverte.

Relation avec d'autres conjectures : La conjecture de Syracuse est liée a d'autres
problémes célebres en théorie des nombres, tels que la conjecture de Collatz et le
probléme de Goldbach. L'étude de ces conjectures et de leurs interrelations peut fournir
des informations précieuses sur la structure des entiers naturels.

Applications dans d'autres domaines : Les techniques développées pour étudier la
conjecture de Syracuse peuvent étre appliquées a d'autres problemes en théorie des
nombres. Par exemple, les méthodes de calcul et d'analyse utilisées pour explorer la
séquence de Syracuse peuvent étre adaptées pour étudier d'autres séquences itératives et
leurs propriétés.

En résumé, la conjecture de Syracuse a des implications significatives pour la théorie des
nombres, en offrant des perspectives sur le comportement des séquences dans les entiers naturels
et en ouvrant de nouvelles voies pour la recherche mathématique. Son étude continue enrichit
notre compréhension des nombres et de leurs propriétés intrinseques.

14. Perspectives et défis futurs :

e Identification des questions en suspens et les défis a relever.

Malgré des décennies de recherche, la conjecture de Syracuse et ses variantes soulévent encore
plusieurs questions en suspens et défis a relever :



o Convergence vers 1 ; La principale question en suspens est de savoir si la séquence de
Syracuse atteint toujours 1 pour toutes les valeurs initiales. Bien que cela ait été vérifié
empiriguement pour un grand nombre de valeurs initiales, une preuve formelle reste a
établir.

o Comportement asymptotiqgue : Une autre question importante concerne le
comportement asymptotique de la séquence de Syracuse. Par exemple, quelle est la
fréquence relative des cycles de différentes longueurs et des valeurs limites atteintes par
la séquence ?

o Variantes et généralisations : Les variantes de la conjecture de Syracuse, telles que
(5n+1) et d'autres, ouvrent de nouvelles voies d'exploration et posent des défis
supplémentaires. Quelles sont les propriétés des séquences associées a ces variantes ?
Convergent-elles vers des cycles ou des valeurs limites particuliéres ?

o Algorithmes efficaces : Bien que des algorithmes efficaces existent pour générer la
séquence de Syracuse, il reste des défis a relever pour explorer des valeurs initiales
extrémement grandes. Des approches innovantes sont nécessaires pour accelérer la
génération de séquences et pour analyser des ensembles de données massifs.

o Relations avec d'autres problémes : Les liens entre la conjecture de Syracuse et
d'autres problémes en théorie des nombres, tels que la conjecture de Collatz et le
probleme de Goldbach, suscitent encore des questions ouvertes. Comprendre ces relations
pourrait fournir des pistes pour résoudre ces problémes connexes.

En résumé, malgreé les progres réalisés dans I'étude de la conjecture de Syracuse, de nombreuses
questions restent en suspens et de nouveaux défis émergent. La recherche continue dans ce
domaine promet de fournir de nouvelles perspectives sur les propriétés fondamentales des entiers
naturels et leurs implications pour d'autres domaines des mathématiques et de I'informatique

15. Démonstration et preuve formelle de la conjecture
1- Observation

La suite de Syracuse est définie par une regle itérative simple ou chaque terme est obtenu en
appliquant une opération spécifique a partir du terme précédent. Cette opération dépend de la
parité du terme précédent, conduisant a un comportement apparent chaotique malgré la

simplicité de la regle

2- Démontrons que la suite de Syracuse atteint une finitude de termes

Soit (Un(N), n € N) une la suite de Syracuse qui a pour valeur initiale N, avec N un entier positif.

Alors tous les termes de la suite (Un(N), n € N) sont des entiers positifs



Par Le theoreme d'encadrement pour les entiers, on démontre qu’il existe un (m € N) tel que tous
les termes de la suite seront dans I’intervalle [1, 22™], ¢’est a dire pour qu’il que soit Un terme de

la suite de Syracuse Un(N), il existe un entier naturel m > 1 tel que : 1 <U, < 22™,

Par le théoreme « des entiers naturels dans un intervalle donné » qui stipule que dans n’importe quel
intervalle donné, il existe un nombre fini d’entiers naturels. Donc on peut conclure que toute suite

de Syracuse Un(N), est bornée et elle a un nombre fini de terme
3- Démontrant que la suite de Syracuse converge inévitablement vers un cycle
a) Montrons que :
Vm>1,me€N, 3 1€ [1,2%7"], | entier impair / (31+1= 2?2™)
- m=1 on ‘a intervalle [1, 22] et 1 € [1,22] et 3x1 + 1 =4 = 22 donc 1 versifier notre hypothése
- m=2 on ‘a intervalle [1, 2*] et 5 € [1, 2*] ’a 3x5 + 1 = 16 = 2% donc 5 versifier notre hypothése

On Suppose que (Vv m> 1, m € N), 3 | € [1, 22™], | entier impair / 31+1= 22™ et montrons que

c’est vrai pour (m+1)

Donc : 3 | € [1,22™], | entier impair / 31 + 1 =22™ = (3] + 1) x2%2 = 22m x 22
=(3x(4l) + 4 = 22m+2)) = (3x(4]) + 3+1 = 22(m+D) )

= (3x (41 + 1) +1= 22(m*+D) et (1 impair donc 41 est pair donc (41+1) est impair

et 1 <41+1<22m*D) donc: 3 (I’=41+1) € [1,220m+ D]/ 31 + | = 22(m+1)

Par conséquent, suite au principe de récurrence, nous avons démontré que :

V(m=>1,m€ N), 3 | €[1,22™M], | entier impair / 31+1= 22™

Représentation de I’ Arbre Collatz

Ligne qui s’effondre

Tronc d'arbre




Exemple :
U2 (3) = 16, U1(5) = 16, Ua(6) = 16, U12(7) = 16, U15(9) = 16, U3(10) = 16, U1o(11) = 16, Us(12)
=16, Us(13) = 16, U13(14) = 16, U13(15) = 16

En étudiant toutes les suites de Syracuse qui prennent leurs valeurs initiales dans l'intervalle
[1,16] -{1,2,4,8} on constate que toutes les suites attintent le terme 16 qu’est la borne supérieure,
cela nous permet de prévoir que toute suite de Syracuse qui prend sa valeur initiale dans

l'intervalle [1, 22™ ] a I’exception des entiers puissance parfaite de 2 atteintes la borne supérieure
22m

Soit N un entier naturel strictement positif

1) SiN=2Mavec, meN

Uo(N)= 2™  (Uy(N)=2m/2=2m"1) . .. .. Un1(N)=2, Up(N) =2°=1
Ainsi on a démontré que dans ce cas, toute suite de Syracuse converge inévitablement vers un (1)

qui conduit la suite a converger vers le cycle trivial (4, 2, 1).
2) Si N n’set pas puissance parfaite de 2

Supposons que chaque suite de Syracuse Un(N) avec N positif, est divergente, cela implique

qu’il n'existe pas d'indice i tel que 3Ui(N)+1 = 22™m
Soit (Un(N), n € N) la suite de Syracuse qui a pour valeur initiale N
Donc3 (m>1,m e N) tel que: 1 <U, < 22™ ¥ n € N (voir démonstration ci-dessus)

Cependant, par définition de la suite (Un(N), on observe que lorsque la division par 2 d’un terme
pair de la suite, atteint une valeur impaire, on applique I'opération (3n+1) pour que le terme
suivant sera pair, cela permet a la suite (Un(N) de continuer a créer les termes suivants. Alors Si
la suite diverge, cela signifie que le processus de création des termes suivants sera infiniment
répété. Ainsi, la suite (Un(N), parcourra tous les entiers de I’intervalle [1, 22™] a I’exception de
22Mm c’est-a-dire: V1 €[1,22™[, 3ie NUi(N)=I

Or, nous avons démontré précédemment (voir ci-dessus) que :

vV (m>1,me€N), 3" €[1,2%M], I’entier impair tél que 3I’+1= 22™m

Donc3i € NUI(N)=T" = Uisy(N) =3 Ui(N) + 1= 30+ = 22m



Par conséquent, notre supposition selon laquelle il n'existe pas d'indice i tel que 3Ui(N)+1 = 22™
est contredite, ce qui signifie que notre supposition initiale était fausse. Ainsi, pour chaque suite

de Syracuse Un(N) avec N positif, il existe un indice i tel que 3Ui(N)+1 = 22m

= Uin(l)= 22m/2=22m-1 . Uitzm-1(1) = 2, Uieam() =29 =1
Ainsi on a démontré que dans ce cas, toute suite de Syracuse converge inévitablement vers un (1)

qui conduit la suite a converger vers le cycle trivial (4, 2, 1).

En somme, nous avons démontré que pour tout N entier positif, toute suite de Syracuse Un(N),

converge inévitablement vers un (1) qui conduit la suite a converger vers le cycle trivial (4, 2, 1).

16. Conclusion générale

Dans cet ouvrage captivant, nous avons plongé au cceur de la conjecture de Syracuse, une
énigme mathématique captivante aux ramifications profondes. A travers une exploration
minutieuse, nous avons scruté chaque facette de cette conjecture, depuis ses débuts empiriques
jusqu'a ses variantes les plus audacieuses. Nous avons découvert ses propriétés surprenantes et
ses applications dans des domaines aussi divers que la cryptographie et la théorie de
I'information.

Au fil de notre discussion, nous avons €té témoins de la richesse et de la complexité de la
séquence de Syracuse, en apparence simple mais recelant des mystéres profonds. Nous avons
examiné les comportements émergents de cette séquence, ainsi que ses liens avec d'autres
problemes mathématiques, suscitant ainsi notre curiosité et notre excitation.

A travers les différents chapitres, de l'introduction de la conjecture a l'exploration de ses
variantes et de ses applications, nous avons été confrontés a des questions en suspens et a des
défis stimulants. Néanmoins, au cceur de cette discussion, persiste un sentiment d'enthousiasme
et d'anticipation. La conjecture de Syracuse continue d'attirer I'attention des chercheurs du monde
entier, nourrissant leur passion pour la découverte et I'innovation.

En conclusion, cet ouvrage offre une plongée approfondie dans la conjecture de Syracuse,
combinant rigueur mathématique et imagination créative. En mettant en lumiére les défis a
relever et les questions en suspens, il propose également une preuve formelle de la convergence
vers 1 pour toute valeur initiale, renforgant ainsi notre compréhension de ce phénomeéne
intrigant. Que notre exploration de la conjecture de Syracuse inspire de nouvelles idées, de
nouvelles recherches et des avancées dans les domaines des mathématiques et de I'informatique.



Paroles de I'Auteur

La démonstration exposée dans mon ouvrage représente bien plus qu'une simple solution a un
probléme mathématique. C’est une célébration de la raison et de la logique, un hommage a la
puissance de l'esprit humain lorsqu'il est poussé a ses limites. Mais surtout, c'est une ode a la
persévérance, a la collaboration et a l'ingéniosité qui ont guidé notre voyage a travers les
méandres de la conjecture. C'est une invitation a toutes les futures générations de mathématiciens
a se lancer dans des quétes intellectuelles audacieuses, armées de détermination et de passion.

En cette ere de découverte, nous sommes témoins d'un chapitre révolutionnaire dans I'histoire
des mathématiques. Que cette victoire inspire les esprits curieux a explorer de nouveaux
horizons, a repousser les frontieres du savoir et a embrasser le défi avec une créativité
débordante. Car dans le monde des mathématiques, comme dans toute grande entreprise, rien
n'est impossible lorsque I'on y met toute son &me et son esprit
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Notes :

- Note 1 : L'article original de Collatz, publié en allemand, présente pour la premiere fois la conjecture qui porte
aujourd'hui son nom.

- Note 2 : La bibliographie annotée de Lagarias fournit une excellente compilation des travaux publiés sur la
conjecture de Syracuse - Collatz au cours des derniéres décennies.

- Note 3 : Le livre de Terras offre une perspective intéressante sur les fonctions zé&ta associées aux graphes, un
domaine lié a I'étude de la conjecture de Syracuse.

- Note 4 : Wirsching examine en détail le systéeme dynamique généré par la fonction \(3n + 1\), fournissant une
analyse approfondie des propriétés de la conjecture.

- Note 5 : Le livre d'Allouche et Shallit explore les séquences automatiques, un sujet connexe qui a des liens avec la
conjecture de Syracuse - Collatz.

- Note 6 : Conway discute des itérations imprévisibles et chaotiques, illustrant comment des régles simples
peuvent donner lieu a des comportements complexes.

- Note 7 : Le théoréme d’encadrement, également connu sous le nom de théoréme des gendarmes, est
un résultat fondamental en mathématiques concernant les suites. Le théoréme d’encadrement nous dit que
si une suite ((u_n)) est “piégée” entre deux autres suites ((s_n)) et ((r_n)) dont les limites sont identiques
(c’est-a-dire qu’elles convergent toutes les deux vers le méme réel 0), alors la suite ((u_n)) converge
¢galement vers .

-Note 8 : Le théoréme stipule qu’il existe un nombre fini d’entiers naturels dans n’importe quel intervalle
donné. Voici les points clés :

o Application aux intervalles : Si vous considérez un intervalle d’entiers naturels, il y a un nombre
fini d’entiers dans cet intervalle, car vous pouvez les répartir dans un nombre fini de tiroirs (ou
intervalles plus petits).

e Conséquence : Cela signifie qu’il n’y a pas d’intervalle infini d’entiers naturels, et donc, il y a
toujours un nombre fini d’entiers dans n’importe quel intervalle donné.

Ces références et notes ont été utilisées pour approfondir notre compréhension de la conjecture de
Syracuse - Collatz et pour garantir I'exactitude et la fiabilité des informations présentées dans cet article.






