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Résumeé
Le présent article permet de prouver que la fonction zéta de Riemann

1 . .
(s) = ;QF :s =a+ib,s # 1surle plan complexe est une spirale de rayon r :

lim \/(DN—H+ -!-=oo bz.j x A2j—.1 ))2+(L+(l—a)N1—a+ +00 byj % BZj—.1 ))2

No+oo\ \(1—a)2+b2 J=1%2j) " Natzj-1 2N%  (1-a)2+b? J=182j)1 7 Nat2zj-1
Avec :

= gy = Ty (~DPHBRUTPTOKR | (a)

" Byj1 = L_{(—1)PH2UPUKIPH ()
* a- KP(a) (a € R) c’est la fonction qui fait la somme des multiplications entre tous

les éléments des combinaisons sans  répétition des n  éléments

{g;a+1L,a+2;...;a+n—1:neN}prispap(cr)
Et de centre de coordonnées :

+ oo 400

1—Cl sz —b sz
2 (1—a)2+b2 (2])' ’ (1—a)2+b2 (2])'

On démontre ensuite que la fonction zéta de Riemann peut étre prolonger analytiquement sur

tous le plan complexe sauf en s = 1 par :

—[Ao 1@y Dy ] - [; oo D2j ]
¢(s) = [2 (1-a)2+b? Jj= 1(2])'321 1 "X e T j=1(2j)!A2]_1

(s) = [E — a)2+b2 + 3 [( 1)nh gt n+1(l;j;, k207" 1(a)]]

j 2( 1)
+i X [m + Z [( 1)nb2n+1 Z] © (2%' 2}} 1n (a)”



Abstract
The present paper proves that the Riemann zeta function

(s) = ;Q% :s=a+ib,s #1 onthecomplex plane is a spiral of radius r :

i (G + 2 <) + G R ¢ DA )
With :

= Ay = DL ((—1PHpRUTPDHEEP ()
Byj-1 = Yh_o(—1)PHp2U-P-DEIP(q)

* a- KP(a) (a € R) is the function which sums the multiplications between all the
elements of the combinations without repetition of the n elements

{ga+L;a+2;...;a+n—1:n€eN}takenpbyp ((C?)

And of coordinate center :

+ oo 400

1—Cl sz —b sz
2 (1—a)2+b2 (2])' ’ (1—a)2+b2 (2])'

We then show that the Riemann zeta function can be extended analytically on all the complex
plane except fors =1 by:

¢(s) = [2 (1-a)2+b? J= 1(21)'321 1] i (- a)2+b2+ J= 1(21)'A2] !

¢(s) = [2 (1- a)2+b2+2 [( Dnbznzf ”+1(2 )' 22](11n) 1(a)]]

j 2( 1)
+i X [m + Z [( 1)nb2n+1 Z] © (2%' 2}} 1n (a)”
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Introduction

La fonction zéta de Riemann?, souvent notée ¢ (s), est une fonction mathématique spéciale qui
joue un role essentiel dans I'étude de la distribution des nombres premiers et dans la théorie des
nombres en général. Elle a été introduite par le mathématicien allemand Bernhard Riemann au

milieu du XIXe siecle.

La fonction zéta de Riemann est définie pour des nombres complexes s de la forme
s = a+ bi, ol aet b sont des nombres réels, et i est I'unité imaginaire (i = —1). La formule

de la fonction zéta de Riemann est la suivante :

+00 +00
1 1
n=1 n=1

Lorsque la partie réelle de s est strictement grande que 1 (a > 1), la série converge et donne

une valeur finie a la fonction zéta de Riemann.

Pour s = 1elle a un pble simple et pour toutsde partie réelle strictement petite que 1
(a < 1) la série diverge et peut étre analytiquement prolongée en utilisant I'identité

fonctionnelle :

s

¢(s) = 2o o] Isin(?) T(1—s) (1= s)

Ou T est la fonction Gamma d'Euler. Il devient alors possible d'utiliser cette formule pour

définir zéta pour tout s de partie réelle négative (avec {(0) = — %

On en déduit que les entiers pairs strictement négatifs sont des zéros de zéta (appelés zéros

triviaux {(—2n) = 0 et que les zéros non triviaux sont symétriques par rapport a l'axe
a = % et sont tous de partie réelle comprise, au sens large, entre 0 et 1 ; cette région du plan

complexe s'appelle la bande critique.

Du coup, I'hnypothese de Riemann peut se reformuler ainsi :

1
{(s)=0 Et O<a<1,impliquea=§

! Bernhard Riemann. Ueber die anzahl der primzahlen unter einer gegebenen grosse. Ges. Math. Werke und
Wissenschaftlicher NachlaR, 2(145-155):2, 1859



1 Revue bibliographique

1.1 Principe du prolongement analytique

Théoréme : Soit U un ouvert connexe de C, f et g deux fonctions holomorphes sur
U, A une partie de U admettant un point d'accumulation qui appartient a U. Alors

f=gsur A — f=gsurlU.

En particulier, si f = g dans un voisinage d'un point a de U, alors f = g sur U.

Ce théoreme permet de démontrer de nombreux résultats d'unicité pour les fonctions

holomorphes. Par exemple, la seule fonction holomorphe f:C — Cqui vérifie

f(%) = % pour tous n > 1 est la fonction f(z) = z. On applique le theoréme précédent a
A= {% : n>1}, U = C, enremarquant que 0 € C est un point d'accumulation de A.
Définition? — Soient U un ouvert de I'ensemble C des nombres complexes et f une application
de U dans C.

e On dit que fest dérivable (au sens complexe) ou holomorphe en un point zo de U si

la limite suivante, appelée dérivée de f en zo existe :

£(20) = lim f(z) — f(zo).

Z=E) Z—Z)

e Ondit que f est holomorphe sur U si elle est holomorphe en tout point de U.

o En particulier, on appelle fonction entiere une fonction holomorphe sur C.

1.2 Nombres de Bernoulli
Les nombres de Bernoulli, notés B,, (ou parfois b,, pour ne pas les confondre avec les polynémes

de Bernoulli), constituent une suite de nombres rationnels.

Ces nombres ont d'abord été étudiés par Jacques Bernoulli® (ce qui a conduit Abraham de
Moivre a leur donner le nom que nous connaissons aujourd'hui) en cherchant des formules pour

exprimer les sommes du type :

2 https://www.bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./p/prolongementanalytique.html
3 Jakob Bernoulli. Ars conjectandi: opus posthumum: accedit Tractatus de seriebus infinitis; et Epistola gallice
scripta de ludo pilae reticularis. Impensis Thurnisiorum, 1713
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Ouvert_(topologie)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Limite_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_enti%C3%A8re

n—1

DR =0T 1" 42" 4 (- 1),
k=0

Pour des valeurs entiéres de m, cette somme s'écrit comme un polynéme de la variable n dont

les premiers termes sont :

n—1
1 1/m+1 1/m+1 1 /fm+1 1 fm+1 5
o= m+l _ — m el m-1 _ _— m—3 el m—5 )
2 m+1(n 2\ 1 )" Tl 2 )" o\ 4 )" Tmle )V T

3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14

1 1 S 691
0 —30 0 e 0 —20 0 == 0 ~3730

=~

s

|
b=
D= | N
v

1 n nin —1)
1+2 —1)==n?-= " 7.
+24+3+--+(n—-1) 3" T 5 3 ;
1. 1 n nin—1)(2n — 1)
2 2 2 2.3 2 o2 M _ .
" +2°+3° +---+(n—1) 3" —an t g G ;
| 1 1 n?(n —1)?
13—0—23—5—33-0—---—0—(71—1)3zzn4—5n3+zn2 =%;
g 1 . 1 1., =n n(n—1)(2n —1)(3n? —3n—1)
14490 34 ... B R POt P L _ .
+2°4+3F+--+(n-1) =" 5" +3n 0 20 ;
1 1 5 1 n?(n—1)2(2n? — 2n — 1)
15 25 35 715:_ 6 _ .5 4 2 — .
FEAF Lt ) =gt o gt b gt - 12
Bernoulli observa que I'expression :
n—1
Sm(n) = k" =0"+1" 42"+ + (n—1)"
k=0

Est toujours un polyndme en n, de degré m + 1, et définie les nombres de Bernoulli By, par :

m m! Bk . 1 m (m+ 1) . m m nmlil k
Sm — m — B m+1—k _ B .
W= iR " i\ ok )BT 2 k)P

En particulier, le coefficient de n dans le polynéme S,,,(n) est le nombre B,.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Jacques_Bernoulli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Polyn%C3%B4me

1.3 Valeurs particuliéres de la fonction zéta de Riemann*
131 EnOQetl
1

En zéro,ona: {(0) = -3

En 1il yaun pdle, alors {(1) n'est pas fini mais la limite vaut —co & gauche et +oo a droite :
lim {(s) = +o
s—1+
1.3.2 Entiers positifs pairs

Les valeurs exactes de la fonction zéta aux entiers positifs pairs peuvent étre exprimées a partir

des nombres de Bernoulli :

(2)211—1 BQn ﬂzn

_ (_1yn+l
Vn e N, {(2n) = (1) @n)!

1.3.3 Entiers positifs impairs

Elle n’existe pas une formule générale pour calculer la fonction z&ta aux entiers positifs impairs.

La somme de la série harmonique est infinie :

(1) L4 4a4
= —+-+-.=0
¢ 23 4

La valeur {(3) est aussi connue comme laconstante d'Apéry (1.202..) et apparait dans
le rapport gyromagnétique de I'électron. La valeur {(5) apparait dans laloi de Planck
(1.036...).

1.3.4 Entiers négatifs
En général, pour tout entier négatif, on a:

n+1

B
—n) = (-1 =
{(=m) = (- =5
Les zéros "triviaux" sont aux entiers pairs négatifs :

((=2n) =0 (Bzn41 =0:n>0)

4 https://fr.wikipedia.org/wiki/Valeurs_particuli%C3%A8res_de_la_fonction_z%C3%AAta_de_Riemann
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2 Observations graphiques

On introduit la fonction s —» Z(s) pour tout s dans 1’ensemble des nombres complexes

s = a+ bi, telle que :

N N
1 1
2= 7= ) e

n=1 n=1

On a I’égalité suivante :

Jim Z(s) = §(s)

Et puisque :
1 _ » cos(bln(n)) . sin(bin(n))
na+bi =n"“Xe fhin(m = na —iX na
Onadonc:
.~ cos(bln(n)) " sin(bin(n))
cos(bln(n sin(bln(n
— . SESA\TRRNY) . R A 1
¢) N1—1>Too z na Lx Nl—IHIOO 2 nt @

La figure 1 montre la représentation graphique de Z(s) dans le plan complexe lorsque N varie

entre N; = 103 a N, = 6 x 10° pour quelques nombres réelles (a, b).
Indications :

On sait que :

o (=4 ix49.773832478..) =0
2

e 7(>+ ix101.317851006...) =0
2

49.773832478 ...; 101.317851006 ..., sont des estimations de la partie imaginaire de quelque

zéros non triviaux de la fonction zéta.



20
Im(Z(s))

Re(Z(s))

-20 20

-20

Figure 1 : Représentation graphique de Z(s) de N; = 103 a N, = 6 x 105 dans le plan complexe quand
s =41 X 49.773832478....

20

Im(Z(s))

| || ReZ()
0 25

=25

Figure 2 : Représentation graphique de Z(s) de N; = 10% a N, = 6 x 105 dans le plan complexe quand

s=§+i><40
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4E+32

Im(Z(s))
3E4+32
2E432
E+/3
A Re(Z(s))
0 9
-1E+33 1E+33
TE+32
E+3
-3E+32
4E32
=-5E+32

Figure 5 : Représentation graphique de Z(s) de N; = 10% a N, = 6 X 10° dans le plan complexe quand
s=-5+4+1ix100

1E+33

Im(Z(s))

8E+32

6E+32

Re(Z(s))

-2E+33 2E+33

-8E+32

Figure 6 : Représentation graphique de Z(s) de N; = 10% a N, = 6 x 105 dans le plan complexe quand
s=-54+ix50
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D’apres les figures 1, 2, 3, 4, 5 et 6, on peut tirer les remarques suivantes :

e Lorsque N - 4+ ,Z(s) : s = a + bi, dans le plan complexe est une spirale d’un rayon
r € R dépendant de N, a et b et d’un centre de coordonnées (u, v) € R? dépendant de
aetb;

e Lorsquea = 5 et b prend I’'une des valeurs de la partie imaginaire des zéros non triviaux

de la fonction zéta, la spirale semble avoir I’origine du repére comme centre (0,0).

3 Hypotheése (0)
En se basant sur I’observation graphique on peut formuler I’hypothése (0) :

Le prolongement analytique de la fonction zéta de Riemann peut s’écrire sous la forme

{(s) = u + iv et (u,v) sont les coordonnées du centre de la spirale Z(s) vers I’infini.

4 Démonstration
D’apres la relation (1) :

- cos(bin(n) O sin(bin(n)
Z(S):NETMECOS( nn)_i>< lim Zsm( n(n))

na N—+o0 na
n=1 n=1

cos(bln(n)) sm(bln(n))

Posant f(n) = etg(n) =

En appliquant la formule d'Euler-Maclaurin qui s'‘énonce ainsi :

Pour une fonction f continlment dérivable 2k fois sur le segment [p, q] (aveck>1)ona:

Zf( ) LT, j fGodx + Z(Z (FE=D@W) = FEI-D(D) + Ry

Les nombres b,; désignent les nombres de Bernoulliet le reste R, s'exprime a l'aide

du polynéme de Bernoulli B,y :

1 q
Ry = R fp 79 (2) By (z — |z|) dz.
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Les fonctions f et g sont continlment dérivables 2k fois sur le segment [1, N] (avec k > 1), alors :

W) = LB [V pdx + B 2L (FUTIW) - D)

Mg = 20 4 [V g(dx + Bi5E 2L (9@ D) - gD (D)
kl—l>rpoo Rk =0
Calcul de [ f(x)d Y g(x)dx :
alcul de [ f(x)dx et [ g(x)dx:
lecoS(l;+(x)) =[" [xll__ ] cos(bin(x)) = [—cos(bln(x))] Nwzc+(m
= X cos(bin(N)) — - + L [V 2nin) (a#1)
le—Sin(il:(x)) = le [xll_—_:] sin(bln(x)) = [—sm(bln(x))] N—COS(ZT()C))
_ N'Te . _ b N cos(bin(x))
= —sin(bin(N) - — [} — o
Remplagant INM thsm(l;l—"(x)) dans les deux égalités :

fN cos(bln(x)) _ N~

1 x@ 1-a

COS(bln(N)) — lTla + l%a X [I\i%_: Sin(bln(N)) _ :;afN Cos(bln(x))]

1 xa

= [1 + (%a)z ] x [N cos(bint) _ Ail__: X [cos(bln(N)) + 1f;asin(bln(N))] — ﬁ

1 xa

N cos(bln(x)) [Nl [cos(bln(N))+— sm(bln(N))]——]

= fl x4 [1+($)2]

Nsin(bin(x)) _ N'7@ . b N1i-a 1 b Nsm(bln(x))
[y — == = sin(bln(N)) — —x [Ecos(bln(N)) ——t =

_ [1 N (lia)z ] y le sin(l;l:(x)) _ 1—_a [sm(bln(N)) — —sm(bln(N))] . a)Z

14



1
N sin(bin(x)) _ [—N [sm(bln(N))——sm(bln(N))]+(1 a)z]

s ]

Onadonc:
f f(x)dx = fN cos(bin(x)) _ [Nl [cos(bln(N))+—sm(bln(N))]—_]

x@ [1+($) ] 2
f g(x)dx = fN sm(bln(x)) [ ><[sm(bln(N))——sm(bln(N))]+(1 a)Z]

- () |

Calculde f@-D(N)et f@-D(1):

Calculant la dérivée premiére et second de f :

cos(bin(x)) ! _ —ax%tcos(bin(x))-bx* 1sin(bln(x) _ —acos(bln(x))-bsin(bln(x))
[ ] - x2a - xa+1

[cos(bln(x))]” _ [—acos(bln(x))—bsin(bln(x))]’ — _ax [cos(bln(x)) _px [sm(bln(x))]

xat+1 a+1 a+1

—(a+1)cos(bln(x))—bsin(bln(x))] —px [bcos(bln(x))—(a+1)sin(bln(x))]

=—aXx [ £a+z

xat2

(a(a+1)—b2) cos(bln(x)) +(b(a+1)+ab)sin(bin(x))
xa+2

On observe que la dérivée d’ordre k de f peut s’écrire sous la forme :

o _ A sin(bln(x)) + Bycos(bln(x))
f - xa+k

Ay et By, Sont des facteurs qui dépendent de a et b et de I’ordre de dérivation k.
1= _b Bl = —

A, =b(a+a+1) B,=a(a+1)—b?

. ’ .
f(k+1) _ [Aksm(bln(x))+Bkcos(bln(x))] _ Ak v [sm(bln(x)) '

xatk xatk ] + By X [M]’

xa+k

beos(bin(x))—(a+k)sin(bin(x))
Y]

= A, X [ [—bsin(bln(x))—(a+k)cos(bln(x))

xatk+1

]+Bk><

15



__ (AgXb—BgX(a+k))cos(bin(x))—(Arx(a+k)+BgXb)sin(bin(x))
- xa+k+1

Et donc on a les deux égalités suivantes :

Ak+1 = _(Ak X (a+k) +Bk Xb)

(3)

Bi+1 = (Ax X b — By X (a + k))

On les utilise pour calculer le reste des facteurs :

A; =—(A, x(a+2)+ B, Xb)
=—(M@a+a+1)x(@a+2)+ (ala+1) —b?) xb)
= b3 —blala+1)+ala+2)+(a+1)(a+2))

B; = (A, Xb—B, X (a+2))
=b(a+a+1)xb—(ala+1)—b? X (a+2)
= b?*(a+a+1+a+2)—a(a+1)(a+2)

On sait que la combinaison sans répétition de n éléments pris p a p est égale a :

n!

p__ "
p! x (n —p)!

Cn
En considérant la fonction notée a —» K¥(a) (a € R) qui fait la somme des multiplications
entre tous les éléments des combinaisons sans répétition des n éléments {a;a + 1;a +
2;..;a+n—1:neN}prispap:

2!
K;(a) = (a) + (a+1); C; = Ix2-1)! 2

2!
K3(a) = a(a+1); ;= 2x(2-2) 1

K2(a)=a(a+1) +ala+2)+(a+1)(a+2); i = _2'><(33!—2)' =3

3!
Ki(@=(@+ @+ +(a+2); C: =1 = 3

3!

16



On va avoir :

Ay = —bK{(a) ; By = —K}(a)

4, = bK}(a) ; B, = —(b*K$(a) — K3(a)

A; = b3K)(a) — bKZ(a) ; B; = b%2K1(a) — bK3(a)

Ay =—(OKH@ - bK} (@) By =Db*k{(@) — b2KZ(a) + Ki(a)

As = —(b5KQ(a) - B*kZ(@) + bK2(@)) i Bs = —(b*Ki(a) — b2K3(a) + KE(a))

Ag = b°Kz(a) — b*K¢(a) + bKE(a) ; Be = —(b°Kg(a) — b*KZ(a) + b*Kg (@) — K¢(a)

On observe que Ay et By, peuvent s’écrire en fonction de la parité de I’ordre de dérivation K :

VkeN'sik=2n+1:neN:

n
A= ) (DPFMIRREDR (a)
- (4)

n
Bopnt1 = Zp_o(_1)p+n+1b2(n—p)K22721’:11(a)
VkeEN'sik=2n :n€eN"*:

n

Byn = zn (—1)PHnp2-PIK2P ()
p=0
Démonstration par récurrence :
Pourk =1:
Ay = Ypoo(~DPHIp2 PR (@) = —b KP(a) = —b
By = Epo(— 1P PR () = —K{ (@) = —a

Pourk =2:

A, = 211;=1(—1)p+”b2(”_p)+1K22fl’_1(a) = bK}(a) = b(a+a+ 1)

17



By = X3 o(=1)Pp2-PIKIP(q) = —(b2KP (a) — K3(a)) = a(a + 1) — b?

Supposantque :Vk € N*sik =2n :ne N*:

n
hon =, (COPREPUKE @

Ba=y (~DPBPK ()
p=0

D’apres la relation (3) :
Apy1=—(Ax X (a+ k) + B, xXb)
By+1 = (A X b — By X (a + k))
Donc :
Azny1 = —(Azn X (@ + 2n) + By, X b)

= —(a+2n) o, (~)PRE-DIRZ T (g)  pyn ()PP 2P (o)

— (a + Zn) Z;‘=1(—1)p+"+1b2(”‘p)“1<22,§"1(a) + Zgzo(_1)p+n+1b2(n—p)+1K22:L’(a)

— g=1(—1)p+n+1b2(n_p)+1(a+Zn)Kzzfl)_l(a) + Zg=1(_1)p+n+1b2(n—p)+1K227117(a) +

(=™ p*" 1K, 4 (a)
= Tpo, (—1)PHp2PI (@ + 2m) ;P (@) + K,F (@] + (=)™ 2K (@)
— Zgzl(_l)p+n+1b2(n—p)+1 K221119+1(a) + (—1)”+1b2"+1K20n+1(a)
— Zgzo(_l)p+n+1b2(n—p)+1 K225+1(a)
Parce que (a + 2n)K2P "' (a) + K2P (a) = K22, (a) (Annexe 1)
Bon+1 = (Azn X b — Byp X (a + 2n))
= bYr_ (—1)PHp2-PHIREPT(g) — (a + 2n) ¥R_o(—1)Ph2PIKIP (q)
- Zg;é(_1)p+n+1b2(n—p)[(2271‘1’+1(a) + Z;‘zo(—l)“”“bz(n‘p) (a + Zn)KZZ,f (a)

= Yroi(—)PHHp2-D K22 (@) + (a + 2n)KE (@)] + (— 12 (a + 2n) K2R (a)
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= Tp2o(-DPH2ERG P (@) + (12 (a + 2m)K3 (@)
— Zgzo(_l)p+n+1 bz(n—p)KZZ;lD:‘ll (a)
Parce que :

KZ2P* (@) + (a + 2n)K2P (a) = K271 (a)
et (a + 2n)KZ'(a) = Kz 1 (a) (Annexe 1)

Et puisque on s’intéresse a savoir les dérivées d’ordre (2j — 1) :

Azj_q sin(bin(x)) + B,j_cos(bln(x))
xa+2j—1

FEID(x) =

On a donc, en remplacant n par (j — 1) dans la relation (4) :

j-1 L
Ayjq = Z 0(_1)p+1b2(1—p—1)+11{22}’_1(a)
p:

()
-1 i1 2(j 2p+1

Byjq = zpzo(_1)p+1b2(1—p—1)K2]P_1 (a)

@j-1) _ Azj sin(bln(N)) + B;j_1cos(bin(N))
f (V) = Na+2j-1

(6)

@j-1)pry _ Azj-1 sin(bln(1)) + Byj_;cos(bin(1))

f (1) - 1a+2j-1 — P2j-1

Calculde g@VY(N)et g@V(1):

sin(bin(x)) |
xa ’

En appliquant la méme chose pour la fonction g(x) =

[sin(bln(x))]’ _ bx®~1 cos(bin(x))—ax® 1sin(bin(x) _ beos(bin(x))—asin(bin(x))

B Ay, sin(bln(x)) + By.cos(bln(x))

k
g( ) xatk

A,1=_a=Bl Bi=b=_A1

19



On montre par récurrence que : Vk € N* A, = By, et B, = —Ay
Pour k = 1 c’est vrai.
Supposant que Yk € N* A, = B, et B;, = —Ay

By, sin(bin(x))-Agcos(bin(x))
xa+k

g(k) =

(k+1) _ By sin(bin(x))—Agcos(bln(x)) !
g - [ xatk ]

_ Bk % [sin(bln(x)) . Ak % [cos(bln(x))

xatk xa+tk

beos(bin(x))—(a+k)sin(bin(x))
xa+k+1

= B, X [ [—bSin(bln(x))—(a+k)cos(bln(x))

] — Ag X atk+1
__ (Bgxb+AgXx(a+k))cos(bin(x))+(ArxXb-BXx(a+k))sin(bin(x))
- sa+k+1

A1 =Ar Xb =B x(a+k)

Bii1 =By X b+ A X (a+k)

On sait que :

Aps1 = —(Ap X (@ + k) + By x b)

Byy1 = (A X b — By X (a + k))

On a donc I’égalité :

Ajey1 = Bryr 8t Biyr = —Apyq

Du coup : Vk € N* A}, = By, et B;, = —A;

Et les dérivées d’ordre (2j — 1) de g peuvent étre calculées ainsi :

Alzj—1 sin(bln(x))+B£j_1cos(bln(x))
xa+2j—-1

g(zj—l) —

__ Byj_qsin(bln(x))—Az;_;cos(bln(x))
- xa+2j-1
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Par conséquence :

Byj_1 sin(bln(N)) — Ayj_1cos(bln(N))

g@IN) =

g =

Na+2j—1

Byj_y sin(bin(1)) — A,;_,cos(bin(1))

Calculde ¥N_, f(n) etYN_, g(n):

D’apres Euler-Maclaurinon a :

Wy f) = B [V Godx + B3 2L (FAITO) - FEID (D)

Mg = 220 4 [V g(dx + i 2L (9@ D) - @D (D)
D’aprés les relation (5) ; (6) et (7) :

ik (fe W) - fEID) =

+oo ﬁ(g(zj—l)(m —_ g(zj—l)(l)) =

J=12))!

Posant :
by Ay
_ oo P2j 2j-1
= U= j=1 @)! Na+2j—1)
by Byj—1
[ ] V Z} 1 (2])| Na+2j—1)
— CX)
" 1((21), Byj_1)
=W, = DO X Ay_y)
2 = j=1 (2]-)! 2j-1
On va avoir :
+00
(2 !

1a+2j—1

+ oo b21

(7)

= 4251

Azj_q sin(bIn(N))+B;j_;cos(bln(N))

+oo D2j

J=1 (2))1

(

Na+2j-1

Byj_q sin(bln(N))—Azj_; cos(bin(N))

21

=1 @2))

(

Nat+z2j-1

- Bz;’—1)

+ A1)

(f(ZJ D(N) — f@i- 1)(1)) = Usin(bin(N)) + V cos(bin(N)) — W,



+o00

(2 )u(

D’apreés la relation (2) :

@I=D(N) — g@D(1)) = Vsin(bln(N)) — U cos(bin(N)) + W,

[COS(blTl(N))+— sm(bln(N))] ——]

FOR) | N _1.
2 + fl f(x)dx - 2 2NG

Ni-a
cos(bIn(N)) n [

iy [sm(bln(N))—— cos(bln(N))] +

2

1+ |

@a- a)z]

g +g(N) N __sin(bin(N)) [

Posant :
le-'Zl I
_ (1 a) —
= U= (e ] = Ca)2+p?
. V= 1 N2 _ 1 (1-a)N1-@
e T [ ( )] 2N@ ' (1-a)2+b?
e wrol__Ta _1__1-a
172 [1+ E)Z] 2 (1-a)?+b?
_b
W’= (1_a)2 = b
F T )] aen
On va avoir :

[+ |

w + lef(x)dx = U’ sin(bin(N)) + V' cos(bin(N)) + Wy

w + leg(x)dx = V'sin(bIn(N)) — U’ cos(bin(N)) + W;

Onadonc:

N_1f(m) =U'sin(bin(N)) + V' cos(bIn(N)) + W{+U sin(bin(N)) +

% cos(bln(N)) -w;

= (U' + U)sin(bin(N)) + (V' + V)cos(bIn(N)) + W{ — W)

N_1g(m) =V'sin(bin(N)) — U’ cos(bin(N)) + Wy + Vsin(bln(N)) -

U cos(bln(N)) + W,
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= (V' + V)sin(bin(N)) — (U’ + U) cos(bin(N)) + Wy + W,

z g(n) = (V' + V)sin(bin(N)) — (U’ + U) cos(bin(N)) + Wy + W,
- (8)

n
N
n

z f(n) =" + U)sin(bin(N)) + (V' + V)cos(bin(N)) + W{ — W,

On remarque que :

2 2

+ =U'+ U+ V' +V)?

N
> g0 — wj +wy)

n=1

N
PNIORIUAND
n=1

Puisque on a toujours :
[Asin(x) + B cos(x)]? + [B sin(x) — A cos(x)]? = A% + B?

On sait que I’équation générale d’une spirale de rayon r variable et de centre (u,v) dans le plan

cartésien s’écrive ainsi :
[x —ul® + [y —v]* =7r?
En remplagant x par XN_, f(n) ety par —XN_, g(n) dans I’équation, on conclut que :

V(a,b) € RZaveca # 1,Z(s) =YXN_, f(n) —i x XN_, g(n) dans le plan complexe est

une spirale de rayon r = \/(U’ + U)2 + (V' + V)2 et de centre (W] — W, , —(W; + W,)).

Ce qui corrobore notre observation.

cos(bin(n))

f(n) = 220D ot 5(n) =

sin(bin(n))
na

r=yU + U2+ (V' +V)2

1-a by Ay 2 —_a)N1-a b B, 2
\/( bN 4 oye D2 2]1)) _I_(L_l_(la)N + Yo 02 o 2}1))

(1-a)2+b2 J=1%2 ) 7 Nat2j-1 2N (1-a)2+b2 J=12 1 7 Nat2j-1
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Wy =Wy, — (W, + W)

(l_l‘—a_ too b2 p )‘—b_ +oo - D2j )
2 (1-a)2+b? J=18@jn T2~ 7 (1-a)2+b2 J=1 21

D’apres (1) :

2(a+ib) = Nl_i)rfoo z cos(bl:l(n)) _ix lim z sin(bln(n))

n N—+o0 na
n=1 n=1

= hm Zf(n)—tx llm Zg(n)

Nlirp YN _f(n) = Nllm (U' + U)sin(bin(N)) + (V' + V)cos(bin(N)) + Wy — W,
Nlirp YN _gn) = NliT (V' + V)sin(bin(N)) — (U' + U) cos(bIn(N)) + W; + W,
On sait que :

= —1<sin(bin(N)) < 1et—1 < cos(bin(N)) < 1

s U U=y br o ey
(1-a)2+b2 J=182 ) 7 Nat2j-1
1 (1-a)N1~ o0, D2j Bzj—1
» V4V = —_— o (== .
+ ava T (1-a)2+b? J=1N 2! Na+21—1)
" W= SIS X By )
1= 4j=1 @))! 2j—-1
1 1-a
s W ==e—"
172 (1-a)2+p2
W, =3 (2 x A, )
b
[] W’ e
27 (1-a)?+b?

= Ay = Zé‘:t(_1)P+J‘b2(1’—p—1)+1K22]P_1(a)

" Byja= Zi,_l( 1)p+1b2(1 p— 1)K2p+1(a)
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Lorsquea > 1:
lim (U'+ U)=0
N—-+o00

lim (V' +V)=0

N—-+o0o
Donc:
Nl_i}}:loo Zg=1 f(n) = W1’ -W

1

_1_ _1-a baj . ]
T2 (- a)2+b2 -Zi5 @)! X Bzj-1

1

e baj p+ip2(-p-1) 2p+1
2 (- a)2+b2 Z, 1[(2 ! Z ( DP*b K (a)]

NliT Y_ign) =wy + W,

_; + o byj ) ]
(1-a)2+p2  “J=1|@gj ~ 72i-1

_ b +oo [ b2j J=1_1\p+jp2(-p-1+1p 2P
"~ (1-a)2+b2 t =1 [(2]’)! X Lp=o(—1)""b Kaj- 1(a)]
On sait que la fonction zéta lorsque a > 1 converge.

Donc YN_; f(n) et YN_, g(n) converge aussi, et la fonction zéta peut s’écrire sous forme :

((a +ib) = u(a,b) +iv(a,b)

_1___1ma _ p+) p2(i-p-1) g 2P+1

avec w(a, b) = 5 = oo — Di [ X so(- 1P+ K7 (@)
b j—1 . c 2

et v(a,b) = i — If% [ X Zhso(~ P20 TIIK (a)

On interpréte ce résultat par :

e Lorsque N —» 4o, le rayon de la spirale tend vers O ce qui produise un point sur le

plan complexe de cordonnées (u(a, b), v(a, b)).
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Lorsque a < 1:

N_1f(m) et ¥N_, g(n) n’admettent pas une limite spécifique, mais comme la fonction Z(s)

diverge elle représente graphiquement sur le plan complexe une spirale de rayon

r=\/(U’+ U+ W'"+V)2 qui tends vers +oo et de centre de cordonnées
(u(a,b),v(a,b)):

i N 2p4d

* u(a,b) = 3 —(1 SYIVE Z] 1[(2 ) Z (_1)p+1b2(1 p 1)}(2]g)_+1 (a)]

. ___ b g+ [bz J=1¢_q\p+j p2(-p—1)+1 2P
v(a,b) (1-a)2+b? j=1 (21‘)!>< P=0( DP*b sz_l(a)]

On définit la fonction s - Y(s),Vs € C—{1},s = a + ib ,tel que :

Y(s) = u(a,b) + iv(a,b) 9)

_1 1-a t+oo [ P2j -1 2 1 2p+1
i u(al b) - E - (1—a)2+b2 - j=1 [(2])' 0( 1)p+]b (] p= )K ( )]

e v(ab)= = 5 [ 2L x BL (1P pRUP IR (a)]

(1- a)2+b2 =12

On remarque que :

= {(s)etY(s) sont holomorphes sur C — {1}

» {(s)=Y(s)sur{s=a+ibeC—{1}:a>1}

» {s=a+ibeC—{1}:a > 1}estune partie de C — {1}
Donc selon le principe du prolongement analytique {(s) = Y(s) sur C — {1}.
Ce qui signifie que I’hypothese (0) est vraie et on peut écrire :

VseC—{1},s=a+ib:{(s) = u(a,b) + iv(a,b)

« u(ab) =t 1[

2  (1-a)2+b?

@H! Z ( 1)p+1b2(l p- 1)K2P+1(a)]

b T . .
- v(ab) = L 2{9;)(—1)p+]bZ(]_p_l)HKzzf_l(a)]

(1- a)2+b2 J=1] (2
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Calcul de X5 (Zz’), X ¥ o (—1)PIp2U-p- 1)K2”+1(a)]

[(2 L Z L(=1)P+ip2U-p- 1)K2P+1( )]

b b b b b b
— 2 Ki(a) + 1 b?K3 (@) — 1 K3 (@) — 2 b*Kg(a) + 2 b?KE () — K3 (a) +

2 poKH(a) — 2 b*KE (@) + 2 b2KS (a) — 2K (a) ..

Calcul de 3753 (’;Zgl Z ( 1)P+ip2G-p- 1)K2p+1( )]

Pl % Zpn b @)

2 pk0(a) - 2 bkE(@) + 2b3KD(@) — 2 K@) +2b3KE(@) — 2K -

b b b
2 pKS (a) + 2b3KH(a) - 2b°KF (@) + 2b7KI(a) ...

On réarrange les termes des deux expressions :

baj p+ip2(-p-D 2P+l
14 [ x ZhL (P b2 ()]

bg
ki@ + @ + 2 K@ + K@)

(D, be bg
07| 2K (@) + K3 (@ + 2K @) . |

b
b |2 K@ + K3 (@) . ]

+b6 :—K7 @. ]
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P 1[ Z (—1)p+jb2(j"p‘1)+11(22}’_1(a)]

@t

b [2 K@) + 2K @) + P K@) + DK @) |
[ bg
+52 [ K8 @) + 2 K2 @) + 2 K@) . |

bR @) + K@)

b7 :—K7°(a) ]

On observe que :

b , .
oyl P Y CEV A Kl et O3]

2j )—-1
S| RS e K @)

Et:

b2} p+jKp2(j-p-1)+1
14 [EE TP K37, (a)]

b 2( 1)
— X% [0 s LK Y (@)
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Syntheése :

VseC—{1},s=a+ib:
(10)

85) = [E = ot T | (C 1) S 2L K2 @)

2  (1-a)2+b2?

: —b np2n+1 baj 2(] n-1)
T X [(1—a)2+b2 [( 1) b Z] =n+1 ! 2] 1 (a)]]

5 Conséquences
51 b =
D’aprés la relation (10), lorsque b = 0 :

2(j-1)

:é:(zj), I_] (a+p)

400
11 by 2jr
((a)—z_l_a‘i'l(zj)' 2j— 1() -
J=

On peut Vvérifier que :

S0 =~

b, 1

(D =5-5-2=—5 B:=)

{(=2)=5—3—b,=0

Généralement on trouve que {(—2n) = 0 (zéros triviaux)

Onsaitque vn € N :

'ban _2n n bnt1
Y Ly et {(—m) =(-1) —

{(2n) = (- It
Donc on a les deux égalités suivantes vn € N :

2(j-1) g2n-1), 1 1
_ n+1 2n _on _
2(2)'1_[(2"”’) O =G © T =12

2(J-1)
bny1 1 1
2(21)' 1_[(” =D Tt T2
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52 b+#0

L’équation :
{(s)=0
D’apres la relation (10), Implique :
s 1__1-a 2 by; 2(] n)—1 _
2 (1_a)2+b2 [( 1)nb nZ] n+1(2])l 2] 1 (a)] 0
. 2n+1 byj 2(1 n-1)
(a- a)2+b2 + En [( Do RS =n+1 7)1 K2j=1 (“)] =0
Implique :
. np2n baj 2(1 —-n)-1 —a _1
[( 1)"b J "+1(21)' 21 1 (a)] a- a)2+b2 2
np2n+l byj ,2(j-n-1) _ b
[( 1) b Z] =n+1 (21)|K2j—1 (Cl)] - (1-a)2+b?
Implique, en divisant par b dans la seconde équation et en remplacant — L dans la

(1-a)2+b2

premiére :

b 2 1
[( 1)nb2n2] n+1(2j;| ZJ(Jln) (a)]

(1- @) %% [ ()2 S g K3 P (@) -5

Implique :

b i—n)—
S+ [( D" B S g Ko (@) = (1= @)k ”(a)]]=o

Donc on peut dire que s = a + ib est un zéro non trivial de la fonction zéta lorsque a et b sont

des solution de I’équation :

S+ I3 [( D" LG o [K T @ — (1 - K a )]l=o
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5.3 Hypothese de Riemann

L’hypothese de Riemann s’énonce ainsi :
L 1
{(s)=0Et 0<a<1,impliquea =3

D’apres la relation (10) :

by; 2(] -n)-1

$8) = 3~ oo + Zh % [ (DM T 2 KV T (@]

2  (1-a)2+b2?

. b K2 1
X [ + a5 [ (D B 2 KV ()]

Ici je vais utiliser 1I’hypothese (1) mentionnée dans 1’annexe 1, liée a I’une des propriétés de la
fonctiona - KF(a) : a € R, (n,p) € N2etn > p, que je trouve vraie mais que je ne détient

pas une preuve (Annexe 1) :
. p n _ p-n
vpeN: [K) (@] =nK) ()
(n) c'estla derivée d'ordren,n € N

Donc :

(2n)
(KA1 @] " = @) KT a) = @) K, TP T @)

2n+1) 1o
[k (a )] = @n+ DK a) = @n+ DK, (a)

1 o b
Posant Va € R, L(a) = —> + X2 1(22;,1(22]] @
On remarque que :

+00
[L(a)](zn) _ b2j Kz(j—n)—1(a)

1 N2
(2n)! 4 (2!
+
[L(@]®D I g2U-n=1 (g
2n + 1) (2 )' Kaj=
En remplagant Y.+, +1(22;| 2IV @) et T (ZZJ)"KZZJ.({;”’l)(a) dans la relation (10), on

va avoir :
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_ n (2n) _1\n (2n+1) __ b
(s)=1- )2+b2 + Yo (=1) o )'L (@) +l[ SCD) (2n+1),L (@) - (1_a)2+b2]
{(s)=0
Implique :

1 G T SRR L@ = 0

. _n 2 et b _

Zno(—1) (2n+1)' (@) - (1—a)2+b2_0

Implique :

1 b
. e (- )n (Zn)(a) -1 4= ﬁ_l_(ﬁ)
= (2n)! (1-a)2+b? 1+(&)

N

b
1 @n+1) b _ (1-a)?
(a) = (1-a)2+b2 1+(L)
1-a

- + n b
Zn=o(—1) (2 +1)' z

b
Posantu = —:

1-a
L -1-u?
- n_ (2n) _
( 1) (2 )| L (a) 1+u2
1
] n (2n+1) —
( 1) (2n+1)' L (a) 1+u2
Si:
Stz EE e @)+ [mhg - 2 S LY @| =
Donc:
ﬁ—l—u2 ? rlau ? 1
1+u? + 1+uz|
Implique :
1 2 1 2
(E_l) —2(—— 1)u2 +u4+(au) =1+2u*+u*
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Implique :
(1) e () ) =0
Implique :
© (1) 1m0
+ (Z) —m=o
1

1 2 2, ’
Parce que (E — 1) —1 et (E) — 1, ont le méme signe de part et d’autre de -

Etuzz(lf;a)2>0 , b#0
Implique :
(&) =

Implique :

Implique :

On peut donc conclure que :

{(s) =0 Et

[Z ( 1)n_L(2n) (a)] [ )n (2n+1) (a)]

(2n)! (2n+1)'

1
Implique a = >
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Conclusion
En se basant sur les résultats de cet article on peut définir la fonction zéta sur tous le plan

complexe saufens =1 par:

Vs=a+ibeC—{1}

_ 1 1-a b 2(] n) 1
((S) - I:E - (1—a)2+b2 [( 1)nb2n 2] =n+1 (22§| 2] 1 (a)]]
+i X [ —b [( 1)nb2n+1z baj 2(] n— 1)(61)”
(1—a)2+b2 J=n+1(2)) 21 1

Si on admet que 1’hypothése (1) mentionnée dans 1’ Annexe 1 est vraie, on peut écrire :

n (2n) n b2 na) _b
() =1~ a)2+b2 + ES(-D" ),L (a)+1[2 o(—1) (2n+1), (a) - (1_a)2+,,2]

. 1 o b 2j-1
Avec: L(a) = =3+ X2 1(2%,1(2]] 1 (@)

- . . 1 .. . . , -
Ce qui signifie que lorsque a = > la partie imaginaire b de tous les zéros non triviaux de la
fonction zéta est une solution de 1’équation :

S imim ()

2 +oo 2

Z(‘ a (szr:)' e @)] =1
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Annexe 1

Dans cet article on a définit la fonction notée a —» KF (a), (a € R), (n,p) € N?et n > p, qui
fait la somme des multiplications entre tous les éléments des combinaisons sans répétition des

néléments {a;a+ 1;a+2;...;a+n—1:neN}prispap:

n!

p:—
p! X (n—p)!

Cn

Parmi les propriétés de cette fonction on a utilisé :

= K22 (@) + (a + 20K (a) = K2P (@)

2p 2p-1 _ 2p

* K, (a)+ (a+2n)K,, (a) =K, ,(a)

= (a+2n)K3i(a) = K3t (a)
Faut donc prouver que V(n,p) € N?etn>p :
Kp"' (@) + (a+ mKF (@) = K711 (a) et (a+ K (@) = K3 (@)

On sait que :

n! n!

p+1 D _
G+ G = oD T pixnpy

_ )(n-p)+(nH(p+1)
- (p+1D)!x(n—p)!

_ (mH(n-p)+n!(p+1)
- (p+1D)!x(n—p)!

_ (mH(n+1)
- (p+1)!x(n—p)!

= iy = Chn @
Et G =Gii
Et puisque (a + n) c’est I’é1ément n+1 de I’ensemble :
{a;a+1;a+2;....;a+n:n€N}

On a donc I’équivalence :

K?™ (@) + (a +n)KE (@) = K2} (@) Et(a+n)KH(a) = Kpii(a)
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On a supposeé aussi que I’hypothése (1) qui s’énonce ainsi est vraie :
vpeN: [K2@]™ =nk? ()
p C LBy B

(n) c'estla derivée d'ordre n,n € N
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