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简介

古典欧氏平面几何的研究对象,主要是直线、圆、三角形、四边形、多边形、圆锥
曲线以及它们的组合. 本书将说明,这些对象都可以用适当的有理参数进行表示,并且
通常更适合于计算.
在欧氏几何平面上,任意一个向量 𝑏𝑏𝑏可视作由另一个非零向量 𝑎𝑎𝑎经旋转缩放变换而

得,该旋转缩放变换可用复数 𝑧等价表示,即 𝑏𝑏𝑏 = 𝑧 ∘ 𝑎𝑎𝑎. 这种结合了复数与向量的表示,
既有运算上的简便,又有表示上的直观. 联合有理参数表示,可对平面几何做一个全新
的解构.

在圆的章节,我们详细讨论了不同情形下圆的表示问题. 例如经过 𝐴、𝐵两点的圆,
其上的任意点 𝑃 可表示为:

→
𝐴𝑃 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑡
→

𝐴𝐵

其中 𝑠是固定参数, 𝑡是可变参数.
同样的,三角形、四边形、多边形以及它们与圆的组合,也存在简单的有理表示. 例

如若令 𝑠 = tan ∠𝐴
2 , 𝑡 = tan ∠𝐵

2 ,则

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

其内切的圆心 𝐼 可表示为:
→

𝐵𝐼 = 1 − 𝑠𝑡
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶

内切圆上的任意一点 𝑃 可表示为：

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠𝑡)(1 + 2𝑖𝑡 − 𝑖𝑢)

(1 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶

其中 𝑢是可变参数.
应用这些有理表示,绝大多数非平凡命题如蝴蝶定理、斯坦纳圆链、开世定理、泰

博定理、四内心共圆问题等,都可以获得一个机械式的简明解答.
圆锥曲线也有简单的有理表示. 例如,若已知焦点 𝐹 及曲线上的一点 𝐴,则圆锥曲
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2 简介

线上的任意一点 𝑃 可表示为:

→
𝐹𝑃 = (1 + 𝑖𝑢)2

1 + 2𝑝𝑢 + 𝑞𝑢2
→

𝐹𝐴

其中常数 𝑝、𝑞为固定常数, 𝑢为自由参量.
应用它可以导出著名的 Marden 定理: 复平面上, 若圆锥曲线内切于一个三角形

△𝐴𝐵𝐶,则圆锥曲线的焦点 𝑍 满足方程:

1
𝑍 − 𝐴 + 𝜆𝜇

𝑍 − 𝐵 + 𝜇
𝑍 − 𝐶 = 0

其中常数 𝜆、𝜇分是切点划分线段 𝐵𝐶、𝐶𝐴的比例.
并且还可以导出一般圆锥曲线的焦点计算: 直角坐标方程 𝑎𝑥2 +2𝑏𝑥𝑦 +𝑐𝑦2 +2𝑑𝑥+

2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0所表示的圆锥曲线,其焦点 𝑧是如下方程的根:

(𝑏2 − 𝑎𝑐)𝑧2 + 2(𝑏𝑒 − 𝑐𝑑 + 𝑖𝑏𝑑 − 𝑖𝑎𝑒)𝑧 − 𝑑2 + 𝑒2 + 𝑎𝑓 − 𝑐𝑓 + 2𝑖𝑏𝑓 − 2𝑖𝑑𝑒 = 0

一般情况下,任意的基向量选择都是被允许的,仅存在有理表示形式上的差异,这些
不同的有理表示形式也是可以相互转化的,同阶的有理表示之间存在双有理映射的关
系. 由此,我们几乎可以将初等平面几何完全地纳入 “双有理几何”的范畴.
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第 1章 向量与直线

1.1 平面向量

平面上的向量定义为平面上的一条有向线段. 若以 𝐴为起点、𝐵 为终点,则记为
→

𝐴𝐵,或以某一加粗的字母 𝑎𝑎𝑎简记之. 如果起点和终点重合了,则向量是一个零向量,记
为 000.

平面向量可以自由地平移,如果另一以 𝐶 为起点、𝐷为终点的向量
→

𝐶𝐷与
→

𝐴𝐵具
有相同的长度和方向,那么这两个向量就是相同的.

平面上的任意一个向量 𝑏𝑏𝑏, 可以视作是由另一个向量 𝑎𝑎𝑎 经旋转伸缩变换而得. 前
文已指出, 这个旋转伸缩变换, 与一个确定的复数 𝑧 是完全等价的, 因而可以表示为
𝑏𝑏𝑏 = 𝑧 ∘ 𝑎𝑎𝑎. 为了书写的简洁,我们省去中间的运算符 ∘,写作 𝑏𝑏𝑏 = 𝑧𝑎𝑎𝑎即可. 并约定总是将
复数 𝑧写在向量的前面,表示由 𝑧确定的一个旋转缩放变换作用于向量.
在平面几何的范围内,除非特别指出,一般我们不规定向量的具体表示形式. 它可

以取 ( 𝑥
𝑦 )的形式,也可以是 (𝑥, 𝑦),或者 𝑥 + 𝑦𝑖的形式.
此种表示的好处是,它将旋转缩放变换与向量在表示上分离开来,使得我们可以更

直观地看到点与点之间的联系,以及向量与向量之间的变换关系.

加法 加法遵循以下两条规则：

→
𝐴𝐵 +

→
𝐵𝐶 =

→
𝐴𝐶 (1.1.1)

𝑧1𝑎𝑎𝑎 + 𝑧2𝑎𝑎𝑎 = (𝑧1 + 𝑧2)𝑎𝑎𝑎 (1.1.2)

共轭乘积 综合向量的内积与外积运算,我们定义向量的共轭乘积为：

𝑏𝑏𝑏 ⊗ 𝑎𝑎𝑎 = |𝑎𝑎𝑎||𝑏𝑏𝑏| cos 𝜃 + 𝑖|𝑎𝑎𝑎||𝑏𝑏𝑏| sin 𝜃 (1.1.3)
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其中 𝜃为向量 𝑎𝑎𝑎逆时针旋转为向量 𝑏𝑏𝑏所转过的角度.

共轭乘积的实部 Re (𝑏𝑏𝑏 ⊗ 𝑎𝑎𝑎)即为通常的内积值, 虚部 Im (𝑏𝑏𝑏 ⊗ 𝑎𝑎𝑎)即为通常的外积
值,它也是向量 𝑎𝑎𝑎,𝑏𝑏𝑏构成的平行四边形的有向面积.

由此定义,若 𝑏𝑏𝑏 = 𝑧𝑎𝑎𝑎,则有
𝑏𝑏𝑏 ⊗ 𝑎𝑎𝑎 = 𝑧|𝑎𝑎𝑎|2 (1.1.4)

特别地, 𝑎𝑎𝑎 ⊗ 𝑎𝑎𝑎为向量的模长平方.

另外也可得到：若 𝑏𝑏𝑏 = 𝑧1𝑎𝑎𝑎, 𝑐𝑐𝑐 = 𝑧2𝑎𝑎𝑎,则

𝑏𝑏𝑏 ⊗ 𝑐𝑐𝑐 = 𝑧1 ̄𝑧2𝑎𝑎𝑎 ⊗ 𝑎𝑎𝑎 (1.1.5)

除法 对于任意的向量 𝑎𝑎𝑎、𝑏𝑏𝑏,它们之间的旋转缩放变换 𝑧是唯一的,因此可以定义向量的
除法 (𝑎𝑎𝑎 ≠ 000)：

𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎 = 𝑧 (1.1.6)

根据 1.1.4式,向量的除法也可用共轭乘积来定义：

𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏 ⊗ 𝑎𝑎𝑎

|𝑎𝑎𝑎|2
(1.1.7)

注记 1.1.1 一般来讲,两个向量直接乘积的几何意义是不明确的,我们不对向量的直接
乘积做定义,这也并不影响平面几何的研究.

向量的主要性质有:

交换性质 因为向量共轭乘积的实部和虚部分别对应内积和外积,因而有如下交换性质：

Re (𝑏𝑏𝑏 ⊗ 𝑎𝑎𝑎) = Re (𝑎𝑎𝑎 ⊗ 𝑏𝑏𝑏) (1.1.8)

Im (𝑏𝑏𝑏 ⊗ 𝑎𝑎𝑎) = − Im (𝑎𝑎𝑎 ⊗ 𝑏𝑏𝑏) (1.1.9)

须注意的是,向量的共轭乘积并不满足交换性,即 𝑏𝑏𝑏 ⊗ 𝑎𝑎𝑎 ≠ 𝑎𝑎𝑎 ⊗ 𝑏𝑏𝑏.

分配性质

(𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐) ⊗ 𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏 ⊗ 𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐𝑐 ⊗ 𝑎𝑎𝑎 (1.1.10)

𝑎𝑎𝑎 ⊗ (𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐) = 𝑎𝑎𝑎 ⊗ 𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎 ⊗ 𝑐𝑐𝑐 (1.1.11)

向量平行 若向量 𝑎𝑎𝑎,𝑏𝑏𝑏相互平行,则它们的外积为 0,也即

Im (𝑎𝑎𝑎 ⊗ 𝑏𝑏𝑏) = 0 或者 Im (𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎) = 0 (1.1.12)
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向量垂直 若向量 𝑎𝑎𝑎,𝑏𝑏𝑏相互垂直,则它们的内积为 0,也即

Re (𝑎𝑎𝑎 ⊗ 𝑏𝑏𝑏) = 0 或者 Re (𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎) = 0 (1.1.13)

利用以上定义的运算及性质,我们可对平面几何作一个新的解构,以下是具体的探讨.

1.2 直线的表示

两点决定一条直线. 直线上,若给定两点 𝐴和 𝐵,则其余点 𝑃 可表示为这两点的线
性组合:

𝑃 = (1 − 𝑡)𝐴 + 𝑡𝐵, (𝑡 ∈ ℝ) (1.2.1)

我们也可以将其改写为向量形式:
→

𝐴𝑃 = 𝑡
→

𝐴𝐵,其直观的意义即是对向量
→

𝐴𝐵做一个缩
放变换。

另一种常见的表示是定比分点表示,即若 𝜆 = 𝐴𝑃 ∶ 𝑃𝐵,则

𝑃 = 1
1 + 𝜆𝐴 + 𝜆

1 + 𝜆𝐵 (1.2.2)

若平面上的三点 𝐴, 𝐵, 𝐶 共线,则向量
→

𝐴𝐵与
→

𝐴𝐶 是共线的,因而有

Im(
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐴𝐶) = 0 或者 Im(
→

𝐴𝐵
→

𝐴𝐶
) = 0 或者 Im(𝐵 − 𝐴

𝐵 − 𝐶 ) = 0 (1.2.3)

而利用向量的加法和分配性质及交换性质,任意给定平面上的一点 𝑂,我们还可以将上
述式子转化为其他的表示,例如：

Im(
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐴𝐶) = Im ((
→

𝑂𝐵 −
→

𝑂𝐴) ⊗ (
→

𝑂𝐶 −
→

𝑂𝐴))

= Im(
→

𝑂𝐵 ⊗
→

𝑂𝐶) − Im(
→

𝑂𝐴 ⊗
→

𝑂𝐶) − Im(
→

𝑂𝐵 ⊗
→

𝑂𝐴) + Im(
→

𝑂𝐴 ⊗
→

𝑂𝐴)

= Im(
→

𝑂𝐵 ⊗
→

𝑂𝐶) + Im(
→

𝑂𝐶 ⊗
→

𝑂𝐴) + Im(
→

𝑂𝐴 ⊗
→

𝑂𝐵)

即有

Im(
→

𝑂𝐴 ⊗
→

𝑂𝐵) + Im(
→

𝑂𝐵 ⊗
→

𝑂𝐶) + Im(
→

𝑂𝐶 ⊗
→

𝑂𝐴) = 0 (1.2.4)
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1.3 直线的交点

两直线的交点求解是平面几何的另一项基本内容. 假设经过 𝐴、𝐵 两点的直线 𝑙1
与经过 𝐶、𝐷两点的直线 𝑙2 相交,求其交点 𝐸.

𝐴

𝐵

𝑎

𝐶

𝐷

𝑏

𝐸

解 我们设
→

𝐴𝐸 = 𝜆
→

𝐴𝐵,利用 (1.2.4),即有:

𝜆 Im(
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐴𝐶) + Im(
→

𝐴𝐶 ⊗
→

𝐴𝐷) + 𝜆 Im(
→

𝐴𝐷 ⊗
→

𝐴𝐵) = 0

而利用交换性质和向量加法,我们又知

Im(
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐴𝐶) + Im(
→

𝐴𝐷 ⊗
→

𝐴𝐵) = Im(
→

𝐴𝐵 ⊗
→

(𝐴𝐶 −
→

𝐴𝐷)) = − Im(
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐶𝐷)

由此解出 𝜆,即得交点 𝐸 的表示

→
𝐴𝐸 = Im(

→
𝐴𝐶 ⊗

→
𝐴𝐷)

Im(
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐶𝐷)

→
𝐴𝐵 (1.3.1)

例 1.3.1 复平面上,直线 𝑙1 经过 𝐴 = 1 + 𝑖, 𝐵 = 3 + 4𝑖两点,直线 𝑙2 经过 𝐶 = 2𝑖, 𝐷 =
1 − 2𝑖两点,则由上式可知 𝑙1 与 𝑙2 的交点为：

𝐸 = 1 + 𝑖 + Im((𝑖 − 1) ⊗ (−3𝑖))
Im((2 + 3𝑖) ⊗ (1 − 4𝑖)) (2 + 3𝑖) = 5

11 + 2𝑖
11

利用直线交点的表示式 (1.3.1),我们容易给出三线共点的一个简单判别表示. 设有
经过 𝐴、𝐵两点的直线 𝑙1,经过 𝐶、𝐷两点的直线 𝑙2,经过 𝐸、𝐹 两点的直线 𝑙3,若这三
条直线相交于一点 𝑃 ,则

→
𝐴𝑃 = Im(

→
𝐴𝐶 ⊗

→
𝐴𝐷)

Im(
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐶𝐷)
= Im(

→
𝐴𝐸 ⊗

→
𝐴𝐹)

Im(
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐸𝐹)
(1.3.2)
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例 1.3.2 复平面上,直线 𝑙1 经过 𝐴 = 0, 𝐵 = 1 + 𝑖两点,直线 𝑙2 经过 𝐶 = 𝑖, 𝐷 = 1 − 𝑖
两点,直线 𝑙3 经过 𝐸 = 2 + 3𝑖, 𝐹 = 7 + 11𝑖两点. 则

Im(
→

𝐴𝐶 ⊗
→

𝐴𝐷)
Im(

→
𝐴𝐵 ⊗

→
𝐶𝐷)

= Im(𝑖 ⊗ (1 − 𝑖))
Im((1 + 𝑖) ⊗ (1 − 2𝑖)) = Im(𝑖(1 + 𝑖))

Im((1 + 𝑖)(1 + 2𝑖)) = 1
3

Im(
→

𝐴𝐸 ⊗
→

𝐴𝐹)
Im(

→
𝐴𝐵 ⊗

→
𝐸𝐹)

= Im((2 + 3𝑖) ⊗ (7 + 11𝑖))
Im((1 + 𝑖) ⊗ (5 + 8𝑖)) = Im((2 + 3𝑖)(7 − 11𝑖))

Im((1 + 𝑖)(5 − 8𝑖)) = 1
3

根据 (1.3.2)即知三线共点.

若 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷、𝐸、𝐹 均为复平面上的点,则直线 𝐴𝐵、𝐶𝐷、𝐸𝐹 三线共点的判
别式也可写为行列式的形式：

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Re (𝐴 − 𝐵) Im (𝐴 − 𝐵) Im (𝐴 ⊗ 𝐵)

Re (𝐶 − 𝐷) Im (𝐶 − 𝐷) Im (𝐶 ⊗ 𝐷)

Re (𝐸 − 𝐹) Im (𝐸 − 𝐹) Im (𝐸 ⊗ 𝐹)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 (1.3.3)

1.4 直线的交角

根据 “平面上的任意一个向量 𝑏𝑏𝑏,可以视作是由另一个向量 𝑎𝑎𝑎经旋转伸缩变换而得”
这一观点,若已知直线 𝑙1 经过两点 𝐴、𝐵,直线 𝑙2 经过两点 𝐶、𝐷,则交角是

𝜃 = 𝑘𝜋 ± arg
𝐴 − 𝐵
𝐶 − 𝐷 (1.4.1)

式中 𝑘是某个整数,选择适当的 𝑘和正负号,以使得 𝜃介于 [0, 𝜋
2 ]之间.

例如,若直线 𝑙1经过 𝐴 = 1 + 𝑖, 𝐵 = 3 + 4𝑖两点,直线 𝑙2经过 𝐶 = 2𝑖, 𝐷 = 1 − 2𝑖两
点,则由

arg
𝐶 − 𝐷
𝐴 − 𝐵 = arg

1 − 2𝑖 − 2𝑖
3 + 4𝑖 − 1 − 𝑖 = arg(−10

13 − 11𝑖
13 ) = −𝜋 + arctan

11
10

知这两直线的交角是 arctan 11
10 ≈ 47.73∘.
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1.5 投影与对称

求点在一条直线上的投影À和关于直线的对称点也是平面几何的一项常见内容: 设
直线 𝑙经过 𝐴、𝐵两点,求直线外的一点 𝑃 关于 𝑙的投影点 𝑇 和对称点 𝑆.

𝐴

𝐵

𝑙

𝑃

𝑇

𝑆

解 通常的做法是设
→

𝐴𝑇 = 𝜆
→

𝐴𝐵,根据 𝑇 𝑃⊥𝐴𝐵进行求解.

Re(
→

𝑇 𝑃 ⊗
→

𝐴𝐵) = Re(
→

𝐴𝑃 ⊗
→

𝐴𝐵) − Re(
→

𝐴𝑇 ⊗
→

𝐴𝐵) = Re(
→

𝐴𝑃 ⊗
→

𝐴𝐵) − 𝜆𝐴𝐵2 = 0

求出 𝜆后,则知
→

𝐴𝑇 = Re(
→

𝐴𝑃 ⊗
→

𝐴𝐵)
𝐴𝐵2

→
𝐴𝐵

再根据 𝑇 是 𝑃𝑆 的中点而得

→
𝐴𝑆 = 2

→
𝐴𝑇 −

→
𝐴𝑃 = 2Re(

→
𝐴𝑃 ⊗

→
𝐴𝐵)

𝐴𝐵2
→

𝐴𝐵 −
→

𝐴𝑃

但事实上,更简便的做法是将
→

𝐴𝑃 视为由
→

𝐴𝐵经由一个复数 𝑧所表示的旋转缩放变换而
得,也即

→
𝐴𝑃 = 𝑧

→
𝐴𝐵,则

→
𝐴𝐵到

→
𝐴𝑇 和

→
𝐴𝑆 的旋转缩放变换分别是 Re(𝑧)和 ̄𝑧,也即

→
𝐴𝑇 = Re(𝑧)

→
𝐴𝐵,

→
𝐴𝑆 = ̄𝑧

→
𝐴𝐵

这个关系也可以简写为

𝑇 − 𝐴
𝐵 − 𝐴 = Re (𝑃 − 𝐴

𝐵 − 𝐴) , 𝑆 − 𝐴
𝐵 − 𝐴 = (𝑃 − 𝐴

𝐵 − 𝐴) (1.5.1)

例 1.5.1 设直线 𝑙经过 𝐴 = 1 − 𝑖和 𝐵 = 5 + 𝑖两点,求 𝑃 = 2 + 3𝑖关于 𝑙的的投影点
𝑇 和对称点 𝑆.

À又称为垂足点或射影点.
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解 根据 (1.5.1),有

𝑇 − (1 − 𝑖)
(5 + 𝑖) − (1 − 𝑖) = 𝑅𝑒 ((2 + 3𝑖) − (1 − 𝑖)

(5 + 𝑖) − (1 − 𝑖) ) = 3
5

𝑆 − (1 − 𝑖)
(5 + 𝑖) − (1 − 𝑖) = ((2 + 3𝑖) − (1 − 𝑖)

(5 + 𝑖) − (1 − 𝑖) ) = 3
5 − 7𝑖

10
由此即得

𝑇 = 17
5 + 1

5𝑖, 𝑆 = 24
5 − 13

5 𝑖

关系式 (1.5.1)也易用于求曲线 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0关于直线 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0的对称曲线.

解 假设 𝑎、𝑏、𝑐均不为 0,则容易选定直线上的两点 𝐴 = − 𝑐
𝑎 , 𝐵 = − 𝑐

𝑏 𝑖. 若 𝑃 = 𝑥 + 𝑦𝑖
在曲线 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑆 = 𝑥′ + 𝑦′𝑖在对称曲线上,则

𝑥′ + 𝑦′𝑖 + 𝑐
𝑎

− 𝑐
𝑏 𝑖 + 𝑐

𝑎
= 𝑥 − 𝑦𝑖 + 𝑐

𝑎
𝑐
𝑏 𝑖 + 𝑐

𝑎

分离实部和虚部后解出

⎧{
⎨{⎩

𝑥 = −(𝑎2 − 𝑏2)𝑥′ + 2𝑎𝑏𝑦′ + 2𝑎𝑐
𝑎2 + 𝑏2

𝑦 = −(𝑏2 − 𝑎2)𝑦′ + 2𝑎𝑏𝑥′ + 2𝑏𝑐
𝑎2 + 𝑏2

于是对称曲线的表示则为

𝑓(−(𝑎2 − 𝑏2)𝑥′ + 2𝑎𝑏𝑦′ + 2𝑎𝑐
𝑎2 + 𝑏2 , −(𝑏2 − 𝑎2)𝑦′ + 2𝑎𝑏𝑥′ + 2𝑏𝑐

𝑎2 + 𝑏2 ) = 0

这个表示虽然是在限定 𝑎、𝑏、𝑐均不为 0时求出的,但易知它也对 𝑎、𝑏不同时为 0的其
余情形成立.
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圆是平面几何中另一类最重要的基本对象.

2.1 圆的表示

直角坐标系下,圆的标准方程式是:

(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 = 𝑟2 (2.1.1)

这个方程包含了圆心和半径这两个主要特征. 另一个常用的方程表示是:

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 (2.1.2)

它可看做是一般二次方程在圆时的特化情形. 在一般解析几何应用中,此二者都是被经
常采用的. 但是,对于许多有关圆的问题,如果直接使用此二方程之一,都将导致繁重的
计算. 我们有相当的必要对此再做探讨,而圆的有理表示是非常适合的.

2.1.1 有理表示

定义 2.1.1 如果一个几何图形所涉及的几何对象可用同一组有理参数进行描述,则称
这组有理参数是几何图形的一个有理表示.

对于 (2.1.1),它的一个有理表示是大家所熟知的：

⎧{
⎨{⎩

𝑥 = 𝑥0 + 𝑟1 − 𝑢2

1 + 𝑢2

𝑦 = 𝑦0 + 𝑟 2𝑢
1 + 𝑢2

但对于 (2.1.2),其有理表示就不是很为人所知了,这里我们推导一下:
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在 (2.1.2)上任取一点 (𝑚, 𝑛),即𝑚2 +𝑛2 +𝑑𝑚+𝑒𝑛+𝑓 = 0,而后令 𝑦−𝑛 = 𝑢(𝑥−𝑚)
是经过 (𝑚, 𝑛)点的一条斜率为 𝑢直线,将其与 (2.1.2)联立,可解出直线与圆的另一交点:

⎧{
⎨{⎩

𝑥 = 𝑚𝑢2 − (𝑒 + 2𝑛)𝑢 − (𝑑 + 𝑚)
1 + 𝑢2

𝑦 = −(𝑒 + 𝑛)𝑢2 + (𝑑 + 2𝑚)𝑢 − 𝑛
1 + 𝑢2

随着参数 𝑢的变化,这个表示在 𝑢值为有限时将给出圆上所有除 (𝑚, 𝑛)之外的点. 若
𝑢 → ∞,则恰好通过 (𝑚, 𝑛)点. 也就是说,加上 𝑢取极限时的点,此参数表示可以完整地
表示一个圆.

上面的这两个参数表示, 是将 𝑥, 𝑦 分开进行的, 实际上并不能很好地揭示其内在
的表示规律. 我们可以利用复数做一下合并：对于第一个参数表示, 是为 𝑥 + 𝑦𝑖 =
𝑟+𝑥0+𝑖𝑦0+(𝑦0+𝑖𝑟−𝑖𝑥0)𝑢

1−𝑖𝑢 ,对于第二个参数表示,是为 𝑥 + 𝑦𝑖 = −𝑑−𝑚+𝑖𝑛+(−𝑒−𝑖𝑚−𝑛)𝑢
1−𝑖𝑢 ,不难发

现,二者的一般形式均是 𝑥 + 𝑦𝑖 = 𝑎+𝑏𝑖+(𝑐+𝑑𝑖)𝑢
1−𝑖𝑢 ,这构成了我们以下讨论的基础.

命题 2.1.2 复平面上的任意一个圆,均有如下形式的有理参数表示:

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑢
1 − 𝑖𝑢 (2.1.3)

其中 𝑎、𝑏、𝑐、𝑑是常实数. 其所对应圆的直角坐标方程是:

(𝑥 − 𝑎 − 𝑑
2 )

2
+ (𝑦 − 𝑏 + 𝑐

2 )
2

= (𝑎 + 𝑑
2 )

2
+ (𝑏 − 𝑐

2 )
2

(2.1.4)

更一般地, 𝑧 = (𝑎 + 𝑏𝑖) + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑢
(𝑒 + 𝑓𝑖) + (ℎ + 𝑔𝑖)𝑢 (其中 𝑢是实变参数,其余各量是常实数)也表示一

个圆.

对于表示 (2.1.3), 𝑢取任意有限的实数值时,都可以唯一地给出一个复数点. 而当
𝑢 → ∞时,我们补充定义

𝑧(∞) = lim
𝑢→∞

𝑎 + 𝑏𝑖 + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑢
1 − 𝑖𝑢 = −𝑑 + 𝑐𝑖

根据本章开始所述: 平面上的任意一个向量可视作是另一个向量经由复数 𝑧 所表
示的旋转伸缩变换而得,可将上述命题改写如下

命题 2.1.3 如果已知平面上的两点 𝐴、𝐵,则该平面上的任意一个圆 (其上的点设为 𝑃 )
均可表示为:

→
𝐴𝑃 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑢

1 − 𝑖𝑢
→

𝐴𝐵 (2.1.5)

根据单位圆的参数表示,一个特别简单的情形是
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推论 2.1.4 如果已知圆心 𝑂及圆上的一点 𝐴,则圆上的任意点 𝑃 均可表示为:

→
𝑂𝑃 = 1 + 𝑖𝑢

1 − 𝑖𝑢
→

𝑂𝐴 (2.1.6)

2.1.2 圆心与半径 若已知圆的参数表示,我们可以将其转化为普通的直角坐标方
程而求出圆心和半径,但是这样做有些麻烦,事实上,一个简便的方法是直接利用复数的
性质:

设圆的一般有理表示形如 𝑧 = 𝑎+𝑏𝑢
𝑐+𝑑𝑢 ,其中 𝑎、𝑏、𝑐、𝑑是常复数. 考虑代换

𝑤 = 𝑐 + 𝑑𝑢
𝑐 + 𝑑𝑢 = ̄𝑐 + ̄𝑑𝑢

𝑐 + 𝑑𝑢

显然, 𝑤即是单位复数: |𝑤| = 1. 反解出 𝑢 = ̄𝑐−𝑐𝑤
𝑑𝑤− ̄𝑑 ,代回原表示则得:

𝑧 = 𝑏 ̄𝑐 − 𝑎 ̄𝑑
𝑑 ̄𝑐 − 𝑐 ̄𝑑 − 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑

𝑑 ̄𝑐 − 𝑐 ̄𝑑 𝑤

这就同时给出了圆心和半径.

例 2.1.5 对于 𝑧 = 1+𝑖𝑠
1−𝑖𝑢 所表示的圆,做代换 𝑤 = 1+𝑖𝑢

1−𝑖𝑢 ,即 𝑢 = 1−𝑤
1+𝑤 𝑖,则

𝑧 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑢 = 1 + 𝑖𝑠

2 + 1 + 𝑖𝑠
2 𝑤

从而知圆心和半径分别为

𝑂 = 1 + 𝑖𝑠
2 , 𝑅 =

√
1 + 𝑠2

2

2.1.3 表示的阶

定义 2.1.6 (有理表示的阶) 对于一个有理函数 𝜒(𝑢),若它不为 0, 𝜒(𝑢)的阶数定义为
𝜒(𝑢)的分子和分母关于变元 𝑢的次数的最大值,记为 deg(𝜒(𝑢)). 对于 𝑛维空间中的有
理曲线 𝑃(𝑢) = (𝜒1(𝑢), 𝜒2(𝑢), ..., 𝜒𝑛(𝑢)),曲线的阶数定义为各分量的阶数的最大值,即

deg(𝑃 (𝑢)) = max{deg(𝜒1(𝑢)), deg(𝜒2(𝑢)), ... deg(𝜒𝑛(𝑢))}

注记 2.1.7 曲线阶数的定义是在实数范畴下定义的,对于复数的表示,我们需要将其实
部和虚部分离后再计算阶数. 例如

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑢
1 − 𝑖𝑢 = 𝑎 − 𝑏𝑢 + 𝑐𝑢 − 𝑑𝑢2

1 + 𝑢2 + 𝑏 + 𝑎𝑢 + 𝑑𝑢 + 𝑐𝑢2

1 + 𝑢2 𝑖

它的实部和虚部的分子分母都是关于变量 𝑢的最高次数为 2的多项式,故而是二阶的有
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理表示.

2.1.4 表示的适当性 对于同一个圆来说,它的有理表示有无穷多种. 例如,对于单
位圆 𝑥2 + 𝑦2 = 1,它除了熟知表示 𝑧(𝑢) = 1+𝑖𝑢

1−𝑖𝑢 外,还有一些其他的表示:

(a) 𝑧(𝑣) = 1 + 𝑖2𝑣
1 − 𝑖2𝑣 (b) 𝑧(𝑣) = 1 − 𝑖𝑣

𝑣 − 𝑖 (c) 𝑧(𝑣) = (1 + 𝑖𝑣)2

(1 − 𝑖𝑣)2 (d) 𝑧(𝑣) = (1 + 𝑖𝑣)3

(1 − 𝑖𝑣)3

以上这些表示, (a)、(b)是 2阶的, (c)是 4阶的, (d)是 6阶的.
对于 2阶的表示,参数 𝑣的任何一个实数值 (包含 ∞)都对应着圆上的一个点,圆上

的任意一个点也对应着参数 𝑣的一个值. 例如对于表示 (b):

𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 = 1 + 2𝑖𝑣
1 − 2𝑖𝑣

我们先分离实部和虚部得到:

−1 + 4𝑣2 + 𝑥 + 4𝑣2𝑥 = 0, −4𝑣 + 𝑦 + 4𝑣2𝑦 = 0

再对这二式做关于 𝑣的多项式求余运算,即得 2𝑣 + 2𝑣𝑥 − 𝑦 = 0,从而解出

𝑣 = 𝑦
2(1 + 𝑥)

这就表明了圆上的任意一点都对应着参数 𝑣的一个值. 这种双向的有理映射关系,称之
为双有理映射,亦称双有理变换.
而对于 4阶的表示 (c)或 6阶的表示 (d),我们是没办法建立起这种双有理映射关系

的,具体地说,就是不可能找到一个有理函数 𝑔(𝑥, 𝑦),使得 𝑣 = 𝑔(𝑥, 𝑦).

定义 2.1.8 (适当表示) 如果一条曲线可以被有理地参数化表示,且参数也可以用曲线
上的点有理地表示出来,则称这种表示是适当的.

2.1.5 性质和定理 前面我们简单介绍了有理表示的阶和适当性的概念,这里再叙
述一些实用的定理,它们可见于 [ferrer2008rational].

定理 2.1.9 有理曲线是不可约的.

例如, 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑦 − 1 = 0 不是一条有理曲线, 因为它可以被分解
𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑦 − 1)(𝑥 + 𝑦 + 1),因而也就不存在有理表示.

定理 2.1.10 对于一条有理曲线 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0,及它的一个有理表示 𝑃(𝑢), 𝑃(𝑢)是适当
的当且仅当 deg(𝑃 (𝑢)) = max{deg𝑥(𝑓), deg𝑦(𝑓)}.

例如,对于平面上一般圆的方程 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0,它关于 𝑥和 𝑦
的阶数分别是 deg𝑥(𝑓) = 2、deg𝑦(𝑓) = 2,因而其适当表示的阶数也是 2. 前面所叙圆的
表示 (2.1.3)即是一个适当的表示.
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定理 2.1.11 给定一条有理曲线,若已知它的一个适当有理表示 𝑃(𝑢),则对于它的任意
一个有理表示 𝑄(𝑣), 𝑢都是关于 𝑣的一个有理函数. 而如果表示 𝑄(𝑣)也是适当的,则 𝑢
是关于 𝑣的线性有理函数.

此定理也表明,曲线的 “适当有理表示”的阶数是最低的.
例如,单位圆的一个适当表示是 𝑧(𝑢) = 1+𝑖𝑢

1−𝑖𝑢 ,对于前面所述的其他有理表示 𝑄(𝑣),
𝑢与 𝑣的关系如下：

有理表示
1 + 𝑖2𝑣
1 − 𝑖2𝑣

1 − 𝑖𝑣
𝑣 − 𝑖

(1 + 𝑖𝑣)2

(1 − 𝑖𝑣)2
(1 + 𝑖𝑣)3

(1 − 𝑖𝑣)3

参数关系 𝑢 = 2𝑣 𝑢 = 1 − 𝑣
1 + 𝑣 𝑢 = 2𝑣

1 − 𝑣2 𝑢 = 𝑣(3 − 𝑣2)
1 − 3𝑣2

根据以上定理可知, (2.1.5)是圆的一个适当表示,可以对其中的自由参量 𝑢做任意
的线性分式变换而得到其它适当表示.

2.2 相交情形

2.2.1 直线与圆的交点 关于直线与圆的交点讨论,在一般解析几何书中已有详尽
的讨论. 这里我们应用圆的有理表示来讨论下简单情形即可:

例 2.2.1 如图,半径为 𝑅的圆,圆心到直线的距离为 𝑑,讨论直线与圆的交点情况.

𝑂 𝑇𝐴

𝐵

𝐶

解 设圆心 𝑂,它在直线上的垂足为 𝐴, 𝑂𝐴射线与圆的交点为 𝑇 ,根据 (2.1.6),圆上的任
意点 𝑃 可表示为

→
𝑂𝑃 = 1 + 𝑖𝑢

1 − 𝑖𝑢
→

𝑂𝑇

而 𝑂、𝐴、𝑇 三点共线,且 𝑂𝐴 ∶ 𝑂𝑇 = 𝑑 ∶ 𝑅,故又有
→

𝑂𝑇 = 𝑅
𝑑

→
𝑂𝐴,于是圆又可表示为

→
𝑂𝑃 = 𝑅

𝑑
1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢

→
𝑂𝐴



cre
ass

on

16 第 2章 圆

若点 𝑃 是圆与直线的交点,则应有 𝐴𝑃⊥𝑂𝐴,即

Re
𝑃 − 𝐴
𝑂 − 𝐴 = Re

𝑖𝑑 − 𝑖𝑅 + 𝑑𝑢 + 𝑅𝑢
𝑑(𝑖 + 𝑢) = 𝑑 − 𝑅 + 𝑑𝑢2 + 𝑅𝑢2

𝑑(1 + 𝑢2) = 0

也即

𝑢2 = 𝑅 − 𝑑
𝑅 + 𝑑

𝑢的解共有三种情况:

1. 𝑅 > 𝑑 > 0,则 𝑢有两个实根: 𝑢 = ±√ 𝑅−𝑑
𝑅+𝑑 ,对应的两个交点则是

→
𝑂𝐵,

→
𝑂𝐶 = (1 ± 𝑖

√
𝑅2 − 𝑑2

𝑑 )
→

𝑂𝐴

弦 𝐵𝐶 的长为 𝐵𝐶 = 2
√

𝑅2−𝑑2
𝑑 𝑂𝐴.

2. 𝑅 = 𝑑 > 0,则 𝑢仅有一个实根 𝑢 = 0,对应的交点即为 𝐴点.

3. 𝑑 > 𝑅 > 0,则 𝑢并无实根,因而也就没有一般意义下的交点. 不过,令人感兴趣的
是,如果 “强行”解出虚根 𝑢 = ±𝑖

√
𝑑−𝑅√
𝑑+𝑅 ,并代回计算交点,则我们仍然可以得到两

个 “虚交点”:
→

𝑂𝐵′,
→

𝑂𝐶′ = (1 ±
√

𝑑2 − 𝑅2

𝑑 )
→

𝑂𝐴

它们关于直线是对称的,一个在圆外,一个在圆内. 且有长度关系: 𝑂𝐵′⋅𝑂𝐶′ = 𝑅2.
也就是说, 这是一对反演点 À. 我们将在 “结论的延拓” 一节中用到这个有趣的
事实.

𝐴𝑂 𝐵′ 𝐶′

À圆的反演点对于给定圆,如果其所在平面上的两点的连线经过圆心,且位于圆心同一侧,它们到圆心的距
离之积也等于半径的平方,则称这两点互为反演点.
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2.2.2 两圆的交点 同上类似地,我们讨论简化情形下的两圆交点即可.

例 2.2.2 如图,半径为 𝑟的圆 ⊚𝑂1 与半径为 𝑅 的圆 ⊚𝑂2,若它们的圆心距离为 𝑑,讨
论两圆的交点情况.

𝑂2𝑂1

𝐴

𝐵

解 不难得知,圆 ⊚𝑂1 上的任意点 𝑃 可表示为:

→
𝑂1𝑃 = 𝑟

𝑑
1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢

→
𝑂1𝑂2

圆 ⊚𝑂2 上的任意点 𝑄也可表示为:

→
𝑂2𝑄 = 𝑅

𝑑
1 + 𝑖𝑣
1 − 𝑖𝑣

→
𝑂2𝑂1

这二者若相交,也即 𝑃 点与 𝑄点重合,两式相减,则得

→
𝑂1𝑂2 = ( 𝑟

𝑑
1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢 + 𝑅

𝑑
1 + 𝑖𝑣
1 − 𝑖𝑣)

→
𝑂1𝑂2

通分化简后有等式

−𝑑 + 𝑟 + 𝑅 + 𝑑𝑢𝑣 + 𝑟𝑢𝑣 + 𝑅𝑢𝑣 + 𝑖(𝑑𝑢 + 𝑟𝑢 − 𝑅𝑢 + 𝑑𝑣 − 𝑟𝑣 + 𝑅𝑣) = 0

其实部和虚部均等于 0,消元 𝑣后即得到:

𝑢2 = −(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)(𝑑 − 𝑟 + 𝑅)
(𝑑 + 𝑟 − 𝑅)(𝑑 + 𝑟 + 𝑅)

同前面的例题一样,应分三种情况讨论,但这个讨论需要更细致一些,这里仅叙一下主要
结论:

1. 若两圆相交,则交弦的长为

𝐴𝐵 = √(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)(𝑑 + 𝑟 − 𝑅)(𝑑 − 𝑟 + 𝑅)(𝑑 + 𝑟 + 𝑅)
𝑑4 𝑂1𝑂2
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2. 若两圆相离,则两个 “虚交点”分别为:

→
𝑂1𝐴′,

→
𝑂1𝐵′ = 𝑑2 + 𝑟2 − 𝑅2 ± √(𝑑 + 𝑟 − 𝑅)(𝑑 + 𝑟 + 𝑅)(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)(𝑑 − 𝑟 + 𝑅)

2𝑑2
→

𝑂1𝑂2
(2.2.1)

这两个点位于两圆圆心的连线上,且有长度关系:

𝑂1𝐴′ ⋅ 𝑂1𝐵′ = 𝑟2, 𝑂2𝐴′ ⋅ 𝑂2𝐵′ = 𝑅2

也就是说,这两个 “虚交点”同时是两圆的一对反演点.

2.2.3 过已知两点的圆 若圆经过已知的两点 𝐴、𝐵,以
→

𝐴𝐵为基准向量,我们已知,
圆上的任意一点 𝑃 可表示为

→
𝐴𝑃 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑢

1 − 𝑖𝑢
→

𝐴𝐵

并且根据表示的适当性,只需给出一个该形式的有理表示即可. 一个简单的取法是令
𝑎 = 1, 𝑏 = 𝑠, 𝑐 = 0, 𝑑 = 0,即得如下命题:

命题 2.2.3 如果平面上的一个圆经过 𝐴、𝐵两点,则圆上的任意点 𝑃 均可表示为:

→
𝐴𝑃 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑢
→

𝐴𝐵 (2.2.2)

注记 2.2.4 选取这个表示的原因是它与单位圆的常用表示 1+𝑖𝑢
1−𝑖𝑢 相似,便于记忆.

根据上节圆心和半径的求解方法, 我们容易得知, 在这个表示下, 圆心 𝑂 和半径 𝑅 分
别为:

→
𝐴𝑂 = 1 + 𝑖𝑠

2
→

𝐴𝐵, 𝑅 =
√

1 + 𝑠2

2 𝐴𝐵

推论 2.2.5 若平面上的一个圆以线段 𝐴𝐵为直径,则圆上的任意点 𝑃 均可表示为:

→
𝐴𝑃 = 1

1 − 𝑖𝑢
→

𝐴𝐵 (2.2.3)

例 2.2.6 经过点 𝐴 = 1 + 𝑖和 𝐵 = 5 − 𝑖的圆有参数表示:

→
𝐴𝑃 = 1 + 𝑖𝑠

2
→

𝐴𝐵

展开即为

𝑃 = (1 + 𝑖) + 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑢(4 − 2𝑖)
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这就是经过这两点的圆族的参数表示. 如果将 𝑃 以 𝑥 + 𝑦𝑖代入,通分化简后则为

(1 + 5𝑖) − (4 − 2𝑖)𝑠 + (1 + 𝑖)𝑢 − 𝑖𝑥 − 𝑢𝑥 + 𝑦 − 𝑖𝑢𝑦 = 0

对此分离实部和虚部
⎧{
⎨{⎩

1 − 4𝑠 + 𝑢 − 𝑢𝑥 + 𝑦 = 0

5 + 2𝑠 + 𝑢 − 𝑥 − 𝑢𝑦 = 0

消元 𝑢,即得到经过 𝐴、𝐵两点的圆族的直角坐标表示:

𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑠𝑦 − 2(3 + 𝑠)𝑥 + 2(2 + 3𝑠) = 0

例 2.2.7 (圆周角定理) 一条弧所对的任意两个圆周角相等或互补.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐷′

证明 根据 (2.2.2),我们可设

→
𝐵𝐴 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑎
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑑

→
𝐵𝐶

再分情况讨论一下点 𝐴、𝐷的位置:
若 𝐴、𝐷位于线段 𝐵𝐶 的同侧,不妨设二者均位于 𝐵𝐶 的上半部分圆弧上,此时

Im( 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑎) = 𝑎 + 𝑠

1 + 𝑎2 > 0, Im( 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑑 ) = 𝑑 + 𝑠

1 + 𝑑2 > 0

两个圆周角分别为

∠𝐵𝐴𝐶 = arg
𝐶 − 𝐴
𝐵 − 𝐴 = arg

𝑖(𝑎 + 𝑠)
1 + 𝑖𝑠

∠𝐵𝐷𝐶 = arg
𝐶 − 𝐷
𝐵 − 𝐷 = arg

𝑖(𝑑 + 𝑠)
1 + 𝑖𝑠

从而
∠𝐵𝐴𝐶 − ∠𝐵𝐷𝐶 = arg

𝑎 + 𝑠
𝑑 + 𝑠 = 0
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若 𝐴、𝐷位于线段 𝐵𝐶 的异侧,不妨设 𝐴位于 𝐵𝐶 的上半部分圆弧上, 𝐷位于 𝐵𝐶
的下半部分圆弧上,此时

Im( 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑎) = 𝑎 + 𝑠

1 + 𝑎2 > 0, Im( 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑑 ) = 𝑑 + 𝑠

1 + 𝑑2 < 0

两个圆周角分别为

∠𝐵𝐴𝐶 = arg
𝐶 − 𝐴
𝐵 − 𝐴 = arg

𝑖(𝑎 + 𝑠)
1 + 𝑖𝑠

∠𝐵𝐷𝐶 = arg
𝐵 − 𝐷
𝐶 − 𝐷 = arg

1 + 𝑖𝑠
𝑖(𝑑 + 𝑠)

从而
∠𝐵𝐴𝐶 + ∠𝐵𝐷𝐶 = arg

𝑎 + 𝑠
𝑑 + 𝑠 = arg

𝑎 + 𝑠
𝑑 + 𝑠 = 𝜋

这就证明了命题.

注记 2.2.8 上述两种情况的证明过程都依赖于如下的事实

𝐶 − 𝐴
𝐵 − 𝐴

𝐵 − 𝐷
𝐶 − 𝐷 ∈ ℝ

不同之处仅在于对值的正负情况做讨论.

例 2.2.9 (割线定理) 对于给定圆及所在平面上的一点 𝑃 ,由 𝑃 作两条直线,直线 𝑙1 交
圆于点 𝐴, 𝐵,直线 𝑙2 交圆于点 𝐶, 𝐷,那么 𝑃𝐴 ⋅ 𝑃𝐵 = 𝑃𝐶 ⋅ 𝑃𝐷.

𝑃

𝐵

𝐶

𝐴

𝐷

证明 我们选择
→

𝐴𝐵作为基向量,则可设

→
𝐴𝐶 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑐
→

𝐴𝐵,
→

𝐴𝐷 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑑

→
𝐴𝐵

𝑃 点在 𝐴𝐵直线上,故又令
→

𝐴𝑃 = 𝜆
→

𝐴𝐵. 根据 𝐶、𝐷、𝑃 三点共线

Im
𝐶 − 𝑃
𝐷 − 𝑃 = (𝑐 − 𝑑)(1 + 𝑠2 − 𝜆 + 𝑐𝑑𝜆 + 𝑐𝑠𝜆 + 𝑑𝑠𝜆) = 0



cre
ass

on

§2.2 相交情形 21

解出

𝜆 = 1 + 𝑠2

1 − 𝑐𝑑 − 𝑐𝑠 − 𝑑𝑠
然后计算各线段长度：

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝑃𝐴 = 1 + 𝑠2

|1 − 𝑐𝑑 − 𝑐𝑠 − 𝑑𝑠|𝐴𝐵

𝑃𝐵 = | (𝑐 + 𝑠)(𝑑 + 𝑠)
1 − 𝑐𝑑 − 𝑐𝑠 − 𝑑𝑠|𝐴𝐵

𝑃𝐶 = √(1 + 𝑑2)(1 + 𝑠2)
1 + 𝑐2

|𝑐 + 𝑠|
|1 − 𝑐𝑑 − 𝑐𝑠 − 𝑑𝑠|𝐴𝐵

𝑃𝐷 = √(1 + 𝑐2)(1 + 𝑠2)
1 + 𝑑2

|𝑑 + 𝑠|
|1 − 𝑐𝑑 − 𝑐𝑠 − 𝑑𝑠|𝐴𝐵

由此即知 𝑃𝐴 ⋅ 𝑃𝐵 = 𝑃 𝐶 ⋅ 𝑃𝐷.

定义 2.2.10 (圆幂) 根据割线定理,给定圆及所在平面上的一点 𝑃 ,经过 𝑃 的任意直线
若交圆于两点 𝐴、𝐵,则 𝑃𝐴 ⋅ 𝑃𝐵是一个定值,该值称为点 𝑃 关于圆的圆幂.

不难证明: 若记圆心为 𝑂,半径为 𝑅,则圆幂为 𝑂𝑃 2 − 𝑅2.

例 2.2.11 (托勒密定理) 若𝐴、𝐵、𝐶、𝐷四点顺次排列于一圆上,则𝐴𝐵⋅𝐶𝐷+𝐵𝐶⋅𝐷𝐴 =
𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷.

𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

证明 根据圆的参数表示 (2.2.2),设

→
𝐵𝐴 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑎
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑑

→
𝐵𝐶

为了使得 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷四点是逆时针的,要求：

Im
𝐴 − 𝐵
𝐶 − 𝐵 > 0, Im

𝐵 − 𝐶
𝐷 − 𝐶 > 0, Im

𝐶 − 𝐷
𝐴 − 𝐷 > 0, Im

𝐷 − 𝐴
𝐵 − 𝐴 > 0

约化后的条件为: 𝑠 + 𝑑 > 0, 𝑎 > 𝑑.
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然后我们计算各线段之长,结果如下:

𝐴𝐵 =
√

1 + 𝑠2
√

1 + 𝑎2 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 = 𝑠 + 𝑑√
1 + 𝑑2 𝐵𝐶, 𝐷𝐴 = (𝑎 − 𝑑)√(1 + 𝑠2)

√(1 + 𝑎2)(1 + 𝑑2)
𝐵𝐶

𝐴𝐶 = 𝑠 + 𝑎√
1 + 𝑎2 𝐵𝐶, 𝐵𝐷 =

√
1 + 𝑠2

√
1 + 𝑑2 𝐵𝐶

因此

𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 + 𝐵𝐶 ⋅ 𝐷𝐴 = 𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷 = (𝑠 + 𝑎)
√

1 + 𝑠2
√

1 + 𝑎2√
1 + 𝑑2 𝐵𝐶2

例 2.2.12 (坎迪定理) 蝴蝶定理是圆的一个极其优美的性质,因其形状像蝴蝶的翅膀
而得名,它的一般表述是如下的坎迪定理: 𝑃𝑄是圆内的一段弦, 𝑀 是该弦上的任意一
点,点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷在圆上且直线 𝐴𝐶、𝐵𝐷经过点𝑀 . 𝐴𝐵、𝐶𝐷的连线又交直线 𝑃𝑄
于 𝐸、𝐹 ,则有如下的线段长度关系

1
𝑀𝐸 − 1

𝑀𝐹 = 1
𝑀𝑃 − 1

𝑀𝑄

𝑃 𝑄
𝑀

𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

𝐸 𝐹

证明 考虑以
→

𝑃𝑄 为基向量, 经过 𝑃、𝑄 两点的圆上的其余四点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷 则可
表示为

→
𝑃𝐴 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑎
→

𝑃𝑄,
→

𝑃𝐵 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑏

→
𝑃𝑄,

→
𝑃𝐶 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑐
→

𝑃𝑄,
→

𝑃𝐷 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑑

→
𝑃𝑄

又设
→

𝑃𝑀 = 𝜆
→

𝑃𝑄,分别由 𝐴, 𝑀, 𝐶 三点共线和 𝐵, 𝑀, 𝐷三点共线,知

𝜆 = 1 + 𝑠2

1 − 𝑎𝑐 − 𝑎𝑠 − 𝑐𝑠 = 1 + 𝑠2

1 − 𝑏𝑑 − 𝑏𝑠 − 𝑑𝑠



cre
ass

on

§2.2 相交情形 23

再设
→

𝑃𝑋 = 𝜇
→

𝑃 𝑄,
→

𝑃𝑌 = 𝜈
→

𝑃𝑄,分别由 𝐴, 𝑋, 𝐵三点共线和 𝐵, 𝑌 , 𝐶 三点共线,又有

𝜇 = 1 + 𝑠2

1 − 𝑠𝑎 − 𝑠𝑏 − 𝑎𝑏 , 𝜈 = 1 + 𝑠2

1 − 𝑠𝑐 − 𝑠𝑑 − 𝑐𝑑

待证的等式等价于
1

𝜆 − 𝜇 − 1
𝜈 − 𝜆 = 1

𝜆 − 1
1 − 𝜆

将以上关于 𝜆、𝜇、𝜈 的表示代入,即知是成立的,于是命题获证.

例 2.2.13 若三圆两两相交,则三公弦共点或平行.

𝐴

𝐵

𝐸

𝐶
𝐹

𝐷

证明 以其中两圆的公共弦
→

𝐴𝐵作为基向量,考虑 𝐴𝐵𝐶𝐷所在的圆,根据 (2.2.2),可令

→
𝐴𝐶 = 1 + 𝑖𝑝

1 − 𝑖𝑐
→

𝐴𝐵,
→

𝐴𝐷 = 1 + 𝑖𝑝
1 − 𝑖𝑑

→
𝐴𝐵

考虑 𝐴𝐵𝐸𝐹 所在的圆,又可令

→
𝐴𝐸 = 1 + 𝑖𝑞

1 − 𝑖𝑒
→

𝐴𝐵,
→

𝐴𝐹 = 1 + 𝑖𝑞
1 − 𝑖𝑓

→
𝐴𝐵

又根据 𝐶𝐷𝐸𝐹 四点共圆,其交比为实数得到:

𝑐𝑑 − 𝑒𝑓 + 𝑐𝑝 + 𝑑𝑝 + 𝑝2 − 𝑒𝑓𝑝2 − 𝑒𝑞 − 𝑓𝑞 − 𝑒𝑝2𝑞 − 𝑓𝑝2𝑞 − 𝑞2 + 𝑐𝑑𝑞2 + 𝑐𝑝𝑞2 + 𝑑𝑝𝑞2 = 0

另一方面,由三线共点的判别式 (1.3.2)

Im(
→

𝐴𝐶 ⊗
→

𝐴𝐷)
Im(

→
𝐴𝐵 ⊗

→
𝐶𝐷)

= Im(
→

𝐴𝐸 ⊗
→

𝐴𝐹)
Im(

→
𝐴𝐵 ⊗

→
𝐸𝐹)

计算, 也将导出相同的等式. 极限的情况下, 三弦的交点在无穷远处, 此时三弦即为
平行.
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2.2.4 过已知三点的圆 前面我们导出了过已知两点的圆的一个有理表示 (2.2.2),它
包含一个待定的常数 𝑠,若圆再经过一个指定的点,则可以确定出 𝑠,也就完全地确定了
圆的表示.

例 2.2.14 复平面上,求经过三点 𝐴 = 1 + 3𝑖, 𝐵 = 2 + 5𝑖, 𝐶 = 6 + 4𝑖的圆.

解 选取
→

𝐵𝐶 为基向量,根据 (2.2.2),经过 𝐵、𝐶 两点的圆可表示为:

→
𝐵𝑃 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑢
→

𝐵𝐶

若它再经过点 𝐴,则

1 + 3𝑖 − 2 − 5𝑖 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑢(6 + 4𝑖 − 2 − 5𝑖)

分离实部和虚部,得到
⎧{
⎨{⎩

5 + 𝑠 + 2𝑢 = 0

1 + 4𝑠 − 𝑢 = 0

从而解出 𝑠 = − 7
9 , 𝑢 = − 19

9 . 将 𝑠代回,即得到经过这三点的圆的一个表示:

𝑃 = (47 + 8𝑖) + (45 − 18𝑖)𝑢
9(1 − 𝑖𝑢)

若转化为直角坐标表示,则为 9𝑥2 + 9𝑦2 − 65𝑥 − 53𝑦 + 134 = 0,这只需要将 𝑃 以 𝑥 + 𝑦𝑖
代入,分离实部和虚部后消元参数 𝑢即可得到.

一个更直接的计算方式来自于交比.

定义 2.2.15 (交比) 相异四点 𝑧0, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ ℂ ∪ {∞} (计顺序)的交比定为

(𝑧0, 𝑧1; 𝑧2, 𝑧3) ∶= 𝑧0 − 𝑧2
𝑧0 − 𝑧3

𝑧1 − 𝑧3
𝑧1 − 𝑧2

∈ ℂ

当其中一点为∞时,此式按极限来定义,特例是 (𝑧, 1; 0, ∞) = 𝑧.

这个定义是在复数域上进行的. 利用本章所定义的向量的运算法则,我们也可以类似定
义平面上四点的交比,即对于平面上的四点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷,它们的交比

(𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) ∶= 𝐴 − 𝐶
𝐴 − 𝐷

𝐵 − 𝐷
𝐵 − 𝐶

命题 2.2.16 (圆的交比性质) 圆上任意四点的交比之值是一个实数.

这个性质我们在圆周角定理的注记中已提到过,应用 (2.2.2)可以简单地予以证明.
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证明 对于给定的圆,任意选取其上的两个定点 𝑃、𝑄,则圆上的任意四点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷
可分别表示为:

→
𝑃𝐴 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑎
→

𝑃𝑄,
→

𝑃𝐵 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑏

→
𝑃𝑄,

→
𝑃𝐶 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑐
→

𝑃𝑄,
→

𝑃𝐷 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑑

→
𝑃𝑄

其中 𝑠为某个固定的实数. 于是 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷四点的交比

(𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = 𝐴 − 𝐶
𝐴 − 𝐷

𝐵 − 𝐷
𝐵 − 𝐶 =

→
𝑃𝐴 −

→
𝑃𝐶

→
𝑃𝐴 −

→
𝑃𝐷

→
𝑃𝐵 −

→
𝑃𝐷

→
𝑃𝐵 −

→
𝑃𝐶

= (𝑎 − 𝑐)(𝑏 − 𝑑)
(𝑎 − 𝑑)(𝑏 − 𝑐) ∈ ℝ

根据这一性质, 若圆经过 𝐴、𝐵、𝐶 三点, 对于其上的任意一点 𝑃 , 我们考虑交比
(𝐵, 𝑃 ; 𝐶, 𝐴),它应等于一个实数 𝑢,由此即得

命题 2.2.17 经过 𝐴、𝐵、𝐶 三点的圆,其上的任意一点 𝑃 可表示为:

𝑃 = 𝐴(𝐵 − 𝐶) + 𝐶(𝐴 − 𝐵)𝑢
𝐵 − 𝐶 + (𝐴 − 𝐵)𝑢 (2.2.4)

这个表示在 𝑢 = 0, 1, ∞时分别对应 𝐴、𝐵、𝐶 三点.

2.2.5 已知反演点对的圆 如果已知圆的一对反演点 𝐴和 𝐵,因为圆心 𝑂与反演点
共线,所以可设

→
𝑂𝐴 = 𝜆

→
𝐴𝐵,根据反演的定义,圆的半径平方则为:

𝑅2 = 𝑂𝐴 ⋅ 𝑂𝐵 = 𝜆(1 + 𝜆)𝐴𝐵2

从而圆上的任意一点 𝑃 可表示为:

→
𝑂𝑃 = √𝜆(1 + 𝜆)1 + 𝑖𝑡

1 − 𝑖𝑡
→

𝐴𝐵

利用向量加法即得

→
𝐴𝑃 =

→
𝑂𝑃 −

→
𝑂𝐴 = (√𝜆(1 + 𝜆)1 + 𝑖𝑡

1 − 𝑖𝑡 − 𝜆)
→

𝐴𝐵

这个表示含有根式,不便于应用,考虑代换
𝜆

1 + 𝜆 = 𝑘2,可将其改写为

→
𝐴𝑃 = 𝑘(𝑖 − 𝑖𝑘 − 𝑡 − 𝑘𝑡)

(1 − 𝑘2)(𝑖 + 𝑡)
→

𝐴𝐵

这个表示仍有些复杂,为进一步简化,再作代换: 𝑘 → 1 + 𝑠
1 − 𝑠, 𝑡 → 𝑠

𝑢 ,则有如下结论:
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命题 2.2.18 若 𝐴、𝐵是圆的一对反演点,则圆上的任意一点 𝑃 可表示为:

→
𝐴𝑃 = (1 + 𝑠)(1 + 𝑖𝑢)

2(𝑠 + 𝑖𝑢)
→

𝐴𝐵 (2.2.5)

因为在变换 𝑠 → 1
𝑠 ,此表示所对应的圆是不变的,为了使得表示具有唯一性,可以限定

𝑠 ∈ [−1, 1]. 而当 𝑠取 −1、0或 1时,圆将分别退化为点 𝐴、𝐴𝐵的中垂线和点 𝐵.

定义 2.2.19 (根轴) 在平面上任给两不同心的圆,则对两圆圆幂相等的点的集合是一
条直线,这条线称为这两个圆的根轴.

命题 2.2.20 若两圆相交,则根轴为两圆的交点的连线;若两圆相切,则根轴为两圆在相
交点处的切线;若两圆相离,则根轴为两圆的虚交点的中垂线.

证明 两圆相交或相切的情形是易知的,这里我们仅需证明两圆相离的情形. 设两圆的
两个虚交点为 𝐴、𝐵,则两圆可分别表示为:

→
𝐴𝑃 = (1 + 𝑝)(1 + 𝑖𝑢)

2(𝑝 + 𝑖𝑢)
→

𝐴𝐵,
→

𝐴𝑄 = (1 + 𝑞)(1 + 𝑖𝑣)
2(𝑞 + 𝑖𝑣)

→
𝐴𝐵

两圆的圆心和半径表示分别是:

→
𝐴𝑂1 = (1 + 𝑝)2

4𝑝
→

𝐴𝐵, 𝑅1 = |1 − 𝑝2

4𝑝 |𝐴𝐵

→
𝐴𝑂2 = (1 + 𝑞)2

4𝑞
→

𝐴𝐵, 𝑅2 = |1 − 𝑞2

4𝑞 |𝐴𝐵

又设根轴上的点 𝑇 为
→

𝐴𝑇 = 𝑧
→

𝐴𝐵,则由

𝑂1𝑇 2 − 𝑅2
1 = 𝑂2𝑇 2 − 𝑅2

2

计算可知 Re(𝑧) = 1
2 ,即根轴为两圆的虚交点的中垂线.

某些书上将共根轴 (且共交点/共虚交点)的圆系称为共轴圆束,而将半径为无穷小
的极限情形下的圆心称为该圆系的极限点 (即两个虚交点).
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2.3 相切情形

2.3.1 切向量

定义 2.3.1 (切向量) 曲线在某点处的切向量定义为沿曲线在该点处切线方向的向量.

如果曲线在某点处的一个切向量是 𝑣𝑣𝑣, 则 𝑘𝑣𝑣𝑣(𝑘 为非 0 实数) 也是曲线在该点处
的一个切向量. 对于参数曲线 𝑃(𝑢) = (𝜒1(𝑢), 𝜒2(𝑢), ..., 𝜒𝑛(𝑢)), 若它关于 𝑢 的导数
𝑃 ′(𝑢) = (𝜒1

′(𝑢), 𝜒2
′(𝑢), ..., 𝜒𝑛

′(𝑢))的模长不为 0或∞,那么我们可将 𝑃 ′(𝑢)作为它的
一个切向量. 否则,我们需要对 𝑃 ′(𝑢)乘以一个系数,以使得它在该点处的模长为非 0的
有限值.

例如,对于单位圆的一个参数表示𝑃(𝑢) = 1+𝑖𝑢
1−𝑖𝑢 ,它关于 𝑢的导数为𝑃 ′(𝑢) = 2𝑖

(1−𝑖𝑢)2 ,
当 𝑢取有限的值时, |𝑃 ′(𝑢)| = 2

1+𝑢2 为非 0的有限值,我们可以将 𝑃 ′(𝑢)作为一个切向
量. 而当 𝑢 → ∞时 (对应点是 𝑃(∞) = −1), |𝑃 ′(∞)| = lim

𝑢→∞
2

1+𝑢2 = 0,此时我们可将

lim
𝑢→∞

𝑢2𝑃 ′(𝑢) = lim
𝑢→∞

2𝑖𝑢2

(1−𝑖𝑢)2 = −2𝑖作为它的一个切向量,不难得知,该切向量方向与圆
在 −1点处的切线方向是一致的.

一个显然的结论是: 若曲线在点 𝑃 处的一个切向量是 𝑣𝑣𝑣,则曲线在 𝑃 点处切线上的
任意点 𝑄可表示为 𝑄 = 𝑃 + 𝜆𝑣𝑣𝑣(𝜆 ∈ ℝ).

例 2.3.2 (图说几何 6.4.2) 如图, 𝐴𝐵是圆 ⊚𝑂的一条弦,点 𝑃 在 𝐴𝐵上,过 𝑃 点作直
线垂直于 𝑂𝑃 ,该直线分别交 𝐴、𝐵两点处的切线于点 𝐶、𝐷,则 𝑃𝐶 = 𝑃𝐷.

𝑂

𝐵

𝐴
𝑃

𝐶

𝐷

证明 以 𝐴𝐵为弦的圆,其上任意点 𝑄的表示设为

→
𝐴𝑄 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑢
→

𝐴𝐵

圆心 𝑂的表示为
→

𝐴𝑂 = 1 + 𝑖𝑠
2

→
𝐴𝐵
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在 𝐴点处的一个切向量为

𝑣𝐴𝑣𝐴𝑣𝐴 = lim
𝑢→∞

𝑢2 𝑑
→

𝐴𝑃
𝑑𝑢 = lim

𝑢→∞
𝑢2 𝑖 − 𝑠

(1 − 𝑖𝑢)2
→

𝐴𝐵 = (−𝑖 + 𝑠)
→

𝐴𝐵

因此 𝐴点切线上的点 𝐶 可设为
→

𝐴𝐶 = 𝜇(−𝑖 + 𝑠)
→

𝐴𝐵

在 𝐵点处的一个切向量为

𝑣𝐵𝑣𝐵𝑣𝐵 = lim
𝑢→−𝑠

𝑑
→

𝐴𝑃
𝑑𝑢 = lim

𝑢→−𝑠
𝑖 − 𝑠

(1 − 𝑖𝑢)2
→

𝐴𝐵 = 𝑖
1 + 𝑖𝑠

→
𝐴𝐵

因此 𝐵点切线上的点 𝐷可设为
→

𝐴𝐷 =
→

𝐴𝐵 +𝜈 𝑖
1 + 𝑖𝑠

→
𝐴𝐵

又设 𝐴𝐵上的点 𝑃 为
→

𝐴𝑃 = 𝜆
→

𝐴𝐵,则根据 𝑃𝐶⊥𝑃𝑂知

Re (𝐶 − 𝑃
𝑂 − 𝑃 ) = − 2𝜆(1 − 2𝜆 + 2𝑠𝜇)

1 + 𝑠2 − 4𝜆 + 4𝜆2 = 0

解出 𝜇后即知
→

𝐴𝐶 = (1 − 2𝜆)(𝑖 − 𝑠)
2𝑠

→
𝐴𝐵

同理,根据 𝑃𝐷⊥𝑃𝑂可得
→

𝐴𝐷 = 𝑠 + 2𝑠𝜆 − 𝑖 + 2𝑖𝜆
2𝑠

→
𝐴𝐵

于是可计算出 𝑃𝐶、𝑃𝐷之长的表示：

𝑃 𝐶 = 𝑃𝐷 = √1 + 𝑠2 − 4𝜆 + 4𝜆2

4𝑠2 𝐴𝐵

例 2.3.3 (图说几何 6.5.5) 如图,在两圆的相交弦 𝐴𝐵的延长线部分有一点 𝑇 ,由 𝑇 向
两圆分别做切线,切点是 𝐶、𝐷,则 𝑇 𝐶 = 𝑇 𝐷.
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𝐴

𝐵

𝑇

𝐶

𝐷

证明 以公共弦为基向量,则两圆上点的表示可分别设为

→
𝐵𝐶 = 1 + 𝑖𝑝

1 − 𝑖𝑢
→

𝐵𝐴,
→

𝐵𝐷 = 1 + 𝑖𝑞
1 − 𝑖𝑣

→
𝐵𝐴

在 𝐶、𝐷两点处的切向量分别是

𝑣𝐶𝑣𝐶𝑣𝐶 = 𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝐶 = 𝑖 − 𝑝

(1 − 𝑖𝑢)2
→

𝐵𝐴

𝑣𝐷𝑣𝐷𝑣𝐷 = 𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝐷 = 𝑖 − 𝑞

(1 − 𝑖𝑣)2
→

𝐵𝐴

又设
→

𝐵𝑇 = 𝜆
→

𝐵𝐴 (𝜆 < 0或 𝜆 > 1),根据 𝑇 𝐶 连线与圆在 𝐶 处的切向量平行即有:

Im (𝑇 − 𝐶
𝑣𝐶𝑣𝐶𝑣𝐶

) = 1 + 𝑝2 − 𝜆 + 2𝑝𝑢𝜆 + 𝑢2𝜆
1 + 𝑝2 = 0

这个方程的 𝑢有两个解,因为由 𝑇 点向圆可以引两条切线. 我们任意一解即可,这对于
切线段长的计算并无影响.

𝑢 = −𝑝𝜆 + √(1 + 𝑝2)𝜆(𝜆 − 1)
𝜆

相应地
→

𝐵𝐶 = (𝑝 − 𝑖)𝜆
(𝑝 − 𝑖)𝜆 + √(1 + 𝑝2)𝜆(𝜆 − 1)

→
𝐵𝐴

进而可计算出 𝑇 𝐶 线段之长

𝑇 𝐶 = |
→

𝐵𝐶 −
→

𝐵𝑇 | = 𝜆(𝜆 − 1)𝐵𝐴

这是与圆的参数 𝑝无关的量,显然 𝑇 𝐷之长也应是如此.

例 2.3.4 (图说几何 6.1.19) 如图,给定圆 ⊚𝑂及它的一条弦 𝐴𝐵, 𝑇 是弦上的一点,若
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圆⊚𝑂1以 𝐴𝑇 为弦且在 𝐴点处与圆⊚𝑂相切,圆⊚𝑂2以 𝑇 𝐵为弦且在𝐵点处与圆⊚𝑂
相切,则三圆的半径有关系: 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2.

𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2

𝐴 𝐵
𝑇

𝑟
𝑟2

𝑟1

证明 以 𝐴𝐵为弦的圆 ⊚𝑂可设为
→

𝐴𝑃 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑢

→
𝐴𝐵

令
→

𝐴𝑇 = 𝜆
→

𝐴𝐵(0 < 𝜆 < 1),则以 𝐴𝑇 为弦的圆 ⊚𝑂1 可设为

→
𝐴𝑃 = 1 + 𝑖𝑝

1 − 𝑖𝑣
→

𝐴𝑇 = 𝜆1 + 𝑖𝑝
1 − 𝑖𝑣

→
𝐴𝐵

以 𝑇 𝐵为弦的圆 ⊚𝑂2 可设为

→
𝐴𝑃 =

→
𝐴𝑇 + 1 + 𝑖𝑞

1 − 𝑖𝑤
→

𝑇 𝐵 = (𝜆 + 1 + 𝑖𝑞
1 − 𝑖𝑤(1 − 𝜆))

→
𝐴𝐵

圆 ⊚𝑂和圆 ⊚𝑂1 在 𝐴点处的切向量分别为:

𝑣𝐴𝑣𝐴𝑣𝐴 = (−𝑖 + 𝑠)
→

𝐴𝐵, 𝑣1𝐴𝑣1𝐴𝑣1𝐴 = 𝜆(−𝑖 + 𝑝)
→

𝐴𝐵

二者平行的条件是 𝑝 = 𝑠. 圆 ⊚𝑂和圆 ⊚𝑂2 在 𝐵点处的切向量分别为:

𝑣𝐵𝑣𝐵𝑣𝐵 = 1
𝑠 − 𝑖

→
𝐴𝐵, 𝑣2𝐵𝑣2𝐵𝑣2𝐵 = 1 − 𝜆

𝑞 − 𝑖
→

𝐴𝐵

二者平行的条件是 𝑞 = 𝑠. 于是三圆的半径分别为

𝑟 =
√

1 + 𝑠2

2 𝐴𝐵, 𝑟1 = 𝜆
√

1 + 𝑠2

2 𝐴𝐵, 𝑟2 = (1 − 𝜆)
√

1 + 𝑠2

2 𝐴𝐵

由此立知 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2.

例 2.3.5 已知三个圆两两相切,切点分别为 𝐴 = 6 + 9𝑖、𝐵 = 0、𝐶 = 10,求这三个圆
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的圆心位置.

𝐵 𝐶

𝑠 = 0.6

𝑡 = 0.9

𝐴

解 根据过已知两点的圆的表示 (2.2.2),我们设这三个圆分别为

⎧{{{
⎨{{{⎩

⊚𝑂1 ∶
→

𝐴𝑃 = 1 + 𝑖𝑠1
1 − 𝑖𝑢

→
𝐴𝐵

⊚𝑂2 ∶
→

𝐵𝑃 = 1 + 𝑖𝑠2
1 − 𝑖𝑢

→
𝐵𝐶

⊚𝑂3 ∶
→

𝐶𝑃 = 1 + 𝑖𝑠3
1 − 𝑖𝑢

→
𝐶𝐴

则 ⊚𝑂1 在 𝐴、𝐵两点处的切向量分别为

𝑣1𝐴𝑣1𝐴𝑣1𝐴 = lim
𝑢→∞

𝑢2 𝑑
𝑑𝑢

1 + 𝑖𝑠1
1 − 𝑖𝑢

→
𝐴𝐵 = (−𝑖 + 𝑠1)

→
𝐴𝐵 = −(−𝑖 + 𝑠1)(6 + 9𝑖)

𝑣1𝐵𝑣1𝐵𝑣1𝐵 = lim
𝑢→−𝑠1

𝑑
𝑑𝑢

1 + 𝑖𝑠1
1 − 𝑖𝑢

→
𝐴𝐵 = 1

−𝑖 + 𝑠1

→
𝐴𝐵 = 6 + 9𝑖

𝑖 − 𝑠1

⊚𝑂2 在 𝐵、𝐶 两点处的切向量分别为

𝑣2𝐵𝑣2𝐵𝑣2𝐵 = lim
𝑢→∞

𝑢2 𝑑
𝑑𝑢

1 + 𝑖𝑠2
1 − 𝑖𝑢

→
𝐵𝐶 = (−𝑖 + 𝑠2)

→
𝐵𝐶 = 10(−𝑖 + 𝑠2)

𝑣2𝐶𝑣2𝐶𝑣2𝐶 = lim
𝑢→−𝑠2

𝑑
𝑑𝑢

1 + 𝑖𝑠2
1 − 𝑖𝑢

→
𝐵𝐶 = 1

−𝑖 + 𝑠2

→
𝐵𝐶 = 10

−𝑖 + 𝑠2

⊚𝑂3 在 𝐶、𝐴两点处的切向量分别为

𝑣3𝐶𝑣3𝐶𝑣3𝐶 = lim
𝑢→∞

𝑢2 𝑑
𝑑𝑢

1 + 𝑖𝑠3
1 − 𝑖𝑢

→
𝐶𝐴 = (−𝑖 + 𝑠3)

→
𝐶𝐴 = (−4 + 9𝑖)(−𝑖 + 𝑠3)

𝑣3𝐴𝑣3𝐴𝑣3𝐴 = lim
𝑢→−𝑠3

𝑑
𝑑𝑢

1 + 𝑖𝑠3
1 − 𝑖𝑢

→
𝐶𝐴 = 1

−𝑖 + 𝑠3

→
𝐶𝐴 = −4 + 9𝑖

−𝑖 + 𝑠3
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根据 𝑣1𝐴𝑣1𝐴𝑣1𝐴//𝑣3𝐴𝑣3𝐴𝑣3𝐴、𝑣1𝐵𝑣1𝐵𝑣1𝐵//𝑣2𝐵𝑣2𝐵𝑣2𝐵、𝑣2𝐶𝑣2𝐶𝑣2𝐶//𝑣3𝐶𝑣3𝐶𝑣3𝐶 即可得到方程组

⎧{{{
⎨{{{⎩

−30 + 19𝑠1 + 19𝑠3 + 30𝑠1𝑠3 = 0

−3 + 2𝑠1 + 2𝑠2 + 3𝑠1𝑠2 = 0

−9 + 4𝑠2 + 4𝑠3 + 9𝑠2𝑠3 = 0

它有两组解. 第一组解为

𝑠1 = −9
4, 𝑠2 = −30

19 , 𝑠3 = −3
2

相应地有

⎧{{{
⎨{{{⎩

⊙𝑂1 ∶ 𝑃 = (6 + 9𝑖)(−9 + 4𝑢)
4(𝑖 + 𝑢) = (−57

8 + 45𝑖
4 ) − (105

8 − 9𝑖
4 )𝑧

⊙𝑂2 ∶ 𝑃 = 300 + 190𝑖
19(𝑖 + 𝑢) = (5 − 150𝑖

19 ) + (5 − 150𝑖
19 )𝑧

⊙𝑂3 ∶ 𝑃 = (−30 + 39𝑖) + 20𝑢
2(𝑖 + 𝑢) = (59

4 + 15𝑖
2 ) + (19

4 + 15𝑖
2 )𝑧

其中 𝑧 = −𝑖+𝑢
𝑖+𝑢 是单位复数,由此即知三圆的圆心分别为:

𝑂1 = −57
8 + 45𝑖

4 , 𝑂2 = 5 − 150𝑖
19 , 𝑂3 = 59

4 + 15𝑖
2

第二组解

𝑠1 = 9
4, 𝑠2 = 30

19 , 𝑠3 = 3
2

对应的都是经过 𝐴、𝐵、𝐶 三点的同一个圆,不满足要求.

2.3.2 相切于直线的圆 如果圆与经过 𝐵、𝐶 两点的直线相切于点 𝐵,我们考虑形如
(2.1.3)的有理表示 (𝑃 是圆上的任意点):

→
𝐵𝑃 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑢

1 − 𝑖𝑢
→

𝐵𝐶

这个表示有一个额外的自由度,允许我们可以任意指定 𝑢取何值时经过点 𝐵. 不妨令
𝑢 → ∞时 𝑃 = 𝐵,则

lim
𝑢→∞

𝑎 + 𝑏𝑖 + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑢
1 − 𝑖𝑢 = −𝑑 + 𝑐𝑖 = 0
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在 𝐵点处的一个切向量

lim
𝑢→∞

𝑢2 𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝑃 = lim

𝑢→∞
𝑢2 𝑑

𝑑𝑢 (𝑎 + 𝑏𝑖 + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑢
1 − 𝑖𝑢 )

→
𝐵𝐶 = (−𝑖𝑎 + 𝑏 − 𝑐 − 𝑖𝑑)

→
𝐵𝐶

它应与
→

𝐵𝐶 向量平行,从而又有 −𝑎 − 𝑑 = 0. 由此,我们即确定出 𝑎 = 𝑐 = 𝑑 = 0,从而有
如下命题:

命题 2.3.6 如果一圆与已知的直线 𝐵𝐶 相切于点 𝐵,则圆上的任意点 𝑃 均可表示为:

→
𝐵𝑃 = 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑢
→

𝐵𝐶 (2.3.1)

注记 2.3.7 若我们指定 𝑢 → 0时 𝑃 = 𝐵,类似可导出: 与已知的直线 𝐵𝐶 相切于点 𝐵
的圆的一个有理表示是

→
𝐵𝑃 = 𝑠𝑣

1 − 𝑖𝑣
→

𝐵𝐶

它与 (2.3.1)的变量之间是分式线性关系: 𝑢𝑣 = −1.

例 2.3.8 求与单位圆 𝑥2 + 𝑦2 = 1在 ( 3
5 , 4

5 )处相切的圆的表示.

解 单位圆在点 3
5 + 4

5 𝑖处的一个切向量是 4
5 − 3

5 𝑖,根据 (2.3.1),我们即知在该点处与之
相切的圆有表示：

𝑃 = (3
5 + 4

5𝑖) + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑢(4

5 − 3
5𝑖)

若代入 𝑃 = 𝑥 + 𝑦𝑖,分离实部和虚部后消元 𝑢则得直角坐标方程的表示:

5𝑥2 + 5𝑦2 − 3(2 + 𝑠)𝑥 − 4(2 + 𝑠)𝑦 + 5(1 + 𝑠) = 0

例 2.3.9 (图说几何 6.1.7) 如图,已知线段 𝐴𝐵是圆 ⊚𝑂的直径, 𝑇 是 𝐴𝐵上的任意一
点,若圆 ⊚Ω与 𝐴𝐵相切于 𝑇 且与圆 ⊚𝑂相切于点 𝐶,则 ∠𝐴𝐶𝑇 = 45°.

𝑎 = 0.7

𝐴 𝐵

𝐶

𝑇

45∘

证明 根据 (2.2.3),以 𝐴𝐵为直径的圆 ⊚𝑂上的任意点 𝑃 可表示为
→

𝐴𝑃 = 1
1 − 𝑖𝑢

→
𝐴𝐵
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设
→

𝐴𝑇 = 𝜆
→

𝐴𝐵,则圆 ⊚Ω上的任意点 𝑄可表示为

→
𝐴𝑄 = (𝜆 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑣)
→

𝐴𝐵

这二者若在 𝐶 点处相切,则
1

1 − 𝑖𝑢 = 𝜆 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑣

它们在该点处的切向量

𝑣1𝑣1𝑣1 = 𝑖
(1 − 𝑖𝑢)2

→
𝐴𝐵, 𝑣2𝑣2𝑣2 = 𝑠

(𝑖 + 𝑣)2
→

𝐴𝐵

方向也是一致的,即有

Im
𝑣1𝑣1𝑣1
𝑣2𝑣2𝑣2

= −(1 + 𝑢 − 𝑣 + 𝑢𝑣)(1 − 𝑢 + 𝑣 + 𝑢𝑣)
𝑠(1 + 𝑢2)2 = 0

由此解出

𝑢 = 1 − 𝜆
𝜆 , 𝑣 = 1 − 2𝜆, 𝑠 = 2𝜆(1 − 𝜆)

或

𝑢 = 𝜆 − 1
𝜆 , 𝑣 = −1 + 2𝜆, 𝑠 = 2𝜆(𝜆 − 1)

这两组解对应的图形是关于直径 𝐴𝐵对称的. 本题图例所示对应的是第一组解,此时 𝐶
点的表示为

→
𝐴𝐶 = 𝜆

−𝑖 + (1 + 𝑖)𝜆
→

𝐴𝐵

因而

∠𝐴𝐶𝑇 = arg
𝑇 − 𝐶
𝐴 − 𝐶 = arg (1 − 𝜆)(1 + 𝑖) = 45°

例 2.3.10 求同时与圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 和圆 (𝑥 − 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑅2 相切的圆的表示.

𝑟 = 1.3

𝑑 = 1.7

𝑅 = 1.9

𝑎 = 0.1
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解 我们设圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 的切点是 𝑟 1+𝑖𝑎
1−𝑖𝑎 (𝑎不为∞),则所求圆可表示为

𝑃 = 𝑟1 + 𝑖𝑎
1 − 𝑖𝑎 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑢
𝑑
𝑑𝑎 (𝑟1 + 𝑖𝑎

1 − 𝑖𝑎)

分离实部和虚部,得到坐标分量的参数表示

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥 = 𝑟(1 − 𝑎4 − 2𝑠 + 2𝑎2𝑠 + 4𝑎𝑠𝑢 + 𝑢2 − 𝑎4𝑢2)
(1 + 𝑎2)2(1 + 𝑢2)

𝑦 = 2𝑟(𝑎 + 𝑎3 − 2𝑎𝑠 − 𝑠𝑢 + 𝑎2𝑠𝑢 + 𝑎𝑢2 + 𝑎3𝑢2)
(1 + 𝑎2)2(1 + 𝑢2)

若它与圆 (𝑥 − 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑅2 相切,将上式代入其方程,则得关于 𝑢的一个二次方程:

(1 + 𝑎2)(𝑑2 + 𝑎2𝑑2 − 2𝑑𝑟 + 2𝑎2𝑑𝑟 + 𝑟2 + 𝑎2𝑟2 − 𝑅2 − 𝑎2𝑅2)𝑢2

− 8𝑎𝑑𝑟𝑠𝑢 + 𝑑2 + 2𝑎2𝑑2 + 𝑎4𝑑2 − 2𝑑𝑟 + 2𝑎4𝑑𝑟 + 𝑟2 + 2𝑎2𝑟2 + 𝑎4𝑟2 − 𝑅2

− 2𝑎2𝑅2 − 𝑎4𝑅2 + 4𝑑𝑟𝑠 − 4𝑎2𝑑𝑟𝑠 − 4𝑟2𝑠 − 4𝑎2𝑟2𝑠 + 4𝑟2𝑠2 = 0

相切的条件要求关于 𝑢的判别式为 0,从而可以解出 𝑠. 共有两组解,一解为

𝑠 = (1 + 𝑎2)(𝑑2 + 𝑎2𝑑2 − 2𝑑𝑟 + 2𝑎2𝑑𝑟 + 𝑟2 + 𝑎2𝑟2 − 𝑅2 − 𝑎2𝑅2)
2𝑟(−𝑑 + 𝑎2𝑑 + 𝑟 + 𝑎2𝑟 − 𝑅 − 𝑎2𝑅)

此时

𝑃 = 1 + 𝑖𝑎
1 − 𝑖𝑎 (𝑟 + 𝑑2 + 𝑎2𝑑2 − 2𝑑𝑟 + 2𝑎2𝑑𝑟 + 𝑟2 + 𝑎2𝑟2 − 𝑅2 − 𝑎2𝑅2

(𝑑 − 𝑎2𝑑 − 𝑟 − 𝑎2𝑟 + 𝑅 + 𝑎2𝑅)(1 − 𝑖𝑢) )

对应的直角坐标方程表示是

(𝑑 − 𝑟 + 𝑅)(𝑑𝑟 − 𝑟𝑅 − 𝑑𝑥 − 𝑟𝑥 + 𝑅𝑥 + 𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑎(𝑑 + 𝑟 − 𝑅)(𝑑 − 𝑟 + 𝑅)𝑦
+ 𝑎2(𝑑 + 𝑟 − 𝑅)(𝑑𝑟 + 𝑟𝑅 + 𝑑𝑥 − 𝑟𝑥 + 𝑅𝑥 − 𝑥2 − 𝑦2) = 0

另一组解是

𝑠 = (1 + 𝑎2)(𝑑2 + 𝑎2𝑑2 − 2𝑑𝑟 + 2𝑎2𝑑𝑟 + 𝑟2 + 𝑎2𝑟2 − 𝑅2 − 𝑎2𝑅2)
2𝑟(−𝑑 + 𝑎2𝑑 + 𝑟 + 𝑎2𝑟 + 𝑅 + 𝑎2𝑅)

此时

𝑃 = 1 + 𝑖𝑎
1 − 𝑖𝑎 (𝑟 + (𝑑2 + 𝑎2𝑑2 − 2𝑑𝑟 + 2𝑎2𝑑𝑟 + 𝑟2 + 𝑎2𝑟2 − 𝑅2 − 𝑎2𝑅2)

(𝑑 − 𝑎2𝑑 − 𝑟 − 𝑎2𝑟 − 𝑅 − 𝑎2𝑅)(1 − 𝑖𝑢) )
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对应的直角坐标方程表示是

(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)(𝑑𝑟 + 𝑟𝑅 − 𝑑𝑥 − 𝑟𝑥 − 𝑅𝑥 + 𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑎(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)(𝑑 + 𝑟 + 𝑅)𝑦
+ 𝑎2(𝑑 + 𝑟 + 𝑅)(𝑑𝑟 − 𝑟𝑅 + 𝑑𝑥 − 𝑟𝑥 − 𝑅𝑥 − 𝑥2 − 𝑦2) = 0

上面的求解过程中,我们限定了参数 𝑎不取∞. 事实上,当 𝑎 → ∞时,简单地通过取极
限即可得到圆的表示.

lim
𝑎→∞

𝑃 = 𝑑 ± 𝑅 + 𝑖𝑟𝑢
1 − 𝑖𝑢

相应的直角坐标方程是

𝑑𝑟 + 𝑑𝑥 − 𝑟𝑥 ± 𝑅(𝑟 + 𝑥) − 𝑥2 − 𝑦2 = 0

也可由前面的直角坐标方程两端除以 𝑎2 后取极限而得.

例 2.3.11 (斯坦纳圆链) 若一组圆同时与两定圆相切,且组内的每一个圆均与邻近的
两个圆相切,那么这组圆称为斯坦纳圆链.

𝑑 = 0.18

𝑟 = 1.33

𝑎 = 1.5

𝑅 = 3

解 这里我们考虑常见的一种斯坦纳圆链情形: 圆 Γ1 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 位于圆 Γ2 ∶
(𝑥 − 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑅2 之内,圆链外切于 Γ1 而内切于 Γ2.
根据上题结论,对于此圆链中的圆,若它与 Γ1 相切于点 𝑟 1+𝑖𝑎

1−𝑖𝑎 ,则有参数表示

𝑃(𝑎, 𝑢) = 1 + 𝑖𝑎
1 − 𝑖𝑎 (𝑟 + (𝑑2 + 𝑎2𝑑2 − 2𝑑𝑟 + 2𝑎2𝑑𝑟 + 𝑟2 + 𝑎2𝑟2 − 𝑅2 − 𝑎2𝑅2)

(𝑑 − 𝑎2𝑑 − 𝑟 − 𝑎2𝑟 − 𝑅 − 𝑎2𝑅)(1 − 𝑖𝑢) )

由此容易导出,圆链中圆 𝑃(𝑎𝑘, 𝑢)与圆 𝑃(𝑎𝑘+1, 𝑢)相切的条件为:

4𝑅𝑟(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)(𝑑 + 𝑟 + 𝑅)(𝑎𝑘 + 𝑎𝑘+1)2 + (𝑑 + 𝑟 − 𝑅)2(𝑑 + 𝑟 + 𝑅)2(𝑎𝑘𝑎𝑘+1)2
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+2(𝑑−𝑟−𝑅)(𝑑+𝑟+𝑅)(𝑑2 −𝑟2 −6𝑟𝑅−𝑅2)(𝑎𝑘𝑎𝑘+1)+(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)2(𝑑 − 𝑟 + 𝑅)2 = 0

若作代换
𝑟(𝑅 + 𝑟 − 𝑑)
𝑅(𝑅 + 𝑟 + 𝑑) = 𝑠2

其中 𝑠 > 0,也即

𝑑 = (𝑟 + 𝑅)(𝑟 − 𝑠2𝑅)
𝑟 + 𝑠2𝑅

则可以得到递推关系式

𝑎𝑘+1 = 𝑅2𝑠2(1 − 𝑠2) − 𝑎𝑘𝑅𝑠(𝑟 + 𝑅𝑠2)
𝑎𝑘(𝑟2 − 𝑅2𝑠2) − 𝑅𝑠(𝑟 + 𝑅𝑠2)

或者

𝑎𝑘+1 = 𝑅2𝑠2(1 − 𝑠2) + 𝑎𝑘𝑅𝑠(𝑟 + 𝑅𝑠2)
𝑎𝑘(𝑟2 − 𝑅2𝑠2) + 𝑅𝑠(𝑟 + 𝑅𝑠2)

这两个递推关系仅有方向选取上的差异,并不对最终的结论有任何影响,因此我们任选
一个递推关系即可.这里选取第二个,根据不动点理论,若 𝜆1, 𝜆2 是不动点方程

𝜆 = 𝑅2𝑠2(1 − 𝑠2) + 𝜆𝑅𝑠(𝑟 + 𝑅𝑠2)
𝜆(𝑟2 − 𝑅2𝑠2) + 𝑅𝑠(𝑟 + 𝑅𝑠2)

的两根,则此分式线性递推数列可改写为

𝑎𝑘+1 − 𝜆1
𝑎𝑘+1 − 𝜆2

= (𝑟𝑅𝑠 + 𝑅2𝑠3 − 𝑟2𝜆1 + 𝑅2𝑠2𝜆1)(𝑎𝑘 − 𝜆1)
(𝑟𝑅𝑠 + 𝑅2𝑠3 − 𝑟2𝜆2 + 𝑅2𝑠2𝜆2)(𝑎𝑘 − 𝜆2)

化简后则是

𝑎𝑘+1 − 𝑅𝑠
√

1−𝑠2√
𝑟2−𝑅2𝑠2

𝑎𝑘+1 + 𝑅𝑠
√

1−𝑠2√
𝑟2−𝑅2𝑠2

= (𝑟 + 𝑅𝑠2) −
√

𝑟2 − 𝑅2𝑠2
√

1 − 𝑠2

(𝑟 + 𝑅𝑠2) +
√

𝑟2 − 𝑅2𝑠2
√

1 − 𝑠2

𝑎𝑘 − 𝑅𝑠
√

1−𝑠2√
𝑟2−𝑅2𝑠2

𝑎𝑘 + 𝑅𝑠
√

1−𝑠2√
𝑟2−𝑅2𝑠2

若圆链中圆的个数为 𝑛,则数列为 𝑛-周期数列,此时有

(𝑟 + 𝑅𝑠2) −
√

𝑟2 − 𝑅2𝑠2
√

1 − 𝑠2

(𝑟 + 𝑅𝑠2) +
√

𝑟2 − 𝑅2𝑠2
√

1 − 𝑠2 = 𝑒±𝑖 2𝜋
𝑛 = 1 ± 𝑖 tan 𝜋

𝑛
1 ∓ 𝑖 tan 𝜋

𝑛

从而知
√(𝑅2𝑠2 − 𝑟2)(1 − 𝑠2)

𝑟 + 𝑅𝑠2 = ± tan
𝜋
𝑛
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替换 𝑠后化简则为
(𝑅 − 𝑟)2 − 𝑑2

4𝑟𝑅 = tan2 𝜋
𝑛

𝑎𝑘 的通项可表示为这样的形式:

𝑎𝑘 =
√𝑅2 − (𝑑 − 𝑟)2

√𝑅2 − (𝑑 + 𝑟)2

(𝑐 − tan 𝑘𝜋
𝑛 )

(1 + 𝑐 tan 𝑘𝜋
𝑛 )

其中 𝑐为任意常数.

2.3.3 相切于一角的圆 圆内切于一个已知的角也是常见的情形之一,我们来导出
它的一个表示. 如图,已知 ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝜃,求与角的两边相切且在角度范围内的圆.

𝑠 = 1.5

𝑘 = 0.5

𝐵 𝐶

𝐴

𝑝 = 2.7

𝜃

设圆与𝐵𝐶边相切于点𝐷:
→

𝐵𝐷 = 𝜆
→

𝐵𝐶; (𝜆 > 0),根据 (2.3.1),圆上的任意点 𝑃 均可设为

→
𝐵𝑃 = (𝜆 + 𝑖𝑘

1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶

它若与 𝐴𝐵边相切,则该切点到 𝐵点的距离等于 𝜆,即有

𝜆 + 𝑖𝑘
1 − 𝑖𝑢 = 𝜆𝑒𝑖𝜃

分离实部和虚部即可解出

𝑘 = 2𝜆 tan
𝜃
2 , 𝑢 = tan

𝜃
2

由此,则知

命题 2.3.12 如果一圆与已知的角 ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝜃相切,则圆上的任意点 𝑃 均可表示为:

→
𝐵𝑃 = (𝜆 − 2𝜆

𝑖 + 𝑢 tan
𝜃
2)

→
𝐵𝐶 (2.3.2)
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2.3.4 公切线

定义 2.3.13 若直线分别与两条曲线均相切,则称该直线为这两曲线的一条公切线.
对于圆的情形来说,如果两圆位于相切直线的同一侧,则称该直线为两圆的外公切线,反
之则称为内公切线.

我们先讨论直角坐标系下两圆公切线的一般求解过程: 求圆 ⊚𝑂1: 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 与圆
⊚𝑂2: (𝑥 − 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑅2 的公切线.

𝑎𝑏

𝑒 𝑓

解 在已知圆心和半径的情况下,圆的有理表示是容易给出的: 圆 ⊚𝑂1 上的任意点 𝑃
可表示为 𝑃 = 𝑟1 + 𝑖𝑢

1 − 𝑖𝑢 ,圆 ⊚𝑂2 上的任意点 𝑄可表示为 𝑄 = 𝑑 + 𝑅 1 + 𝑖𝑣
1 − 𝑖𝑣 .

若直线 𝑃𝑄是圆的公切线, 则 𝑃 点处的切向量 𝑣1𝑣1𝑣1, 𝑄点处的切向量 𝑣2𝑣2𝑣2, 以及向量
→

𝑃𝑄三者平行,也即

Im𝑣2𝑣2𝑣2 ⊗ 𝑣1𝑣1𝑣1 = 0, Im
→

𝑃𝑄 ⊗𝑣1𝑣1𝑣1 = 0

其中

𝑣1 = 𝑑𝑃
𝑑𝑢 = 2𝑖𝑟

(1 − 𝑖𝑢)2

𝑣2 = 𝑑𝑄
𝑑𝑣 = 2𝑖𝑅

(1 − 𝑖𝑣)2

→
𝑃𝑄 = 𝑑 + 𝑅 1 + 𝑖𝑣

1 − 𝑖𝑣 − 𝑟1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢

展开化简即得

⎧{
⎨{⎩

(𝑢 − 𝑣)(1 + 𝑢𝑣) = 0

𝑑 − 𝑟 + 𝑅 − 𝑑𝑢2 − 𝑟𝑢2 − 𝑅𝑢2 + 4𝑅𝑢𝑣 + 𝑑𝑣2 − 𝑟𝑣2 − 𝑅𝑣2 − 𝑑𝑢2𝑣2 − 𝑟𝑢2𝑣2 + 𝑅𝑢2𝑣2 = 0

若 𝑢 = 𝑣,简化后 𝑢的方程为
𝑢2 = 𝑑 − 𝑟 + 𝑅

𝑑 + 𝑟 − 𝑅
它有实解的充要条件是 0 < 𝑟 ≤ 𝑅 ∪ 𝑑 > 𝑅 − 𝑟或者 0 < 𝑅 < 𝑟 ∪ 𝑑 ≥ 𝑟 − 𝑅,也即一个
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圆不能包含另一个圆在其内. 解所对应的是是外公切线的切点:

⎧{
⎨{⎩

𝑃1,2 = 𝑟(𝑟 − 𝑅)
𝑑 ± 𝑖 𝑟

𝑑
√𝑑2 − (𝑅 − 𝑟)2

𝑄1,2 = 𝑑 + 𝑅(𝑟 − 𝑅)
𝑑 ± 𝑖𝑅

𝑑
√𝑑2 − (𝑅 − 𝑟)2

上式同时取正号或符号. 两条外公切线的方程表示则是:

(𝑑 − 𝑟 + 𝑅)𝑦 = ±(𝑑𝑟 − 𝑟𝑥 + 𝑅𝑥)√𝑑 − 𝑟 + 𝑅
𝑑 + 𝑟 − 𝑅

若 1 + 𝑢𝑣 = 0,简化后 𝑢的方程为

𝑢2 = 𝑑 − 𝑟 − 𝑅
𝑑 + 𝑟 + 𝑅

它有实解的充要条件是 0 < 𝑅 ∪ 0 < 𝑟 ∪ 𝑑 ≥ 𝑟 + 𝑅,也即两圆的圆心距大于它们的半径
之和. 解所对应的是内公切线的切点:

⎧{
⎨{⎩

𝑃3,4 = 𝑟(𝑟 + 𝑅)
𝑑 ± 𝑖 𝑟

𝑑
√𝑑2 − (𝑅 − 𝑟)2

𝑄3,4 = 𝑑 − 𝑅(𝑟 + 𝑅)
𝑑 ∓ 𝑖𝑅

𝑑
√𝑑2 − (𝑅 − 𝑟)2

上式的取值符号相异. 两条内公切线的方程表示则是:

(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)𝑦 = ±(𝑑𝑟 − 𝑟𝑥 − 𝑅𝑥)√𝑑 − 𝑟 − 𝑅
𝑑 + 𝑟 + 𝑅

注记 2.3.14 上述方法显然适用于求两条一般曲线的公切线. 即: 给定两条曲线 𝑃(𝑢)
和 𝑄(𝑣),若 𝑃 𝑄的连线是二者的公切线,则 𝑃 点处的切向量、𝑄点处的切向量、以及两
点连线的向量

→
𝑃 𝑄三者平行.

根据公切线的方程,不难求出两条外公切线的交点 𝑇1 和两条内公切线的交点 𝑇2:

𝑇1 = 𝑑𝑟
𝑟 − 𝑅 , 𝑇2 = 𝑑𝑟

𝑟 + 𝑅

从而易得
𝑇1 − 𝑂1
𝑇1 − 𝑂2

= 𝑟
𝑅 , 𝑇2 − 𝑂1

𝑇2 − 𝑂2
= − 𝑟

𝑅

利用这个结论,又容易证明著名的关于三圆外公切线交点的蒙日定理:

例 2.3.15 (蒙日定理) 对于平面上的任意三个圆,其中没有一个圆包含于另外的圆,则
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每两个圆的外公切线的交点在一直线上.

𝐵

𝐴

𝐶

证明 如果其中有两个圆的半径相同,则它们的公切线是平行的,其交点为无穷远,此时
命题自然是成立的. 若三圆半径均不相同,设 ⊚𝑂1、⊚𝑂2、⊚𝑂3 的半径分别为 𝑟1、𝑟2、
𝑟3, 𝐴是 ⊚𝑂2 与 ⊚𝑂3 外公切线的交点, 𝐵 是 ⊚𝑂3 与 ⊚𝑂1 外公切线的交点, 𝐶 是 ⊚𝑂1
与 ⊚𝑂2 外公切线的交点,则

𝐴 − 𝑂2
𝐴 − 𝑂3

= 𝑟2
𝑟3

, 𝐵 − 𝑂3
𝐵 − 𝑂1

= 𝑟3
𝑟1

, 𝐶 − 𝑂1
𝐶 − 𝑂2

= 𝑟1
𝑟2

即有

𝐴 = 𝑟2𝑂3 − 𝑟3𝑂2
𝑟2 − 𝑟3

, 𝐵 = 𝑟3𝑂1 − 𝑟1𝑂3
𝑟3 − 𝑟1

, 𝐶 = 𝑟1𝑂2 − 𝑟2𝑂1
𝑟1 − 𝑟2

于是
𝐴 − 𝐵
𝐵 − 𝐶 = (𝑟1 − 𝑟2)𝑟3

𝑟1(𝑟2 − 𝑟3) ∈ ℝ

从而知 𝐴、𝐵、𝐶 三点共线.

根据两圆公切线切点的表示,又容易得知外公切线段和内公切线段的长度,它们分
别是:

𝑙外 = √𝑑2 − (𝑅 − 𝑟)2, 𝑙内 = √𝑑2 − (𝑅 + 𝑟)2

关于公切线长度,也有一个著名的命题,它可看做是托勒密定理的一个推广.

例 2.3.16 (开世定理) 四个小圆 𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4内切于大圆. 记圆 𝑂𝑖、𝑂𝑗的外公切
线的长度设为 𝑡𝑖𝑗,则 𝑡12𝑡34 + 𝑡23𝑡41 = 𝑡13𝑡24.
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𝑂1

𝑂3

𝐴

𝐵

𝐶

𝑂2

𝐷
𝑂4

𝑡41

𝑡34

𝑡23

𝑡12

𝑡13

𝑡24

证明 设四个小圆与圆 𝑂的切点分别为 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷,同托勒密定理证明的前半部分
一致,我们设

→
𝐵𝐴 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑎
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑑

→
𝐵𝐶

𝐴、𝐵、𝐶、𝐷四点在圆上逆时针排列要求 𝑠 + 𝑑 > 0, 𝑎 > 𝑑.
大圆的圆心和半径分别为

→
𝐵𝑂 = 1 + 𝑖𝑠

2
→

𝐵𝐶, 𝑅 =
√

1 + 𝑠2

2 𝐵𝐶

四个小圆的圆心分别在 𝑂𝐴、𝑂𝐵、𝑂𝐶、𝑂𝐷的连线上,因此可设：

→
𝐵𝑂1 = 𝜆1

→
𝐵𝑂 +(1 − 𝜆1)

→
𝐵𝐴 = (𝜆1

1
2(1 + 𝑖𝑠) + (1 − 𝜆1) 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑎)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝑂2 = 𝜆2
→

𝐵𝑂 = 𝜆2
1
2(1 + 𝑖𝑠)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝑂3 = 𝜆3

→
𝐵𝑂 +(1 − 𝜆3)

→
𝐵𝐶 = (𝜆3

1
2(1 + 𝑖𝑠) + (1 − 𝜆3))

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝑂4 = 𝜆4

→
𝐵𝑂 +(1 − 𝜆4)

→
𝐵𝐷 = (𝜆4

1
2(1 + 𝑖𝑠) + (1 − 𝜆4) 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑑 )
→

𝐵𝐶

其中 0 < 𝜆𝑘 < 1, (𝑘 = 1, 2, 3, 4),各圆的半径

𝑅𝑘 = 𝜆𝑘𝑅 = 𝜆𝑘
2

√1 + 𝑠2𝐵𝐶, (𝑘 = 1, 2, 3, 4)

根据外公切线长度的表示: 𝑡𝑘𝑗 = √𝑂𝑘𝑂𝑗
2 − (𝑅𝑘 − 𝑅𝑗)

2
,计算得到：

𝑡12 = √(1 + 𝑠2)(1 − 𝜆1)(1 − 𝜆2)
1 + 𝑎2 𝐵𝐶

𝑡23 = √(1 − 𝜆2)(1 − 𝜆3)𝐵𝐶

𝑡34 = (𝑠 + 𝑑)√(1 − 𝜆3)(1 − 𝜆4)
1 + 𝑑2 𝐵𝐶
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𝑡41 = (𝑎 − 𝑑)√(1 + 𝑠2)(1 − 𝜆4)(1 − 𝜆1)
(1 + 𝑎2)(1 + 𝑑2) 𝐵𝐶

𝑡13 = (𝑠 + 𝑎)√(1 − 𝜆1)(1 − 𝜆3)
1 + 𝑎2 𝐵𝐶

𝑡24 = √(1 + 𝑠2)(1 − 𝜆2)(1 − 𝜆4)
1 + 𝑑2 𝐵𝐶

由此即知：𝑡12𝑡34 + 𝑡23𝑡41 = 𝑡13𝑡24.

对于许多涉及两圆公切线的命题,若以公切线段作为基向量,并利用相切于直线的
圆的表示 (2.3.1),则可极大地简化计算.

例 2.3.17 (图说几何 6.9.10) 如图,给定两个相离的圆,线段 𝐴𝐷、𝐵𝐶 是它们的两条
公切线, 𝐸是线段 𝐴𝐷的中点,连接 𝐵𝐸、𝐶𝐸,它们分别与圆交于点 𝐹、𝐺,则 𝐹、𝐺、𝐵、
𝐶 四点共圆.

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷
𝐸

𝐹 𝐺

证明 我们以一条外公切线的向量
→

𝐵𝐶 为基向量,根据 ( 2.3.1 ),左边圆上的任意点 𝑃
可表示为

→
𝐵𝑃 = 𝑖𝑝

1 − 𝑖𝑢
→

𝐵𝐶

右边圆上的任意点 𝑄可表示为

→
𝐵𝑄 = (1 + 𝑖𝑞

1 − 𝑖𝑣)
→

𝐵𝐶

若 𝑃 𝑄是两圆的公切线,根据切点处的切向量方向一致,且与切点连线的方向相同的条
件,将得到两个方程

⎧{
⎨{⎩

(𝑢 − 𝑣)(1 + 𝑢𝑣) = 0

𝑝 − 𝑞 + 2𝑢 + 𝑞𝑢2 − 2𝑞𝑢𝑣 + 𝑝𝑣2 + 2𝑢𝑣2 = 0
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由此即知 𝑢 = 𝑣 = 𝑞−𝑝
2 是另一条外公切线 𝐴𝐷所对应的解.

→
𝐵𝐴 = 2𝑝

𝑝 − 𝑞 − 2𝑖
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 2 + 𝑖𝑝 + 𝑖𝑞
2 + 𝑖𝑝 − 𝑖𝑞

→
𝐵𝐶

进而计算得
⎧{{{
⎨{{{⎩

→
𝐵𝐸 = 2 + 3𝑖𝑝 + 𝑖𝑞

2(2 + 𝑖𝑝 − 𝑖𝑞)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐹 = 4𝑝(𝑝 + 𝑞)
(2 + 𝑖𝑝 − 𝑖𝑞)(2 − 3𝑖𝑝 − 𝑖𝑞)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐺 = 4 − 𝑝2 − 6𝑝𝑞 − 𝑞2 + 4𝑖𝑝 + 4𝑖𝑞

(2 + 𝑖𝑝 − 𝑖𝑞)(2 + 𝑖𝑝 + 3𝑖𝑞)
→

𝐵𝐶

四点的交比
𝐵 − 𝐶
𝐵 − 𝐹

𝐺 − 𝐹
𝐺 − 𝐶 = −(4 + 𝑝2 − 2𝑝𝑞 + 𝑞2)2

16𝑝𝑞(𝑝 + 𝑞)2 ∈ ℝ

故 𝐹、𝐺、𝐵、𝐶 共圆.

例 2.3.18 如图,𝐴是 ⊚𝑂1 与 ⊚𝑂2 的一个交点, 𝐶𝐷为两圆的一条外公切线,直线 𝐶𝐴
交⊚𝑂2于另一点 𝐸,直线𝐷𝐴交⊚𝑂1于另一点 𝐹 , 𝐸、𝐹 的连线又分别交圆 𝑂1、𝑂2于
点 𝑆 和 𝑇 . 若𝐾 是 𝑂1𝐷与 𝑂2𝐶 的交点,则有𝐾𝑇 = 𝐾𝑆.

𝑂1

𝐴

𝑂2

𝐶 𝐷

𝐸

𝐾

𝐹𝑆
𝑇

证明 图中虽然画出了两圆的两个交点,但事实上当两圆相切时结论依旧成立. 因此我

们并不考虑以两圆的交点弦为基向量的设法,而以公切线
→

𝐶𝐷为基向量,又设两圆的交

点 𝐴有表示
→

𝐶𝐴 = (𝑝 + 𝑖𝑞)
→

𝐶𝐷. 根据 (2.3.1),可求得两圆的表示分别为

⎧{{
⎨{{⎩

⊚𝑂1 ∶
→

𝐶𝑃 = 𝑖𝑠1
1 − 𝑖𝑢

→
𝐶𝐷 = 𝑖(𝑝2 + 𝑞2)

𝑞(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐶𝐷

⊚𝑂2 ∶
→

𝐶𝑃 = (1 + 𝑖𝑠2
1 − 𝑖𝑢)

→
𝐶𝐷 = (1 + 𝑖(1 − 2𝑝 + 𝑝2 + 𝑞2)

𝑞(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐶𝐷
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则两圆圆心的表示是:

→
𝐶𝑂1 = 𝑖(𝑝2 + 𝑞2)

2𝑞
→

𝐶𝐷,
→

𝐶𝑂2 = (1 + 1 − 2𝑝 + 𝑝2 + 𝑞2

2𝑞 𝑖)
→

𝐶𝐷

根据共线关系,不难求出其余点的表示

⎧{{{{{{{
⎨{{{{{{{⎩

→
𝐶𝐸 = 1

𝑝 − 𝑖𝑞
→

𝐶𝐷
→

𝐶𝐹 = 𝑝 − 𝑖𝑞
−1 + 𝑝 − 𝑖𝑞

→
𝐶𝐷

→
𝐶𝑆 = (𝑝 + 𝑖𝑞)(2𝑝 − 𝑝2 − 𝑞2)

(𝑝 − 𝑖𝑞)(1 − 𝑝 + 𝑝2 − 𝑞2 − 𝑖𝑞 + 2𝑖𝑝𝑞)
→

𝐶𝐷
→

𝐶𝑇 = 𝑝 − 3𝑝2 + 2𝑝3 − 𝑞2 + 2𝑝𝑞2 − 𝑖𝑞 − 2𝑖𝑝𝑞 + 2𝑖𝑝2𝑞 + 2𝑖𝑞3

(−1 + 𝑝 − 𝑖𝑞)(1 − 𝑝 + 𝑝2 − 𝑞2 − 𝑖𝑞 + 2𝑖𝑝𝑞)
→

𝐶𝐷
→

𝐶𝐾 = (𝑝2 + 𝑞2)(2𝑞 + 𝑖 − 2𝑖𝑝 + 𝑖𝑝2 + 𝑖𝑞2)
2𝑞(1 − 2𝑝 + 2𝑝2 + 2𝑞2)

→
𝐶𝐷

进而计算即知𝐾𝑆 = 𝐾𝑇 .

也可以考虑两圆的交点 (或虚交点)为基准点的表示法,对于诸多公切线问题也是
方便的.

例 2.3.19 设 𝐼 , 𝐽 是两个相离圆的虚交点, 𝑇 是给定两圆根轴上的任意一点, 𝑇 𝐼 与一
条内公切线交点为𝑀 , 𝑇 𝐽 与另一条内公切线交点为 𝑁 ,则经过 𝑇、𝑀、𝑁 三点的圆必
同时两圆相切。

𝐼

𝑎 = 1.1

𝑠 = −0.4

𝐽

𝑇

𝑡 = 0.2

𝑀

𝑁

证明 根据 (2.2.5),两圆的表示可分别设为:

→
𝐼𝑃 = (1 + 𝑝)(1 + 𝑖𝑢)

2(𝑝 + 𝑖𝑢)
→
𝐼𝐽,

→
𝐼𝑄 = (1 + 𝑞)(1 + 𝑖𝑣)

2(𝑞 + 𝑖𝑣)
→
𝐼𝐽

因两圆存在内公切线, 故二者分别位于根轴的两侧, 不妨设 𝑝 = −𝑎2, 𝑞 = 𝑏2, 其中
{𝑎, 𝑏} ∈ (0, 1).
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若 𝑃𝑄是两圆的内公切线,则由 𝑃 点处的切向量、𝑄点处的切向量、𝑃𝑄的连线这
三者平行可得

𝑢 = ±𝑎
𝑏 , 𝑣 = −𝑏2𝑢

𝑎2 = ∓ 𝑏
𝑎

于是一条内公切线在两圆上的切点 𝐴、𝐵分别是

→
𝐼𝐴 = (1 − 𝑎2)(𝑎 + 𝑖𝑏)

2𝑎(1 − 𝑖𝑎𝑏)
→
𝐼𝐽,

→
𝐼𝐵 = (𝑎 + 𝑖𝑏)(1 + 𝑏2)

2𝑏(𝑖 + 𝑎𝑏)
→
𝐼𝐽

另一条内公切线在两圆上的切点 𝐶、𝐷分别是

→
𝐼𝐶 = (1 − 𝑎2)(𝑎 − 𝑖𝑏)

2𝑎(1 + 𝑖𝑎𝑏)
→
𝐼𝐽,

→
𝐼𝐷 = (𝑎 − 𝑖𝑏)(1 + 𝑏2)

2𝑏(−𝑖 + 𝑎𝑏)
→
𝐼𝐽

两圆的根轴即是 𝐼𝐽 的中垂线,因此又可设 𝑇 的表示为:

→
𝐼𝑇 = (1

2 + 𝑖𝑡)
→
𝐼𝐽

若𝑀 是 𝑇 𝐼 与 𝐶𝐷的交点, 𝑁 是 𝑇 𝐽 与 𝐴𝐵的交点,容易求出:

→
𝐼𝑀 = (1 − 𝑎2)(1 + 𝑏2)(1 + 2𝑖𝑡)

2(1 − 𝑎2𝑏2 − 4𝑎𝑏𝑡)
→
𝐼𝐽

→
𝐼𝑁 = (1 − 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎2𝑏2 − 8𝑎𝑏𝑡) + 2𝑖(1 + 𝑎2)(1 − 𝑏2)𝑡

2(1 − 𝑎2𝑏2 − 4𝑎𝑏𝑡)
→
𝐼𝐽

若圆一上的点 𝑃 也在 𝑇 𝑀𝑁 外接圆上,则由

Im(𝑃 − 𝑀
𝑃 − 𝑁

𝑇 − 𝑁
𝑇 − 𝑀 ) = 0 ⇒ 𝑢 = −1 + 2𝑎𝑏𝑡

𝑎𝑏 + 2𝑡

是唯一的解,也即圆一与 𝑇 𝑀𝑁 的外接圆相切. 又由

Im(𝑄 − 𝑀
𝑄 − 𝑁

𝑇 − 𝑁
𝑇 − 𝑀 ) = 0 ⇒ 𝑣 = −1 + 2𝑎𝑏𝑡

𝑎𝑏 + 2𝑡

也是唯一的解,即圆二也与 𝑇 𝑀𝑁 的外接圆相切.
其余情形类似可证.
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2.3.5 曲率圆 我们先考察任意平面曲线上的两点的法线À交点.

𝐵

𝐴

𝑂

𝐶

如图,设曲线的参数表示是 𝑧(𝑡),在 𝐴点处的参数值是 𝑡1,在 𝐵点处的参数值是 𝑡2. 𝐴点
处法线上的点 𝑂可表示为

𝑂 = 𝑧(𝑡1) + 𝜆𝑖𝑧′(𝑡1)

它与 𝐵点的连线垂直于 𝐵点的切向量,即有

Re ((𝑧(𝑡1) + 𝜆𝑖𝑧′(𝑡1) − 𝑧(𝑡2)) ⊗ 𝑧′(𝑡2)) = 0

解出 𝜆即得交点 𝑂的表示:

𝑂 = 𝑧(𝑡1) + 𝑖Re ((𝑧(𝑡1) − 𝑧(𝑡2)) ⊗ 𝑧′(𝑡2))
Im(𝑧′(𝑡1) ⊗ 𝑧′(𝑡2)) 𝑧′(𝑡1)

若 𝐵点无限接近于 𝐴,即令 𝑡2 = 𝑡1 + Δ𝑡,则 𝑧′(𝑡2) ≈ 𝑧′(𝑡1) + 𝑧″(𝑡1)Δ𝑡,于是

lim
∆𝑡→0

𝑂 = 𝑧(𝑡1) + 𝑖 lim
∆𝑡→0

Re (−𝑧′(𝑡1)Δ𝑡 ⊗ (𝑧′(𝑡1) + 𝑧″(𝑡1)Δ𝑡))
Im(𝑧′(𝑡1) ⊗ (𝑧′(𝑡1) + 𝑧″(𝑡1)Δ𝑡)) 𝑧′(𝑡1)

利用 Re(𝑧′(𝑡1) ⊗ 𝑧′(𝑡1)) = |𝑧′(𝑡1)|2 和 Im(𝑧′(𝑡1) ⊗ 𝑧′(𝑡1)) = 0化简上式,即得

𝑂 = 𝑧(𝑡1) − 𝑖 |𝑧′(𝑡1)|2
Im (𝑧′(𝑡1) ⊗ 𝑧″(𝑡1))𝑧′(𝑡1)

𝑂𝐴之长称为曲率半径 𝑅, 𝑅的倒数是曲率𝐾,以 𝑂为圆心、𝑅为半径的圆称为曲率圆.

命题 2.3.20 复平面上的曲线 𝑧(𝑡)的曲率为

𝐾 = | Im (𝑧′(𝑡) ⊗ 𝑧″(𝑡)) |
|𝑧′(𝑡)|3 (2.3.3)

曲率圆的一个参数表示是

𝑃(𝑢) = 𝑧(𝑡) + |𝑧′(𝑡)|2
Im (𝑧′(𝑡) ⊗ 𝑧″(𝑡))𝑧′(𝑡) 2

𝑖 + 𝑢 (2.3.4)

À法线是垂直于切线的直线.
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例 2.3.21 曲线 𝑧(𝑡) = 3 cos 𝑡 + 2𝑖 sin 𝑡在 𝑡 = 0处的曲率圆为

𝑃(𝑢) = 3 − 8𝑖
3(𝑖 + 𝑢)

若转化为直角坐标方程则是

3 − 10𝑥 + 3𝑥2 + 3𝑦2 = 0

𝑡 = 0

𝐴

2.4 面积计算

若 𝐿 是平面上的一条分段光滑的闭曲线, 则曲线所围面积为如下沿 𝐿 逆时针的
积分:

𝑆 = 1
2 Im ∮

𝐿
𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥

这个公式是直角坐标系下的,我们将其改造一下,使之适用于向量的表示. 注意到积分
微元 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 = − Im ((𝑥 + 𝑦𝑖) ⊗ (𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦)),即知

命题 2.4.1 (格林面积公式) 若 𝐿是平面上的一条分段光滑的闭曲线, 𝐴是平面上的任
意一个定点,则曲线所围面积是曲线上的动点 𝑃 沿 𝐿逆时针绕行一周的积分:

𝑆 = −1
2 Im ∮

𝐿

→
𝐴𝑃 ⊗𝑑

→
𝐴𝑃 (2.4.1)

它的几何是明确的,为微元三角形的有向面积之和. 例如,对于

→
𝐴𝑃 = 2 + 3𝑢

1 − 𝑖𝑢
→

𝐴𝐵

所表示的圆,当 𝑢从 −∞逐渐变化至∞时, 𝑃 点绕圆逆时针行进一周,于是圆的面积
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𝑆 = −1
2 Im ∮

𝐿

→
𝐴𝑃 ⊗𝑑

→
𝐴𝑃 = −1

2 Im ⎛⎜
⎝

+∞

∫
−∞

2 + 3𝑢
1 − 𝑖𝑢 ⊗ (3 + 2𝑖)

(1 − 𝑖𝑢)2 𝑑𝑢⎞⎟
⎠

⋅ 𝐴𝐵2

= 1
2

+∞

∫
−∞

(2 + 3𝑢)2

(1 + 𝑢2)2 𝑑𝑢 ⋅ 𝐴𝐵2 = 13𝜋
4 𝐴𝐵2

根据格林面积公式,我们既可以利用曲线的参数表示做直接的计算,也可以利用向量的
加法,将某些复杂的图形分解为简单部分有向面积的累加.

例 2.4.2 如图, 已知 𝐴𝐵𝐶𝐷是边长为 1的正方形, 𝐸 是 𝐶𝐷边的中点, 以 𝐵 为圆心、
𝐵𝐴为半径的圆交以 𝐸 为圆心、𝐸𝐷为半径的圆于 𝐹 ,求阴影部分面积.

𝐴

𝐵

���1

𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

解 (一) 线段 𝐴𝐷的表示为:

𝑃(𝑢) = 𝑢 + 𝑖; (0 < 𝑢 < 1)

圆弧 𝐴𝐹 的表示为:
𝑃(𝑢) = 1 + 𝑖𝑢

1 − 𝑖𝑢; (1
2 < 𝑢 < 1)

圆弧 𝐷𝐹 的表示为:
𝑃 (𝑢) = 1 + 𝑖

2 + 1
2

1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢; (1 < 𝑢 < 3)

根据格林面积公式做直接计算则知阴影部分的面积为:

𝑆 = − 1
2 Im

0

∫
1

(𝑢 + 𝑖) ⊗ 𝑑(𝑢 + 𝑖) − 1
2 Im

1
2

∫
1

1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢 ⊗ 𝑑 1 + 𝑖𝑢

1 − 𝑖𝑢

− 1
2 Im

1

∫
3

(1 + 𝑖
2 + 1

2
1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢) ⊗ 𝑑(1 + 𝑖

2 + 1
2

1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢)
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= (1
2 − 1

2 arctan
3
4 − 1

8 arctan
4
3)

解 (二) 阴影部分的面积可分为三项进行计算:

𝑆 = −1
2 ∫

𝐷𝐴

→
𝐵𝑃 ⊗𝑑

→
𝐵𝑃 − 1

2 ∫ı𝐴𝐹

→
𝐵𝑃 ⊗𝑑

→
𝐵𝑃 − 1

2 ∫
𝐹𝐷

→
𝐵𝑃 ⊗𝑑

→
𝐵𝑃

其中第一项实际上就是△𝐵𝐷𝐴的面积,而第二项是扇形 𝐵𝐹𝐴面积的负值,对于第三
项,利用向量加法

→
𝐵𝑃 =

→
𝐵𝐸 +

→
𝐸𝑃 ,以及

→
𝐵𝐸 的微分等于 0,知

−1
2 ∫

𝐹𝐷
Im (

→
𝐵𝑃 ⊗𝑑

→
𝐵𝑃) = −1

2 ∫
𝐹𝐷

Im (
→

𝐵𝐸 ⊗𝑑
→

𝐸𝑃) − 1
2 ∫

𝐹𝐷
Im (

→
𝐸𝑃 ⊗𝑑

→
𝐸𝑃)

其中右方的第一项,因
→

𝐵𝐸 是常向量,所以

− 1
2 ∫

𝐹𝐷
Im (

→
𝐵𝐸 ⊗𝑑

→
𝐸𝑃) = −1

2 Im (
→

𝐵𝐸 ⊗ ∫
𝐹𝐷

𝑑
→

𝐸𝑃)

= −1
2 Im (

→
𝐵𝐸 ⊗(

→
𝐸𝐷 −

→
𝐸𝐹)) = 𝑆△𝐵𝐸𝐷 − 𝑆△𝐵𝐸𝐹

而第二项即为扇形 𝐸𝐷𝐹 面积的负值. 合并以上结果,我们就得到了阴影部分面积的一
个计算式:

𝑆 = 𝑆△𝐵𝐷𝐴 + 𝑆△𝐵𝐸𝐷 − 𝑆△𝐵𝐸𝐹 − 𝑆𝐵𝐹𝐴 − 𝑆𝐸𝐷𝐹

不难根据线段长度计算出, 扇形 𝐵𝐹𝐴 和扇形 𝐸𝐷𝐹 的圆心角弧度分别为 arctan 3
4 和

arctan 4
3 ,于是各部分的面积为

𝑆△𝐵𝐷𝐴 = 1
2𝐵𝐶2, 𝑆△𝐵𝐸𝐷 = 1

4𝐵𝐶2, 𝑆△𝐵𝐸𝐹 = 1
4𝐵𝐶2,

𝑆𝐵𝐹𝐴 = 1
2arctan

3
4𝐵𝐶2, 𝑆𝐸𝐷𝐹 = 1

2arctan
4
3(𝐵𝐶

2 )
2

阴影部分的面积则是

𝑆 = (1
2 − 1

2 arctan
3
4 − 1

8 arctan
4
3) 𝐵𝐶2

例 2.4.3 (三圆的相交面积) 类似地,我们可以得到三圆相交部分面积的计算式.
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𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

𝐸 𝐹

解 沿相交部分的三段弧线积分:

𝑆 = −1
2 ∫

𝐷𝐸
Im (

→
𝐴𝑃 ⊗𝑑

→
𝐴𝑃) − 1

2 ∫
𝐸𝐹

Im (
→

𝐴𝑃 ⊗𝑑
→

𝐴𝑃) − 1
2 ∫

𝐹𝐷
Im (

→
𝐴𝑃 ⊗𝑑

→
𝐴𝑃)

第一项,利用
→

𝐴𝑃 =
→

𝐴𝐶 +
→

𝐶𝑃 ,有

− 1
2 ∫

𝐷𝐸
Im (

→
𝐴𝑃 ⊗𝑑

→
𝐴𝑃 )

= − 1
2 ∫

𝐷𝐸
Im (

→
𝐴𝐶 ⊗𝑑

→
𝐶𝑃) − 1

2 ∫
𝐷𝐸

Im (
→

𝐶𝑃 ⊗𝑑
→

𝐶𝑃)

= − 1
2 Im (

→
𝐴𝐶 ⊗

→
𝐶𝐸) + 1

2 Im (
→

𝐴𝐶 ⊗
→

𝐶𝐷) − 1
2 ∫

𝐷𝐸
Im (

→
𝐶𝑃 ⊗𝑑

→
𝐶𝑃)

第三项,利用
→

𝐴𝑃 =
→

𝐴𝐵 +
→

𝐵𝑃 ,又有

− 1
2 ∫

𝐹𝐷
Im (

→
𝐴𝑃 ⊗𝑑

→
𝐴𝑃)

= − 1
2 ∫

𝐹𝐷
Im (

→
𝐴𝐵 ⊗𝑑

→
𝐵𝑃) − 1

2 ∫
𝐹𝐷

Im (
→

𝐵𝑃 ⊗𝑑
→

𝐵𝑃)

= − 1
2 Im (

→
𝐴𝐵 ⊗

→
𝐵𝐷) + 1

2 Im (
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐵𝐹) − 1
2 ∫

𝐹𝐷
Im (

→
𝐵𝑃 ⊗𝑑

→
𝐵𝑃)

合并以上式子,并利用

1
2𝐼𝑚 (

→
𝐴𝐶 ⊗

→
𝐶𝐷) − 1

2𝐼𝑚 (
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐵𝐷) = 1
2𝐼𝑚 (

→
𝐵𝐶 ⊗

→
𝐵𝐷) − 1

2𝐼𝑚 (
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐴𝐶)



cre
ass

on

52 第 2章 圆

即得到三圆相交部分面积的一个表示：

𝑆 = 𝑆𝐴𝐸𝐹 + 𝑆𝐵𝐹𝐷 + 𝑆𝐶𝐷𝐸 + 𝑆△𝐴𝐵𝐶 − 𝑆△𝐴𝐵𝐹 − 𝑆△𝐵𝐶𝐷 − 𝑆△𝐶𝐴𝐸

2.5 根式有理化

通过前面几节的内容,容易看到,在适当的有理表示之下,多数命题可以获得一个简
短的证明,这是因为有理代数式的计算是容易的. 但是,也有部分命题 (例如2.3.3),证明
过程中出现了根式. 是否可以再做代换,以使得根式有理化呢?
通常来说, 初等平面几何计算涉及的绝大部分根式, 都是一次或二次的, 即

𝑓(𝑥,
√

𝑎𝑥 + 𝑏)和 𝑓(𝑥,
√

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)两种类型 (这里 𝑓 为关于 𝑥, 𝑦 的某个有理函数.),
我们的目的是通过适当的代换 𝑥 = 𝑔(𝑡) (其中 𝑔 是有理函数), 使得 𝑓 是关于 𝑡的有理
函数.

第一种情形是容易处理的,令 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑡2,则 𝑓(𝑥,
√

𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑓( 𝑡2−𝑏
𝑎 , ±𝑡)是关于 𝑡

的有理函数. 因 𝑡的取值范围尚未被限定,所以正负号的选取事实上可以任意,一般来说
简单地取正号即可À,即 𝑓(𝑥,

√
𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑓( 𝑡2−𝑏

𝑎 , 𝑡).
第二种情形要麻烦一些,欧拉曾详细探讨了这个问题,得到如下几种代换:

欧拉第一代换 设 𝑎 > 0,令
√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = √𝑎𝑥 + 𝑡 (2.5.1)

则可使得二次根式有理化表示为:

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 =
√𝑎(𝑡2 − 𝑐)
𝑏 − 2√𝑎𝑡 + 𝑡

欧拉第二代换 设 𝑐 > 0,令
√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑥𝑡 + √𝑐 (2.5.2)

则可使得二次根式有理化表示为：

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑡(𝑏 − 2√𝑐𝑡)
𝑡2 − 𝑎 + √𝑐

欧拉第三代换 设 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎(𝑥 − 𝜆1)(𝑥 − 𝜆2),其中 𝜆1, 𝜆2为实根且 (𝜆1 ≠ 𝜆2),令

√𝑎(𝑥 − 𝜆1)
(𝑥 − 𝜆2) = 𝑡 (2.5.3)

À后文中,除非涉及到值域的讨论,否则我们一般不再阐述变量替换后正负号的选取问题.
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则可使得二次根式有理化表示为：

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎𝑡(𝜆1 − 𝜆2)
𝑎 − 𝑡2

事实上,这些代换都可以基于对曲线 𝑦2 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐上有理点的考察而得: 设 (𝑥0, 𝑦0)
是曲线上的一个有理点,即

𝑦2
0 = 𝑎𝑥2

0 + 𝑏𝑥0 + 𝑐

若考虑代换 𝑦 = 𝑦0 + 𝑡(𝑥 − 𝑥0),将其代入原曲线方程,得到

(𝑦0 + 𝑡(𝑥 − 𝑥0))2 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

它与前面的式子相减,将得到关于 𝑥的一次方程,从而解出

𝑥 = 𝑥0(𝑡2 + 𝑎) − 2𝑦0𝑡 + 𝑏
𝑡2 − 𝑎

进而得到

𝑦 = −𝑦0(𝑡2 + 𝑎) + 2𝑎𝑥0𝑡 + 𝑏𝑡
𝑎 − 𝑡2

也就实现了根式的有理化表示.

例 2.5.1 (阿氏圆) 平面上与两定点 𝐴、𝐵的距离之比为定值的所有点 𝑃 构成一个圆,
称为阿氏圆.

𝑎 = 2.5

𝐵𝐴

𝑘 = 0.5

𝑃

解 先设点 𝑃 为一般形式的表示:
→

𝐴𝑃 = (𝑢 + 𝑖𝑣)
→

𝐴𝐵,根据 𝐴𝑃
𝐵𝑃 = 𝑘得

−𝑘2 + 2𝑘2𝑢 + 𝑢2 − 𝑘2𝑢2 + 𝑣2 − 𝑘2𝑣2 = 0

左方关于 𝑢的判别式是

Δ = 4(𝑘 + 𝑣 − 𝑘2𝑣)(𝑘 − 𝑣 + 𝑘2𝑣)
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这是因式可分解的情形,因而考虑作欧拉第三代换,令

𝑘 + 𝑣 − 𝑘2𝑣
𝑘 − 𝑣 + 𝑘2𝑣 = 𝑡2

即

𝑣 = 𝑘(1 − 𝑡2)
(𝑘2 − 1)(1 + 𝑡2)

将其代入前面关于 𝑢、𝑣的二次方程,得到

(−𝑘2 −2𝑘𝑡−𝑘2𝑡2 −𝑢+𝑘2𝑢−𝑡2𝑢+𝑘2𝑡2𝑢)(−𝑘2 +2𝑘𝑡−𝑘2𝑡2 −𝑢+𝑘2𝑢−𝑡2𝑢+𝑘2𝑡2𝑢) = 0

因为我们尚未限定 𝑡的取值范围,所以任意选取其中一解即可:

𝑢 = 𝑘(𝑘 − 2𝑡 + 𝑘𝑡2)
(𝑘2 − 1)(1 + 𝑡2)

于是就得到了阿氏圆的一个参数表示：

→
𝐴𝑃 = 𝑘(−1 + 𝑖𝑘 − 𝑖𝑡 + 𝑘𝑡)

(𝑘2 − 1)(𝑖 + 𝑡)
→

𝐴𝐵

利用前面求圆心和半径的方法,若令 −𝑖+𝑡
𝑖+𝑡 = 𝑧,则

→
𝐴𝑃 = ( 𝑘2

𝑘2 − 1 − 𝑘
𝑘2 − 1𝑖𝑧)

→
𝐴𝐵

这清楚地表明了 𝑃 的轨迹是以 𝐴 + 𝑘2
𝑘2−1

→
𝐴𝐵 = 𝐴−𝑘2𝐵

1−𝑘2 为圆心, | 𝑘
𝑘2−1 |𝐴𝐵为半径的圆.

2.6 四阶有理表示

迄今为止, 我们还没有对圆上两点的距离进行讨论. 前面虽然给出了圆的二阶有
理表示

𝑧 = (𝑎 + 𝑏𝑖) + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑢
1 − 𝑖𝑢

但若用它来计算距离,则距离的表示将包含根式

|𝑧(𝑢) − 𝑧(𝑣)| = √(𝑎 + 𝑑)2 + (𝑏 − 𝑐)2 |𝑢 − 𝑣|√
1 + 𝑢2√

1 + 𝑣2

对于给定的圆来说, √(𝑎 + 𝑑)2 + (𝑏 − 𝑐)2 始终是一个常量, 可以忽略, 但
√

1 + 𝑢2 和√
1 + 𝑣2 意味着许多计算均要涉及根式,这是非常不便的.
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容易发现,如果做代换
𝑢 → 2𝑝

1 − 𝑝2 , 𝑣 → 2𝑞
1 − 𝑞2

那么距离即是关于 𝑝, 𝑞的有理表示了:

|𝑧(𝑝) − 𝑧(𝑞)| = 2√(𝑎 + 𝑑)2 + (𝑏 − 𝑐)2 |(𝑝 − 𝑞)(1 + 𝑝𝑞)|
(1 + 𝑝2)(1 + 𝑞2)

对于圆的一般二阶有理表示 (2.1.3),在 𝑢 → 2𝑢
1−𝑢2 的代换下,即有

命题 2.6.1 复平面上的任意一个圆,均有如下形式的四阶有理参数表示:

𝑧 = (𝑎 + 𝑏𝑖)(1 − 𝑢2) + 2(𝑐 + 𝑑𝑖)𝑢
(1 − 𝑖𝑢)2 (2.6.1)

其中 𝑎、𝑏、𝑐、𝑑是常实数. 这个表示所对应圆的直角坐标方程是:

(𝑥 − 𝑎 − 𝑑
2 )

2
+ (𝑦 − 𝑏 + 𝑐

2 )
2

= (𝑎 + 𝑑
2 )

2
+ (𝑏 − 𝑐

2 )
2

(2.6.2)

为使得 𝑧关于 𝑢是单值的,通常我们限定 𝑢 > 0.

特别地,取 𝑎 = 1, 𝑏 = 0, 𝑐 = 1−𝑠2
2𝑠 , 𝑑 = 0,即得到

推论 2.6.2 如果平面上的一个圆经过 𝐵、𝐶 两点,则圆上的任意点 𝑃 均可表示为:

→
𝐵𝑃 = (𝑠 + 𝑢)(1 − 𝑠𝑢)

𝑠(1 − 𝑖𝑢)2
→

𝐵𝐶 (2.6.3)

其中参数 𝑠 > 0, 𝑢 > 0.

后文我们将说明参数的几何意义,这里先看它的一些应用.

例 2.6.3 两个不相交的圆 𝐼、𝐽 内切于圆 𝑂,这两圆的内公切线交于点 𝐸,并与圆 𝑂分
别交于 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷四点. 证明：圆 𝐼、𝐽 的一条外公切线 𝐹𝐺平行于 𝐵𝐶.
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𝐽𝐼

𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

𝐸

𝐹
𝐺

证明 考虑以 𝐵𝐶 为基向量,根据 (2.6.3),设圆上另外两点 𝐴、𝐷的表示为:

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑎)(1 − 𝑠𝑎)

𝑠(1 − 𝑖𝑎)2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = (𝑠 + 𝑑)(1 − 𝑠𝑑)
𝑠(1 − 𝑖𝑑)2

→
𝐵𝐶

其中 𝑠 > 0, 𝑎 > 0, 𝑑 > 0. 另外,根据图形所示,点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷在圆上按逆时针顺序排
列,因而又要求

Im(𝐴 − 𝐵
𝐶 − 𝐵 ) > 0, Im( 𝐵 − 𝐶

𝐷 − 𝐶 ) > 0, Im(𝐶 − 𝐷
𝐴 − 𝐷 ) > 0, Im(𝐷 − 𝐴

𝐵 − 𝐴 ) > 0

约化后,得各参量的取值范围的完全限定为

𝑠 > 0, 𝑎 > 𝑑 > 0, 1 − 𝑠𝑎 > 0, 1 − 𝑠𝑑 > 0

直线 𝐴𝐶 与 𝐵𝐷的交点 𝐸 的表示是

→
𝐵𝐸 = (𝑠 + 𝑎)(1 − 𝑠𝑎)(1 + 𝑖𝑑)2

(1 − 𝑠𝑎 + 𝑠𝑑 + 𝑎𝑑)(𝑠 + 𝑎 − 𝑑 + 𝑠𝑎𝑑)
→

𝐵𝐶

圆 𝐼、𝐽 是相切于 ∠𝐴𝐸𝐵和 ∠𝐶𝐸𝐷的两圆,我们先计算这两角 (记为 𝜃)的正切值,由

𝐵 − 𝐸
𝐴 − 𝐸 = (𝑖 + 𝑎)2(𝑖 − 𝑑)2𝑠

(𝑎 − 𝑑)(1 + 𝑎𝑑)(𝑖 − 𝑠)2

此式与其共轭相除,即得

𝑒𝑖2𝜃 = (𝑖 + 𝑎)2(𝑖 − 𝑑)2(𝑖 + 𝑠)2

(𝑖 − 𝑎)2(𝑖 + 𝑑)2(𝑖 − 𝑠)2
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根据 𝜃的范围限定 (0, 𝜋
2 ),以及各参量的范围限定,可求出 𝜃的半正切值

tan
𝜃
2 = 1 − 𝑒𝑖𝜃

1 + 𝑒𝑖𝜃 𝑖 = 1 + 𝑎𝑑 − 𝑎𝑠 + 𝑑𝑠
𝑎 − 𝑑 + 𝑠 + 𝑎𝑑𝑠

根据 (2.3.2),设这两个圆的表示为

→
𝐸𝑃 = (𝜆 − 2𝜆

𝑖 + 𝑢 tan
𝜃
2)

→
𝐸𝐶

它们与圆 𝑂相切,由此解出

𝜆1 = (𝑎 − 𝑑)(−1 + 𝑎𝑠)
(1 + 𝑎2)𝑑 , 𝜆2 = (𝑎 − 𝑑)(𝑎 + 𝑠)

1 + 𝑎2

其中 𝜆1 对应的是圆 𝐼 :

→
𝐸𝑃 = (𝑎 − 𝑑)(1 − 𝑎𝑠)(2 + 2𝑎𝑑 − 2𝑎𝑠 + 2𝑑𝑠 − 𝑎𝑢 + 𝑑𝑢 − 𝑠𝑢 − 𝑎𝑑𝑠𝑢 − 𝑖𝑎 + 𝑖𝑑 − 𝑖𝑠 − 𝑖𝑎𝑑𝑠)

(1 + 𝑎2)𝑑(𝑎 − 𝑑 + 𝑠 + 𝑎𝑑𝑠)(𝑖 + 𝑢)
→

𝐸𝐶

𝜆2 对应的是圆 𝐽 :

→
𝐸𝑃 = (𝑎 − 𝑑)(𝑎 + 𝑠)(−2 − 2𝑎𝑑 + 2𝑎𝑠 − 2𝑑𝑠 + 𝑎𝑢 − 𝑑𝑢 + 𝑠𝑢 + 𝑎𝑑𝑠𝑢 + 𝑖𝑎 − 𝑖𝑑 + 𝑖𝑠 + 𝑖𝑎𝑑𝑠)

(1 + 𝑎2)(𝑎 − 𝑑 + 𝑠 + 𝑎𝑑𝑠)(𝑖 + 𝑢)
→

𝐸𝐶

这二者的两条外公切线可有理地表示出来,图中所示的切点 𝐹 和 𝐺分别为

→
𝐸𝐹 = (𝑎 − 𝑑)(1 − 𝑖𝑠)(1 − 𝑎𝑠)(𝑎 + 𝑑 + 𝑠 − 𝑎𝑑𝑠 + 2𝑖𝑎𝑑 + 2𝑖𝑑𝑠)

(1 + 𝑖𝑎)2(1 + 𝑖𝑠)𝑑(𝑎 − 𝑑 + 𝑠 + 𝑎𝑑𝑠)
→

𝐸𝐶

→
𝐸𝐺 = (𝑎 − 𝑑)(1 − 𝑖𝑠)(𝑎 + 𝑠)(2𝑖 − 2𝑖𝑎𝑠 − 𝑎 − 𝑑 − 𝑠 + 𝑎𝑑𝑠)

(1 + 𝑖𝑎)2(1 + 𝑖𝑠)(𝑎 − 𝑑 + 𝑠 + 𝑎𝑑𝑠)
→

𝐸𝐶

它们转化为以
→

𝐵𝐶 为基向量的表示则是

→
𝐵𝐹 = (𝑎𝑠 − 1)(𝑎𝑑 − 𝑑2 − 𝑎𝑠 + 𝑎𝑑2𝑠 − 𝑠2 + 𝑎𝑑𝑠2 − 2𝑖𝑎𝑑𝑠 − 2𝑖𝑑𝑠2)

(𝑎 − 𝑑 + 𝑠 + 𝑎𝑑𝑠)2
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝐺 = (𝑎 + 𝑠)(𝑎 − 𝑑 + 𝑠 − 𝑑2𝑠 − 𝑑𝑠2 + 𝑎𝑑2𝑠2 + 2𝑖𝑑𝑠 − 2𝑖𝑎𝑑𝑠2)

(𝑎 − 𝑑 + 𝑠 + 𝑎𝑑𝑠)2
→

𝐵𝐶

由此计算得
→

𝐹𝐺 = (𝑎 − 𝑑)(𝑎 + 𝑑 + 𝑠 − 𝑎𝑑𝑠)(1 + 𝑠2)
(𝑎 − 𝑑 + 𝑠 + 𝑎𝑑𝑠)2

→
𝐵𝐶

即知 𝐹𝐺//𝐵𝐶.
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2.7 反演变换

给定一个几何图形,若我们对它的每个几何元素都做相同的变换,则所得到的新的
几何图形仍将保留原几何图形的一些性质,从而可通过对新的几何图形的观察去断言原
几何图形的一些性质. 对于圆相关的某些平面几何命题而言,适当的反演变换可以将其
转化为简单的图形而得以计算或证明.

定义 2.7.1 设在平面内给定一点 𝑂和常数 𝑘(𝑘等于零),对于平面内任意一点 𝐴,确定
𝐴′,使 𝐴′为直线 𝑂𝐴上一点,并且有向线段 𝑂𝐴与 𝑂𝐴′满足 𝑂𝐴 ⋅ 𝑂𝐴′ = 𝑘,我们称这种
变换是以 𝑂为反演中心,以 𝑘为反演幂的反演变换,称 𝐴′ 为 𝐴关于 𝑂的反演点.

𝑟 = 1.3

𝑂

𝑎 = 0.6

𝐴

𝐴′

根据定义,容易导出 𝐴关于 𝑂的反演点 𝐴′ 的表示为:

→
𝑂𝐴′ = 𝑘

|𝑂𝐴|2
→

𝑂𝐴 (2.7.1)

令 𝑟 = √|𝑘|,则以 𝑂为圆心, 𝑟为半径的圆称为反演圆. 特别地,如果点 𝐴位于反演圆
上,则其反演点亦在反演圆上.

命题 2.7.2 在反演变换下:
(1). 经过反演中心的直线保持不变;
(2). 不经过反演中心的直线变为经过反演中心的圆;
(3). 经过反演中心的圆变为不经过反演中心的直线;
(4). 不经过反演中心的圆变为不经过反演中心的圆.

证明
(1). 若直线经过反演中心,因为直线上的点反演后的点仍在该直线上,且是一一映

射的,所以它的反演图像仍是一条直线.
(2). 若直线不经过反演中心,设 𝑂在直线上的投影点为 𝑇 ,则该直线上的任意点可

表示为
→

𝑂𝐴 = (1 + 𝑖𝑢)
→

𝑂𝑇 ,于是反演点 𝐴′ 的表示是

→
𝑂𝐴′ = 𝑘

|𝑂𝐴|2
→

𝑂𝐴 = 𝑘
(1 − 𝑖𝑢)|𝑂𝑇 |2

→
𝑂𝑇
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这显然是一个圆,并且当 𝑢 → ∞时, 𝐴′ = 𝑂,即此圆经过反演中心. 若作代换 1+𝑖𝑢
1−𝑖𝑢 = 𝑧,

(其中 𝑧为单位复数),上式又可化为

→
𝑂𝐴′ = 𝑘

2|𝑂𝑇 |2
→

𝑂𝑇 + 𝑘
2|𝑂𝑇 |2 𝑧

→
𝑂𝑇

表明其圆心位于直线 𝑂𝑇 上,且半径为 |𝑘|
2|𝑂𝑇 | .

𝑟 = 1.5

𝑂

𝑎 = 0.6

𝑑 = 1.74

𝑇

𝑓

(3). 若圆经过反演中心,不妨设其圆心为 𝑆,则圆上的任意点可表示为

→
𝑂𝐴 =

→
𝑂𝑆 +1 + 𝑖𝑢

1 − 𝑖𝑢
→

𝑂𝑆 = 2
1 − 𝑖𝑢

→
𝑂𝑆

于是反演点 𝐴′ 的表示是

→
𝑂𝐴′ = 𝑘

|𝑂𝐴|2
→

𝑂𝐴 = 𝑘
2|𝑂𝑆|2 (1 + 𝑖𝑢)

→
𝑂𝑆

表明其反演图像是一条直线. 且该直线到反演中心的距离为

min(|𝑂𝐴′|) = |𝑘|
2|𝑂𝑆|

(4). 若圆不经过反演中心,不妨设其圆心为 𝑆,其半径为 𝑟|𝑂𝑆|, (𝑟 ≠ 1)则圆上的任
意点可表示为

→
𝑂𝐴 =

→
𝑂𝑆 +𝑟1 + 𝑖𝑢

1 − 𝑖𝑢
→

𝑂𝑆 = (1 + 𝑟1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢)

→
𝑂𝑆

于是反演点 𝐴′ 的表示是

→
𝑂𝐴′ = 𝑘

|𝑂𝐴|2
→

𝑂𝐴 = 𝑘
|𝑂𝑆|2

(1 + 𝑖𝑢)
(1 + 𝑟 + 𝑖𝑢 − 𝑖𝑟𝑢)

→
𝑂𝑆

若作代换
1 + 𝑟 − 𝑖𝑢 + 𝑖𝑟𝑢
1 + 𝑟 + 𝑖𝑢 − 𝑖𝑟𝑢 = 𝑧, (其中 𝑧为单位复数),此式又可化为

→
𝑂𝐴′ = 𝑘

|𝑂𝑆|2(1 − 𝑟2)
→

𝑂𝑆 + 𝑘𝑟
|𝑂𝑆|2(1 − 𝑟2)𝑧

→
𝑂𝑆
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表明其圆心位于直线 𝑂𝑆 上,且半径为 |𝑘|𝑟
|𝑂𝑆||1−𝑟2| .

𝑟 = 1.5

𝑂

𝑎 = 0.6

𝑑 = 1.8

𝑅 = 1.3

𝑆 𝑂′

若将直线视为无穷大的圆,则上述性质即是圆在反演变换下仍变为圆,称为保圆性. 反
演变换的另一个重要性质是保持相交曲线的角度不变,称为保角性.

命题 2.7.3 在反演变换下,两条相交曲线在交点处的交角大小不变,方向相反.

证明 设平面上异于点 𝑂的一个定点为 𝑇 ,并设两曲线有参数表示

→
𝑂𝐴 = 𝑧1(𝑢)

→
𝑂𝑇 ,

→
𝑂𝐵 = 𝑧2(𝑣)

→
𝑂𝑇

在交点处 (分别对应参数 𝑢0、𝑣0): 𝑧1(𝑢0) = 𝑧2(𝑣0),并且各自的一个切向量分别是

𝑣𝐴𝑣𝐴𝑣𝐴 = 𝑧1
′(𝑢0)

→
𝑂𝑇 , 𝑣𝐵𝑣𝐵𝑣𝐵 = 𝑧2

′(𝑣0)
→

𝑂𝑇

因此交点处的夹角

𝜃 = arg
𝑣𝐴𝑣𝐴𝑣𝐴
𝑣𝐵𝑣𝐵𝑣𝐵

= arg
𝑧1

′(𝑢0)
𝑧2′(𝑣0)

另一方面,两曲线对应的反演曲线分别有表示:

→
𝑂𝑃 = 𝑘

|𝑂𝐴|2
→

𝑂𝐴 = 𝑘
|𝑂𝑇 |2

1
̄𝑧1(𝑢)

→
𝑂𝑇

→
𝑂𝑄 = 𝑘

|𝑂𝐴|2
→

𝑂𝐵 = 𝑘
|𝑂𝑇 |2

1
̄𝑧2(𝑣)

→
𝑂𝑇

显然,二者仍在参数 𝑢 = 𝑢0 和 𝑣 = 𝑣0 时相交. 在交点处,各自的一个切向量分别为

𝑣𝑃𝑣𝑃𝑣𝑃 = − 𝑘
|𝑂𝑇 |2

1
( ̄𝑧1(𝑢0))2 ̄𝑧1

′(𝑢0)
→

𝑂𝑇

𝑣𝑄𝑣𝑄𝑣𝑄 = − 𝑘
|𝑂𝑇 |2

1
( ̄𝑧2(𝑣0))2 ̄𝑧2

′(𝑣0)
→

𝑂𝑇
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于是交点处的夹角

𝜑 = arg
𝑣𝑃𝑣𝑃𝑣𝑃
𝑣𝑄𝑣𝑄𝑣𝑄

= arg
̄𝑧1
′(𝑢0)
̄𝑧2
′(𝑣0)

( ̄𝑧2(𝑣0))2

( ̄𝑧1(𝑢0))2 = arg
̄𝑧1
′(𝑢0)
̄𝑧2
′(𝑣0)

从而知

𝜃 + 𝜑 = arg
𝑧1

′(𝑢0)
𝑧2′(𝑣0) + arg

̄𝑧1
′(𝑢0)
̄𝑧2
′(𝑣0) = arg

𝑧1
′(𝑢0) ̄𝑧1

′(𝑢0)
𝑧2′(𝑣0) ̄𝑧2

′(𝑣0) = arg
|𝑧1

′(𝑢0)|2
|𝑧2′(𝑣0)|2 = 0

即二者反演后的曲线在交点处的交角大小相等而方向相反.

将两个不同的圆变为同心圆是反演变换的一个重要应用.

例 2.7.4 平面上给定两个不相交的圆: 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 和 (𝑥 − 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑅2,试求一个
反演变换,使之变为同心圆.

解 通常我们所考虑的反演变换, 其反演中心位于两圆的圆心连线上, 因而反演变换
可设为

𝐴′ = 𝜆 + 𝑘
|𝐴 − 𝜆|2 (𝐴 − 𝜆)

圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 的一个参数表示是:

𝐴 = 𝑟1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢

它的反演即为:

𝐴′ = 𝜆 − 𝑘(1 − 𝑖𝑢)
𝜆(1 − 𝑖𝑢) − 𝑟(1 + 𝑖𝑢)

作代换
𝜆(1 + 𝑖𝑢) − 𝑟(1 − 𝑖𝑢)
𝜆(1 − 𝑖𝑢) − 𝑟(1 + 𝑖𝑢) = 𝑧

其中 𝑧为单位复数,则得

𝐴′ = 𝜆𝑘 + 𝑟2 − 𝜆2

𝑟2 − 𝜆2 − 𝑘𝑟
𝑟2 − 𝜆2 𝑧

因此反演后的圆心是

𝑂1
′ = 𝜆𝑘 + 𝑟2 − 𝜆2

𝑟2 − 𝜆2

同理,根据圆 (𝑥 − 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑅2 的一个参数表示

𝐴 = 𝑑 + 𝑅 1 + 𝑖𝑣
1 − 𝑖𝑣
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可得其反演后的圆心表示为

𝑂2
′ = 𝑑𝑘 + 𝑑2𝜆 − 𝑘𝜆 − 𝑅2𝜆 − 2𝑑𝜆2 + 𝜆3

(𝑑 − 𝑅 − 𝜆)(𝑑 + 𝑅 − 𝜆)

由 𝑂1
′ = 𝑂2

′ 即可解出 𝜆(即反演中心):

𝜆 = 𝑑2 + 𝑟2 − 𝑅2 ± √(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)(𝑑 + 𝑟 − 𝑅)(𝑑 − 𝑟 + 𝑅)(𝑑 + 𝑟 + 𝑅)
2𝑑

这与我们前面所得两个相离圆的 “虚交点”表示 (2.2.1)是一致的. 也就是说,以 “虚交
点”为反演中心,可将两个相离的圆变换为同心圆.

下面我们再来看一个具体的反演示例.

例 2.7.5 对于例题 (2.3.9),若以 𝐶 为反演中心, 𝐶𝐴为反演半径,则图像的反演如下:

𝑎 = 0.7

𝐴 𝐵

𝐶

𝑇

45∘ ⟹

𝐴′

𝑠 = 0.75

𝐵′

𝐶

𝑇 ′

𝑏

45∘

反演关系说明:
(1). 经过反演中心的直线 𝐶𝐴、𝐶𝑇 反演后保持不变.
(2). 在反演中心处相切的两圆,反演后变为两条平行的直线.
(3). 不经过反演中心的直线 𝐴𝑇 𝐵,反演后变为经过反演中心的圆 𝐴′𝑇 ′𝐵′.
(4). 直线 𝐴𝑇 𝐵与小圆相切. 根据保角性,圆 𝐴′𝑇 ′𝐵′也应与小圆反演所得的直线在

𝑇 处相切.
(5). 𝐴𝐵是圆的直径,其对应的圆周角 ∠𝐴𝐶𝐵是直角. 反演后,对应的 ∠𝐴′𝐶𝐵′ 仍

是直角,因而 𝐴′𝐵′ 是圆的直径.
(6). ∠𝐴𝐶𝑇 与对应反演角 ∠𝐴′𝐶𝑇 ′ 相等.
反演后的命题可表述为: 已知 𝐴′𝐵′ 是圆的直径, 𝑇 ′ 在圆上且其切线平行于 𝐴′𝐵′,

若 𝐶 是圆周上的一点且不在 𝐴′𝑇 ′ 内,则 ∠𝐴′𝐶𝑇 ′ = 45°.

这个示例表明,适当的反演变换可使得命题变得简单,但反演关系并不容易厘清,需要仔
细地观察. 若要熟练地掌握反演变换,反复地练习和总结是必要的. 而如果我们利用图
形的有理表示进行反演计算,则图形的关系将变得了然.

平面上一般的几何变换可以用向量的方式表述如下:
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定义 2.7.6 设 𝑂、𝑇 是平面上的两个相异定点,若平面上的任意点 𝐴有表示:
→

𝑂𝐴 =
𝑧

→
𝑂𝑇 ,则

→
𝑂𝐴′ = 𝑓(𝑧)

→
𝑂𝑇 确定了一个从点 𝐴到点 𝐴′ 的平面几何变换.

对于反演变换,若 𝑂为反演中心,则 𝑓(𝑧) = 𝑘
̄𝑧 . 如果令 𝑓(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑 ,则是莫比乌斯变
换,它也具有保圆性和保角性.

2.8 结论延拓

前面我们讨论直线与圆的交点时曾提到,若直线与圆相离,则它们存在一对 “虚交
点”(反演点),可用于对某些涉及交点的命题进行延拓. 例如,圆割线定理的一个推广是

例 2.8.1 如图,点 𝑃 位于圆 𝑂外, 𝑃𝐴𝐵是圆的割线,若 𝐶、𝐷是圆的一对反演点且关
于经过 𝑃 点的一条直线对称,则 𝑃𝐴 ⋅ 𝑃𝐵 = 𝑃𝐶 ⋅ 𝑃𝐷.

𝑟 = 2

𝑝 = −3.29

𝑞 = 1.7

𝑃

𝑢 = −0.9

𝐴

𝐵

𝑂
𝐷

𝐶

又如,蝴蝶定理 (坎迪定理 (2.2.12)中𝑀 为弦 𝑃𝑄的中点情形.)的一个圆外推广是:

例 2.8.2 若直线 𝑙位于圆外, 𝑀 是圆心在 𝑙上的垂足点,点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷在圆上且直
线 𝐴𝐶、𝐵𝐷经过点𝑀 . 𝐴𝐵、𝐶𝐷的连线又交直线 𝑙于 𝐸、𝐹 ,则𝑀𝐸 = 𝑀𝐹 .

𝑟 = 1.5

𝑀

𝑂
𝐴

𝐷

𝐶 𝐵

𝐹 𝐸

这里,点𝑀 是直线 𝑙与圆的两个虚交点的中点.

再如,三相交圆的公共弦共点命题 (2.2.13),推广至一般情形即是著名的根心定理:
三个两两不同心的圆,形成三条根轴,这三条根轴或者完全重合,或者两两平行,或者两
两相交 (此时三根轴必交于一点,该点又称为三圆的根心).
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从解析的角度来说,命题的延拓并没有改变其蕴含的代数关系,仅在于取值范围的
变化. 当然,并非所有涉及交点的命题都能做如此推广,仔细地验证是不可或缺的.
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三角形是平面几何最为基本的图形之一,却是平面几何最为重要的部分. 经过两千
多年来人们孜孜不倦的探寻,有关的论述早已是卷帙浩繁. 本节我们从有理表示的思想
出发,逐渐展开对三角形性质的介绍.

3.1 三角形的表示

3.1.1 基本表示

𝐴

𝐵 𝐶𝑎

𝑏𝑐

三角形的表示有多种形式, 其中被广泛采用的是直角坐标设法: 𝐴 = (𝑥1, 𝑦1)、𝐵 =
(𝑥2, 𝑦2)、𝐶 = (𝑥3, 𝑦3),这个表示可以描述平面上任意一个三角形的顶点. 对于多数问
题, 固定三角形的两个顶点对结论不造成影响, 此时一般设 𝐴 = (𝑚, 𝑛)、𝐵 = (0, 0)、
𝐶 = (1, 0). 也有设为其他形式的,例如取 𝐴 = (𝑝, 𝑞)、𝐵 = (−1, 0)、𝐶 = (1, 0),或将顶
点都设定在单位圆上: 𝐴 = (cos 𝜃, sin 𝜃)、𝐵 = (cos 𝜑, sin 𝜑)、𝐶 = (cos 𝜙, sin 𝜙).

对于同一个三角形而言,尽管它可以被设为以上种种不同的表示,表示的内核却是
一致的: 三角形内角的大小不变,各边的长度比例也是固定的. 这种不变性,利用复数可
以更方便地体现出来:

(𝐴 − 𝐵) ∶ (𝐵 − 𝐶) ∶ (𝐶 − 𝐴) = (𝑚 + 𝑛𝑖) ∶ (−1) ∶ (1 − 𝑚 − 𝑛𝑖)
= (𝑝 + 1 + 𝑞𝑖) ∶ (−2) ∶ (1 − 𝑝 − 𝑞𝑖) = (𝑒𝑖𝜃 − 𝑒𝑖𝜑) ∶ (𝑒𝑖𝜑 − 𝑒𝑖𝜙) ∶ (𝑒𝑖𝜙 − 𝑒𝑖𝜃)
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并且,这三个比值 (𝐴 − 𝐵) ∶ (𝐵 − 𝐶) ∶ (𝐶 − 𝐴)并不是相互独立的,若已知其中的一个比
值,则另外两个比值亦可知. 也就是说,用一个复数表示的比值,能够完全地反映出这种
不变性. 在我们的体系中,将三角形的一边所在的向量视为另一边所在向量经由一个复
数所表示的旋转缩放变换而得,恰好就是这种不变性的体现.

命题 3.1.1 △𝐴𝐵𝐶 的一个表示是
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶 (3.1.1)

若规定其为逆时针三角形À,则要求 Im(𝑧) > 0.

利用向量的加法和除法性质,我们容易将三角形的表示进行任意的转换. 例如

→
𝐶𝐴 =

→
𝐵𝐴 −

→
𝐵𝐶 = (𝑧 − 1)

→
𝐵𝐶 = (1 − 𝑧)

→
𝐶𝐵

→
𝐴𝐶 = 𝐶 − 𝐴

𝐵 − 𝐴
→

𝐴𝐵 =
→

𝐵𝐶 −
→

𝐵𝐴
→

𝐵𝐵 −
→

𝐵𝐴

→
𝐴𝐵 = 1 − 𝑧

0 − 𝑧
→

𝐴𝐵 = (1 − 1
𝑧 )

→
𝐴𝐵

一些特殊的三角形有更具体的形式:

等腰三角形 若 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶,则
→

𝐵𝐴 = 𝑒𝑖𝜃 →
𝐵𝐶.

等边三角形 若 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐴,则
→

𝐵𝐴 = 𝑒𝑖 𝜋
3

→
𝐵𝐶. 利用向量的加法,容易改写此式为:

→
𝑂𝐴 +𝜔

→
𝑂𝐵 +𝜔2 →

𝑂𝐶 = 0 (3.1.2)

其中 𝜔 = 𝑒𝑖 2𝜋
3 , 𝑂为任意一点,这也是等边三角形的常用判别式之一.

直角三角形 若 ∠𝐵 = 90°,则
→

𝐵𝐴 = 𝜆𝑖
→

𝐵𝐶(𝜆 ∈ ℝ).

下面我们举一例来说明上述表示的具体应用.

例 3.1.2 (Ceva 定理) 在三角形 𝐴𝐵𝐶 内任取一点 𝑂,延长 𝐴𝑂、𝐵𝑂、𝐶𝑂分别交对边
于 𝐷、𝐸、𝐹 ,则 𝐵𝐷

𝐷𝐶 ⋅ 𝐶𝐸
𝐸𝐴 ⋅ 𝐴𝐹

𝐹𝐵 = 1.

À一般来说,我们总是这样规定,若非必要,后文中不再提及这一点.
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𝐴

𝐵 𝐶

𝑂

𝐷

𝐸

𝐹

证明 设
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝑂 = 𝑤
→

𝐵𝐶. 又设 𝐵𝐶 边上的点 𝐷为
→

𝐵𝐷 = 𝜆
→

𝐵𝐶,根据 𝐴、𝑂、
𝐷三点共线,知

Im( 𝐴 − 𝑂
𝐴 − 𝐷) = Im(𝑧 − 𝑤

𝑧 − 𝜆 ) = 0

解出 𝜆,即知
→

𝐵𝐷 = −𝑧𝑤̄ + 𝑤 ̄𝑧
𝑤 − 𝑧 − 𝑤̄ + ̄𝑧

→
𝐵𝐶

同理,容易导出
→

𝐵𝐸 = 𝑤(𝑧 − ̄𝑧)
𝑤 − 𝑤̄ + 𝑧𝑤̄ − 𝑤 ̄𝑧

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐹 = 𝑧(𝑤 − 𝑤̄)

𝑧 − ̄𝑧 + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑧𝑤̄
→

𝐵𝐶

代入化简计算即可证明
𝐷 − 𝐵
𝐶 − 𝐷 ⋅ 𝐸 − 𝐶

𝐴 − 𝐸 ⋅ 𝐹 − 𝐴
𝐵 − 𝐹 = 1

为方便后文的叙述,我们先约定一下三角形的基本记号.

约定 3.1.3 对于一个三角形△𝐴𝐵𝐶,在不引起歧义的情况下,通常我们也以 𝐴、𝐵、𝐶
表示其内顶角 𝐴 = ∠𝐶𝐴𝐵、𝐵 = ∠𝐴𝐵𝐶、𝐶 = ∠𝐵𝐶𝐴;以小写字母 𝑎、𝑏、𝑐表示其边:
𝑎 = 𝐵𝐶、𝑏 = 𝐶𝐴、𝑐 = 𝐴𝐵;以大写字母 𝑆 表示三角形的面积.
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3.1.2 边角边表示 对于三角形△𝐴𝐵𝐶,可以用两边及其夹角来表示出向量的旋转
缩放,称为三角形的边角边表示. 逆时针方向向量的旋转缩放表示：

→
𝐴𝐶 = 𝑏

𝑐 𝑒𝑖𝐴 →
𝐴𝐵;

→
𝐵𝐴 = 𝑐

𝑎𝑒𝑖𝐵 →
𝐵𝐶;

→
𝐶𝐵 = 𝑎

𝑏 𝑒𝑖𝐶 →
𝐶𝐴 (3.1.3)

顺时针向量的旋转缩放表示：

→
𝐴𝐵 = 𝑐

𝑏 𝑒−𝑖𝐴 →
𝐴𝐶;

→
𝐵𝐶 = 𝑎

𝑐 𝑒−𝑖𝐵 →
𝐵𝐴;

→
𝐶𝐴 = 𝑏

𝑎𝑒−𝑖𝐶 →
𝐶𝐵 (3.1.4)

这些表示是相互等价的,由此可以简单地证明正弦定理和余弦定理.

例 3.1.4 (正弦定理) 我们选择以下两式予以证明

→
𝐴𝐶 = 𝑏

𝑐 𝑒𝑖𝐴 →
𝐴𝐵;

→
𝐵𝐴 = 𝑐

𝑎𝑒𝑖𝐵 →
𝐵𝐶

将
→

𝐴𝐶 =
→

𝐵𝐶 −
→

𝐵𝐴代入第一式,则有

→
𝐵𝐶 = (1 − 𝑏

𝑐 𝑒𝑖𝐴)
→

𝐵𝐴

联合第二式,即知
𝑐
𝑎𝑒𝑖𝐵 (1 − 𝑏

𝑐 𝑒𝑖𝐴) = 1 ⋯ ⋯(⋆)

对此式两端取虚部
𝑐
𝑎 sin 𝐵 − 𝑏

𝑎 sin (𝐴 + 𝐵) = 0

于是得 𝑐 sin 𝐵 = 𝑏 sin 𝐶. 再改写前式为

1 − 𝑏
𝑐 𝑒𝑖𝐴 = 𝑎

𝑐 𝑒−𝑖𝐵

取虚部又得 𝑏 sin 𝐴 = 𝑎 sin 𝐵. 合并结果,即是正弦定理

𝑎
sin 𝐴 = 𝑏

sin 𝐵 = 𝑐
sin 𝐶 (3.1.5)

例 3.1.5 (余弦定理) 若对前面 (⋆)式两端取模,即有

𝑐2

𝑎2 (1 − 2𝑏
𝑐 cos 𝐴 + 𝑏2

𝑐2 ) = 1

于是

cos 𝐴 = 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐 (3.1.6)
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改写 (⋆)式为
𝑐
𝑎𝑒𝑖𝐵 − 1 = 𝑏

𝑎𝑒𝑖(𝐴+𝐵)

两端取模,又可得到

cos 𝐵 = 𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2

2𝑐𝑎 (3.1.6B)

再改写 (⋆)式为
𝑐
𝑎𝑒𝑖𝐵 = 1 + 𝑏

𝑎𝑒𝑖(𝐴+𝐵)

两端取模,并利用 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝜋,得到

cos 𝐶 = 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2

2𝑎𝑏 (3.1.6C)

这就证明了全部余弦定理.

3.1.3 角角边表示 根据正弦定理,易知上面三角形的边角边表示是存在变量冗余

的,现在我们来简化一下: 对于表示
→

𝐵𝐴 = 𝑐
𝑎 𝑒𝑖𝐵 →

𝐵𝐶,先将边长的比值转化为角度的复
数表示:

𝑐
𝑎 = sin 𝐶

sin 𝐴 = sin(𝐴 + 𝐵)
sin 𝐴 = 𝑒𝑖(𝐴+𝐵) − 𝑒−𝑖(𝐴+𝐵)

𝑒𝑖𝐴 − 𝑒−𝑖𝐴 = 1 − 𝑒𝑖(2𝐴+2𝐵)

1 − 𝑒𝑖2𝐴 𝑒−𝑖𝐵

由此则得三角形的一个角角边表示À:

→
𝐵𝐴 = 1 − 𝑒𝑖(2𝐴+2𝐵)

1 − 𝑒𝑖2𝐴
→

𝐵𝐶 (3.1.7)

将上面表示中的 ∠𝐴或 ∠𝐵换成 ∠𝐶,又有

→
𝐵𝐴 = 𝑒𝑖2𝐵(1 − 𝑒𝑖2𝐶)

1 − 𝑒𝑖2(𝐵+𝐶)
→

𝐵𝐶 (3.1.7II)

→
𝐵𝐴 = 1 − 𝑒−𝑖2𝐶

1 − 𝑒𝑖2𝐴
→

𝐵𝐶 (3.1.7III)

某些涉及角度的问题可通过选用适当的角角边表示而比较容易地解决.

例 3.1.6 已知三角形 𝐴𝐵𝐶 中, ∠𝐵 = 90°, ∠𝐶 = 3𝛼,延长𝐵𝐶 至𝐷,使得∠𝐷 = 2𝛼. 若
已知 𝐵𝐶 = 7、𝐶𝐷 = 8,求 𝐴𝐷的长度.

À亦可见于《点几何纲要》
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3𝛼 2𝛼
𝐵 𝐷

𝐴

𝐶

解 令 𝑤 = 𝑒𝑖2𝛼 ,根据 (3.1.7),对于△𝐴𝐵𝐶 和△𝐴𝐵𝐷,分别有

→
𝐵𝐴 = 𝑤3 − 1

1 + 𝑤3
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐴 = 1 − 𝑤2

1 + 𝑤2
→

𝐵𝐷

因为 𝐵𝐷 ∶ 𝐵𝐶 = (7 + 8) ∶ 7,所以

7𝑤3 − 1
1 + 𝑤3 = 151 − 𝑤2

1 + 𝑤2

化简即为 2 − 3𝑤 + 2𝑤2 = 0,此式又可写作 𝑤
1+𝑤2 = 2

3 ,于是

𝐴𝐷 = |
→

𝐵𝐴 −
→

𝐵𝐷 | = | 2
𝑤2 + 1|𝐵𝐷 = 30| 𝑤

1 + 𝑤2 | = 20

另外,应用角角边表示可以方便地对著名的角格点问题进行计算.

例 3.1.7 如图,已知等腰三角形△𝐴𝐵𝐶 的两个角 ∠𝐵 = ∠𝐶 = 80°,点 𝐷、𝐸 分别在
𝐵𝐴、𝐶𝐴上, ∠𝐵𝐶𝐷 = 60°, ∠𝐶𝐵𝐸 = 70°,求 ∠𝐵𝐸𝐷之值.

𝐵

𝐶

𝐴

𝐷

𝐸

70∘

60∘

80∘

80∘

解 若令 𝑧1 = 𝑒𝑖2𝐵, 𝑧2 = 𝑒𝑖2𝐶 , 𝑧3 = 𝑒𝑖2∠𝐵𝐶𝐷, 𝑧4 = 𝑒𝑖2∠𝐶𝐵𝐸,根据 (3.1.7II),则有

→
𝐵𝐷 = 𝑧1(1 − 𝑧3)

1 − 𝑧1𝑧3

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐸 = 𝑧4(1 − 𝑧2)

1 − 𝑧4𝑧2

→
𝐵𝐶
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从而
𝐸𝐵
𝐸𝐷𝑒𝑖∠𝐵𝐸𝐷 = 𝐵 − 𝐸

𝐷 − 𝐸 = (1 − 𝑧2)(1 − 𝑧1𝑧3)𝑧4
𝑧4 − 𝑧1 + 𝑧1𝑧3 − 𝑧2𝑧4 + 𝑧1𝑧2𝑧4 − 𝑧1𝑧3𝑧4

此式与其共轭相除,得到

𝑒𝑖2∠𝐵𝐸𝐷 = 𝑧4(𝑧2 − 𝑧3 + 𝑧1𝑧3 − 𝑧1𝑧2𝑧3 − 𝑧2𝑧4 + 𝑧2𝑧3𝑧4)
𝑧1 − 𝑧1𝑧3 − 𝑧4 + 𝑧2𝑧4 − 𝑧1𝑧2𝑧4 + 𝑧1𝑧3𝑧4

将 𝑧1 = (−1)8/9, 𝑧2 = (−1)8/9, 𝑧3 = (−1)2/3, 𝑧4 = (−1)7/9 代入, 充分化简后为
𝑒𝑖2∠𝐵𝐸𝐷 = (−1)2/9,于是 ∠𝐵𝐸𝐷 = 20°.

3.1.4 有理表示 我们可将三角形角角边的表示转化为实参形式的有理表示. 例如
对于 (3.1.7),根据

𝑒𝑖2𝜃 = 𝑒𝑖𝜃

𝑒−𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃
cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 = 1 + 𝑖 tan 𝜃

1 − 𝑖 tan 𝜃
若令 𝑠 = tan 𝐴, 𝑡 = tan 𝐵,则

→
𝐵𝐴 = 𝑖(𝑠 + 𝑡)

𝑠(𝑖 + 𝑡)
→

𝐵𝐶 (3.1.8)

若令 𝑠 = cot 𝐴, 𝑡 = cot 𝐶,又有

→
𝐵𝐴 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑡
→

𝐵𝐶 (3.1.9)

它与过已知两点的圆的一个有理参数表示 (2.2.2)在形式上是完全一致的,这实际上也
就给出了该参数表示的几何意义.
若令 𝑠 = tan 𝐴

2、𝑡 = tan 𝐵
2 ,又可得三角形的一个四阶有理表示

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶 (3.1.10)

后文我们将给出这些表示的具体应用.

3.1.5 相似与全等 两个三角形相似的定义是它们的对应角和对应边成比例. 在
以复数表示的旋转缩放变换下, 相似的判定是简单的: 若 △𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐷𝐸𝐹 , 则
𝐴−𝐵
𝐶−𝐵 = 𝐷−𝐸

𝐹−𝐸 . 若两三角形全等,只需再要求它们的其中一条对应边相等即可.

例 3.1.8 等腰三角形 𝐴𝐵𝐶 的两边 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶, 𝐷在 𝐴𝐵 朝 𝐵 方向的延长线上, 𝐸 在
𝐵𝐶 朝 𝐶 方向的延长线上,且 𝐷𝐵

𝐷𝐶 = 𝐶𝐸
𝐴𝐸 = 1

2 ,证明△𝐵𝐷𝐶 相似于△𝐶𝐸𝐴.
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𝐵

𝑎 = 2

𝐶

𝑢 = −0.3

𝐴

𝐷

𝐸

证明 利用向量的旋转缩放意义, 我们可根据题目所给条件而设 △𝐴𝐵𝐶、△𝐵𝐷𝐶、
△𝐶𝐸𝐴的表示如下:

→
𝐴𝐶 = 𝑧1

→
𝐴𝐵,

→
𝐷𝐶 = 2𝑧2

→
𝐷𝐵,

→
𝐸𝐴 = 2𝑧3

→
𝐸𝐶

其中 𝑧𝑘 是单位复数,即 |𝑧1| = |𝑧2| = |𝑧3| = 1. 为证明△𝐵𝐷𝐶 ∼ △𝐶𝐸𝐴,我们只需证明
𝑧2 = 𝑧3 即可. 考虑第一、二式相减以消点 𝐶 而有

(1 − 𝑧1)
→

𝐴𝐵 = (2𝑧2 − 1)
→

𝐵𝐷

根据 𝐴、𝐵、𝐷三点共线,则知

Im(2𝑧2 − 1
1 − 𝑧1

) = 0

它可以被进一步化简为
2𝑧1 − 𝑧2 − 𝑧1𝑧2 + 2𝑧2

2 = 0

同样地,第一、三两式相减以消点 𝐴,又可导出

2𝑧1 − 𝑧3 − 𝑧1𝑧3 + 2𝑧2
3 = 0

以上两式相减,得到
(𝑧2 − 𝑧3)(1 − 2𝑧2 − 2𝑧3 + 𝑧2𝑧3) = 0

显然, 若第一个因式等于 0, 则结论自动成立. 我们需要做的就是根据 𝑧2、𝑧3 的取值
范围判定第二个因式不能等于 0. 根据图示, △𝐵𝐷𝐶 和△𝐶𝐸𝐴是逆时针三角形,故要
求 Im(𝑧2) < 0, Im(𝑧3) < 0. 这两个条件不易直接应用, 若将其转化为实参的表示: 令
𝑧2 = 1+𝑖𝑢

1−𝑖𝑢 , 𝑧3 = 1+𝑖𝑣
1−𝑖𝑣 ,则 𝑢 > 0, 𝑣 > 0,于是立知

1 − 2𝑧2 − 2𝑧3 + 𝑧2𝑧3 = 2(1 + 3𝑢𝑣)
(𝑖 + 𝑢)(𝑖 + 𝑣) ≠ 0

因而命题成立.
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例 3.1.9 (复合三角形) 给定两个三角形 △𝐴𝐵𝐶 和 △𝐿𝑀𝑁 . 在 △𝐴𝐵𝐶 的外侧, 分
别作与△𝐿𝑀𝑁 逆相似À的三个三角形△𝐿1𝐵𝐶、△𝐴𝑀1𝐶、△𝐴𝐵𝑁1,则 𝐴𝐿1、𝐵𝑀1、
𝐶𝑁1 三线共点.

𝑎 = 2.2

𝑠 = 0.6

𝑡 = 0.7

𝐴

𝐵 𝐶

𝑚 = 0.1

𝑛 = 0.7

𝐿1

𝑀1

𝑁1

𝑀 𝑁

𝐿

𝐿′

证明 设△𝐴𝐵𝐶 和△𝐿𝑀𝑁 的表示分别是
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝑀𝐿 = 𝑤
→

𝑀𝑁 , △𝐿′𝑀𝑁 的表
示则是

→
𝑀𝐿′ = 𝑤̄

→
𝑀𝑁 . 根据△𝐿′𝑀𝑁 ∼ △𝐿1𝐵𝐶 ∼ △𝐴𝑀1𝐶 ∼ △𝐴𝐵𝑁1 即有

_𝑤 = 𝐿′ − 𝑀
𝑁 − 𝑀 = 𝐿1 − 𝐵

𝐶 − 𝐵 = 𝐴 − 𝑀1
𝐶 − 𝑀1

= 𝐴 − 𝐵
𝑁1 − 𝐵

从而可得到 𝐿1、𝑀1、𝑁1 三点的表示

→
𝐵𝐿1 = 𝑤̄

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝑀1 = 𝑤̄ − 𝑧

𝑤̄ − 1
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝑁1 = 𝑧
𝑤̄

→
𝐵𝐶

计算即知三条直线 𝐴𝐿1、𝐵𝑀1、𝐶𝑁1 交于公共点 𝑇 :

→
𝐵𝑇 = (𝑤 − 1)(𝑤𝑧 − 𝑤̄ ̄𝑧)

(𝑤 − 𝑤̄)(𝑤 − ̄𝑧)
→

𝐵𝐶

3.2 三角形的面积

这里我们主要叙述三角形面积的向量计算方式. 根据向量共轭乘积的定义 (1.1.3),
三角形的面积有如下表示:

𝑆 = −1
2 Im(

→
𝐴𝐵 ⊗

→
𝐴𝐶) = −1

2 Im(
→

𝐵𝐶 ⊗
→

𝐵𝐴) = −1
2 Im(

→
𝐶𝐴 ⊗

→
𝐶𝐵) (3.2.1)

上述表示又等价于

𝑆 = −1
2 Im(

→
𝐴𝐵 ⊗

→
𝐵𝐶) = −1

2 Im(
→

𝐵𝐶 ⊗
→

𝐶𝐴) = −1
2 Im(

→
𝐶𝐴 ⊗

→
𝐴𝐵) (3.2.2)

À 如图,设 𝐿′ 是 𝐿关于直线𝑀𝑁 的对称点,与△𝐿𝑀𝑁 逆相似则是指与△𝐿′𝑀𝑁 相似.
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利用向量的加法,又可导出另一种常用的表示

𝑆 = −1
2 Im(

→
𝑂𝐴 ⊗

→
𝑂𝐵 +

→
𝑂𝐵 ⊗

→
𝑂𝐶 +

→
𝑂𝐶 ⊗

→
𝑂𝐴) (3.2.3)

其中 𝑂为△𝐴𝐵𝐶 所在平面上的任意一点. 此式也常被用于判定△𝐴𝐵𝐶 是否退化,即:
当 𝑆 = 0时, 𝐴、𝐵、𝐶 三点共线或其中有两点重合.
如果△𝐴𝐵𝐶 所在平面另有逆时针三角形 𝑋𝑌 𝑍,那么利用向量加法：

⎧{{{
⎨{{{⎩

→
𝑋𝑌 =

→
𝐵𝑌 −

→
𝐴𝑋 +

→
𝐴𝐵

→
𝑌 𝑍 =

→
𝐶𝑍 −

→
𝐵𝑌 +

→
𝐵𝐶

→
𝑍𝑋 =

→
𝐴𝑋 −

→
𝐶𝑍 +

→
𝐶𝐴

以及 (3.2.2),还可导出如下面积的计算式:

𝑆𝑋𝑌 𝑍 = 𝑆𝐴𝐵𝐶 − 1
2 Im(

→
𝐵𝐶 ⊗

→
𝐴𝑋 +

→
𝐶𝐴 ⊗

→
𝐵𝑌 +

→
𝐴𝐵 ⊗

→
𝐶𝑍)

− 1
2 Im(

→
𝐴𝑋 ⊗

→
𝐵𝑌 +

→
𝐵𝑌 ⊗

→
𝐶𝑍 +

→
𝐶𝑍 ⊗

→
𝐴𝑋) (3.2.4)

适当地选用面积计算式能够简化计算.

例 3.2.1 (垂足三角形的面积) △𝐴𝐵𝐶 各顶点在对边的投影点分别为 𝐷、𝐸、𝐹 , 求
△𝐷𝐸𝐹 的面积.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐻

𝐹

𝐸

𝐷

解
→

𝐴𝐷可视为由
→

𝐵𝐶 顺时针旋转 𝜋
2 并缩放

𝐴𝐷
𝐵𝐶 倍得到,即

→
𝐴𝐷 = −𝐴𝐷

𝐵𝐶 𝑖
→

𝐵𝐶
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记 𝑆 为△𝐴𝐵𝐶 的面积,根据 𝐵𝐶 ⋅ 𝐴𝐷 = 2𝑆,可改写上式为:

→
𝐴𝐷 = −2𝑆

𝑎2 𝑖
→

𝐵𝐶

同理
→

𝐵𝐸 = −2𝑆
𝑏2 𝑖

→
𝐶𝐴,

→
𝐶𝐹 = −2𝑆

𝑐2 𝑖
→

𝐴𝐵

根据面积计算式 (3.2.4)则有

𝑆△𝐷𝐸𝐹 = 𝑆 − 1
2 Im (

→
𝐵𝐶 ⊗

→
𝐴𝐷 +

→
𝐶𝐴 ⊗

→
𝐵𝐸 +

→
𝐴𝐵 ⊗

→
𝐶𝐹) − 1

2 Im (
→

𝐴𝐷 ⊗
→

𝐵𝐸 +
→

𝐵𝐸 ⊗
→

𝐶𝐹 +
→

𝐶𝐹 ⊗
→

𝐴𝐷)

= 𝑆 − 3𝑆 − 1
2 Im ( 4𝑆2

𝑎2𝑏2
→

𝐵𝐶 ⊗
→

𝐶𝐴 + 4𝑆2

𝑏2𝑐2
→

𝐶𝐴 ⊗
→

𝐴𝐵 + 4𝑆2

𝑐2𝑎2
→

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐵𝐶)

= −2𝑆 + ( 4𝑆3

𝑎2𝑏2 + 4𝑆3

𝑏2𝑐2 + 4𝑆3

𝑐2𝑎2 ) = 𝑆 (sin2𝐴 + sin2𝐵 + sin2𝐶 − 2)

例 3.2.2 (交点三角形面积) △𝐴𝐵𝐶 的三边上分别有点 𝐷, 𝐸, 𝐹 , 并且
→

𝐵𝐷 = 𝜆
→

𝐵𝐶、
→

𝐶𝐸 = 𝜇
→

𝐶𝐴、
→

𝐴𝐹 = 𝜈
→

𝐴𝐵,过这三点且与三边的夹角分别为 𝜃、𝜑、𝜙的直线两两相交
于 𝑋、𝑌、𝑍 三点,求△𝑋𝑌 𝑍 的面积.

𝐴

𝐵 𝐶
𝐷

𝐸1

𝐸

𝐺

𝐹

𝐼

𝑍

𝑋

𝑌

𝜃

𝜑

𝜙

解 利用向量旋转缩放的几何意义,可设

→
𝐷𝑋 = 𝑢1𝑒𝑖𝜃 →

𝐵𝐶,
→

𝐸𝑌 = 𝑣1𝑒𝑖𝜑 →
𝐶𝐴,

→
𝐹𝑍 = 𝑤1𝑒𝑖𝜙 →

𝐴𝐵

→
𝐷𝑌 = 𝑢2𝑒𝑖𝜃 →

𝐵𝐶,
→

𝐸𝑍 = 𝑣2𝑒𝑖𝜑 →
𝐶𝐴,

→
𝐹𝑋 = 𝑤2𝑒𝑖𝜙 →

𝐴𝐵

由
→

𝐵𝐹 +
→

𝐹𝑋 =
→

𝐵𝐷 +
→

𝐷𝑋 联合
→

𝐵𝐷 = 𝜆
→

𝐵𝐶、
→

𝐴𝐹 = 𝜈
→

𝐴𝐵,即有

(1 − 𝜈 − 𝑤2𝑒𝑖𝜙)
→

𝐵𝐴 = (𝜆 + 𝑢1𝑒𝑖𝜃)
→

𝐵𝐶
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而根据三角形的边角边表示 (3.1.3)以及正弦定理,有

→
𝐵𝐴 = 𝑐

𝑎𝑒𝑖𝐵 →
𝐵𝐶 = sin 𝐶

sin 𝐴𝑒𝑖𝐵 →
𝐵𝐶

于是
(1 − 𝜈 − 𝑤2𝑒𝑖𝜙) sin 𝐶𝑒𝑖𝐵 = (𝜆 + 𝑢1𝑒𝑖𝜃) sin 𝐴

分离实部和虚部即可解出

𝑢1 = (1 − 𝜈) sin 𝐶 sin 𝜙 − 𝜆 sin 𝐴 sin(𝐵 + 𝜙)
sin 𝐴 sin(𝐵 + 𝜙 − 𝜃) , 𝑤2 = (1 − 𝜈) sin 𝐶 sin(𝐵 − 𝜃) + 𝜆 sin 𝐴 sin 𝜃

sin 𝐶 sin(𝐵 + 𝜙 − 𝜃)

𝑣1、𝑢2、𝑤1、𝑣2 可通过变量轮回而得到.
基于对称性的考虑,我们将 (3.2.2)的各式做加和平均,则△𝑋𝑌 𝑍 的面积

𝑆△𝑋𝑌 𝑍 = −1
6 Im(

→
𝑋𝑌 ⊗

→
𝑌 𝑍 +

→
𝑌 𝑍 ⊗

→
𝑍𝑋 +

→
𝑍𝑋 ⊗

→
𝑋𝑌 )

其中的各项为

⎧{{{
⎨{{{⎩

→
𝑋𝑌 ⊗

→
𝑌 𝑍 = (𝑢2 − 𝑢1)(𝑣2 − 𝑣1)𝑒𝑖(𝜃−𝜑) →

𝐵𝐶 ⊗
→

𝐶𝐴 = −(𝑢2 − 𝑢1)(𝑣2 − 𝑣1)𝑒𝑖(𝜃−𝜑)𝑎𝑏𝑒𝑖𝐶

→
𝑌 𝑍 ⊗

→
𝑍𝑋 = (𝑣2 − 𝑣1)(𝑤2 − 𝑤1)𝑒𝑖(𝜑−𝜙) →

𝐶𝐴 ⊗
→

𝐴𝐵 = −(𝑣2 − 𝑣1)(𝑤2 − 𝑤1)𝑒𝑖(𝜑−𝜙)𝑏𝑐𝑒𝑖𝐴

→
𝑍𝑋 ⊗

→
𝑋𝑌 = (𝑤2 − 𝑤1)(𝑢2 − 𝑢1)𝑒𝑖(𝜙−𝜃) →

𝐴𝐵 ⊗
→

𝐵𝐶 = −(𝑤2 − 𝑤1)(𝑢2 − 𝑢1)𝑒𝑖(𝜙−𝜃)𝑐𝑎𝑒𝑖𝐵

利用正弦定理 𝑎
sin 𝐴 = 𝑏

sin 𝐵 = 𝑐
sin 𝐶 = 2𝑅充分化简计算后得

𝑆△𝑋𝑌 𝑍 = 𝑅2

2
[2𝜆 sin 𝜃 sin 𝐴 sin(𝐴 + 𝜑 − 𝜙) + 2𝜇 sin 𝜑 sin 𝐵 sin(𝐵 + 𝜙 − 𝜃) + 2𝜈 sin 𝜙 sin 𝐶 sin(𝐶 + 𝜃 − 𝜑)

+ sin 𝐴 cos(𝐴 + 𝜃 + 𝜑 − 𝜙) + sin 𝐵 cos(𝐵 + 𝜑 + 𝜙 − 𝜃) + sin 𝐶 cos(𝐶 + 𝜙 + 𝜃 − 𝜑)]
2

sin(𝐴 + 𝜑 − 𝜙) sin(𝐵 + 𝜙 − 𝜃) sin(𝐶 + 𝜃 − 𝜑)

3.3 第一类特征量

定义 3.3.1 对于三角形的一阶有理表示
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,若 𝐿是关于 Re 𝑧、Im 𝑧、𝐵𝐶2的
有理函数,则称 𝐿是△𝐴𝐵𝐶 的第一类特征量.

它与如下定义是等价的:

定义 3.3.2 对于一个给定的△𝐴𝐵𝐶,若 𝐿可表示为关于面积和边长平方的有理函数,
则称其 𝐿为△𝐴𝐵𝐶 的第一类特征量.
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证明 不妨设 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖,则有

𝑏2 = (𝑥 − 1)2𝑎2 + 𝑦2𝑎2, 𝑐2 = 𝑥2𝑎2 + 𝑦2𝑎2, 𝑆 = 1
2𝑦𝑎2

由此,若 𝐿是关于 𝑎2、𝑏2、𝑐2、𝑆 的有理函数,显然也是关于 𝑥、𝑦、𝑎2 的有理函数. 另
一方面,易由前面的等式求出

𝑥 = 𝑎2 − 𝑏2 + 𝑐2

2𝑎2 , 𝑦 = 2𝑆
𝑎2

因此,若 𝐿是关于 𝑥、𝑦、𝑎2 的有理函数.,则 𝐿也是关于 𝑎2、𝑏2、𝑐2、𝑆 的有理函数.

以下是三角形的一些第一类特征量,若令
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,则它们的表示为:

(1) 𝑏2 = (1 − 𝑧)(1 − ̄𝑧)𝑎2 (2) 𝑐2 = 𝑧 ̄𝑧𝑎2 (3) 𝑆 = 1
4𝑖 (𝑧 − ̄𝑧)𝑎2

(4) cos 2𝐴 = 1
2 ( ̄𝑧(1−𝑧)

𝑧(1− ̄𝑧) + 𝑧(1− ̄𝑧)
̄𝑧(1−𝑧) ) (5) sin 2𝐴 = 1

2𝑖 ( ̄𝑧(1−𝑧)
𝑧(1− ̄𝑧) − 𝑧(1− ̄𝑧)

̄𝑧(1−𝑧) ) (6) tan 𝐴 = 𝑖(𝑧− ̄𝑧)
𝑧+ ̄𝑧−2𝑧 ̄𝑧

(7) cos 2𝐵 = 1
2 ( 𝑧

̄𝑧 + ̄𝑧
𝑧 ) (8) sin 2𝐵 = 1

2𝑖 ( 𝑧
̄𝑧 − ̄𝑧

𝑧 ) (9) tan 𝐵 = − 𝑖(𝑧− ̄𝑧)
𝑧+ ̄𝑧

(10) cos 2𝐶 = 1
2 ( 1− ̄𝑧

1−𝑧 + 1−𝑧
1− ̄𝑧 ) (11) sin 2𝐶 = 1

2𝑖 ( 1− ̄𝑧
1−𝑧 − 1−𝑧

1− ̄𝑧 ) (12) tan 𝐶 = 𝑖(𝑧− ̄𝑧)
𝑧+ ̄𝑧−2

上述表示是不难证明的. 例如: 根据
→

𝐴𝐶 = (1 − 1
𝑧 )

→
𝐴𝐵以及

→
𝐴𝐶 = 𝑏

𝑐 𝑒𝑖𝐴 →
𝐴𝐵,知

𝑏
𝑐 𝑒𝑖𝐴 = (1 − 1

𝑧 )

取共轭又有
𝑏
𝑐 𝑒−𝑖𝐴 = (1 − 1

̄𝑧 )

以上两式相除,得

𝑒𝑖2𝐴 = ̄𝑧(1 − 𝑧)
𝑧(1 − ̄𝑧)

分离实部和虚部即知

cos 2𝐴 = 1
2 ( ̄𝑧(1 − 𝑧)

𝑧(1 − ̄𝑧) + 𝑧(1 − ̄𝑧)
̄𝑧(1 − 𝑧))

sin 2𝐴 = 1
2𝑖 ( ̄𝑧(1 − 𝑧)

𝑧(1 − ̄𝑧) − 𝑧(1 − ̄𝑧)
̄𝑧(1 − 𝑧))

并且

tan 𝐴 = 𝑖1 − 𝑒𝑖2𝐴

1 + 𝑒𝑖2𝐴 = 𝑖(𝑧 − ̄𝑧)
𝑧 + ̄𝑧 − 2𝑧 ̄𝑧
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3.4 第一类特征点

关于三角形的特征点,我们熟知的有重心、外心、垂心、内心、旁心等等,它们是三角
形的一大重要组成,包含了极为丰富的性质. 在一个专门搜集三角形特征点及其性质的
网站https://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html,现已罗列有 5
万多个特征点. 它们是以三线坐标/重心坐标的形式给出的.

定义 3.4.1 若△𝐴𝐵𝐶 的特征点 𝑃 关于顶点的重心坐标分量均是第一类特征量,则称
𝑃 为△𝐴𝐵𝐶 的第一类特征点.

通常来说,三角形的特征点是保持缩放不变性的: 重心坐标分量之值不因边长的等比例
缩放而发生改变. 因此,我们有如下命题:

命题 3.4.2 对于三角形的表示
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,若 𝑃 是△𝐴𝐵𝐶 的第一类特征点,则 𝑃 可
表示为

→
𝐵𝑃 = 𝑓(Re 𝑧, Im 𝑧)

→
𝐵𝐶,其中 𝑓 是一个复数形式的有理函数.

在三角形的表示
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶 下,我们给出一些常见的特征点的表示.

3.4.1 第一类特征点的表示 下面我们给出一些常见的第一类特征点的表示.

例 3.4.3 (重心) 三角形重心是三角形三条中线的交点. 它的重心坐标是易知的：

→
𝐵𝐺 = 1

3 (1 + 𝑧)
→

𝐵𝐶 (3.4.1)

例 3.4.4 (垂心) 三角形的三条高线的交点称为三角形的垂心.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐻

𝐷

𝐸

𝐹

解 设垂心 𝐻 为
→

𝐵𝐻 = 𝑤
→

𝐵𝐶,因为 𝐴, 𝐻 在 𝐵𝐶 边上的投影是相同的,所以有

Re (𝑧) = Re (𝑤)

再改写
→

𝐵𝐶 = 1
𝑧

→
𝐵𝐴,于是

→
𝐵𝐻 = 𝑤

→
𝐵𝐶 = 𝑤

𝑧
→

𝐵𝐴

https://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html
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𝐶, 𝐻 在 𝐵𝐴边上的投影是相同的,所以又有

Re (1
𝑧 ) = Re (𝑤

𝑧 )

联立解出 𝑤,即得
→

𝐵𝐻 = (𝑧 − 1)(𝑧 + ̄𝑧)
𝑧 − ̄𝑧

→
𝐵𝐶 (3.4.2)

例 3.4.5 (外心) 外心是三角形三条边的垂直平分线的交点,它到各顶点的距离相等.
𝐴

𝐵 𝐶

𝑂

解 设外心 𝑂为
→

𝐵𝑂 = 𝑤
→

𝐵𝐶,因为它在各边的投影点是各边的中点,所以

Re (𝑤) = 1
2, Re (𝑤

𝑧 ) = 1
2

联立即可解出 𝑤,即有
→

𝐵𝑂 = 𝑧(1 − ̄𝑧)
𝑧 − ̄𝑧

→
𝐵𝐶 (3.4.3)

圆半径为

𝑅2 = 𝑧 _𝑧(1 − 𝑧)(1 − ̄𝑧)
(𝑧 − ̄𝑧)2 𝑎2

例 3.4.6 (九点圆圆心) 九点圆是经过三角形三边中点的圆,它也经过三条高的垂足点
和三角形顶点与垂心所得线段的中点.

𝐴

𝐵 𝐶
𝐷

𝐸𝐹
𝑂′
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解 三边中点 𝐷, 𝐸, 𝐹 的表示为

→
𝐵𝐷 = 1

2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐸 = 1
2 (1 + 𝑧)

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐹 = 1

2𝑧
→

𝐵𝐶

由此三式,利用向量的加法容易得到：

→
𝐷𝐹 = 𝑧 − 1

𝑧
→

𝐷𝐸

再由前面外心的表示式即得九点圆圆心 𝑂′ 的表示：

→
𝐷𝑂′ = 𝑧 − 1

𝑧 − ̄𝑧
→

𝐷𝐸

转化为基向量
→

𝐵𝐶 的表示则为:

→
𝐵𝑂′ = 𝑧2 − ̄𝑧

2(𝑧 − ̄𝑧)
→

𝐵𝐶 (3.4.4)

其半径平方为

𝑅′2 = 𝑧 ̄𝑧(1 − 𝑧)(1 − ̄𝑧)
4(𝑧 − ̄𝑧)2 𝑎2

可以看到九点圆半径是外接圆半径的一半 𝑅′ = 𝑅
2 .

例 3.4.7 (布洛卡点) 在近代数学中,布洛卡点是常被提及的,共有两个: 正布洛卡点和
负布洛卡点. 正布洛卡点 𝑃 使得 ∠𝑃𝐴𝐵 = ∠𝑃𝐵𝐶 = ∠𝑃𝐶𝐴 = 𝜃,负布洛卡点 𝑄使得
∠𝑄𝐵𝐴 = ∠𝑄𝐶𝐵 = ∠𝑄𝐴𝐶 = 𝜑,它们均属于第一类特征点.

𝐴

𝐵 𝐶

𝑃

解 设
→

𝐵𝑃 = 𝑤
→

𝐵𝐶,则

→
𝐴𝑃 =

→
𝐵𝑃 −

→
𝐵𝐴 = (𝑤 − 𝑧)

→
𝐵𝐶 = 𝑤 − 𝑧

0 − 𝑧
→

𝐵𝐴
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因为从
→

𝐵𝐶 旋转至
→

𝐵𝑃 与从
→

𝐴𝐵旋转至
→

𝐴𝑃 是相同的角度,所以

Im ( 𝑤 − 𝑧
(0 − 𝑧) 𝑤) = 0

同样地,由
→

𝐶𝑃 =
→

𝐵𝑃 −
→

𝐵𝐶 = (𝑤 − 1)
→

𝐵𝐶 = 𝑤 − 1
𝑧 − 1

→
𝐶𝐴

得到

Im ( 𝑤 − 1
(𝑧 − 1)𝑤) = 0

两式联立解出 𝑤,即知
→

𝐵𝑃 = 𝑧 ̄𝑧
1 − 𝑧 + 𝑧 ̄𝑧

→
𝐵𝐶 (3.4.5)

同理可求出负布洛卡点 𝑄:
→

𝐵𝑄 = 𝑧
1 − ̄𝑧 + 𝑧 ̄𝑧

→
𝐵𝐶 (3.4.6)

三角形其余的第一类特征点可以类似导出其表示,但事实上,可以根据重心坐标和
第一类特征量的表示直接导出. 以三角形的陪位重心À𝐾 为例,从ETC网站我们查阅得
知,它是 𝑋(6),重心坐标为:

𝐾 = 𝑎2𝐴 + 𝑏2𝐵 + 𝑐2𝐶
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2

将第一类特征量的表示代入,化简即知

→
𝐵𝐾 = 𝑧(1 + ̄𝑧)

2 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧
→

𝐵𝐶 (3.4.7)

又如,三角形的费马点 𝐹 也属于第一类特征点,它的编号是 𝑋(13),类似可导出

→
𝐵𝐹 = (1 − 𝑖

√
3)𝑧 + 2 ̄𝑧

−2
√

3𝑖 + (3 + 𝑖
√

3) ̄𝑧
→

𝐵𝐶 (3.4.8)

À又称类似重心、共轭重心.

https://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html
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3.4.2 第一类特征点的性质 在上述的表示下,我们容易验证三角形第一类特征点
之间的共线、共圆等几何关系. 例如,根据 (3.4.1)、(3.4.2)、(3.4.3),计算知

𝑂 − 𝐺
𝐻 − 𝐺 = −1

2

由此即得著名的欧拉线定理: 三角形的外心、垂心和重心在一条直线上,并且外心和重
心的距离是垂心和重心的距离一半.
选用适当的三角形表示有助于简化计算. 以正布洛卡点为例, 它的一个性质是:

cot 𝜃 = cot 𝐴 + cot 𝐵 + cot 𝐶,应用 (3.1.9)我们可以给予一个简单的证明.

证明 令 𝑠 = cot 𝐴, 𝑡 = cot 𝐶,则布洛卡点 𝑃 的表示 (3.4.5)成为

→
𝐵𝑃 = 1 + 𝑠2

1 + 𝑠2 + 𝑠𝑡 + 𝑡2 − 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡
→

𝐵𝐶

记右方的复数为 𝜅,布洛卡角 𝜃的余切值是

cot 𝜃 = Re(𝜅)
Im(𝜅) = 1 + 𝑠2 + 𝑠𝑡 + 𝑡2

𝑠 + 𝑡

另一方面,因为

cot 𝐵 = 1 − cot 𝐴 cot 𝐶
cot 𝐴 + cot 𝐶 = 1 − 𝑠𝑡

𝑠 + 𝑡
所以

cot 𝐴 + cot 𝐵 + cot 𝐶 = 𝑠 + 1 − 𝑠𝑡
𝑠 + 𝑡 + 𝑡 = 1 + 𝑠2 + 𝑠𝑡 + 𝑡2

𝑠 + 𝑡 = cot 𝜃

三角形的某些点对之间存在着特定的几何关系,其中等角共轭点是经常被提及的.

例 3.4.8 (等角共轭) 三角形 𝐴𝐵𝐶 所在平面上, 若 𝑃 , 𝑄两点使得 ∠𝑃𝐴𝐵 = ∠𝑄𝐴𝐶、
∠𝑃𝐵𝐶 = ∠𝑄𝐵𝐴、∠𝑃𝐶𝐴 = ∠𝑄𝐶𝐵 À,则 𝑃 , 𝑄互为△𝐴𝐵𝐶 的等角共轭点.

𝐴

𝐵 𝐶

𝑃

𝑄

À注：关于角度,传统写法并非严格,一般总是取大于 0而小于 𝜋的那个,但这样事实上给几何代数化带来

了一定的麻烦：例如对于 ∠𝐴𝐵𝐶,究竟是由
→

𝐵𝐶 逆时针旋转为
→

𝐵𝐴所经历的角度,还是由
→

𝐵𝐴逆时针旋转
为

→
𝐵𝐶 所经历的角度？通常需要根据几何图形来加以判别,否则只能分情况讨论才能得知.
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解 令
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝑃 = 𝑤
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝑄 = 𝑠
→

𝐵𝐶

那么由三个角度关系可知:

Im (𝑃 − 𝐴
𝐵 − 𝐴

𝑄 − 𝐴
𝐶 − 𝐴) = Im (𝑤 − 𝑧

0 − 𝑧
𝑠 − 𝑧
1 − 𝑧 ) = 0

Im (𝑃 − 𝐵
𝐴 − 𝐵

𝑄 − 𝐵
𝐶 − 𝐵 ) = Im (𝑤 − 0

𝑧 − 0
𝑠 − 0
1 − 0) = 0

Im (𝑃 − 𝐶
𝐴 − 𝐶

𝑄 − 𝐶
𝐵 − 𝐶 ) = Im (𝑤 − 1

𝑧 − 1
𝑠 − 1
0 − 1) = 0

由此解出 𝑠,得:

→
𝐵𝑄 = 𝑧𝑤̄(𝑤 − 𝑧 − 𝑤̄ + 𝑧𝑤̄ + ̄𝑧 − 𝑤 ̄𝑧)

−𝑧𝑤̄ + 𝑤𝑧𝑤̄ + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑤𝑧 ̄𝑧 − 𝑤𝑤̄ ̄𝑧 + 𝑧𝑤̄ ̄𝑧
→

𝐵𝐶 (3.4.9)

这里所解出的 𝑄点,实际上是原始定义的一个扩展,满足

∠𝑃𝐴𝐵 − ∠𝑄𝐴𝐶 ≡ 0(mod180∘), ∠𝑃 𝐵𝐶 − ∠𝑄𝐵𝐴 ≡ 0(mod180∘), ∠𝑃𝐶𝐴 − ∠𝑄𝐶𝐵 ≡ 0(mod180∘)

读者容易根据 (3.4.2)和 (3.4.3)验证: 垂心 𝐻 的等角共轭点为外心 𝑂.
关于等角共轭点,有这样一个关于长度的恒等式:

𝜀1
𝐴𝑃 ⋅ 𝐴𝑄
𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶 + 𝜀2

𝐵𝑃 ⋅ 𝐵𝑄
𝐵𝐶 ⋅ 𝐵𝐴 + 𝜀3

𝐶𝑃 ⋅ 𝐶𝑄
𝐶𝐵 ⋅ 𝐶𝐴 = 1

其中 𝜀𝑘 = ±1(𝑘 = 1, 2, 3),具体的取值需根据 𝑃 , 𝑄所处的区域范围而定. 事实上,对于
平面上互异的任意五个点 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝑃 , 𝑄,存在恒等式：

(𝑃 − 𝐴)
(𝐵 − 𝐴)

(𝑄 − 𝐴)
(𝐶 − 𝐴) + (𝑃 − 𝐵)

(𝐶 − 𝐵)
(𝑄 − 𝐵)
(𝐴 − 𝐵) + (𝑃 − 𝐶)

(𝐵 − 𝐶)
(𝑄 − 𝐶)
(𝐴 − 𝐶) = 1

而等角共轭条件使得上面的每一项均是实数,从而可逐项改写为模长的表示.

3.5 第一类特征圆

定义 3.5.1 对于三角形的表示
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,若圆上的任意点𝑃 可用
→

𝐵𝑃 = 𝑓(Re 𝑧, Im 𝑧, 𝑢)
→

𝐵𝐶
表示,其中 𝑓 是一个复数形式的有理函数,则称该圆为△𝐴𝐵𝐶 的第一类特征圆.

在三角形的表示
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶 下,我们给出一些常见的特征圆的表示.
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3.5.1 第一类特征圆的表示

例 3.5.2 (外接圆) 前文已经给了经过已知三点的圆的一个表示 (2.2.4),稍作转化即知,
外接圆上的任意一点 𝑃 则可表示为

→
𝐵𝑃 = 𝑧(1 − 𝑢)

1 − 𝑧𝑢
→

𝐵𝐶 (3.5.1)

例 3.5.3 (九点圆) 九点圆是经过三角形各边中点的圆,根据 (2.2.4)易得到,其上任意
一点 𝑃 可表示为

→
𝐵𝑃 = 1 − 𝑢𝑧2

2(1 − 𝑢𝑧)
→

𝐵𝐶 (3.5.2)

例 3.5.4 (垂足圆) △𝐴𝐵𝐶 所在平面上的一点 𝑃 ,分别向边 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵作垂线,设垂
足为 𝐷、𝐸、𝐹 ,称△𝐷𝐸𝐹 的外接圆为点 𝑃 关于△𝐴𝐵𝐶 的垂足圆.

𝐴

𝐵 𝐶

𝑃

𝐷

𝐸

𝐹

解 设
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝑃 = 𝑤
→

𝐵𝐶,则 𝑃 在三边的垂足分别为:

→
𝐵𝐷 = Re(𝑤)

→
𝐵𝐶

→
𝐶𝐸 = Re(𝑤 − 1

𝑧 − 1 )
→

𝐶𝐴 ⟹
→

𝐵𝐸 = (1 + (𝑧 − 1) Re(𝑤 − 1
𝑧 − 1 ))

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐹 = Re(𝑤

𝑧 )
→

𝐵𝐴 ⟹
→

𝐵𝐹 = 𝑧 Re(𝑤
𝑧 )

→
𝐵𝐶

根据 (2.2.4), △𝐷𝐸𝐹 外接圆上的任意点 𝑇 可表示为

𝑇 = 𝐷(𝐸 − 𝐹) + 𝑢(𝐷 − 𝐸)𝐹
(𝐸 − 𝐹) + 𝑢(𝐷 − 𝐸)

代入前面的式子,化简即得垂足圆的一个表示

→
𝐵𝑇 = ( ̄𝑧 − 𝑤̄) Re(𝑤) − 𝑢(1 − 𝑤̄) Re(𝑤 ̄𝑧)

( ̄𝑧 − 𝑤̄) − 𝑢(1 − 𝑤̄) ̄𝑧
→

𝐵𝐶 (3.5.3)

例 3.5.5 (塔克圆) 设 𝐾 是△𝐴𝐵𝐶 的陪位重心, 𝐴′ 是 𝐴𝐾 上的点. (1)若过 𝐴′ 作 𝐴𝐵
的平行线交𝐾𝐵于𝐵′,过𝐴′作𝐴𝐶的平行线交𝐾𝐶于𝐶′ ,则𝐵′𝐶′//𝐵𝐶. (2) △𝐴′𝐵′𝐶′
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与△𝐴𝐵𝐶 的非对应边 (所在直线)的六个交点 𝐷、𝐸、𝐹、𝐺、𝐻、𝐿共圆,该圆称为
△𝐴𝐵𝐶 的塔克圆.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐾

𝐴′

𝐵′ 𝐶′

𝐷

𝐸

𝐹 𝐺

𝐻

𝐿

证明 设
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,则根据 (3.4.7),陪位重心𝐾 的表示为

→
𝐵𝐾 = 𝑧(1 + ̄𝑧)

2 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧
→

𝐵𝐶

又设
→

𝐴𝐴′ = 𝜆
→

𝐴𝐾,根据 𝐴′𝐵′//𝐴𝐵、𝐶′𝐴′//𝐶𝐴易知

→
𝐵𝐵′ = 𝜆

→
𝐵𝐾,

→
𝐶𝐶′ = 𝜆

→
𝐶𝐾

由此
→

𝐵′𝐶′ =
→

𝐶𝐶′ −
→

𝐵𝐵′ +
→

𝐵𝐶 = 𝜆
→

𝐶𝐾 −𝜆
→

𝐵𝐾 +
→

𝐵𝐶 = (1 − 𝜆)
→

𝐵𝐶

即知 𝐵′𝐶′//𝐵𝐶.

为求 𝐷、𝐸、𝐹、𝐺、𝐻、𝐿,我们先将 𝐴′、𝐵′、𝐶′ 转化为以
→

𝐵𝐶 为基向量的表示

⎧{{{
⎨{{{⎩

→
𝐵𝐴′ = (𝜆 𝑧(1 + ̄𝑧)

2 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧 + (1 − 𝜆)𝑧)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐵′ = 𝜆 𝑧(1 + ̄𝑧)
2 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐶′ = (𝜆 𝑧(1 + ̄𝑧)

2 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧 + (1 − 𝜆))
→

𝐵𝐶

设直线 𝐴𝐵上的点 𝐷为
→

𝐵𝐷 = 𝜇
→

𝐵𝐴,则根据 𝐴′𝐷//𝐴𝐶,知

Im (𝐴′ − 𝐷
𝐴 − 𝐶 ) = Im (𝜆 𝑧(1+ ̄𝑧)

2−𝑧− ̄𝑧+2𝑧 ̄𝑧 + (1 − 𝜆)𝑧 − 𝜇𝑧
𝑧 − 1 ) = 0
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解出 𝜇即得 𝐷点的表示

→
𝐵𝐷 = (𝑧 − 𝜆 𝑧(1 − 𝑧)(1 − ̄𝑧)

2 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧 )
→

𝐵𝐶

同理,解出其余各点的表示如下:

→
𝐵𝐸 = 𝜆𝑧

2 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐹 = 𝜆𝑧 _𝑧
2 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐺 = (1 − 𝜆(1 − 𝑧)(1 − ̄𝑧)

2 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧 )
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐻 = (1 − 𝜆(1 − 𝑧)
2 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧 )

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐿 = (𝑧 + 𝜆 𝑧 ̄𝑧(1 − 𝑧)

2 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧 )
→

𝐵𝐶

容易验证:

Im (𝐹 − 𝐷
𝐹 − 𝐸

𝐺 − 𝐸
𝐺 − 𝐷) = 0, Im (𝐹 − 𝐷

𝐹 − 𝐸
𝐻 − 𝐸
𝐻 − 𝐷) = 0, Im (𝐹 − 𝐷

𝐹 − 𝐸
𝐿 − 𝐸
𝐿 − 𝐷) = 0

因而六点共圆. 任选其中三点计算,可得塔克圆的一个表示:

→
𝐵𝑃 = 𝑘𝑧(1 + 𝑘𝑧 − 𝑘𝑧 ̄𝑧 − 𝑢 ̄𝑧)

(1 + 𝑘)(1 + 𝑘𝑧 − 𝑘𝑧 ̄𝑧 − 𝑢)
→

𝐵𝐶 (3.5.4)

其中

𝑘 = 𝜆
2 − 𝜆 − 𝑧 − ̄𝑧 + 2𝑧 ̄𝑧 = 𝐵𝐸

𝐸𝐴

3.5.2 第一类特征圆的性质 三角形的每一个特征圆都有其独特的性质. 例如,三角
形的外接圆有着如下几个广为人知的定理.

例 3.5.6 (西姆松定理) 过三角形外接圆上异于三角形顶点的任意一点作三边或其延
长线上的垂线,则三垂足共线À.
它的逆定理也是有名的: 若三角形外任意一点在该三角形三边所在直线上的射影共线,
则该点一定在三角形的外接圆上.

𝐴

𝐵 𝐶

𝑃

𝐷

𝐹

𝐸

À该直线又称为西姆松线.
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证明 这里,为了同时证明此定理及其逆定理,我们令
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝑃 = 𝑤
→

𝐵𝐶,则

⎧{{{
⎨{{{⎩

→
𝐵𝐷 = Re (𝑤)

→
𝐵𝐶

→
𝐶𝐸 = Re ( 𝑤−1

𝑧−1 )
→

𝐶𝐴
→

𝐵𝐹 = Re ( 𝑤
𝑧 )

→
𝐵𝐴

⇒

⎧{{{
⎨{{{⎩

→
𝐵𝐷 = 1

2 (𝑤 + 𝑤̄)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐸 = 𝑧𝑤̄ + ̄𝑧 + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑤 − 𝑧 − 𝑤̄
2( ̄𝑧 − 1)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐹 = 𝑧𝑤̄ + 𝑤 ̄𝑧

2 ̄𝑧
→

𝐵𝐶

若 𝐷、𝐸、𝐹 三点共线,则有

Im (𝐷 − 𝐹
𝐷 − 𝐸 ) = 1

2𝑖 (𝑤̄( ̄𝑧 − 1)
̄𝑧(𝑤̄ − 1) − 𝑤(𝑧 − 1)

𝑧(𝑤 − 1)) = 0

若 𝑃、𝐴、𝐵、𝐶 四点共圆,则有

Im (𝑃 − 𝐵
𝑃 − 𝐶

𝐴 − 𝐶
𝐴 − 𝐵 ) = 1

2𝑖 (𝑤(𝑧 − 1)
𝑧(𝑤 − 1) − 𝑤̄( ̄𝑧 − 1)

̄𝑧(𝑤̄ − 1)) = 0

易见二者等价,故西姆松定理及其逆均成立.

例 3.5.7 (莱莫恩定理) 过△𝐴𝐵𝐶 的三个顶点 𝐴、𝐵、𝐶 作它的外接圆的切线,分别和
𝐵𝐶、𝐶𝐴、𝐴𝐵所在直线交于 𝐷、𝐸、𝐹 ,则 𝐷、𝐸、𝐹 三点共线.

𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

ℎ

证明 设
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,则△𝐴𝐵𝐶 外接圆上的任意点 𝑃 有表示 (3.5.1)

→
𝐵𝑃 = 𝑧(1 − 𝑢)

1 − 𝑧𝑢
→

𝐵𝐶

它在 𝑢 = 0, 1, ∞时分别对应 𝐴, 𝐵, 𝐶 三点,故而在这三点处的切向量分别是:

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑣𝐴𝑣𝐴𝑣𝐴 = lim
𝑢→0

𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝑃 = 𝑧(𝑧 − 1)

→
𝐵𝐶

𝑣𝐵𝑣𝐵𝑣𝐵 = lim
𝑢→1

𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝑃 = 𝑧

𝑧 − 1
→

𝐵𝐶

𝑣𝐶𝑣𝐶𝑣𝐶 = lim
𝑢→∞

𝑢2 𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝑃 = 𝑧 − 1

𝑧
→

𝐵𝐶



cre
ass

on

88 第 3章 三角形

这三个向量是分别平行于直线 𝐴𝐷、𝐵𝐸、𝐶𝐹 的,由此即可求出

→
𝐵𝐷 = 𝑧 ̄𝑧

𝑧 + ̄𝑧 − 1
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐸 = 𝑧(1 − ̄𝑧)
1 − 𝑧 ̄𝑧

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐹 = 𝑧

𝑧 + ̄𝑧 − 𝑧 ̄𝑧
→

𝐵𝐶

从而
𝐹 − 𝐷
𝐹 − 𝐸 = 1 − 𝑧 ̄𝑧

1 − 𝑧 − ̄𝑧 ∈ ℝ

这就证明了 𝐷、𝐸、𝐹 三点共线.

例 3.5.8 (清宫定理) 设 𝑃、𝑄为△𝐴𝐵𝐶 的外接圆上异于 𝐴、𝐵、𝐶 的两点, 𝑃 关于
三边 𝐵𝐶、𝐶𝐴、𝐴𝐵的对称点分别是 𝑈、𝑉、𝑊 ,且 𝑄𝑈、𝑄𝑉、𝑄𝑊 分别交三边 𝐵𝐶、
𝐶𝐴、𝐴𝐵或其延长线于 𝐷、𝐸、𝐹 ,则 𝐷、𝐸、𝐹 在同一直线上.

𝐴

𝐵 𝐶
𝑃

𝑈
𝑉

𝑊
𝑄

𝐷

𝐸

𝐹

证明 设
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,则△𝐴𝐵𝐶 外接圆上的两点 𝑃、𝑄可分别表示为

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑢)𝑧

1 − 𝑢𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝑄 = (1 − 𝑣)𝑧
1 − 𝑣𝑧

→
𝐵𝐶

首先易知 𝑃 关于 𝐵𝐶 的对称点 𝑈 :

→
𝐵𝑈 = (1 − 𝑢) ̄𝑧

1 − 𝑢 ̄𝑧
→

𝐵𝐶

为求出 𝑃 关于 𝐶𝐴的对称点,我们先将 𝑃 的表示改写为以
→

𝐶𝐴为基向量的表示:

→
𝐶𝑃 = 1

1 − 𝑢𝑧
→

𝐶𝐴

则立即可知 𝑉 的表示为
→

𝐶𝑉 = 1
1 − 𝑢 ̄𝑧

→
𝐶𝐴
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将其转化为以 𝐵𝐶 为基向量的表示即为

→
𝐵𝑉 = 𝑧 − 𝑢 ̄𝑧

1 − 𝑢 ̄𝑧
→

𝐵𝐶

同理,改写 𝑃 的表示为以
→

𝐵𝐴为基向量的表示

→
𝐵𝑃 = 1 − 𝑢

1 − 𝑢𝑧
→

𝐵𝐴

又可得到 𝑃 关于 𝐴𝐵的对称点𝑊 的表示

→
𝐵𝑊 = 1 − 𝑢

1 − 𝑢 ̄𝑧
→

𝐵𝐴 = (1 − 𝑢)𝑧
1 − 𝑢 ̄𝑧

→
𝐵𝐶

进而不难求出 𝑄𝑈、𝑄𝑉、𝑄𝑊 分别与三边 𝐵𝐶、𝐶𝐴、𝐴𝐵 或其延长线的交点 𝐷、𝐸、
𝐹 ,它们的表示较长

⎧{{{
⎨{{{⎩

→
𝐵𝐷 = (1 − 𝑢)(1 − 𝑣)(𝑧 + ̄𝑧 − 𝑢𝑧 ̄𝑧 − 𝑣𝑧 ̄𝑧)

2 − 𝑢 − 𝑣 − 𝑢𝑧 − 𝑣𝑧 + 2𝑢𝑣𝑧 − 𝑢 ̄𝑧 − 𝑣 ̄𝑧 + 2𝑢𝑣 ̄𝑧 + 𝑢2𝑧 ̄𝑧 − 𝑢2𝑣𝑧 ̄𝑧 + 𝑣2𝑧 ̄𝑧 − 𝑢𝑣2𝑧 ̄𝑧
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐸 = 𝑢𝑧 + 𝑣𝑧 − 𝑢𝑣𝑧 − 𝑢𝑣𝑧2 − 𝑢𝑣 ̄𝑧 − 𝑢𝑣𝑧 ̄𝑧 + 𝑢2𝑣𝑧 ̄𝑧 + 𝑢𝑣2𝑧 ̄𝑧
𝑢 + 𝑣 − 2𝑢𝑣𝑧 − 2𝑢𝑣 ̄𝑧 + 𝑢2𝑣𝑧 ̄𝑧 + 𝑢𝑣2𝑧 ̄𝑧

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐹 = (1 − 𝑢)(1 − 𝑣)𝑧(𝑢 + 𝑣 − 𝑢𝑣𝑧 − 𝑢𝑣 ̄𝑧)

𝑢 + 𝑣 − 𝑢2 − 𝑣2 − 2𝑢𝑣𝑧 + 𝑢2𝑣𝑧 + 𝑢𝑣2𝑧 − 2𝑢𝑣 ̄𝑧 + 𝑢2𝑣 ̄𝑧 + 𝑢𝑣2 ̄𝑧 + 𝑢2𝑣𝑧 ̄𝑧 + 𝑢𝑣2𝑧 ̄𝑧 − 2𝑢2𝑣2𝑧 ̄𝑧
→

𝐵𝐶

于是

𝐹 − 𝐷
𝐹 − 𝐸 = (1 − 𝑢)(1 − 𝑣)(𝑢 + 𝑣 − 2𝑢𝑣𝑧 − 2𝑢𝑣 ̄𝑧 + 𝑢2𝑣𝑧 ̄𝑧 + 𝑢𝑣2𝑧 ̄𝑧)

𝑢𝑣(−2 + 𝑢 + 𝑣 + 𝑢𝑧 + 𝑣𝑧 − 2𝑢𝑣𝑧 + 𝑢 ̄𝑧 + 𝑣 ̄𝑧 − 2𝑢𝑣 ̄𝑧 − 𝑢2𝑧 ̄𝑧 + 𝑢2𝑣𝑧 ̄𝑧 − 𝑣2𝑧 ̄𝑧 + 𝑢𝑣2𝑧 ̄𝑧) ∈ ℝ

因此 𝐷、𝐸、𝐹 在同一直线上.

对于垂足圆,亦有如下著名的性质.

例 3.5.9 若 𝑄是点 𝑃 关于△𝐴𝐵𝐶 的等角共轭点,则它们有着相同的垂足圆,且垂足
圆的圆心是这对等角共轭点连线的中点.

𝐴

𝐵 𝐶

𝑃

𝐷

𝐸

𝐹

𝑂
𝑄

𝐿

𝑀

𝑁

证明 设
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝑃 = 𝑤
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝑄 = 𝑠
→

𝐵𝐶,则根据 (3.5.3), 𝑃 点和 𝑄的垂足圆分
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别有表示

→
𝐵𝑇 = ( ̄𝑧 − 𝑤̄) Re(𝑤) − 𝑢(1 − 𝑤̄) Re(𝑤 ̄𝑧)

( ̄𝑧 − 𝑤̄) − 𝑢(1 − 𝑤̄) ̄𝑧
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝑇 ′ = ( ̄𝑧 − ̄𝑠) Re(𝑠) − 𝑣(1 − ̄𝑠) Re(𝑠 ̄𝑧)
( ̄𝑧 − ̄𝑠) − 𝑣(1 − ̄𝑠) ̄𝑧

→
𝐵𝐶

若二者表示的是同一个圆,则根据有理表示的定理 (2.1.11),参变量 𝑢、𝑣之间存在分式
线性关系,使得

( ̄𝑧 − 𝑤̄) Re(𝑤) − 𝑢(1 − 𝑤̄) Re(𝑤 ̄𝑧)
( ̄𝑧 − 𝑤̄) − 𝑢(1 − 𝑤̄) ̄𝑧 = ( ̄𝑧 − ̄𝑠) Re(𝑠) − 𝑣(1 − ̄𝑠) Re(𝑠 ̄𝑧)

( ̄𝑧 − ̄𝑠) − 𝑣(1 − ̄𝑠) ̄𝑧

由此解出

𝑣 = ( ̄𝑧 − ̄𝑠) ((𝑤̄ − ̄𝑧)(𝑠 + ̄𝑠 − 𝑤 − 𝑤̄) − 𝑢(1 − 𝑤̄)(𝑧𝑤̄ + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑠 ̄𝑧 − ̄𝑠 ̄𝑧))
(1 − ̄𝑠) ((𝑤̄ − ̄𝑧)(𝑧 ̄𝑠 + 𝑠 ̄𝑧 − 𝑤 ̄𝑧 − 𝑤̄ ̄𝑧) + 𝑢(1 − 𝑤̄) ̄𝑧(𝑧 ̄𝑠 + 𝑠 ̄𝑧 − 𝑧𝑤̄ − 𝑤 ̄𝑧))

因 𝑣是实数,故右方式子的虚部为 0,从而得到关于 𝑢的一个二次方程. 又因 𝑢是自由的
变量,所以该方程的每一项系数均应等于 0,由此得到唯一的有效解为

𝑠 = 𝑧𝑤̄(𝑤 − 𝑧 − 𝑤̄ + 𝑧𝑤̄ + ̄𝑧 − 𝑤 ̄𝑧)
−𝑧𝑤̄ + 𝑤𝑧𝑤̄ + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑤𝑧 ̄𝑧 − 𝑤𝑤̄ ̄𝑧 + 𝑧𝑤̄ ̄𝑧

这正是 𝑄是 𝑃 关于△𝐴𝐵𝐶 为等角共轭的表示 (3.4.9).
通过作代换

(𝑧 − 𝑤) − 𝑢(1 − 𝑤)𝑧
( ̄𝑧 − 𝑤̄) − 𝑢(1 − 𝑤̄) ̄𝑧 = 𝜒

圆的表示可改写为

→
𝐵𝑇 = (𝑤

2 + 𝑧𝑤̄(𝑤 − 𝑧 − 𝑤̄ + 𝑧𝑤̄ + ̄𝑧 − 𝑤 ̄𝑧)
2(−𝑧𝑤̄ + 𝑤𝑧𝑤̄ + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑤𝑧 ̄𝑧 − 𝑤𝑤̄ ̄𝑧 + 𝑧𝑤̄ ̄𝑧) + (1 − 𝑤̄)𝑤̄(𝑧 − ̄𝑧)( ̄𝑧 − 𝑤̄)

2(−𝑧𝑤̄ + 𝑤𝑧𝑤̄ + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑤𝑧 ̄𝑧 − 𝑤𝑤̄ ̄𝑧 + 𝑧𝑤̄ ̄𝑧)𝜒)
→

𝐵𝐶

由此则知圆心 𝑂的表示为

→
𝐵𝑂 = (𝑤

2 + 𝑧𝑤̄(𝑤 − 𝑧 − 𝑤̄ + 𝑧𝑤̄ + ̄𝑧 − 𝑤 ̄𝑧)
2(−𝑧𝑤̄ + 𝑤𝑧𝑤̄ + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑤𝑧 ̄𝑧 − 𝑤𝑤̄ ̄𝑧 + 𝑧𝑤̄ ̄𝑧))

→
𝐵𝐶 = (𝑤

2 +𝑠
2)

→
𝐵𝐶 = 1

2
→

𝐵𝑃 +1
2

→
𝐵𝑄

即 𝑂是线段 𝑃𝑄的中点. 证毕.

例 3.5.10 (封腾定理) 点 𝑃 的垂足圆和九点圆相切,当且仅当 𝑃 与其等角共轭点 𝑄的
连线经过外心.
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𝐴

𝐵 𝐶
𝑃

𝑄

证明 设
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝑃 = 𝑤
→

𝐵𝐶,根据 (3.5.3),垂足圆上的任意点 𝑇 有表示

→
𝐵𝑇 = ( ̄𝑧 − 𝑤̄) Re(𝑤) − 𝑢(1 − 𝑤̄) Re(𝑤 ̄𝑧)

( ̄𝑧 − 𝑤̄) − 𝑢(1 − 𝑤̄) ̄𝑧
→

𝐵𝐶

考察垂足圆与九点圆的交点情况: 此时 𝑇 与各边的中点共圆,即有

Im (𝑇 − 𝐴+𝐵
2

𝑇 − 𝐵+𝐶
2

𝐶+𝐴
2 − 𝐵+𝐶

2
𝐶+𝐴

2 − 𝐴+𝐵
2

) = Im
𝑧(𝑧 − 𝑤 − 𝑤̄)(𝑤̄ − ̄𝑧) − 𝑢𝑧(1 − 𝑤̄)(𝑧𝑤̄ + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑧 ̄𝑧)

(1 − 𝑤 − 𝑤̄)(𝑤̄ − ̄𝑧) − 𝑢(1 − 𝑤̄)(𝑧𝑤̄ − ̄𝑧 + 𝑤 ̄𝑧) = 0

由此可以显式地解出参数 𝑢,它有两个解

𝑢1 = 𝑧 + ̄𝑧 − 𝑤 − 𝑤̄
𝑧 + ̄𝑧 − 𝑧𝑤̄ − 𝑤 ̄𝑧 , 𝑢2 = (𝑧 − 𝑤)( ̄𝑧 − 𝑤̄)(1 − 𝑤 − 𝑤̄)

(1 − 𝑤)(1 − 𝑤̄)(𝑧 ̄𝑧 − 𝑧𝑤̄ − 𝑤 ̄𝑧)

若垂足圆与九点圆相切,则上述解应是重合的,由此即有

𝑧(1 − 𝑧)𝑤̄3 − 𝑧(1 − 𝑧)(1 + ̄𝑧)𝑤̄2 + (1 − 𝑧)𝑧 ̄𝑧𝑤̄ + ̄𝑧𝑤(1 − 𝑤)(𝑧 − 𝑤)(1 − ̄𝑧) = 0 ⋯ ⋯(⋆)

另一方面,根据 (3.4.9), 𝑃 的等角共轭点 𝑄有表示

→
𝐵𝑄 = 𝑧𝑤̄(𝑤 − 𝑧 − 𝑤̄ + 𝑧𝑤̄ + ̄𝑧 − 𝑤 ̄𝑧)

−𝑧𝑤̄ + 𝑤𝑧𝑤̄ + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑤𝑧 ̄𝑧 − 𝑤𝑤̄ ̄𝑧 + 𝑧𝑤̄ ̄𝑧
→

𝐵𝐶

根据 (3.4.3), △𝐴𝐵𝐶 的外心 𝑂有表示

→
𝐵𝑂 = 𝑧(1 − ̄𝑧)

𝑧 − ̄𝑧
→

𝐵𝐶

𝑃、𝑄、𝑂三点共线的条件是

Im
𝑃 − 𝑂
𝑄 − 𝑂 = Im

(𝑧 − 𝑤𝑧 + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑧 ̄𝑧)(𝑧𝑤̄ − 𝑤𝑧𝑤̄ − 𝑤 ̄𝑧 + 𝑤𝑧 ̄𝑧 + 𝑤𝑤̄ ̄𝑧 − 𝑧𝑤̄ ̄𝑧)
𝑧(1 − 𝑧)(𝑧𝑤̄ − 𝑧𝑤̄2 − 𝑤 ̄𝑧 + 𝑤̄2 ̄𝑧 + 𝑤 ̄𝑧2 − 𝑤̄ ̄𝑧2) = 0
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它展开后的方程为

(−𝑧𝑤̄ + 𝑤𝑧𝑤̄ + 𝑤 ̄𝑧 − 𝑤𝑧 ̄𝑧 − 𝑤𝑤̄ ̄𝑧 + 𝑧𝑤̄ ̄𝑧)
(𝑧(1 − 𝑧)𝑤̄3 − 𝑧(1 − 𝑧)(1 + ̄𝑧)𝑤̄2 + (1 − 𝑧)𝑧 ̄𝑧𝑤̄ + ̄𝑧𝑤(1 − 𝑤)(𝑧 − 𝑤)(1 − ̄𝑧)) = 0

若第一个因式等于 0,则此时 𝑄点将趋于无穷, 𝑃 点则位于△𝐴𝐵𝐶 的外接圆上, 𝑃 点的
垂足圆亦退化为直线,因而排除掉这种情形. 第二个因式与 (⋆)相同,因而命题成立.

注记 3.5.11 根据退化条件及 (⋆)式,消元 𝑤̄后得

𝑤3(𝑧 − ̄𝑧)3−3𝑤2𝑧(𝑧 − ̄𝑧)2(1− ̄𝑧)+3𝑤𝑧2(𝑧− ̄𝑧)(1 − ̄𝑧)2−𝑧2(1− ̄𝑧)(𝑧+ ̄𝑧−4𝑧 ̄𝑧+𝑧2 ̄𝑧+𝑧 ̄𝑧2) = 0

表明在外接圆上,存在三个这样的 𝑃 点,使得它的西姆松线与九点圆相切.

以上几例的证明,我们直接使用了三角形的基本表示
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶. 对于仅涉及第
一类特征的命题来说,这通常是可行的,但对于计算而言却并非友好. 当含有 𝑧 及其共
轭 ̄𝑧的表达式较为复杂时,处理起来显得繁琐. 使用其他实参形式的表示会更简明一些,

(3.1.9)的表示
→

𝐵𝐴 = 1+𝑖𝑠
1−𝑖𝑡

→
𝐵𝐶 是一个不错的选择.

例 3.5.12 如图, 𝑂 是 △𝐴𝐵𝐶 的外心, △𝐵𝑂𝐶 的外接圆交九点圆于 𝑋、𝑌 , 证明：
2𝐴𝑋 ⋅ 𝐴𝑌 = 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶.

𝐴

𝐵 𝐶

𝑂
𝑋

𝑌

证明 令
→

𝐵𝐴 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶

则△𝐴𝐵𝐶 外接圆的圆心 𝑂表示为
→

𝐵𝑂 = 1 + 𝑖𝑠
2

→
𝐵𝐶

由此容易求出△𝐵𝑂𝐶 外接圆的表示 (𝑃 为圆上的任意点)是

→
𝐵𝑃 = 1 + 𝑖 𝑠−𝑠−1

2
1 − 𝑖𝑢

→
𝐵𝐶
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若此圆与九点圆相交,则 𝑃 与△𝐴𝐵𝐶 各边的中点共圆,即有

Im
(𝑃 − 𝐴+𝐵

2 )( 𝐶+𝐴
2 − 𝐵+𝐶

2 )
(𝑃 − 𝐵+𝐶

2 )( 𝐶+𝐴
2 − 𝐴+𝐵

2 ) = Im
(1 + 𝑖𝑠)2(1 − 𝑖𝑡 + 𝑠𝑡 − 𝑠𝑢)
(1 − 𝑖𝑡)2(1 + 𝑖𝑠 − 𝑠2 − 𝑠𝑢)

= 0

由此得到关于 𝑢的二次方程

2𝑠2(1 − 𝑠𝑡)𝑢2 − 𝑠(3 − 𝑠2 + 2𝑠𝑡 + 2𝑠3𝑡 + 𝑡2 − 3𝑠2𝑡2)𝑢 + 1 − 𝑠2 + 2𝑠𝑡 + 𝑡2 − 𝑠2𝑡2 + 2𝑠4𝑡2 = 0

方程的两个根 𝑢1、𝑢2 分别对应两个交点 𝑋、𝑌 :

→
𝐵𝑋 = 1 + 𝑖 𝑠−𝑠−1

2
1 − 𝑖𝑢1

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝑌 = 1 + 𝑖 𝑠−𝑠−1

2
1 − 𝑖𝑢2

→
𝐵𝐶

根据韦达定理
⎧{{
⎨{{⎩

𝑢1 + 𝑢2 = 3 − 𝑠2 + 2𝑠𝑡 + 2𝑠3𝑡 + 𝑡2 − 3𝑠2𝑡2

2𝑠(1 − 𝑠𝑡)
𝑢1𝑢2 = 1 − 𝑠2 + 2𝑠𝑡 + 𝑡2 − 𝑠2𝑡2 + 2𝑠4𝑡2

2𝑠2(1 − 𝑠𝑡)
由此计算知

2𝐴𝑋⋅𝐴𝑌 =
(1 + 𝑠2)√(1 + 𝑠2 + 4𝑠𝑡 + 𝑡2 + 𝑠2𝑡2 − 4𝑠𝑢1 − 4𝑠2𝑡𝑢1 + 4𝑠2𝑢2

1)
(1 + 𝑠2 + 4𝑠𝑡 + 𝑡2 + 𝑠2𝑡2 − 4𝑠𝑢2 − 4𝑠2𝑡𝑢2 + 4𝑠2𝑢2

2)
2𝑠2(1 + 𝑡2)√(1 + 𝑢2

1)(1 + 𝑢2
2)

𝐵𝐶2 = |(𝑠 + 𝑡)|
√

1 + 𝑠2

1 + 𝑡2 𝐵𝐶2

这也正是 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶 之值.

例 3.5.13 (2015 IMO 几何题) 锐角三角形 𝐴𝐵𝐶 中, 𝐴𝐵 > 𝐴𝐶,设 Γ是它的外接圆,
𝐻 是它的垂心, 𝐹 是由顶点 𝐴处所引高的垂足, 𝑀 是边 𝐵𝐶 的中点. 𝑄是 Γ上一点,使
得 ∠𝐻𝑄𝐴 = 90°, 𝐾 是 Γ上一点,使得 ∠𝐻𝐾𝑄 = 90°. 已知 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐾, 𝑄互不相同,且
按此顺序排列在 Γ上. 求证: △𝐾𝑄𝐻 的外接圆与△𝐹𝐾𝑀 的外接圆相切.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐻

𝐹𝑀

𝑄

𝐾
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证明 令
→

𝐵𝐴 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶

则 𝐴在 𝐵𝐶 边上的垂足 𝐹 的表示为:

→
𝐵𝐹 = Re(1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑡 )
→

𝐵𝐶 = 1 − 𝑠𝑡
1 + 𝑡2

→
𝐵𝐶

根据 (3.4.2), △𝐴𝐵𝐶 垂心 𝐻 的表示则是

→
𝐵𝐻 = 1 − 𝑠𝑡

1 − 𝑖𝑡
→

𝐵𝐶

△𝐴𝐵𝐶 外接圆上的点 𝑄可设为

→
𝐵𝑄 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑢
→

𝐵𝐶

根据 ∠𝐻𝑄𝐴 = 90°,即知

Re (𝐻 − 𝑄
𝐴 − 𝑄 ) = 0 ⟹

→
𝐵𝑄 = 1 − 𝑠𝑡

1 − 2𝑠𝑡 − 𝑖𝑡
→

𝐵𝐶

同理,根据 ∠𝐻𝐾𝑄 = 90°又求出

→
𝐵𝐾 = (1 + 𝑖𝑠)(1 − 𝑠𝑡)(1 − 2𝑠𝑡 + 𝑡2)

(1 − 𝑖𝑡)(1 − 4𝑠𝑡 + 𝑡2 + 4𝑠2𝑡2 + 𝑖𝑠 − 2𝑖𝑠2𝑡 − 𝑖𝑠𝑡2)
→

𝐵𝐶

若点 𝑃 是△𝐾𝑄𝐻 外接圆与△𝐹𝐾𝑀 外接圆的交点,根据四点共圆时交比为实数这一
性质,设

𝑃 − 𝐾
𝑃 − 𝐻

𝑄 − 𝐻
𝑄 − 𝐾 = 𝑢

则 𝑃 有表示

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠𝑡)(1 − 2𝑠𝑡 + 𝑡2 + 𝑖𝑠 + 𝑖𝑠𝑡2 + 2𝑖𝑠2𝑡𝑢 + 𝑖𝑠𝑡2𝑢 − 𝑖𝑠𝑢 − 2𝑖𝑠2𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)(1 − 4𝑠𝑡 + 𝑡2 + 4𝑠2𝑡2 + 𝑖𝑠 + 2𝑖𝑠2𝑡𝑢 + 𝑖𝑠𝑡2𝑢 − 𝑖𝑠𝑢 − 𝑖𝑠𝑡2 − 2𝑖𝑠2𝑡)
→

𝐵𝐶

它与 𝐹、𝐾、𝑀 的交比也应为实数,即有

Im
𝑃 − 𝐹
𝑃 − 𝑀

𝐾 − 𝑀
𝐾 − 𝐹 = Im

(1 + 𝑖𝑠 − 2𝑖𝑠2𝑡 + 𝑡2 − 𝑖𝑠𝑡2)(1 − 𝑖𝑠 + 2𝑖𝑠2𝑡 + 𝑡2 + 𝑖𝑠𝑡2 − 𝑖𝑠𝑢 + 2𝑖𝑠2𝑡𝑢 + 𝑖𝑠𝑡2𝑢)
(1 − 𝑖𝑠 + 2𝑖𝑠2𝑡 + 𝑡2 + 𝑖𝑠𝑡2)(1 + 𝑖𝑠 − 2𝑖𝑠2𝑡 + 𝑡2 − 𝑖𝑠𝑡2 − 𝑖𝑠𝑢 + 2𝑖𝑠2𝑡𝑢 + 𝑖𝑠𝑡2𝑢) = 0

此方程仅有唯一的解 𝑢 = 0,这就说明了△𝐾𝑄𝐻 的外接圆与△𝐹𝐾𝑀 的外接圆相切.

例 3.5.14 (2011 IMO 几何题) 锐角三角形𝐴𝐵𝐶外接圆 𝜔, 𝑡是 𝜔的一条切线,它关于
𝐵𝐶、𝐶𝐴、𝐴𝐵的对称直线为 𝑡𝑎、𝑡𝑏、𝑡𝑐,证明: 𝑡𝑎、𝑡𝑏、𝑡𝑐 所围成的三角形的外接圆与
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𝜔相切.

𝐴

𝐵 𝐶
𝑃

𝑡𝑎

𝑡𝑏

𝑡𝑐

证明 令
→

𝐵𝐴 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶

则△𝐴𝐵𝐶 外接圆上的点 𝑃 可表示为

→
𝐵𝑃 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑢
→

𝐵𝐶

在 𝑃 点处的切线 𝑡则可表示为 (𝑄为切线上的任意点):

→
𝐵𝑄 =

→
𝐵𝑃 +𝜆 𝑑

𝑑𝑢
→

𝐵𝑃 = ( 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑢 + 𝜆 𝑖 − 𝑠

(1 − 𝑖𝑢)2 )
→

𝐵𝐶

对此式取共轭,并替换参数 𝜆以示区分,则知切线 𝑡关于 𝐵𝐶 的对称直线 𝑡𝑎 有表示 (记
其上的点为 𝑈 ):

→
𝐵𝑈 = ( 1 − 𝑖𝑠

1 + 𝑖𝑢 + 𝑎 −𝑖 − 𝑠
(1 + 𝑖𝑢)2 )

→
𝐵𝐶

将切线 𝑡的表示又改写为

→
𝐶𝑄 = ((1 − 𝑖𝑡)(𝑠 + 𝑢)

(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑖𝑢) + 𝜆 (1 + 𝑖𝑠)(1 − 𝑖𝑡)
(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑖𝑢)2 )

→
𝐶𝐴

又得切线 𝑡关于 𝐶𝐴的对称直线 𝑡𝑏 有表示 (记其上的点为 𝑉 ):

→
𝐶𝑉 = ((1 + 𝑖𝑡)(𝑠 + 𝑢)

(𝑠 + 𝑡)(1 + 𝑖𝑢) + 𝑏 (1 − 𝑖𝑠)(1 + 𝑖𝑡)
(𝑠 + 𝑡)(1 + 𝑖𝑢)2 )

→
𝐶𝐴
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改写为以
→

𝐵𝐶 为基向量的表示则是

→
𝐵𝑉 = (1 − 𝑠𝑡 + 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡 + 2𝑖𝑢

(1 − 𝑖𝑡)(1 + 𝑖𝑢) + 𝑏 (1 − 𝑖𝑠)(1 + 𝑖𝑡)
(1 − 𝑖𝑡)(1 + 𝑖𝑢)2 )

→
𝐵𝐶

同理,切线 𝑡关于 𝐴𝐵的对称直线 𝑡𝑐 有表示 (记其上的点为𝑊 ):

→
𝐵𝑊 = ( (1 + 𝑖𝑠)(1 + 𝑖𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)(1 + 𝑖𝑢) + 𝑐 (1 + 𝑖𝑠)(1 + 𝑖𝑡)
(𝑖 + 𝑡)(1 + 𝑖𝑢)2 )

→
𝐵𝐶

进而求得三条直线 𝑡𝑎、𝑡𝑏、𝑡𝑐 的交点 (记为 𝑇𝑎、𝑇𝑏、𝑇𝑐):

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

→
𝐵𝑇𝑎 = (1 + 𝑖𝑠)(𝑠 + 𝑠𝑡2 − 𝑖𝑠𝑡 + 𝑖𝑡2 + 2𝑖𝑠𝑢 − 2𝑖𝑡𝑢 + 𝑖𝑢2 + 𝑖𝑠𝑡𝑢2)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2(1 + 𝑖𝑢)2
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝑇𝑏 = (1 + 𝑠2)(1 + 𝑖𝑡)
(1 − 𝑠𝑡)(1 + 𝑖𝑢)2

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝑇𝑐 = 𝑡 + 𝑠2𝑡 − 𝑖𝑠2 + 𝑖𝑠𝑡 − 2𝑖𝑠𝑢 + 2𝑖𝑡𝑢 − 𝑖𝑢2 − 𝑖𝑠𝑡𝑢2

(1 + 𝑖𝑠)𝑡(1 + 𝑖𝑢)2
→

𝐵𝐶

若△𝑇𝑎𝑇𝑏𝑇𝑐 的外接圆与△𝐴𝐵𝐶 的外接圆相交,交点𝐾 的表示设为

→
𝐵𝐾 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑣
→

𝐵𝐶

根据 𝑇𝑎、𝑇𝑏、𝑇𝑐、𝐾 的交比为实数

Im (𝑇𝑎 − 𝑇𝑏
𝑇𝑎 − 𝑇𝑐

𝐾 − 𝑇𝑐
𝐾 − 𝑇𝑏

) = 0

可知方程仅有一解

𝑣 = 2𝑠𝑡 − 𝑠𝑢 + 𝑡𝑢 − 𝑢2 + 𝑠𝑡𝑢2

𝑠 − 𝑡 + 𝑢 + 𝑠𝑡𝑢
也即△𝑇𝑎𝑇𝑏𝑇𝑐 的外接圆与△𝐴𝐵𝐶 的外接圆相切,该切点的表示是

→
𝐵𝐾 = (1 + 𝑖𝑠)(𝑠 − 𝑡 + 𝑢 + 𝑠𝑡𝑢)

(1 + 𝑖𝑢)(𝑠 − 𝑡 + 𝑢 − 𝑠𝑡𝑢 − 2𝑖𝑠𝑡)
→

𝐵𝐶

一般来说,对于三角形的第一类特征点或特征圆的性质,我们可以选择三角形的任
意一个表示直接计算得到,并不需要过多的技巧.
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3.6 第二类特征量

定义 3.6.1 对于一个给定的△𝐴𝐵𝐶,若 𝐿可表示为关于面积和边长的有理函数,且不
是第一类特征量,则称其 𝐿为△𝐴𝐵𝐶 的第二类特征量.

第二类特征量不能表示为关于三角形顶点坐标分量的有理函数, sin 𝐴、cos 𝐴、tan 𝐴
2 均

属于此类. 同第一类特征量类似的,我们有如下等价的命题:

命题 3.6.2 若 𝐿是△𝐴𝐵𝐶 的第二类特征量,则 𝐿可表示为一条边长和两个内角的半
正切值的有理函数. 反之,若 𝐿可表示为一条边长和两个内角的半正切值的有理函数,
且非第一类特征量,则是第二类特征量.

记 𝑠 = tan 𝐴
2、𝑡 = tan 𝐵

2、𝑎 = 𝐵𝐶,则不难导出如下第二类特征量的表示:

(1) 𝑏 = 𝑡(1+𝑠2)
𝑠(1+𝑡2) 𝑎 (2) 𝑐 = (𝑠+𝑡)(1−𝑠𝑡)

𝑠(1+𝑡2) 𝑎 (3) cos 𝐴 = 1−𝑠2
1+𝑠2

(4) sin 𝐴 = 2𝑠
1+𝑠2 (5) cos 𝐵 = 1−𝑡2

1+𝑡2 (6) sin 𝐵 = 2𝑡
1+𝑡2

(7) cos 𝐶 = − (1+𝑠+𝑡−𝑠𝑡)(1−𝑠−𝑡−𝑠𝑡)
(1+𝑠2)(1+𝑡2) (8) sin 𝐶 = 2(𝑠+𝑡)(1−𝑠𝑡)

(1+𝑠2)(1+𝑡2) (9) tan 𝐶
2 = 1−𝑠𝑡

𝑠+𝑡

(10) 𝑙 = 𝑠+𝑡
𝑠(1+𝑡2) 𝑎 (11) 𝑅 = 1+𝑠2

4𝑠 𝑎 (12) 𝑟 = 𝑡−𝑠𝑡2
1+𝑡2 𝑎

其中 𝑙、𝑅、𝑟分别是三角形的半周长、外接圆半径和内切圆半径.
𝑠、𝑡的取值范围是: 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0,这由 tan 𝐴

2、tan 𝐵
2、tan 𝐶

2 的表示立即
可得,它在一些需要进行值域讨论的时候会用到.

3.7 第二类特征点

定义 3.7.1 若△𝐴𝐵𝐶 的特征点 𝑃 关于顶点的重心坐标分量是第一、二类特征量,且
𝑃 不是第一类特征点,则称 𝑃 为△𝐴𝐵𝐶 的第二类特征点.

同前面类似的,我们有命题

命题 3.7.2 记 𝑠 = tan 𝐴
2、𝑡 = tan 𝐵

2 ,若 𝑃 是△𝐴𝐵𝐶 的第二类特征点,则 𝑃 可表示为
→

𝐵𝑃 = 𝑓(𝑠, 𝑡)
→

𝐵𝐶,其中 𝑓 是一个复数形式的有理函数. 反之,若 𝑃 可表示为这样的形式
且不是第一类特征点,则 𝑃 是第二类特征点.

对于三角形的第二类特征量和特征点的表示,为使行文简化,我们约定: 若非特别说明,
否则记号 𝑠、𝑡总是分别表示 tan 𝐴

2 和 tan 𝐵
2 .
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3.7.1 第二类特征点的表示 下面我们给出一些常见的第二类特征点的表示.

例 3.7.3 (内心) 内心是三角形三条角平分线的交点.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐼

解 内心 𝐼 在 ∠𝐵的平分线上,因此可令
→

𝐵𝐼 = 𝜆𝑒𝑖 𝐵
2

→
𝐵𝐶; 𝐼 也在 ∠𝐶 的平分线上,故又

令
→

𝐶𝐼 = 𝜇𝑒−𝑖 𝐶
2

→
𝐶𝐵,这两式相减消去 𝐼 ,即得到

1 = 𝜆𝑒𝑖 𝐵
2 + 𝜇𝑒−𝑖 𝐶

2

对此式取共轭,而后联立方程即可解出 𝜆、𝜇,由此即知

→
𝐵𝐼 = 1 + 𝑒𝑖𝐴+𝑖𝐵

1 + 𝑒𝑖𝐴
→

𝐵𝐶

此式又可写作
→

𝐵𝐼 = 1 − 𝑠𝑡
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶 (3.7.1)

例 3.7.4 (旁心) 旁心是三角形一个内角的平分线和其他两个内角的外角平分线的交
点. 同内心的求法一致,容易导出三个旁心的表示:

→
𝐵𝐼𝐴 = 𝑠 + 𝑡

𝑖 + 𝑡
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼𝐵 = 𝑖(𝑠 + 𝑡)
𝑠(𝑖 + 𝑡)

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐼𝐶 = 𝑖(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)
→

𝐵𝐶 (3.7.2)

例 3.7.5 (葛尔刚点) 分别连接三角形一个顶点及对边上的内切圆切点的三条直线共
点,该点称为葛尔刚点.

𝐵 𝐶

𝐴

𝐷

𝐸

𝐹

𝐺𝑒
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解 内切圆在三边的切点分别是内心在三边上的垂足点,根据 (3.7.1),易导出这三个切
点的表示:

→
𝐵𝐷 = 1 − 𝑠𝑡

1 + 𝑡2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐸 = (1 − 𝑖𝑠 − 2𝑖𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
(1 − 𝑖𝑠)(1 − 𝑖𝑡)2

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐹 = 1 − 𝑠𝑡

(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

由此计算即知 𝐴𝐷、𝐵𝐸、𝐶𝐹 三条直线交于公共点 𝐺𝑒:

→
𝐵𝐺𝑒 = (1 + 𝑖𝑠)(1 − 𝑖𝑠 − 2𝑖𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 + 𝑠2 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)
→

𝐵𝐶 (3.7.3)

例 3.7.6 (费尔巴哈点) 费尔巴哈点是三角形的内切圆与九点圆的唯一交点.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐹 𝐸

𝐷

𝐼

𝐹𝑒

解 我们先用较为笨拙的方式导出费尔巴哈点的表示,在后文中再用更便捷的方式导
出. 在 𝑠 = tan 𝐴

2、𝑡 = tan 𝐵
2 的表示下

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

根据 (3.4.4),知九点圆的圆心 𝑂′ 和半径 𝑅′ 分别是:

→
𝐵𝑂′ = 2(3𝑠 + 𝑡 − 𝑠2𝑡 − 3𝑠𝑡2) − 𝑖(1 + 𝑠 − 𝑡 + 𝑠𝑡)(1 − 𝑠 + 𝑡 + 𝑠𝑡)

8𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶, 𝑅′ = 1 + 𝑠2

8𝑠 𝐵𝐶

根据 (3.7.1),内切圆的圆心 𝐼 和半径 𝑟分别是
→

𝐵𝐼 = 1 − 𝑠𝑡
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶, 𝑟 = Im(1 − 𝑠𝑡

1 − 𝑖𝑡 )𝐵𝐶 = 𝑡 − 𝑠𝑡2

1 + 𝑡2 𝐵𝐶

费尔巴哈点 𝐹𝑒 到两圆圆心的距离分别等于两圆的半径,若设
→

𝐵𝐹𝑒 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝐵𝐶,则有

⎧{{
⎨{{⎩

|𝑥 + 𝑦𝑖 − 2(3𝑠 + 𝑡 − 𝑠2𝑡 − 3𝑠𝑡2) − 𝑖(1 + 𝑠 − 𝑡 + 𝑠𝑡)(1 − 𝑠 + 𝑡 + 𝑠𝑡)
8𝑠(1 − 𝑖𝑡)2 | = 1 + 𝑠2

8𝑠

|𝑥 + 𝑦𝑖 − 1 − 𝑠𝑡
1 − 𝑖𝑡 | = 𝑡 − 𝑠𝑡2

1 + 𝑡2
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这个方程有唯一的解

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥 = (1 − 𝑠𝑡)(1 + 𝑠2 − 6𝑠𝑡 − 2𝑡2 + 6𝑠2𝑡2 + 4𝑠𝑡3 + 5𝑡4 − 3𝑠2𝑡4 − 6𝑠𝑡5)
(1 + 𝑡2)2(1 + 𝑠2 − 8𝑠𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2)

𝑦 = 2𝑡(1 − 𝑠𝑡)(1 − 2𝑠𝑡 − 𝑡2)2

(1 + 𝑡2)2(1 + 𝑠2 − 8𝑠𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2)

从而得到费尔巴哈点 𝐹𝑒 的表示

→
𝐵𝐹𝑒 = (1 − 𝑠𝑡)(1 − 𝑠𝑡 − 2𝑡2 + 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 3𝑠𝑡 + 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡)
→

𝐵𝐶 (3.7.4)

例 3.7.7 (奈格尔点) 在三角形 𝐴𝐵𝐶 的三边 𝐵𝐶、𝐶𝐴、𝐴𝐵上,分别取一点𝐷、𝐸、𝐹 ,
使得 𝐴𝐷、𝐵𝐸、𝐶𝐹 将△𝐴𝐵𝐶 的周界分成两条等长的折线,则 𝐴𝐷、𝐵𝐸、𝐶𝐹 三线交
于同一点,该点称为奈格尔点 À.

𝐵 𝐶

𝐴

𝑁𝑎

𝐷

𝐸
𝐹

解 根据 𝐴𝐵 + 𝐵𝐷 = 𝐷𝐶 + 𝐶𝐴、𝐵𝐶 + 𝐶𝐸 = 𝐸𝐴 + 𝐴𝐵、𝐶𝐴 + 𝐴𝐹 = 𝐹𝐵 + 𝐵𝐶 以
及 𝐴𝐹 + 𝐹𝐵 = 𝐴𝐵、𝐵𝐷 + 𝐷𝐶 = 𝐵𝐶、𝐶𝐸 + 𝐸𝐴 = 𝐶𝐴,我们容易解出

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝐹𝐵 = 1
2 (𝐶𝐴 + 𝐴𝐵 − 𝐵𝐶) = 𝑡(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 + 𝑡2)𝐵𝐶

𝐵𝐷 = 1
2 (𝐵𝐶 + 𝐶𝐴 − 𝐴𝐵) = 𝑡(𝑠 + 𝑡)

1 + 𝑡2 𝐵𝐶

𝐶𝐸 = 1
2 (𝐶𝐴 + 𝐴𝐵 − 𝐵𝐶) = 𝑡(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 + 𝑡2)𝐵𝐶

À𝐷、𝐸、𝐹 实际上也分别是三角形旁切圆在三边的切点.
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于是 𝐷、𝐸、𝐹 的表示分别为

⎧{{{
⎨{{{⎩

→
𝐵𝐹 = 𝐹𝐵

𝐴𝐵
→

𝐵𝐴 = 𝑡(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 − 𝑖𝑡)2

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐷 = 𝐵𝐷

𝐵𝐶
→

𝐵𝐶 = 𝑡(𝑠 + 𝑡)
1 + 𝑡2

→
𝐵𝐶

→
𝐶𝐸 = 𝐶𝐸

𝐶𝐴
→

𝐶𝐴 = 1 − 𝑠𝑡
1 + 𝑠2

→
𝐶𝐴

对于最后一式,利用向量加法又可转化为

→
𝐵𝐸 = 𝑖(𝑠 + 𝑡)(1 − 2𝑠𝑡 − 𝑖𝑠)

𝑠(1 − 𝑖𝑠)(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

进而即可计算出 𝐴𝐷、𝐵𝐸、𝐶𝐹 的交点 𝑁𝑎

→
𝐵𝑁𝑎 = 𝑡(1 + 𝑖𝑠)(1 − 𝑖𝑠 − 2𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶 (3.7.5)

例 3.7.8 (等周点) 在△𝐴𝐵𝐶所在平面找一点𝑃 ,使得三个小三角形△𝑃𝐴𝐵、△𝑃𝐵𝐶、
△𝑃𝐶𝐴的周长相等. 这个点就称为等周点.

𝐵 𝐶

𝐴

𝑃

解 若直接设
→

𝐵𝑃 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝐵𝑃 ,则边长 𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶 的表示都将含有根式,从而导
致计算的困难. 而前面已知,对于三角形,若以两内角的半正切值为参数,则边长的表示
是有理化的. 因此,我们令 𝑢 = tan ∠𝐵𝑃𝐶

2 , 𝑣 = tan ∠𝑃𝐵𝐶
2 ,于是

→
𝐵𝑃 = (𝑢 + 𝑣)(1 − 𝑢𝑣)

𝑢(1 − 𝑖𝑣)2
→

𝐵𝐶

除 𝑃𝐴外,其余各边的边长均是有理表示的

𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 + 𝑡2) 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 = 𝑡(1 + 𝑠2)

𝑠(1 + 𝑡2)𝐵𝐶
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𝐵𝑃 = (𝑢 + 𝑣)(1 − 𝑢𝑣)
𝑢(1 + 𝑣2) 𝐵𝐶, 𝐶𝑃 = 𝑣(1 + 𝑢2)

𝑢(1 + 𝑣2)𝐵𝐶

根据△𝑃𝐴𝐵与△𝑃𝐶𝐴的周长相等,知 𝐵𝐴 + 𝐵𝑃 = 𝐶𝐴 + 𝐶𝑃 ,代入这些表示即有

(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 + 𝑡2) + (𝑢 + 𝑣)(1 − 𝑢𝑣)

𝑢(1 + 𝑣2) = 𝑡(1 + 𝑠2)
𝑠(1 + 𝑡2) + 𝑣(1 + 𝑢2)

𝑢(1 + 𝑣2)

化简后可解出 𝑢
𝑢 = 1 − 𝑠𝑡 − 𝑠𝑡𝑣2 − 𝑡2𝑣2

(1 + 𝑡2)𝑣
再根据△𝑃𝐵𝐶 与△𝑃 𝐶𝐴的周长相等的条件,又可解出

𝑣 = 1 − 𝑠 − 𝑡 + 𝑡2

𝑡(𝑠 + 𝑡)

从而知等周点 𝑃 的表示为

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠 − 𝑡 − 𝑖𝑡)2(1 − 𝑠𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 2𝑠 + 𝑠2 − 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)
→

𝐵𝐶 (3.7.6)

许多三角形的第二类特征点均可按照这样的方式求解,我们不再详细推导,因为前文已
叙,根据特征点的重心坐标即可直接导出.

3.7.2 第二类特征点的性质 同第一类特征点类似的, 根据上述有理表示, 我们容
易证明第二类特征点的一些几何性质. 例如重心 𝐺、内心 𝐼、与奈格尔点 𝑁𝑎 共线,且
𝑁𝑎𝐺 = 2𝐼𝐺.

证明 这里重心 𝐺属于第一类特征点,我们先将它的表示 (3.4.1)转化为以第二类特征
量表示,这只需要将式中的 𝑧以 𝑧 = (𝑠+𝑡)(1−𝑠𝑡)

𝑠(1−𝑖𝑡)2 替代即可.

→
𝐵𝐺 = 1

3 (1 + (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 − 𝑖𝑡)2 )

→
𝐵𝐶

再根据内心 𝐼 的表示 (3.7.1)和奈格尔点 𝑁𝑎 的表示 (3.7.5),容易计算出

𝑁𝑎 − 𝐺
𝐼 − 𝐺 = −2

又如,对于欧拉三角形定理 𝑂𝐼2 = 𝑅2 − 2𝑟𝑅,我们先将 𝑧 = (𝑠+𝑡)(1−𝑠𝑡)
𝑠(1−𝑖𝑡)2 代入外心的表示

(3.4.3),化简得到
→

𝐵𝑂 = 𝑖(1 − 𝑖𝑠)2

4𝑠
→

𝐵𝐶
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再由内心 𝐼 的表示 (3.7.1)以及 𝑅、𝑟的表示 (3.6),计算即知

𝑂𝐼2 = (1 + 𝑠2)(1 + 𝑠2 − 8𝑠𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2)
16𝑠2(1 + 𝑡2) 𝐵𝐶2 = 𝑅2 − 2𝑟𝑅

3.8 第二类特征圆

定义 3.8.1 记 𝑠 = tan 𝐴
2、𝑡 = tan 𝐵

2 ,若圆不是△𝐴𝐵𝐶 的第一类特征圆,且圆上的任

意点 𝑃 可用
→

𝐵𝑃 = 𝑓(𝑠, 𝑡, 𝑢)
→

𝐵𝐶 表示,其中 𝑓 是一个复数形式的有理函数,则称该圆为
△𝐴𝐵𝐶 的第二类特征圆.

下面列举一些常见的第二类特征圆.

3.8.1 第二类特征圆的表示

例 3.8.2 (内切圆) 在三角形内且与三边相切的圆称为三角形的内切圆.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐼

𝐷

𝐸
𝐹

虽然我们可以直接根据内心和半径的表示写出内切圆的一个表示

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠𝑡

1 − 𝑖𝑡 + 𝑡 − 𝑠𝑡2

1 + 𝑡2
1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢)

→
𝐵𝐶

但这个表示略显复杂,并可能导致某些问题的计算稍繁. 我们根据 (2.3.2)来导出一个更
简单的表示: 内切圆与 ∠𝐴𝐵𝐶 相切,则有参数表示

→
𝐵𝑃 = (𝜆 − 2𝜆

𝑖 + 𝑢 tan
𝐵
2 )

→
𝐵𝐶 = (𝜆 − 2𝜆𝑡

𝑖 + 𝑢)
→

𝐵𝐶

再根据圆与 𝐶𝐴边相切,有

(1−𝜆)(𝑠+𝑡)(1−𝑠𝑡)𝑢2 +2𝜆𝑡(𝑠+𝑡)(1−𝑠𝑡)𝑢+𝑠+𝑡−𝑠2𝑡−𝑠𝑡2 −𝑠𝜆−3𝑠𝑡2𝜆−𝑡3𝜆+𝑠2𝑡3𝜆 = 0

此方程的两根重合,于是判别式

Δ = −4(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)(1 − 𝑠𝑡 − 𝜆 − 𝑡2𝜆)(𝑠 + 𝑡 − 𝑠𝜆 − 𝑠𝑡2𝜆) = 0
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解出

𝜆1 = 1 − 𝑠𝑡
1 + 𝑡2 , 𝜆2 = 𝑠 + 𝑡

𝑠(1 + 𝑡2)
在 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0 的限定条件下, 0 < 𝜆1 < 𝜆2, 从而知 𝜆1 对应的是内切圆.
△𝐴𝐵𝐶 的内切圆即有参数表示:

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠𝑡)(1 + 2𝑖𝑡 − 𝑖𝑢)

(1 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶 (3.8.1)

例 3.8.3 (旁切圆) 在三角形外且与三边相切的圆称为三角形的旁切圆. 前面导出内
切圆的参数表示时, 𝜆2 对应的即是 𝐵-旁切圆的表示. 而考虑与 ∠𝐵的补角相切的圆的
表示:

→
𝐵𝑃 = (𝜆 − 2𝜆

𝑖 + 𝑢 tan
𝜋 − 𝐵

2 )
→

𝐵𝐶 = (𝜆 − 2𝜆𝑡−1

𝑖 + 𝑢 )
→

𝐵𝐶

经过类似的推导,又可得到 𝐴-旁切圆和 𝐶-旁切圆的表示. 它们分别是:

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝐴-旁切圆:
→

𝐵𝑃 = (𝑠 + 𝑡)(−𝑡 − 2𝑖 + 𝑖𝑡𝑢)
(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 𝑖𝑢)

→
𝐵𝐶

𝐵-旁切圆:
→

𝐵𝑃 = (𝑠 + 𝑡)(1 + 2𝑖𝑡 − 𝑖𝑢)
𝑠(1 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑢)

→
𝐵𝐶

𝐶-旁切圆:
→

𝐵𝑃 = (1 − 𝑠𝑡)(𝑡 + 2𝑖 − 𝑖𝑡𝑢)
𝑠(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 𝑖𝑢)

→
𝐵𝐶

(3.8.2)

例 3.8.4 (伪外接圆) 过三角形的两个顶点,且与三角形的内切圆相切的圆称为三角形
的伪外接圆. 如图,经过 𝐵、𝐶 两点且与内切圆相切的圆称为 𝐴-伪外接圆,我们来导出
它的表示.

𝐵

𝑎 = 4

𝐶

𝑡 = 0.4

𝑠 = 0.66

𝐴

𝑇

解 根据 (3.8.1), △𝐴𝐵𝐶 的内切圆可表示为

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠𝑡)(1 + 2𝑖𝑡 − 𝑖𝑢)

(1 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶

设 𝐴-伪外接圆的表示为
→

𝐵𝑃 = 1 + 𝑖𝑞
1 − 𝑖𝑣

→
𝐵𝐶
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当两圆相切时,要求
(1 − 𝑠𝑡)(1 + 2𝑖𝑡 − 𝑖𝑢)

(1 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑢) = 1 + 𝑖𝑞
1 − 𝑖𝑣

分离实部和虚部后消元 𝑣,则得关于 𝑢的二次方程

(𝑠 + 𝑡)𝑢2 + 2(1 − 2𝑠𝑡 − 𝑡2)𝑢 + 2𝑞 + 𝑠 − 3𝑡 + 2𝑞𝑡2 + 4𝑠𝑡2 = 0

此方程的两根应重合,故判别式为 0.

Δ = 4(1 − 2𝑞𝑠 − 𝑠2 − 2𝑞𝑡 − 2𝑠𝑡 + 𝑡2 − 2𝑞𝑠𝑡2 − 2𝑞𝑡3 + 𝑡4) = 0

解出 𝑞 即得 𝐴-伪外接圆的表示. 我们将其用通常的记号重新表述: 𝐴-伪外接圆上的任
意点 𝑃 有表示

→
𝐵𝑃 = (𝑠 + 𝑡 + 𝑖 + 𝑖𝑡2)2

2(𝑠 + 𝑡)(1 + 𝑡2)(𝑖 + 𝑢)
→

𝐵𝐶 (3.8.3)

切点 𝑇 的表示是
→

𝐵𝑇 = (1 − 𝑠𝑡)(𝑠 + 𝑡 + 𝑖 + 𝑖𝑡2)
(1 + 𝑡2)(𝑠 + 𝑡 + 𝑖 − 2𝑖𝑠𝑡 − 𝑖𝑡2)

→
𝐵𝐶

注记 3.8.5 同理可求出 𝐵-伪外接圆和 𝐶-伪外接圆的表示,但更直接的方式是对 𝐴-伪
外接圆的表示作轮换而得:

{𝐴 → 𝐵, 𝐵 → 𝐶, 𝐶 → 𝐴, tan
𝐴
2 → tan

𝐵
2 , tan

𝐵
2 → tan

𝐶
2 , tan

𝐶
2 → tan

𝐴
2 }

也即轮换

{𝐴 → 𝐵, 𝐵 → 𝐶, 𝐶 → 𝐴, 𝑠 → 𝑡, 𝑡 → 1 − 𝑠𝑡
𝑠 + 𝑡 , 1 − 𝑠𝑡

𝑠 + 𝑡 → 𝑠}

例如,对 (3.8.3)作一次轮换则得 𝐵-伪外接圆上点 𝑃 的表示

→
𝐶𝑃 = (𝑠 + 𝑡 + 𝑖 + 𝑠 + 𝑖𝑠2)2

2(1 + 𝑠2)(𝑠 + 𝑡)(𝑖 + 𝑢)
→

𝐶𝐴

将其转化为以
→

𝐵𝐶 为基向量的表示则是

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑡(1 + 𝑖𝑠)(1 + 𝑠2 − 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡)2

2𝑠(1 − 𝑖𝑠)(1 − 𝑖𝑡)2(𝑠 + 𝑡)(𝑖 + 𝑢)
)

→
𝐵𝐶

例 3.8.6 (伪内切圆) 与三角形的两边相切,且与三角形的外接圆内切的圆称为三角形
的伪内切圆. 如图,与边 𝐴𝐵、𝐴𝐶 及外接圆相切的圆称为 𝐴-伪内切圆.



cre
ass

on

106 第 3章 三角形

𝐵

𝑎 = 3.5

𝐶

𝑡 = 0.4
𝑠 = 0.66

𝐴

𝑇

解 根据 (2.3.2),与 ∠𝐶𝐴𝐵相切的圆有参数表示
→

𝐴𝑃 = (𝜆 − 2𝜆
𝑖 + 𝑢 tan

𝐴
2 )

→
𝐴𝐵 = (𝜆 − 2𝜆𝑠

𝑖 + 𝑢)
→

𝐴𝐵

转化为以
→

𝐵𝐶 为基向量的表示则是

→
𝐵𝑃 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)(1 − 𝜆 − 𝑖𝑢 − 2𝑖𝑠𝜆 + 𝑖𝑢𝜆)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶

若它与△𝐴𝐵𝐶 的外接圆相切,则切点与 𝐴、𝐵、𝐶 共圆,由此得到关于 𝑢的二次方程

(1 − 𝜆)(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)𝑢2 − 2(1 − 2𝜆)𝑠(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)𝑢+
𝑠3 + 𝑡 + 3𝑠2𝑡 − 𝑠3𝑡2 − 𝑠𝜆 − 4𝑠3𝜆 − 𝑡𝜆 − 3𝑠2𝑡𝜆 + 4𝑠4𝑡𝜆 + 𝑠𝑡2𝜆 + 4𝑠3𝑡2𝜆 = 0

相切又意味着方程的两根是重合的,即有

Δ = −4(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)(𝑡 + 𝑠2𝑡 − 𝑠𝜆 − 𝑡𝜆)(1 + 𝑠2 − 𝜆 + 𝑠𝑡𝜆) = 0

解得

𝜆1 = 𝑡(1 + 𝑠2)
𝑠 + 𝑡 , 𝜆2 = 1 + 𝑠2

1 − 𝑠𝑡
在 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0的限定条件下,易知 0 < 𝜆1 < 𝜆2,因而 𝜆应取值 𝜆1,以使得所
求圆内切于△𝐴𝐵𝐶 的外接圆. 于是我们就得到了 𝐴-伪内切圆的一个表示:

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠𝑡)(1 − 𝑠𝑡 − 2𝑖𝑡 − 2𝑖𝑠2𝑡 − 𝑖𝑢 + 𝑖𝑠𝑡𝑢)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶 (3.8.4)

切点 𝑇 的表示是
→

𝐵𝑇 = (1 − 𝑠𝑡)2

(1 − 𝑖𝑡)(1 − 2𝑠𝑡 + 𝑖𝑡)
→

𝐵𝐶
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例 3.8.7 (索迪圆) 索迪圆是关于多圆相切问题的著名定理: 彼此相切的三圆必有两圆
与它们相切. 如图,给定△𝐴𝐵𝐶,以 𝐴、𝐵、𝐶 为圆心,作三个圆两两相切,并作与 ⊚𝐴、
⊚𝐵、⊚𝐶 都外切的圆 ⊚𝑆,以及与 ⊚𝐴、⊚𝐵、⊚𝐶 都内切的圆 ⊚𝑆′. ⊚𝑆 称为内索迪圆,
⊚𝑆′ 称为外索迪圆.

𝑎 = 2.5

𝑡 = 0.4

𝑠 = 0.7

𝐴

𝐵 𝐶

𝑆
𝑆′

解 设 ⊚𝐴、⊚𝐵、⊚𝐶 的半径分别是 𝑟𝐴、𝑟𝐵、𝑟𝐶 ,根据

𝑟𝐴 + 𝑟𝐵 = 𝐴𝐵, 𝑟𝐵 + 𝑟𝐶 = 𝐵𝐶, 𝑟𝐶 + 𝑟𝐴 = 𝐶𝐴

容易解出

𝑟𝐴 = 𝑡(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 + 𝑡2)𝐵𝐶, 𝑟𝐵 = 1 − 𝑠𝑡

1 + 𝑡2 𝐵𝐶, 𝑟𝐶 = 𝑡(𝑠 + 𝑡)
1 + 𝑡2 𝐵𝐶

于是 ⊚𝐴上的任意点 𝑋、⊚𝐵上的任意点 𝑌、⊚𝐶 上的任意点 𝑍 分别有表示:

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

→
𝐵𝑋 = ((𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2 + 𝑡(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 + 𝑡2)

1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝑌 = 1 − 𝑠𝑡

1 + 𝑡2
1 + 𝑖𝑣
1 − 𝑖𝑣

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝑍 = (1 + 𝑡(𝑠 + 𝑡)

1 + 𝑡2
1 + 𝑖𝑤
1 − 𝑖𝑤)

→
𝐵𝐶

这里 𝑢、𝑣、𝑤是自由的参量. 其中⊚𝐵的表示是较为简单的,我们考虑在 𝑌 点处与之相
切的圆系. 根据 (2.3.1)知,所有与 ⊚𝐵在 𝑌 点处相切的圆均可表示为如下形式:

→
𝐵𝑃 =

→
𝐵𝑌 + 𝑖𝑘

1 − 𝑖𝜂
𝑑
𝑑𝑣

→
𝐵𝑌 = (1 − 𝑠𝑡)(1 − 2𝑘 + 𝑣2 − 𝑖𝜂 − 𝑖𝑣2𝜂)

(1 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑣)2(1 − 𝑖𝜂)
→

𝐵𝐶

其中 𝑘是待定参数, 𝜂是变量. 若它与 ⊚𝐴相切,则在切点处: 根据 𝑋 = 𝑃 而有

𝑡(1+𝑡𝑢)(1 − 𝑖𝑣)2(1−𝑖𝜂)+𝑠(1−𝑖𝑢)(𝑘+𝑡𝑣−𝑣2 +𝑡𝜂 −𝑣𝜂 +𝑖𝑡−𝑖𝑘𝑡−𝑖𝑣−𝑖𝑡𝑣𝜂 +𝑖𝑣2𝜂) = 0
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根据切向量 𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝑋 与 𝑑

𝑑𝜂
→

𝐵𝑃 平行又得

(1 + 𝑢𝑣 + 𝑢𝜂 − 𝑣𝜂)(𝑢 − 𝑣 − 𝜂 − 𝑢𝑣𝜂) = 0

联立即可解出À

𝑢 = 𝑡(−1 + 𝑠𝑡 − 𝑠𝑣 − 𝑡𝑣)
𝑠𝑡 + 𝑡2 − 𝑠𝑣 + 𝑡3𝑣 , 𝑘 = (𝑠 + 𝑡)(𝑡 − 𝑣)2(1 + 𝑣2)

−𝑡 + 𝑠𝑡2 − 2𝑠𝑡𝑣 − 2𝑡2𝑣 + 𝑠𝑣2 − 𝑡3𝑣2

再考虑此圆与 ⊚𝐶 相切,又得

𝑤 = 𝑡(𝑠 + 𝑡)
(1 − 𝑠𝑡)𝑣 , 𝑘 = − (1 + 𝑡2)𝑣2(1 + 𝑣2)

𝑠𝑡 + 𝑡2 − 𝑣2 + 𝑠𝑡𝑣2

根据以上两式,则可完全地解出各参数,共有两组解. 第一组解是

𝑘 = −𝑡(𝑠 + 𝑡)(1 + 𝑡2)(1 + 2𝑠 + 𝑠2 + 2𝑡 + 2𝑠𝑡 + 2𝑡2)
(1 + 𝑠 + 𝑡 + 𝑡2)2(1 + 2𝑠 + 𝑠2 + 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)

,

𝑢 = −1 − 𝑠 − 𝑡 + 𝑠𝑡
(1 + 𝑡)(𝑠 + 𝑡) , 𝑣 = 𝑡(𝑠 + 𝑡)

1 + 𝑠 + 𝑡 + 𝑡2 , 𝑤 = 1 + 𝑠 + 𝑡 + 𝑡2

1 − 𝑠𝑡

对应的是内索迪圆. 它的一个参数表示为Á:

→
𝐵𝑃 = (1 + 𝑠 + 𝑡 − 𝑖𝑡)(1 − 𝑠𝑡)(1 + 2𝑠 + 𝑠2 + 2𝑡 + 3𝑠𝑡 + 3𝑡2 − 𝑖𝑢 − 2𝑖𝑠𝑢 − 𝑖𝑠2𝑢 − 2𝑖𝑡𝑢 − 𝑖𝑠𝑡𝑢 − 𝑖𝑡2𝑢)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 + 𝑠 + 𝑡 + 𝑖𝑡)(1 + 2𝑠 + 𝑠2 + 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶
(3.8.5)

第二组解是

𝑘 = −𝑡(𝑠 + 𝑡)(1 + 𝑡2)(1 − 2𝑠 + 𝑠2 − 2𝑡 + 2𝑠𝑡 + 2𝑡2)
(1 − 𝑠 − 𝑡 + 𝑡2)2(1 − 2𝑠 + 𝑠2 − 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)

,

𝑢 = −1 + 𝑠 + 𝑡 + 𝑠𝑡
(1 − 𝑡)(𝑠 + 𝑡) , 𝑣 = −𝑡(𝑠 + 𝑡)

1 − 𝑠 − 𝑡 + 𝑡2 , 𝑤 = −1 + 𝑠 + 𝑡 − 𝑡2

1 − 𝑠𝑡

对应的是外索迪圆. 它的一个参数表示为:

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠 − 𝑡 − 𝑖𝑡)(1 − 𝑠𝑡)(1 − 2𝑠 + 𝑠2 − 2𝑡 + 3𝑠𝑡 + 3𝑡2 − 𝑖𝑢 + 2𝑖𝑠𝑢 − 𝑖𝑠2𝑢 + 2𝑖𝑡𝑢 − 𝑖𝑠𝑡𝑢 − 𝑖𝑡2𝑢)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 𝑠 − 𝑡 + 𝑖𝑡)(1 − 2𝑠 + 𝑠2 − 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶
(3.8.6)

À另一组解 𝑢 = − 1
𝑡 , 𝑘 = 1 + 𝑣2 对应是 ⊚𝐵,故应舍弃.

Á出于行文习惯,这里将变量 𝜂替换为 𝑢. 外索迪圆的表示亦同此.
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3.8.2 第二类特征圆的性质 利用第二类特征圆的有理表示,我们容易证明它们的
有关性质,这些性质的证明在过去往往被认为是困难的. 其中,关于内切圆的性质发现
非常之多,以下两例是其中较为知名的.

例 3.8.8 (费尔巴哈定理) 三角形的九点圆与三角形的内切圆和旁切圆相切.

证明 以内切圆为例,根据内切圆的表示

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠𝑡)(1 + 2𝑖𝑡 − 𝑖𝑢)

(1 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶

若它与三角形的九点圆有交点,则交点 𝑃 与△𝐴𝐵𝐶 各边的中点共圆.

Im
(𝑃 − 𝐴+𝐵

2 )( 𝐶+𝐴
2 − 𝐵+𝐶

2 )
(𝑃 − 𝐵+𝐶

2 )( 𝐶+𝐴
2 − 𝐴+𝐵

2 ) = 0

由此知

𝑢 = 2𝑡 − 𝑠 − 3𝑠𝑡2

1 − 2𝑠𝑡 − 𝑡2

是唯一的解,即两圆相切.

例 3.8.9 (Sejfried 定理) 如果△𝐴𝐵𝐶 的三个顶点与其对边上的点 𝐷, 𝐸, 𝐹 的连线两
两相交的点𝑋、𝑌、𝑍 都在内切圆 𝐼 上,且𝑋、𝑌、𝑍 相异,那么 𝐵𝐷

𝐷𝐶 ⋅ 𝐶𝐸
𝐸𝐴 ⋅ 𝐴𝐹

𝐹𝐵 = 𝜑6,其
中 𝜑是方程 𝑥2 −

√
5𝑥 + 1 = 0的根.

𝑎 = 4
𝑡 = 0.4

𝑠 = 0.7

𝐴

𝐵 𝐶

𝑍

𝑌
𝑋

𝐷

𝐸

𝐹

证明 根据内切圆的表示

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠𝑡)(1 + 2𝑖𝑡 − 𝑖𝑢)

(1 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶

设 𝑢为 𝑙、𝑚、𝑛时 𝑃 分别对应𝑋、𝑌、𝑍 三点,则分别根据 𝐴𝑌 𝑍、𝐵𝑍𝑋、𝐶𝑋𝑌 共线



cre
ass

on

110 第 3章 三角形

而有方程组

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑚 + 𝑛 + 2𝑚𝑛𝑠 − 2𝑡 + 2𝑚𝑛𝑡 − 2𝑚𝑠𝑡 − 2𝑛𝑠𝑡 − 𝑚𝑡2 − 𝑛𝑡2 + 2𝑠𝑡2 = 0

𝑙 + 𝑛 − 2𝑡 = 0

2 + 𝑙𝑠 + 𝑚𝑠 + 𝑙𝑡 + 𝑚𝑡 − 2𝑠𝑡 = 0

它有两组解

⎧{{
⎨{{⎩

𝑙 = −1 + 2𝑠𝑡 + 𝑡2 +
√

5(1 + 𝑡2)
2(𝑠 + 𝑡) , 𝑚 = −3 + 2𝑠𝑡 − 𝑡2 −

√
5(1 + 𝑡2)

2(𝑠 + 𝑡) , 𝑛 = 1 + 2𝑠𝑡 + 3𝑡2 −
√

5(1 + 𝑡2)
2(𝑠 + 𝑡)

𝑙 = −1 + 2𝑠𝑡 + 𝑡2 −
√

5(1 + 𝑡2)
2(𝑠 + 𝑡) , 𝑚 = −3 + 2𝑠𝑡 − 𝑡2 +

√
5(1 + 𝑡2)

2(𝑠 + 𝑡) , 𝑛 = 1 + 2𝑠𝑡 + 3𝑡2 +
√

5(1 + 𝑡2)
2(𝑠 + 𝑡)

进而不难根据共线关系求解出 𝐷、𝐸、𝐹 及对应的线段比例关系

⎧{{
⎨{{⎩

𝐵𝐷
𝐷𝐶 = 3 +

√
5

2
(1 − 𝑠𝑡)
𝑡(𝑠 + 𝑡) , 𝐶𝐸

𝐸𝐴 = 3 +
√

5
2

𝑠(𝑠 + 𝑡)
(1 − 𝑠𝑡) , 𝐴𝐹

𝐹𝐵 = 3 +
√

5
2

𝑡
𝑠

𝐵𝐷
𝐷𝐶 = 3 −

√
5

2
(1 − 𝑠𝑡)
𝑡(𝑠 + 𝑡) , 𝐶𝐸

𝐸𝐴 = 3 +
√

5
2

𝑠(𝑠 + 𝑡)
(1 − 𝑠𝑡) , 𝐴𝐹

𝐹𝐵 = 3 −
√

5
2

𝑡
𝑠

从而

𝐵𝐷
𝐷𝐶 ⋅ 𝐶𝐸

𝐸𝐴 ⋅ 𝐴𝐹
𝐹𝐵 = (3 ±

√
5

2 )
3

= (
√

5 ± 1
2 )

6

近年来,对伪外接圆和伪内切圆的性质探索也非常热门,其中两个优美的性质如下.

例 3.8.10 设 △𝐴𝐵𝐶 的内切圆与 𝐴-伪外接圆的切点为 𝑇 , 延长 𝐴𝑇 交 𝐵𝐶 于 𝐷, 交
𝐴-伪外接圆于 𝐸,则 ( 𝐵𝐸

𝐶𝐸 )2 = ( 𝐵𝐷
𝐶𝐷 )3

𝑎 = 4.5

𝑡 = 0.4

𝑠 = 0.7

𝐴

𝐵 𝐶

𝑇

𝐷

𝐸

证明 我们将前面所得的表示整理一下. 对△𝐴𝐵𝐶,有:

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶
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根据 (3.8.3), 𝐴-伪外接圆的一个表示是

→
𝐵𝑃 = (𝑠 + 𝑡 + 𝑖 + 𝑖𝑡2)2

2(𝑠 + 𝑡)(1 + 𝑡2)(𝑖 + 𝑢)
→

𝐵𝐶

切点 𝑇 的表示为
→

𝐵𝑇 = (1 − 𝑠𝑡)(𝑠 + 𝑡 + 𝑖 + 𝑖𝑡2)
(1 + 𝑡2)(𝑠 + 𝑡 + 𝑖 − 2𝑖𝑠𝑡 − 𝑖𝑡2)

→
𝐵𝐶

根据以上表示,不难计算出 𝐴𝑇 与 𝐵𝐶 边的交点 𝐷:

→
𝐵𝐷 = (1 − 𝑠𝑡)3

(1 + 𝑡2)(1 − 3𝑠𝑡 − 𝑡2 + 3𝑠2𝑡2 + 3𝑠𝑡3 + 𝑡4)
→

𝐵𝐶

以及 𝐴𝑇 与 𝐴-伪外接圆的另一个交点 𝐸:

→
𝐵𝐸 = (1 − 𝑠𝑡)2(1 − 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡 + 𝑡2)

(1 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑡)(1 − 𝑠𝑡 − 𝑖𝑠 + 2𝑖𝑠2𝑡 + 2𝑖𝑠𝑡2 + 𝑖𝑡3)
→

𝐵𝐶

于是
𝐵𝐸
𝐶𝐸 = |𝐵 − 𝐸

𝐶 − 𝐸 | = | − (1 − 𝑠𝑡)2(1 − 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡 + 𝑡2)
𝑡2(𝑠 + 𝑡)2(1 + 𝑖𝑠 + 𝑖𝑡 + 𝑡2)

| = (1 − 𝑠𝑡)2

𝑡2(𝑠 + 𝑡)2

𝐵𝐷
𝐶𝐷 = |𝐵 − 𝐷

𝐶 − 𝐷| = (1 − 𝑠𝑡)3

𝑡3(𝑠 + 𝑡)3

从而可知待证结论成立.

例 3.8.11 如图,若圆 Γ与△𝐴𝐵𝐶 的外接圆相切于点 𝐴,与△𝐴𝐵𝐶 的 𝐴-伪内切圆相
切于点𝐾, 𝐷是△𝐴𝐵𝐶 内切圆在 𝐵𝐶 边上的切点,则 ∠𝐵𝐴𝐾 = ∠𝐶𝐴𝐷.

𝑎 = 4

𝑡 = 0.4

𝑠 = 0.7

𝐴

𝐵 𝐶

𝐾

𝐷

证明 考虑△𝐴𝐵𝐶 外接圆的如下表示:

→
𝐵𝑃 = (𝑠 + 𝑢)(1 − 𝑠𝑢)

𝑠(1 − 𝑖𝑢)2
→

𝐵𝐶
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𝑃 在 𝑢 = 𝑡时即是点 𝐴. 在 𝐴点处,其切向量为

𝑣𝐴𝑣𝐴𝑣𝐴 = 𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝑃 |𝑢=𝑡 = (1 + 𝑖𝑠)2(1 + 𝑖𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)3
→

𝐵𝐶

于是圆 Γ可设为

→
𝐵𝑃 =

→
𝐵𝐴 + 𝑖𝑘

1 − 𝑖𝑢𝑣𝐴𝑣𝐴𝑣𝐴 = ((𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 − 𝑖𝑡)2 + 𝑖𝑘

1 − 𝑖𝑢
(1 + 𝑖𝑠)2(1 + 𝑖𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)3 )
→

𝐵𝐶

根据 (3.8.4), 𝐴-伪内切圆有表示

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠𝑡)(1 − 𝑠𝑡 − 2𝑖𝑡 − 2𝑖𝑠2𝑡 − 𝑖𝑣 + 𝑖𝑠𝑡𝑣)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 𝑖𝑣)
→

𝐵𝐶

根据二者相切的条件即可求解出 𝑘,它有两个解

𝑘1 = 𝑡(1 − 𝑠𝑡)(1 + 𝑡2)
2(𝑠 + 𝑡) , 𝑘2 = 1

2(1 + 𝑡2)

在 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0的限定条件下, 0 < 𝑘1 < 𝑘2,根据图示,我们应取较小者. 对应
的切点𝐾 的表示则为

→
𝐵𝐾 = (1 − 𝑠𝑡)(1 − 𝑠𝑡 + 2𝑖𝑠 + 2𝑖𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)(1 + 2𝑖𝑠 + 𝑖𝑡)
→

𝐵𝐶

点 𝐷也是△𝐴𝐵𝐶 的内心在 𝐵𝐶 边上的投影,即为

→
𝐵𝐷 = Re

1 − 𝑠𝑡
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶 = 1 − 𝑠𝑡

1 + 𝑡2
→

𝐵𝐶

从而

Im
(𝐾 − 𝐴)(𝐷 − 𝐴)
(𝐵 − 𝐴)(𝐶 − 𝐴) = Im

𝑡(1 − 𝑠𝑡)
𝑠 + 𝑡 = 0

这就说明了 ∠𝐵𝐴𝐾 = ∠𝐶𝐴𝐷.

关于索迪圆 (3.8.7),亦有如下一些优美的性质：

(1). 内索迪圆的半径 𝑟𝑆 与 𝑟𝐴、𝑟𝐵、𝑟𝐶 有关系式:

( 1
𝑟𝐴

+ 1
𝑟𝐵

+ 1
𝑟𝐶

+ 1
𝑟𝑆

)2 = 2( 1
𝑟2

𝐴
+ 1

𝑟2
𝐵

+ 1
𝑟2

𝐶
+ 1

𝑟2
𝑆

)
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(2). 若外索迪圆包含 ⊚𝐴、⊚𝐵、⊚𝐶 在其内,则半径 𝑟′
𝑆 与 𝑟𝐴、𝑟𝐵、𝑟𝐶 有关系式:

( 1
𝑟𝐴

+ 1
𝑟𝐵

+ 1
𝑟𝐶

− 1
𝑟𝑆′

)2 = 2( 1
𝑟2

𝐴
+ 1

𝑟2
𝐵

+ 1
𝑟2

𝐶
+ 1

𝑟2
𝑆′

)

(3). 内索迪点 𝑆 与外索迪点 𝑆′ 的距离平方可表示为

𝑆𝑆′2 = 𝑟2
𝑆 + 𝑟2

𝑆′ ± 14𝑟𝑆𝑟′
𝑆

当外索迪圆包含 ⊚𝐴、⊚𝐵、⊚𝐶 在其内时取 −号,否则取 +号.

其中 (1)、(2)又并称为笛卡尔定理. (3)式近年由叶中豪先生发现.

证明 我们只需得到各量的表示即可. 其中 𝑟𝐴、𝑟𝐵、𝑟𝐶 是已知的:

𝑟𝐴 = 𝑡(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 + 𝑡2)𝐵𝐶, 𝑟𝐵 = 1 − 𝑠𝑡

1 + 𝑡2 𝐵𝐶, 𝑟𝐶 = 𝑡(𝑠 + 𝑡)
1 + 𝑡2 𝐵𝐶

根据内索迪圆的表示 (3.8.5),作代换 1+𝑖𝑢
1−𝑖𝑢 = 𝑧; (|𝑧| = 1),将其表示为

→
𝐵𝑃 = ( (1 − 𝑠𝑡)(1 + 𝑠 + 𝑡 − 𝑖𝑡)2

(1 − 𝑖𝑡)2(1 + 2𝑠 + 𝑠2 + 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)
+ 𝑡(𝑠 + 𝑡)(1 + 𝑠 + 𝑡 − 𝑖𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 + 𝑠 + 𝑡 + 𝑖𝑡)(1 + 2𝑠 + 𝑠2 + 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)
𝑧)

→
𝐵𝐶

即可得到内索迪点 𝑆 和半径 𝑟𝑆 的表示:

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑠𝑡)(1 + 𝑠 + 𝑡 − 𝑖𝑡)2

(1 − 𝑖𝑡)2(1 + 2𝑠 + 𝑠2 + 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)
→

𝐵𝐶

𝑟𝑆 = 𝑡(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
(1 + 𝑡2)(1 + 2𝑠 + 𝑠2 + 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)𝐵𝐶

根据 𝑟𝐴、𝑟𝐵、𝑟𝐶、𝑟𝑆 的表示消元 𝑠、𝑡、𝐵𝐶 即得到关系式 (1).
同样地,根据外索迪圆的表示 (3.8.6)得到外索迪点 𝑆′ 和半径 𝑟𝑆′ 的表示为:

→
𝐵𝑆′ = (1 − 𝑠 − 𝑡 − 𝑖𝑡)2(1 − 𝑠𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 2𝑠 + 𝑠2 − 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)
→

𝐵𝐶

𝑟𝑆′ = 𝑡(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
(1 + 𝑡2)|1 − 2𝑠 − 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑠2 + 𝑡2|𝐵𝐶

若要使得 ⊚𝐴、⊚𝐵、⊚𝐶 在外索迪圆的内部,则需使得

𝑟𝑆′ − 𝑟𝐴 = |𝑆′ − 𝐴|, 𝑟𝑆′ − 𝑟𝐵 = |𝑆′ − 𝐵|, 𝑟𝑆′ − 𝑟𝐶 = |𝑆′ − 𝐶|

此条件要求 1 − 2𝑠 − 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑠2 + 𝑡2 < 0,将 𝑟𝑆′ 的表示与 𝑟𝐴、𝑟𝐵、𝑟𝐶 联立消元又得
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关系式 (2).

𝑆𝑆′2 = 16𝑡2(𝑠 + 𝑡)2(1 − 𝑠𝑡)2(1 − 𝑠2 + 𝑠4 − 4𝑠𝑡 + 2𝑠3𝑡 − 𝑡2 + 3𝑠2𝑡2 + 2𝑠𝑡3 + 𝑡4)
(1 + 𝑡2)2(1 − 2𝑠 + 𝑠2 − 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)2(1 + 2𝑠 + 𝑠2 + 2𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)2 𝐵𝐶2

由此易证 (3)式.

3.9 距离极值问题

平面几何中,求几条线段长度的加和极值是一类常见的问题,它们大都需要通过巧
妙的转化才能给出解答. 其中最简单的是

例 3.9.1 (将军饮马问题) 将军每天从军营 𝐴出发,先到河边饮马,然后再去河岸同侧
的 𝐵地开会,求怎样走才能使路程最短.

小河

𝐴
𝐵

𝐴′

𝑃

如图,因为两点之间线段最短,所以问题可简化为如下表述: 在直线 𝑙的同侧有 𝐴、𝐵两
点,在直线上求一点 𝑃 ,使得 𝐴𝑃 + 𝐵𝑃 为最短.

一个著名的简便解法是作 𝐴关于直线 (小河)的对称点 𝐴′,设 𝐴′𝐵 与直线 (小河)的交
点为 𝑃 ,则 𝐴𝑃 + 𝐵𝑃 为最短距离.

但如果假设饮马之后行进的速度变为之前的 𝜆倍,即目标变为求𝐴𝑃 +𝜆𝐵𝑃(𝜆 > 0)
的最小值,如何求解 𝑃 点将是一个较为困难的问题. 事实上,如果我们将 𝐴、𝐵、𝑃 视为
一个三角形的顶点,利用三角形的有理化表示 (3.1.10),则可将目标函数涉及的两条线段
𝐴𝑃、𝐵𝑃 用参数有理地表示出来,从而较为方便的计算出极值.

例 3.9.2 长方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的边长 𝐴𝐵 = 3、𝐵𝐶 = 4, 𝑃 为对角线 𝐵𝐷 上的一点, 求
𝑃𝐶 + 3

5 𝑃 𝐵的最小值.
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𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑃

解 考虑△𝑃𝐵𝐶 的四阶有理化表示,令 𝑠 = tan ∠𝐵𝑃𝐶
2 , 𝑡 = tan ∠𝑃𝐵𝐶

2 ,则

→
𝐵𝑃 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

于是目标函数涉及的两条边长 𝑃𝐵、𝑃𝐶 有表示

𝑃𝐵 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 + 𝑡2) 𝐵𝐶, 𝑃𝐶 = 𝑡(1 + 𝑠2)

𝑠(1 + 𝑡2)𝐵𝐶

其中 𝑡的值不难根据
tan ∠𝑃𝐵𝐶 = 𝐷𝐶

𝐵𝐶 = 3
4 = 2𝑡

1 − 𝑡2

计算出,为 𝑡 = 1
3 ,从而目标函数变为

𝑃𝐶 + 3
5𝑃𝐵 = 4𝑡(1 + 𝑠2)

𝑠(1 + 𝑡2) + 12(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
5𝑠(1 + 𝑡2) = 12(2 + 𝑠)2

25𝑠

它的最小值是 96
25 ,在 𝑠 = 2时取得.

对于将动点的轨迹限定在圆上或者其他曲线上的情形,解法是类似的.

例 3.9.3 在直角三角形 𝐴𝐵𝐶 中, ∠𝐵 = 90°, 𝐴𝐵 = 4, 𝐵𝐶 = 6,以 𝐵为中心的圆半径为
2, 𝑃 是圆上一动点,连接 𝐴𝑃、𝐶𝑃 ,求 𝐶𝑃 + 1

2 𝐴𝑃 的最小值.

𝐴

𝐶𝐵

𝑃
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解 考虑△𝐶𝐴𝑃 的四阶有理表示,令

→
𝐶𝑃 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐶𝐴

则可以将目标函数化为有理表示

𝑇 = 𝐶𝑃 + 1
2𝐴𝑃 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 + 𝑡2) 𝐶𝐴 + 1
2

𝑡(1 + 𝑠2)
𝑠(1 + 𝑡2)𝐶𝐴 =

√
132𝑠 + 3𝑡 − 𝑠2𝑡 − 2𝑠𝑡2

𝑠(1 + 𝑡2)

另一方面,因为
→

𝐵𝐴 = 4
6 𝑖

→
𝐵𝐶 = 2

3 𝑖
→

𝐵𝐶,所以

→
𝐶𝐵 = 𝐵 − 𝐶

𝐴 − 𝐶
→

𝐶𝐴 = 0 − 1
2
3 𝑖 − 1

→
𝐶𝐴 = ( 9

13 + 6𝑖
13)

→
𝐶𝐴

𝑃 在以 𝐵为中心、半径为 2的圆上这一条件则是

𝐵𝑃 = |
→

𝐶𝑃 −
→

𝐶𝐵 | = ∣(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 − 𝑖𝑡)2 − ( 9

13 + 6𝑖
13)∣ 2

√
13 = 2

将其化为有理方程表示

3𝑠2 + 8𝑠𝑡 − 24𝑠2𝑡 − 8𝑠3𝑡 + 13𝑡2 − 24𝑠𝑡2 + 24𝑠3𝑡2 + 13𝑠4𝑡2 − 8𝑠𝑡3

+ 24𝑠2𝑡3 + 8𝑠3𝑡3 + 3𝑠2𝑡4 = 0

为简单地求出目标极值,可将此式与目标函数联合消元 𝑡,得到

(13 − 48𝑠 + 26𝑠2 + 48𝑠3 + 13𝑠4)𝑇 4 + 2(11 + 552𝑠 − 1570𝑠2 − 1608𝑠3 − 461𝑠4)𝑇 2

+ 13(31 + 48𝑠 + 39𝑠2)2 = 0

取极值时,上式关于 𝑠的偏导数亦为 0,即有

(−12 + 13𝑠 + 36𝑠2 + 13𝑠3)𝑇 4 + 2(138 − 785𝑠 − 1206𝑠2 − 461𝑠3)𝑇 2

+ 39(8 + 13𝑠)(31 + 48𝑠 + 39𝑠2) = 0

这两式联立,解出目标函数的最小值为 𝑇 =
√

37.

利用这种转化,三线段之和的极值也是可直接求出的,例如著名的费马点极值.

例 3.9.4 (费马点) 在 △𝐴𝐵𝐶 所在平面找一点 𝑃 , 使得该点到三个顶点的距离之和
𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 + 𝑃𝐶 为最小.
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𝐵 𝐶

𝐴

𝑃
120∘

120∘

120∘

解 因为点 𝑃 必然与三角形的其中一个顶点位于该顶点所对边的同侧,所以不妨设 𝑃
与 𝐴位于 𝐵𝐶 的同侧,则可令

→
𝐵𝐴 = (𝑥 + 𝑦𝑖)

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝑃 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

其中 𝑦 > 0, 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0. 于是目标函数可转化为仅含单一根式的表示

𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 + 𝑃𝐶 = ((𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 + 𝑡2) + 𝑡(1 + 𝑠2)

𝑠(1 + 𝑡2) + |𝑥 + 𝑦𝑖 − (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 − 𝑖𝑡)2 |) 𝐵𝐶

记 𝐿 = 𝑃𝐴+𝑃𝐵+𝑃𝐶
𝐵𝐶 ,容易再将其转化为多项式方程表示:

(𝐿𝑠 + 𝐿𝑠𝑡2 − 𝑠 − 2𝑡 + 𝑠𝑡2)2 − 𝑠2(1 + 𝑡2)2(𝑥2 + 𝑦2)
+ 2𝑠(1 − 𝑡2)(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)𝑥 + 4𝑠𝑡(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)𝑦 − (𝑠 + 𝑡)2(1 − 𝑠𝑡)2 = 0

𝐿取极值时,上式对参量 𝑠、𝑡的偏导亦等于 0. 这有两组解,一组是

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑠 =
√

3

3 − 2
√

3𝑡 − 3𝑡2 − 3𝑥 − 2
√

3𝑡𝑥 + 3𝑡2𝑥 +
√

3𝑦 − 6𝑡𝑦 −
√

3𝑡2𝑦 = 0

1 + 𝐿 − 2
√

3𝑡 − 𝑡2 + 𝐿𝑡2 − 2𝑥 + 2𝑡2𝑥 − 4𝑡𝑦 = 0

此时
→

𝐵𝑃 = 2(
√

3𝑥 + 𝑦)
−3𝑖 +

√
3 + (3𝑖 +

√
3)𝑥 + (3 − 𝑖

√
3)𝑦

→
𝐵𝐶

若要得到 𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 + 𝑃𝐶 关于△𝐴𝐵𝐶 边长的表示,只需再联立

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐2

𝑎2 , (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 𝑏2

𝑎2



cre
ass

on

118 第 3章 三角形

消元 𝑡、𝑥、𝑦即可. 其结果为

𝐴𝑃 + 𝐵𝑃 + 𝐶𝑃 = 1√
2

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 4
√

3𝑆△𝐴𝐵𝐶

另一组解是
⎧{{{
⎨{{{⎩

2𝑠𝑥 − 2𝑠𝑥2 + 𝑦 − 𝑠2𝑦 − 2𝑠𝑦2 = 0

2𝑡𝑥 − 𝑦 + 𝑡2𝑦 = 0

𝑠𝑡𝑥 + 𝐿𝑠𝑡𝑥 − 𝐿𝑠𝑦 + 𝑡𝑦 = 0

此时
→

𝐵𝑃 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝐵𝐶,也就是 𝑃 为三角形的顶点 𝐴. 此时

𝐴𝑃 + 𝐵𝑃 + 𝐶𝑃 = 𝑏 + 𝑐

类似地,通过将目标函数的两边有理化表示,我们可以证明 Fagnano定理: 在锐角三角
形的内接三角形中,以垂足三角形的周长为最短.

3.10 其他类的特征

前面我们定义的三角形第一、二类特征,主要是从有理表示的角度考虑的. 它们的
一个自然推广是:

定义 3.10.1 (第 𝑛 类特征量) 对于一个给定的 △𝐴𝐵𝐶, 若 𝐿可表示为一条边长的 2
𝑛

次方和两个内角的 1
𝑛 正切值的有理函数,且不是第 𝑘(𝑘 = 1, 2, ...𝑛 − 1)类特征量,则称

其 𝐿为△𝐴𝐵𝐶 的第 𝑛类特征量.

定义 3.10.2 (第 𝑛 类特征点) 若 △𝐴𝐵𝐶 的特征点 𝑃 关于顶点的重心坐标分量是第
1, 2, ...𝑛类特征量,且 𝑃 不是第 𝑘(𝑘 = 1, 2, ...𝑛 − 1)类特征点,则称 𝑃 为△𝐴𝐵𝐶 的第 𝑛
类特征点.

定义 3.10.3 (第 𝑛 类特征圆) 若 △𝐴𝐵𝐶 的特征圆上的任意点 𝑃 可表示为
→

𝐵𝑃 =
𝑓(𝑝, 𝑞, 𝑢)

→
𝐵𝐶(其中 𝑝, 𝑞为两个内角的 1

𝑛 正切值, 𝑓 是一个复数形式的有理函数)的形式,
且不是第 𝑘(𝑘 = 1, 2, ...𝑛 − 1)类特征圆,则称其为△𝐴𝐵𝐶 的第 𝑛类特征圆.

以上定义尚不算好,但是足够我们方便地讨论三角形相关的命题. 同前面类似地,
有

命题 3.10.4 记 𝑠 = tan 𝐴
𝑛、𝑡 = tan 𝐵

𝑛 ,若 𝑃 是△𝐴𝐵𝐶 的第 𝑛类特征点,则 𝑃 可表示为
→

𝐵𝑃 = 𝑓(𝑠, 𝑡)
→

𝐵𝐶,其中 𝑓 是一个复数形式的有理函数. 反之,若 𝑃 可表示为这样的形式
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且不是第 𝑘(𝑘 = 1, 2, ...𝑛 − 1)类特征点,则 𝑃 是第 𝑛类特征点.

另外,在此定义下,关于尺规作图,有如下命题:

命题 3.10.5 对于一个给定的三角形,它的第 2𝑘(𝑘 = 0, 1, 2, 3...)类特征点和特征圆是
可以尺规作图的,其他类特征点或特征圆不可以尺规作图.

三角形的常见特征点/特征圆几乎都属于第一类或第二类,极少有属于第 𝑛(𝑛 ≥ 4)
类的. 广为人知的莫莱三角形是第三类特征.

例 3.10.6 (莫莱三角形) 如图,在△𝐴𝐵𝐶 中,设分别接近于三边 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 的各内
角的三等分线相交于 𝐷, 𝐸, 𝐹 ,则△𝐷𝐸𝐹 是一个等边三角形.

𝐵 𝐶

𝐴

𝐷

𝐸𝐹

证明 令 𝑎 = 𝑒𝑖 2∠𝐴
3 , 𝑏 = 𝑒𝑖 2∠𝐵

3 , 𝑐 = 𝑒𝑖 2∠𝐶
3 (𝑎𝑏𝑐 = 𝑒𝑖 2𝜋

3 ),并记 𝜔 = 𝑒𝑖 2𝜋
3 ,对△𝐴𝐵𝐶、

△𝐷𝐵𝐶、△𝐸𝐶𝐴、△𝐹𝐴𝐵,分别应用三角形的角角边表示 (3.1.7II)则得

→
𝐵𝐴 = 𝑏3 (1 − 𝑐3)

1 − 𝑏3𝑐3
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐷 = 𝑏 (1 − 𝑐)
1 − 𝑏𝑐

→
𝐵𝐶

→
𝐶𝐸 = 𝑐 (1 − 𝑎)

1 − 𝑐𝑎
→

𝐶𝐴 = 𝑏𝑐 − 𝜔
𝑏 − 𝜔

→
𝐶𝐴

→
𝐴𝐹 = 𝑎 (1 − 𝑏)

1 − 𝑎𝑏
→

𝐴𝐵 = (1 − 𝑏)𝜔
𝑏(𝑐 − 𝜔)

利用向量的加法,又可将 𝐷、𝐸、𝐹 统一表示如下:

→
𝐵𝐷 = 𝑏 (1 − 𝑐)

1 − 𝑏𝑐
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐸 = 𝑏(1 − 𝑐)(1 + 𝑏3𝑐 + 𝑏3𝑐2 − 𝑏2𝜔 − 𝑏2𝑐𝜔 − 𝑏2𝑐2𝜔)
(1 − 𝑏𝑐)(1 + 𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2)(𝑏 − 𝜔)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐹 = 𝑏2(1 − 𝑐)(1 + 𝑐 + 𝑐2)(𝑏𝑐 − 𝜔)

(1 − 𝑏𝑐)(1 + 𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2)(𝑐 − 𝜔)
→

𝐵𝐶
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不难验证 (利用到性质: 1 + 𝜔 + 𝜔2 = 0)

→
𝐵𝐷 +𝜔

→
𝐵𝐸 +𝜔2 →

𝐵𝐹 = 0

这就证明了△𝐷𝐸𝐹 为正三角形.

我们再举两个第四类特征的例子.

例 3.10.7 (旁心三角形的内心) 此点在ETC的编号是𝑋164,它的定义是三角形△𝐴𝐵𝐶
三个旁心所构成的三角形△𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶的内心,其重心坐标分量是 𝑎(sin 𝐵

2 +sin 𝐶
2 −sin 𝐴

2 ) ∶
𝑏(sin 𝐶

2 + sin 𝐴
2 − sin 𝐵

2 ) ∶ 𝑐(sin 𝐴
2 + sin 𝐵

2 − sin 𝐶
2 ).

𝐴

𝐵 𝐶

𝐼𝐴

𝐼𝐵

𝐼𝐶

𝑋164

解 若令 𝑝 = tan 𝐴
4 , 𝑞 = tan 𝐵

4 ,则

𝑒𝑖 𝐴
2 = 1 + 𝑖𝑝

1 − 𝑖𝑝 , 𝑒𝑖 𝐵
2 = 1 + 𝑖𝑞

1 − 𝑖𝑞 ⋯ ⋯(⋆)

等式的两端取虚部即得

sin
𝐴
2 = 2𝑝

1 + 𝑝2 , sin
𝐵
2 = 2𝑞

1 + 𝑝2

再根据

𝑒𝑖 𝐶
2 = 𝑒𝑖( 𝜋

2 − 𝐴
2 − 𝐵

2 ) = 𝑖1 − 𝑖𝑝
1 + 𝑖𝑝

1 − 𝑖𝑞
1 + 𝑖𝑞

取虚部又得

sin
𝐶
2 = (1 + 𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞)(1 − 𝑝 − 𝑞 − 𝑝𝑞)

(1 + 𝑝2)(1 + 𝑞2)
另一方面,根据正弦定理 𝑎 ∶ 𝑏 ∶ 𝑐 = sin 𝐴 ∶ sin 𝐵 ∶ sin 𝐶,我们只需给出三个内角的正弦

https://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html
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值即可,方法是类似的.

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

sin 𝐴 = 4𝑝(1 − 𝑝)(1 + 𝑝)
(1 + 𝑝2)2

sin 𝐵 = 4𝑞(1 − 𝑞)(1 + 𝑞)
(1 + 𝑞2)2

sin 𝐶 = 4(𝑝 + 𝑞)(1 − 𝑝𝑞)(1 + 𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞)(1 − 𝑝 − 𝑞 − 𝑝𝑞)
(1 + 𝑝2)2(1 + 𝑞2)2

再由角角边的表示 (3.1.7)以及 (⋆)式而有

→
𝐵𝐴 = (𝑝 + 𝑞)(1 − 𝑝𝑞)(1 + 𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞)(1 − 𝑝 − 𝑞 − 𝑝𝑞)

𝑝(1 − 𝑝)(1 + 𝑝)(𝑖 + 𝑞)4
→

𝐵𝐶

于是根据 𝑋164的重心坐标表示,我们得到

#            »𝐵𝑋164 = (1 + 𝑖)(𝑝 + 𝑞)(1 − 𝑝 − 𝑞 − 𝑝𝑞 + 𝑖𝑝(1 + 𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞))
2𝑝(1 + 𝑝)(1 − 𝑖𝑞)2

#    »𝐵𝐶

𝑝、𝑞的取值范围可根据 tan 𝐴
4、tan 𝐵

4 、tan 𝐶
4 确定:

0 < tan
𝐴
4 = 𝑝 < 1, 0 < tan

𝐵
4 = 𝑞 < 1, 0 < tan

𝐶
4 = 1 − 𝑝 − 𝑞 − 𝑝𝑞

1 + 𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞 < 1

化简后为 0 < 𝑝 < 1, 0 < 𝑞 < 1−𝑝
1+𝑝 .

我们也可以根据 𝑋164 的定义直接导出这个表示:

解 △𝐴𝐵𝐶 的三个旁心表示 (3.7.2)是

→
𝐵𝐼𝐴 = 𝑠 + 𝑡

𝑖 + 𝑡
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼𝐵 = 𝑖(𝑠 + 𝑡)
𝑠(𝑖 + 𝑡)

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐼𝐶 = 𝑖(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)
→

𝐵𝐶

为求△𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶 的内心表示,我们考虑先得到形如

→
𝐼𝐵𝐼𝐴 = (𝑚 + 𝑛)(1 − 𝑚𝑛)

𝑚(1 − 𝑖𝑛)2
→

𝐼𝐵𝐼𝐶

的表示 (要求𝑚 > 0、𝑛 > 0、1 − 𝑚𝑛 > 0),则 𝑋164 可表示为

#              »𝐼𝐵𝑋164 = 1 − 𝑚𝑛
1 − 𝑖𝑛

#        »𝐼𝐵𝐼𝐶

根据旁心的表示,计算得
→

𝐼𝐵𝐼𝐴 = 𝑠 + 𝑡
−𝑖 + 𝑡

→
𝐼𝐵𝐼𝐶
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即需要找到适合的𝑚、𝑛,使得

(𝑚 + 𝑛)(1 − 𝑚𝑛)
𝑚(1 − 𝑖𝑛)2 = 𝑠 + 𝑡

−𝑖 + 𝑡

对此式分离实部和虚部,容易解出 𝑠、𝑡:

𝑠 = 1 − 𝑚2

2𝑚 , 𝑡 = 1 − 𝑛2

2𝑛

也就是说,在上述代换下, 𝑋164 可以有理地表示出来.

#            »𝐵𝑋164 =
→

𝐵𝐼𝐵 +1 − 𝑚𝑛
1 − 𝑖𝑛 (

→
𝐵𝐼𝐶 −

→
𝐵𝐼𝐵) = (1 − 𝑚𝑛)(1 − 𝑚2 − 2𝑚𝑛 + 𝑖𝑛 + 𝑖𝑚2𝑛)

(1 − 𝑚)(1 + 𝑚)(1 + 𝑖𝑛)2
→

𝐵𝐶

但因为这里我们要求的是得到 𝑋164 关于 𝑝、𝑞的表示,根据

𝑠 = tan
𝐴
2 = 2𝑝

1 − 𝑝2 , 𝑡 = tan
𝐵
2 = 2𝑞

1 − 𝑞2

比较 𝑠、𝑡的上述两种表示,由各量取值的范围限定即知𝑚 = 1−𝑝
1+𝑝 , 𝑛 = 1−𝑞

1+𝑞 ,从而

#            »𝐵𝑋164 = (1 + 𝑖)(𝑝 + 𝑞)(1 − 𝑝 − 𝑞 − 𝑝𝑞 + 𝑖𝑝(1 + 𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞))
2𝑝(1 + 𝑝)(1 − 𝑖𝑞)2

#    »𝐵𝐶

注记 3.10.8 这里我们通过将三角形△𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶 的表示与已知的三角形四阶有理表示
形式做比较而求得了其内心,在后文中将多次用到这种方法.

例 3.10.9 (马尔法蒂问题) 给定三角形 𝐴𝐵𝐶,求三个圆,使每个圆与三角形的两条边
相切,且三个圆两两相切.

𝑎 = 4
𝑝 = 0.31

𝑞 = 0.19

𝐴

𝐶𝐵

𝑂1

𝑂2 𝑂3

解 各圆的圆心显然位于三角形顶点与内心 𝐼 的连线上. 于是可设各圆的圆心分别为:

𝑂1 = 𝜆𝐼 + (1 − 𝜆)𝐴, 𝑂2 = 𝜇𝐼 + (1 − 𝜇)𝐵, 𝑂3 = 𝜈𝐼 + (1 − 𝜈)𝐶
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其中 0 < {𝜆, 𝜇, 𝜈} < 1. 相应地,各圆的半径也可表示为:

𝑟1 = 𝜆𝑟, 𝑟2 = 𝜇𝑟, 𝑟3 = 𝜈𝑟

其中 𝑟是△𝐴𝐵𝐶 内切圆的半径. 根据两两圆相切的条件,有

|𝑂1 − 𝑂2| = 𝑟1 + 𝑟2, |𝑂2 − 𝑂3| = 𝑟2 + 𝑟3, |𝑂3 − 𝑂1| = 𝑟3 + 𝑟1

记 𝑠 = tan 𝐴
2 , 𝑡 = tan 𝐵

2 ,将△𝐴𝐵𝐶 的顶点、内心和内切圆半径的表示

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼 = 1 − 𝑠𝑡
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶, 𝑟 = 𝑡 − 𝑠𝑡2

1 + 𝑡2 𝐵𝐶

代入,则可得到如下的方程组

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑡2𝜆2 − 2𝑡𝜆(𝑠 + 𝑡 − 𝑠𝜇 + 2𝑠2𝑡𝜇) + (𝑠 + 𝑡 − 𝑠𝜇)2 = 0

(1 − 𝑠𝑡)2𝜇2 − 2(1 − 𝑠𝑡)(1 + 𝑡2 − 𝑠𝑡𝜈 + 𝑡2𝜈 − 2𝑠𝑡3𝜈)𝜇 + (1 + 𝑡2 − 𝑠𝑡𝜈 − 𝑡2𝜈)2 = 0

𝑠2(𝑠 + 𝑡)2𝜈2 − 2𝑠(𝑠 + 𝑠3 + 𝑡 + 𝑠2𝑡 + 𝑠𝜆 − 𝑡𝜆 − 3𝑠2𝑡𝜆 + 𝑠𝑡2𝜆 + 2𝑠3𝑡2𝜆)𝜈 + (1 + 𝑠2 − 𝜆 + 𝑠𝑡𝜆)2 = 0

可以直接求解出 𝜆、𝜇、𝜈,但这样得到的表达式包含根式
√

1 + 𝑠2和
√

1 + 𝑡2,这提示我
们应该再做半角正切代换. 即令

𝑠 = 2𝑝
1 − 𝑝2 , 𝑡 = 2𝑞

1 − 𝑞2

其中 𝑝 = tan 𝐴
4 , 𝑞 = tan 𝐵

4 ,并根据 0 < {tan 𝐴
4 , tan 𝐵

4 , tan 𝐶
4 } < 1确定出它们的取值范围

是 0 < 𝑝 < 1, 0 < 𝑞 < 1−𝑝
1+𝑝 . 在此限定下,即知方程组有唯一的解:

𝜆 = (1 + 𝑞)(1 − 𝑝𝑞)
(1 + 𝑝)(1 + 𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞) , 𝜇 = (1 + 𝑝)(1 − 𝑝𝑞)

(1 + 𝑞)(1 + 𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞) , 𝜈 = (1 + 𝑝)(1 + 𝑞)(1 + 𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞)
4(1 − 𝑝𝑞)

从而知各圆圆心的表示分别是:

→
𝐵𝑂1 = (1 − 𝑝𝑞)(1 − 𝑝 − 𝑞 − 𝑝𝑞)(1 + 2𝑝 + 𝑝2 + 3𝑞 + 2𝑝𝑞 − 𝑝2𝑞 − 2𝑖𝑞 − 2𝑖𝑞2)

(1 − 𝑝)(1 + 𝑝)2(1 − 𝑖𝑞)4
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝑂2 = (1 − 𝑝𝑞)(1 − 𝑝 − 𝑞 − 𝑝𝑞)

(1 − 𝑝)(1 − 𝑖𝑞)2(1 + 𝑞)
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝑂3 = (1 − 𝑝 − 𝑞 − 𝑝𝑞)(2 + 2𝑞 − 3𝑖𝑞 + 2𝑖𝑝𝑞 + 𝑖𝑝2𝑞 − 𝑖𝑞2 + 2𝑖𝑝𝑞2 − 𝑖𝑝2𝑞2)

2(1 − 𝑝)(1 − 𝑖𝑞)2(1 − 𝑝𝑞)
→

𝐵𝐶
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3.11 表示间的关系

前面已叙,三角形及其特征点的表示有多种的形式. 这些不同的表示有着怎样的关
系呢? 它们之间是否可以相互转换?

3.11.1 有理表示之间的关系 我们以三角形第二类特征点的表示进行说明.

例 3.11.1 根据三角形的角角边表示 (3.1.7), 若令 𝑧 = 𝑒𝑖(𝐴+𝐵), 𝑤 = 𝑒𝑖𝐴, 则三角形
有表示

→
𝐵𝐴 = 1 − 𝑧2

1 − 𝑤2
→

𝐵𝐶 (3.11.1)

并且在此表示下,第二类特征点有比较简单的形式À. 例如内心和旁心的表示为

→
𝐵𝐼 = 1 + 𝑧

1 + 𝑤
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼𝐴 = 1 − 𝑧
1 + 𝑤

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐼𝐵 = 1 − 𝑧

1 − 𝑤
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼𝐶 = 1 + 𝑧
1 − 𝑤

→
𝐵𝐶

不难得知, 𝑧、𝑤与 𝑠、𝑡有如下的映射关系:

⎧{
⎨{⎩

𝑧 = (1 + 𝑖𝑠)(1 + 𝑖𝑡)
(1 − 𝑖𝑠)(1 − 𝑖𝑡) , 𝑤 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑠
𝑠 = 1 − 𝑤

1 + 𝑤𝑖, 𝑡 = 𝑤 − 𝑧
𝑤 + 𝑧 𝑖

事实上,注意到这里三角形内心的表示与前文的表示 (3.7.1)都是一阶的,用其来确定变
换关系会比较简明. 根据三角形对应点保持比例不变这一性质,即有

𝐼 − 𝐵
𝐶 − 𝐵 = 1 + 𝑧

1 + 𝑤 = 1 − 𝑠𝑡
1 − 𝑖𝑡

此式取共轭又有
𝑤(1 + 𝑧)
𝑧(1 + 𝑤) = 1 − 𝑠𝑡

1 + 𝑖𝑡
联立即可解出上述关系.

其它第二类特征点均可表示为 𝑧、𝑤 的有理表示, 例如例如费尔巴哈点 𝐹𝑒, 根据
(3.7.4),知

→
𝐵𝐹𝑒 = (1 + 𝑧)(𝑤 + 𝑤2 − 𝑧 + 𝑧2)

2(1 + 𝑤)(𝑤 − 𝑧 + 𝑤𝑧)
→

𝐵𝐶

注记 3.11.2 尽管上述表示在形式上更为简单,但 𝑧、𝑤的取值范围是比较复杂的. 在
涉及点的区分或值域的讨论时,这样的表示显得不便.

À一般来说,采用单位复数进行表示在形式上会更简单一些.
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容易想到,如果我们已知三角形及其特征点的一个有理表示,对其做任意的双有理变换,
均可以给出它们的另一种有理表示. 例如,若令

→
𝐵𝐼 = (𝑢 + 𝑖𝑣)

→
𝐵𝐶

它与 𝑠、𝑡的关系是
⎧{
⎨{⎩

𝑠 = 𝑢 − 𝑢2 − 𝑣2

𝑣 , 𝑡 = 𝑣
𝑢

𝑢 = 1 − 𝑠𝑡
1 + 𝑡2 , 𝑣 = 𝑡 − 𝑠𝑡2

1 + 𝑡2

从而可以给出三角形其余点的表示:

→
𝐵𝐴 = (1 − 𝑢)(𝑢 + 𝑖𝑣)2

𝑢 − 𝑢2 − 𝑣2
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝐼𝐴 = (1 − 𝑢)(𝑣 − 𝑖𝑢)

𝑣
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼𝐵 = (1 − 𝑢)(𝑢 + 𝑖𝑣)
𝑢 − 𝑢2 − 𝑣2

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐼𝐶 = 𝑣(𝑖𝑢 − 𝑣)

𝑢 − 𝑢2 − 𝑣2
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝐹𝑒 = 𝑢2 − 𝑢3 − 2𝑣2 + 𝑢𝑣2 + 𝑖𝑢𝑣 − 2𝑖𝑢2𝑣

𝑢 − 𝑢2 − 3𝑣2 + 𝑖𝑣 − 2𝑖𝑢𝑣
→

𝐵𝐶

根据这种双有理映射关系,即有

命题 3.11.3 对于一个三角形,如果其内心与某一顶点连线构成的向量,可由该顶点所
在边的向量经由一个有理表示的旋转缩放变换而得到,则该三角形的所有第二类特征
点/圆均可有理地表示出来.

某些书上提到了三角形的一些其他设点方式.

例 3.11.4 À 根据三角形总有外接圆这一性质,若限定外接圆是单位圆,则可令

𝐴 = 𝑎2, 𝐵 = 𝑏2, 𝐶 = 𝑐2

这里 𝑎、𝑏、𝑐是单位复数: |𝑎| = |𝑏| = |𝑐| = 1,适当地规定它们的幅角范围,可有理地表
示三角形的内心和旁心为如下形式:

𝐼 = −(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎), 𝐼𝐴 = 𝑎𝑏 − 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎, 𝐼𝐵 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 − 𝑐𝑎, 𝐼𝐶 = −𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎

容易根据内心确定出这种表示与前文表示的关系：

𝐼 − 𝐵
𝐶 − 𝐵 = −(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) − 𝑏2

𝑐2 − 𝑏2 = 𝑎 + 𝑏
𝑏 − 𝑐 = 1 − 𝑠𝑡

1 − 𝑖𝑡

À见《Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads》6.6节.
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联立此式及其共轭式即知

⎧{
⎨{⎩

𝑠 = 𝑖𝑏 + 𝑐
𝑏 − 𝑐 , 𝑡 = 𝑖𝑐 + 𝑎

𝑐 − 𝑎
𝑎 = −𝑐 1 + 𝑖𝑡

1 − 𝑖𝑡 , 𝑏 = −𝑐 1 − 𝑖𝑠
1 + 𝑖𝑠

确定转换关系后,即可导出其他第二类特征点在此设法下的表示. 例如费尔巴哈点

𝐹𝑒 = 𝑏2 + (1 − 𝑠𝑡)(1 − 𝑠𝑡 − 2𝑡2 + 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡)
(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 3𝑠𝑡 + 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡)

(𝑐2 − 𝑏2) = 𝑎3𝑏 + 𝑎𝑏3 + 𝑎3𝑐 + 𝑏3𝑐 + 𝑎𝑐3 + 𝑏𝑐3

2(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)

例 3.11.5 根据三角形总有内切圆这一性质,若限定内切圆是单位圆,又可令

𝐴 = 2
𝑏 + 𝑐 , 𝐵 = 2

𝑐 + 𝑎, 𝐶 = 2
𝑎 + 𝑏

这里 𝑎、𝑏、𝑐是单位复数: |𝑎| = |𝑏| = |𝑐| = 1. 同上类似地,根据内心的表示有

𝐼 − 𝐵
𝐶 − 𝐵 = 0 − 2

𝑐+𝑎
2

𝑎+𝑏 − 2
𝑐+𝑎

= 𝑎 + 𝑏
𝑏 − 𝑐 = 1 − 𝑠𝑡

1 − 𝑖𝑡

它与前一示例的变换关系是相同的.

⎧{
⎨{⎩

𝑠 = 𝑖𝑏 + 𝑐
𝑏 − 𝑐 , 𝑡 = 𝑖𝑐 + 𝑎

𝑐 − 𝑎
𝑎 = −𝑐 1 + 𝑖𝑡

1 − 𝑖𝑡 , 𝑏 = −𝑐 1 − 𝑖𝑠
1 + 𝑖𝑠

由此,费尔巴哈点

𝐹𝑒 = 2
𝑐 + 𝑎 + (1 − 𝑠𝑡)(1 − 𝑠𝑡 − 2𝑡2 + 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 3𝑠𝑡 + 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡)
( 2
𝑎 + 𝑏 − 2

𝑐 + 𝑎) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐
𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐

从以上示例中可以看到,对于三角形及第二类特征点所构成的图形来说,任意两组
适当的有理化表示之间,存在双有理变换关系. 这个结论可以推广到更一般的情形.
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3.11.2 特征量的计算与转化 利用有理表示计算特征量是方便的. 例如,根据外心
𝑂和内心 𝐼 的表示

→
𝐵𝑂 = 𝑖(1 − 𝑖𝑠)2

4𝑠
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼 = 1 − 𝑠𝑡
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶

容易计算出二者距离的平方:

𝑂𝐼2 = (1 + 𝑠2)(1 + 𝑠2 − 8𝑠𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2)
16𝑠2(1 + 𝑡2) 𝑎2

此表示容易转化为以下三种常见的形式:

角度函数表示 若代入 𝑠 = tan 𝐴
2、𝑡 = tan 𝐵

2 ,化简后则为

𝑂𝐼2 = 3 − 2 cos 𝐴 − 2 cos 𝐵 − 2 cos 𝐶
4sin2𝐴

𝑎2 = 𝑅2(3 − 2 cos 𝐴 − 2 cos 𝐵 − 2 cos 𝐶)

边长表示 若想得到 𝑂𝐼2 关于三角形边长的表示,只需联立它与边长 𝑏、𝑐的表示 (3.6)

𝑏 = 𝑡(1 + 𝑠2)
𝑠(1 + 𝑡2)𝑎, 𝑐 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 + 𝑡2) 𝑎

转化为多项式方程组即是

⎧{{{
⎨{{{⎩

16𝑠2(1 + 𝑡2)𝑂𝐼2 − (1 + 𝑠2)(1 + 𝑠2 − 8𝑠𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2)𝑎2 = 0

𝑏𝑠(1 + 𝑡2) − 𝑡(1 + 𝑠2)𝑎 = 0

𝑐𝑠(1 + 𝑡2) − (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)𝑎 = 0

消元 𝑠、𝑡则得

𝑂𝐼2 = 𝑎𝑏𝑐(𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 − 𝑎2𝑏 − 𝑏2𝑐 − 𝑐2𝑎 − 𝑎𝑏2 − 𝑏𝑐2 − 𝑐𝑎2 + 3𝑎𝑏𝑐)
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎 − 𝑏)

特征量lRrlRrlRr表示 若要得到 𝐼𝐹𝑒 关于三角形的半周长 𝑙、外接圆半径 𝑅、内切圆半径 𝑟的
表示,同样地,我们联立 𝑂𝐼2 的表示与这三者的表示:

𝑙 = 𝑠 + 𝑡
𝑠(1 + 𝑡2)𝑎, 𝑅 = 1 + 𝑠2

4𝑠 𝑎, 𝑟 = 𝑡 − 𝑠𝑡2

1 + 𝑡2 𝑎

消元 𝑠、𝑡、𝑎即得
𝑂𝐼2 = 𝑅2 − 2𝑟𝑅
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3.11.3 转化为重心坐标表示 因为重心坐标分量也是三角形的特征量,所以转化是
同上类似的,我们只需要根据特征点的表示得到各重心坐标分量的表示即可.

例 3.11.6 (费尔巴哈点的重心坐标) 设费尔巴哈点关于 △𝐴𝐵𝐶 的重心坐标表示为:

𝐹𝑒 = 𝛼𝐴 + 𝛽𝐵 + 𝛾𝐶(��𝛼𝐴 + 𝛽𝐵 + 𝛾 = 1),将改写为
→

𝐵𝐹𝑒 = 𝛼
→

𝐵𝐴 +𝛾
→

𝐵𝐶,代入
→

𝐵𝐴的
表示 (3.1.10),即有

→
𝐵𝐹𝑒 = (𝛼(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2 + 𝛾)
→

𝐵𝐶

将其与费尔巴哈点的有理表示 (3.7.4)比较,则知:

𝛼(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 − 𝑖𝑡)2 + 𝛾 = (1 − 𝑠𝑡)(1 − 𝑠𝑡 − 2𝑡2 + 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 3𝑠𝑡 + 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡)

分离实部和虚部,我们就可以解出 𝛼和 𝛾.

𝛼 = 𝑠(1 − 2𝑠𝑡 − 𝑡2)2

(𝑠 + 𝑡)(1 + 𝑠2 − 8𝑠𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2) , 𝛾 = (𝑠 − 𝑡)2(1 − 𝑠𝑡)
1 + 𝑠2 − 8𝑠𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2

并且

𝛽 = 1 − 𝛼 − 𝛾 = 𝑡(1 − 𝑠2 − 2𝑠𝑡)2

(𝑠 + 𝑡)(1 + 𝑠2 − 8𝑠𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2)
另一种方法是根据重心坐标分量的几何意义, 𝛼 ∶ 𝛽 ∶ 𝛾 = 𝑆𝐹𝑒𝐵𝐶 ∶ 𝑆𝐴𝐹𝑒𝐶 ∶ 𝑆𝐴𝐵𝐹𝑒

(其中 𝑆
表示有向面积),得到

𝛼 ∶ 𝛽 ∶ 𝛾 = Im( #      »𝐵𝐹𝑒 ⊗ #    »𝐵𝐶) ∶ Im( #      »𝐶𝐹𝑒 ⊗ #    »𝐶𝐴) ∶ Im( #     »𝐴𝐹𝑒 ⊗ #    »𝐴𝐵)
= 𝑠(1 − 2𝑠𝑡 − 𝑡2)2 ∶ 𝑡(1 − 𝑠2 − 2𝑠𝑡)2 ∶ (𝑠 − 𝑡)2(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

利用 “特征量的计算与转化”方法,我们可导出重心坐标分量的其它表示,以 𝛼为例,它
用角度函数表示是

𝛼 = sin2( 𝐵−𝐶
2 ) sin( 𝐴

2 ) sec( 𝐵
2 ) sec( 𝐶

2 )
3 − 2 cos 𝐴 − 2 cos 𝐵 − 2 cos 𝐶

用边长表示则是

𝛼 = (𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)2

2(𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 − 𝑎2𝑏 − 𝑎𝑏2 − 𝑏2𝑐 − 𝑏𝑐2 − 𝑐2𝑎 − 𝑎2𝑐 + 3𝑎𝑏𝑐)

根据对称性, 𝛽、𝛾 可由 𝛼的表示通过变量轮换而得.
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3.11.4 转化为一般复数表示 对于三角形的第一类特征点,有理表示可以直接转化

为一般复数表示. 例如,前面我们已知, △𝐴𝐵𝐶 在
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶 的表示下,垂心的表示是

→
𝐵𝐻 = (𝑧 − 1)(𝑧 + ̄𝑧)

𝑧 − ̄𝑧
→

𝐵𝐶

若各点以复数表示,则我们只需将上式中的 𝑧以 𝑧 = 𝐴−𝐵
𝐶−𝐵 代入,按复数运算法则化简表

示即可,从而得到

𝐻 = (𝐵 − 𝐶)(𝐵 + 𝐶 − 𝐴) ̄𝐴 + (𝐶 − 𝐴)(𝐶 + 𝐴 − 𝐵)𝐵̄ + (𝐴 − 𝐵)(𝐴 + 𝐵 − 𝐶) ̄𝐶
(𝐵 − 𝐶) ̄𝐴 + (𝐶 − 𝐴)𝐵̄ + (𝐴 − 𝐵) ̄𝐶

对于三角形的第二类特征点,可通过消元得到它的方程表示. 例如对于△𝐴𝐵𝐶 的
表示 (3.1.10),若各点是复数,则可将其改写为

𝐴 − 𝐵
𝐶 − 𝐵 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2

对此式取共轭,又有
̄𝐴 − 𝐵̄
̄𝐶 − 𝐵̄ = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 + 𝑖𝑡)2

同样的,改写三角形内心的表示 (3.7.1)为

𝐼 − 𝐵
𝐶 − 𝐵 = 1 − 𝑠𝑡

1 − 𝑖𝑡

以上三式联立,消元 𝑠、𝑡则知,内心 𝐼 是如下关于 𝑍 的四次方程的一个解:

̄𝐴(𝐵 − 𝐶)(𝑍2 − 2𝐴𝑍 + 𝐴𝐵 − 𝐵𝐶 + 𝐶𝐴)2

+ 𝐵̄(𝐶 − 𝐴)(𝑍2 − 2𝐵𝑍 + 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 − 𝐶𝐴)2

+ ̄𝐶(𝐴 − 𝐵)(𝑍2 − 2𝐶𝑍 − 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐴)2 = 0 (3.11.2)

另外三个解是三角形的旁心.

3.12 表示的深化讨论

对于由三角形及其相关的点、线和圆构成的初等几何图形来说,一旦我们获得了该
图形各元素的有理表示,则其各项性质通常容易计算证明.

绝大多数初等几何命题仅限于第一、二类特征,其中第一类特征显然是可有理表示
的,又根据命题 (3.11.3),对于第二类特征,若知晓三角形的内心关于两个顶点所成向量
的有理表示,则所有其他第二类特征也是容易表示的. 因此,我们着重研究三角形内心
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的有理表示,进一步地说,考虑三角形内角的单位复数 (或半正切)表示即可.

3.12.1 过顶点直线划分的情形 如图, △𝐴𝐵𝐶 中, 𝐷是边 𝐵𝐶 上的任意一点,线段
𝐴𝐷将三角形划分为两个小三角形,求使得△𝐴𝐵𝐶、△𝐴𝐵𝐷、△𝐴𝐶𝐷的内心同时有理
化的一个表示.

𝐴

𝐵 𝐶𝐷

解 如前,我们仍令 𝑠 = tan 𝐴
2 , 𝑡 = tan 𝐵

2 ,这样三角形△𝐴𝐵𝐶 的内心已可有理表示.
为了有理表示△𝐴𝐵𝐷的内心,可再令 𝑝 = tan ∠𝐵𝐴𝐷

2 (0 < 𝑝 < 𝑠),根据

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶 = (𝑝 + 𝑡)(1 − 𝑝𝑡)
𝑝(1 − 𝑖𝑡)2

→
𝐵𝐷

可知
→

𝐵𝐷 = 𝑝(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(𝑝 + 𝑡)(1 − 𝑝𝑡)

→
𝐵𝐶

△𝐴𝐵𝐷的内心 𝐼1 则可表示为

→
𝐵𝐼1 = 1 − 𝑝𝑡

1 − 𝑖𝑡
→

𝐵𝐷 = 𝑝(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(𝑝 + 𝑡)(1 − 𝑖𝑡)

→
𝐵𝐶

对于△𝐴𝐷𝐶,因为

tan
∠𝐷𝐴𝐶

2 = tan
∠𝐴 − ∠𝐵𝐴𝐷

2 = 𝑠 − 𝑝
1 + 𝑠𝑝 ∶= 𝜍

tan
∠𝐴𝐷𝐶

2 = tan
∠𝐵𝐴𝐷 + ∠𝐴𝐵𝐷

2 = 𝑝 + 𝑡
1 − 𝑝𝑡 ∶= 𝜂

所以其内心 𝐼2 的表示为

→
𝐷𝐼2 = 1 − 𝜍𝜂

1 − 𝑖𝜂
→

𝐷𝐶 = (1 + 𝑖𝑝)(1 − 𝑠𝑡)
(1 + 𝑝𝑠)(1 − 𝑖𝑡)

→
𝐷𝐶

转化为以
→

𝐵𝐶 为基向量的表示则是

→
𝐵𝐼2 = (𝑠 − 𝑖𝑝𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)(1 − 𝑝𝑡)
→

𝐵𝐶
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与此相关的一个著名命题是泰博定理,它曾在相当长的时间里被认为是困难的.

例 3.12.1 (泰博定理) 给定 △𝐴𝐵𝐶 以及 𝐵𝐶 上任意一点 𝐷, 若 ⊚𝑂1、⊚𝑂2 分别与
𝐴𝐷、𝐵𝐶 和△𝐴𝐵𝐶 的外接圆都相切,则 𝑂1、𝑂2 和△𝐴𝐵𝐶 的内心共线.

𝑎 = 4

𝑡 = 0.4

𝑠 = 0.7

𝐴

𝐵 𝐶

𝐼

𝑝 = 1.5

𝑂1

𝐷

𝑂2

证明 令 𝑠 = tan 𝐴
2 , 𝑡 = tan 𝐵

2 ,则△𝐴𝐵𝐶 及其内心 𝐼 的表示为:

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼 = 1 − 𝑠𝑡
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶

再令 𝑝 = tan ∠𝐵𝐴𝐷
2 (𝑠 > 𝑝 > 0),有

→
𝐵𝐷 = 𝑝(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(𝑝 + 𝑡)(1 − 𝑝𝑡)
→

𝐵𝐶

根据相切于一角的圆的表示 (2.3.2),先计算 ∠𝐴𝐷𝐶 的半正切值:

tan
∠𝐴𝐷𝐶

2 = tan
∠𝐵𝐴𝐷 + ∠𝐴𝐵𝐶

2 = 𝑝 + 𝑡
1 − 𝑝𝑡

从而 ⊚𝑂1 上的任意点 𝑃 可表示为

→
𝐷𝑃 = (𝜆 − 2𝜆

𝑖 + 𝑢 tan
𝜋 + ∠𝐴𝐷𝐶

2 )
→

𝐷𝐵 = 𝜆(1 + 2
𝑖 + 𝑢

1 − 𝑝𝑡
𝑝 + 𝑡 )

→
𝐷𝐵

⊚𝑂2 上的任意点 𝑃 可表示为

→
𝐷𝑃 = (𝜇 − 2𝜇

𝑖 + 𝑢 tan
∠𝐴𝐷𝐶

2 )
→

𝐷𝐶 = 𝜇(1 − 2
𝑖 + 𝑢

𝑝 + 𝑡
1 − 𝑝𝑡)

→
𝐷𝐶

其中 𝜆和 𝜇均是正实数.
若 ⊚𝑂1 内切于△𝐴𝐵𝐶 的外接圆,则由 𝑃、𝐴、𝐵、𝐶 四点共圆所得到的关于 𝑢的二次
方程的判别式应等于 0,从而解出 𝜆:

𝜆1 = 𝑝 − 𝑠
𝑝(1 − 𝑠𝑡) , 𝜆2 = (𝑝 − 𝑠)𝑡

1 − 𝑠𝑡 , 𝜆3 = (1 + 𝑝𝑠)𝑡
𝑠 + 𝑡 , 𝜆4 = 1 + 𝑝𝑠

𝑝(𝑠 + 𝑡)
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根据△𝐴𝐵𝐶 的一般限定条件 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0及前面所要求的 𝑠 > 𝑝 > 0,可知
𝜆1 < 𝜆2 < 0 < 𝜆3 < 𝜆4,再由内切条件知应满足要求的解是 𝜆3,于是 ⊚𝑂1 的表示是:

→
𝐵𝑃 = 𝑝(1 − 𝑠𝑡)(𝑝𝑠 + 𝑠𝑡 + 2𝑖𝑡 + 2𝑖𝑝𝑠𝑡 − 𝑖𝑝𝑠𝑢 − 𝑖𝑠𝑡𝑢)

𝑠(𝑝 + 𝑡)2(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶

其圆心
→

𝐵𝑂1 = 𝑝(1 − 𝑠𝑡)(𝑝𝑠 + 𝑠𝑡 + 𝑖𝑡 + 𝑖𝑝𝑠𝑡)
𝑠(𝑝 + 𝑡)2

→
𝐵𝐶

同理,可求出 ⊚𝑂2 的圆心

→
𝐵𝑂2 = (1 − 𝑠𝑡)(𝑠 − 𝑝𝑠𝑡 + 𝑖𝑠𝑡 − 𝑖𝑝𝑡)

𝑠(1 − 𝑝𝑡)2
→

𝐵𝐶

计算即有
𝑂1 − 𝐼
𝐼 − 𝑂2

= (1 − 𝑝𝑡)2

(𝑝 + 𝑡)2 ∈ 𝑅

因而 𝑂1、𝑂2、𝐼 三点共线.

例 3.12.2 (2021 沙雷金几何第 18 题) 非等腰三角形△𝐴𝐵𝐶 内切圆为 𝐼 , 𝐵𝐶 边的中
点为 𝐾, 在 𝐵𝐶 边上的切点为 𝐷, 𝐴𝐷 交 𝐼 于另一点 𝑀 , 过 𝑀 作圆 𝐼 的切线, 它与直
线 𝐵𝐶 交于点 𝑁 ,与 𝐴𝐾 交于点 𝐺. 三角形△𝑁𝐺𝐾 的内切圆为 𝐽 ,求证：𝐽 与三角形
𝐴𝐵𝐶 的外接圆 𝑂相切.

𝐴

𝐵
𝐶

𝐼

𝐷

𝑀

𝐾𝑁

𝐺

𝐽
𝑂

证明 令 𝑠 = tan 𝐴
2 , 𝑡 = tan 𝐵

2 ,则知

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼 = 1 − 𝑠𝑡
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶
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→
𝐵𝐾 = 1

2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 1 − 𝑠𝑡
1 + 𝑡2

→
𝐵𝐶

𝐴𝐷交 ⊙𝐼 的交点𝑀 为

→
𝐵𝑀 = (𝑖 + 2𝑠 + 3𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

(𝑖 + 2𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

它的切向量

𝑣𝑣𝑣 = 𝑡(1 − 𝑠𝑡)(1 + 2𝑠 + 2𝑡 − 2𝑠𝑡 − 𝑡2)2

(1 + 𝑡2)(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 2𝑖𝑠 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

设
→

𝐵𝑁 = 𝜆
→

𝐵𝐶,由
→

𝑀𝑁 //𝑣𝑣𝑣解出

→
𝐵𝑁 = 1 − 𝑠𝑡

1 − 2𝑠𝑡 − 𝑡2
→

𝐵𝐶

同理,求出
→

𝐵𝐺 = (1 − 𝑠𝑡)(2𝑠 + 3𝑡 + 2𝑖𝑠𝑡 + 𝑖𝑡2)
2(1 − 𝑖𝑡)(𝑠 + 𝑡)

→
𝐵𝐶

为求出△𝑁𝐺𝐾 的内切圆 𝐽 ,我们令 𝑝 = tan ∠𝑁𝐺𝐾
2 , 𝑞 = tan ∠𝐺𝑁𝐾

2 ,即有

→
𝑁𝐺 = (𝑝 + 𝑞)(1 − 𝑝𝑞)

𝑝(1 − 𝑖𝑞)2
→

𝑁𝐾

而根据前面的表示计算

→
𝑁𝐺 = −𝑡(1 + 2𝑖𝑠 + 𝑖𝑡)2(1 − 𝑠𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)2(𝑠 + 𝑡)
→

𝑁𝐾

二者对比,若限定非等腰三角形△𝐴𝐵𝐶 的边 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶,则由 𝑞 > 0及

(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 + 𝑡2) < 𝑡(1 + 𝑠2)

𝑠(1 + 𝑡2) , 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0

知

𝑞 = −1 + 2𝑠𝑡 + 𝑡2

2(𝑠 + 𝑡)
并且

2(𝑠 + 𝑡)2(1 − 𝑝2) + 𝑝(1 − 2𝑠𝑡 − 𝑡2)(𝑠 − 4𝑠3 + 2𝑡 − 4𝑠2𝑡 − 𝑠𝑡2) = 0

于是由
→

𝑁𝐽 = 1 − 𝑝𝑞
1 − 𝑖𝑞

→
𝑁𝐾, 𝑟𝐽 = 𝑞 − 𝑝𝑞2

1 + 𝑞2 𝑁𝐾
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转化得到

→
𝐵𝐽 = 2𝑖 − 𝑝 + 2𝑠 − 𝑖𝑝𝑡

2(𝑖 + 2𝑠 + 𝑡)
→

𝐵𝐶, 𝑟𝐽 = 𝑝 + 2𝑠 + 2𝑡 − 2𝑝𝑠𝑡 − 𝑝𝑡2

2(1 + 4𝑠2 + 4𝑠𝑡 + 𝑡2) 𝐵𝐶

△𝐴𝐵𝐶 的外接圆圆心和半径分别为

→
𝐵𝑂 = 𝑖(1 − 𝑖𝑠)2

4𝑠
→

𝐵𝐶, 𝑅 = 1 + 𝑠2

4𝑠 𝐵𝐶

计算即有

(𝑅 − 𝑟𝐽)2−|
→

𝐵𝑂 −
→

𝐵𝐽 |2 = 2(𝑠 + 𝑡)2(1 − 𝑝2) + 𝑝(1 − 2𝑠𝑡 − 𝑡2)(𝑠 − 4𝑠3 + 2𝑡 − 4𝑠2𝑡 − 𝑠𝑡2)
2(1 + 4𝑠2 + 4𝑠𝑡 + 𝑡2)2 𝐵𝐶 = 0

这就证明了 ⊙𝐽 与三角形 𝐴𝐵𝐶 的外接圆 𝑂相切.

对于某些命题,选择其他边作为基向量可能会使计算量稍小一些.

例 3.12.3 △𝐴𝐵𝐶 的外接圆为 𝑂, 𝐷是边 𝐵𝐶 的中垂线上的一点,且点 𝐷位于 ∠𝐵𝐴𝐶
之内, 𝐼1、𝐼2 分别为△𝐴𝐵𝐷、△𝐴𝐶𝐷的内心,求证：△𝐴𝐼1𝐼2 的外接圆恒过一定点.

𝐴

𝐵 𝐶
𝐷

𝐼1 𝐼2

𝐸

𝑃

证明 因为 𝐴 点在题目中出现的频次最高, 所以我们考虑以 𝐴𝐵 为基准向量. 令
𝑎 = 𝑒𝑖𝐴, 𝑐 = 𝑒𝑖𝐶 , 𝑧 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝐷, 𝑤 = 𝑒𝑖∠𝐴𝐵𝐷. 对于△𝐴𝐵𝐷：

→
𝐴𝐷 = 𝑧2(1 − 𝑤2)

1 − 𝑤2𝑧2
→

𝐴𝐵,
→

𝐴𝐼1 = (1 − 𝑤)𝑧
1 − 𝑤𝑧

→
𝐴𝐵

对于△𝐴𝐶𝐷：
∠𝐶𝐴𝐷 = ∠𝐴 − ∠𝐵𝐴𝐷 ⟹ 𝑒𝑖∠𝐶𝐴𝐷 = 𝑎

𝑧
又 𝐷点在 𝐵𝐶 的中垂线上,所以

∠𝐴𝐶𝐷 − ∠𝐶 = ∠𝐴𝐵𝐷 − ∠𝐵 ⟹ 𝑒𝑖∠𝐴𝐶𝐷 = −𝑎𝑐2𝑤
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于是

→
𝐴𝐶 = 𝑧2 − 𝑎4𝑐4𝑤2

𝑧2(1 − 𝑎2𝑐4𝑤2)
→

𝐴𝐷 = (1 − 𝑤2)(𝑧2 − 𝑎4𝑐4𝑤2)
(1 − 𝑤2𝑧2)(1 − 𝑎2𝑐4𝑤2)

→
𝐴𝐵

→
𝐴𝐼2 = 𝑧 − 𝑎2𝑐2𝑤

𝑧 − 𝑎𝑐2𝑤𝑧
→

𝐴𝐷 = (1 − 𝑤2)𝑧(𝑧 − 𝑎2𝑐2𝑤)
(1 − 𝑤2𝑧2)(1 − 𝑎𝑐2𝑤)

→
𝐴𝐵

联合
→

𝐴𝐶 = 1−𝑐2𝑎2
1−𝑎2

→
𝐴𝐵知有关系式:

1 − 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑐2𝑤2 − 𝑎2𝑐4𝑤2 − 𝑧2 + 𝑐2𝑧2 − 𝑐2𝑤2𝑧2 + 𝑎2𝑐4𝑤2𝑧2 = 0

△𝐴𝐼1𝐼2 外接圆上的点 𝑃 设为:
→

𝐴𝑃 = 𝜒
→

𝐴𝐵(其中 |𝑠| = 1)它应满足 𝑃 , 𝐴, 𝐼1, 𝐼2 四点交

比为实数: Im (𝑃 − 𝐼1
𝑃 − 𝐴

𝐼2 − 𝐴
𝐼2 − 𝐼1

) = 0,即有:

(1 − 𝑤)(1 − 𝑎𝑐2𝑤 + 𝑎2𝑐2𝑤 + 𝑎2𝑐2𝑤2 − 𝑧 − 𝑎𝑐2𝑤2𝑧)𝜒
− (1 − 𝑤)𝑧(𝑎 + 𝑎2𝑐2𝑤2 − 𝑧 − 𝑤𝑧 + 𝑎𝑤𝑧 − 𝑎2𝑐2𝑤2𝑧)𝜒̄

− (1 − 𝑎)(1 − 𝑎𝑐2𝑤)(1 − 𝑤2𝑧2)𝜒𝜒̄ = 0

以上两式联合消元参数 𝑤,将得到关于 𝑧的四次方程:

𝑎𝑐2(1 + 𝑎𝑐2 + 𝑎𝜒̄ − 𝑎𝑐2𝜒̄)2𝜒2 + 𝜒̄2(1 + 𝑎𝑐2 − 𝜒 + 𝑐2𝜒)2𝑧4

+ (1 + 𝑎)𝜒̄(1 + 𝑎𝑐2 − 𝜒 + 𝑐2𝜒)(𝜒̄ − 𝑎𝑐2𝜒̄ − 2𝑐2𝜒 − 𝜒̄𝜒 + 𝑐2𝜒̄𝜒)𝑧3

− (1 + 𝑎)𝑐2𝜒(1 + 𝑎𝑐2 + 𝑎𝜒̄ − 𝑎𝑐2𝜒̄)(2𝑎𝜒̄ + 𝜒 − 𝑎𝑐2𝜒 − 𝑎𝜒̄𝜒 + 𝑎𝑐2𝜒̄𝜒)𝑧
+ (1 + 𝑎𝑐2)(𝑎𝜒̄2 + 𝑎2𝑐2𝜒̄2 − 2𝑎𝜒̄2𝜒 + 2𝑎𝑐2𝜒̄2𝜒 + 𝑐2𝜒2 + 𝑎𝑐4𝜒2

+ 2𝑎𝑐2𝜒̄𝜒2 − 2𝑎𝑐4𝜒̄𝜒2 + 𝑎𝜒̄2𝜒2 − 2𝑎𝑐2𝜒̄2𝜒2 + 𝑎𝑐4𝜒̄2𝜒2)𝑧2 = 0

过定点的条件为无论 𝑧取何值,此式均成立,因此关于 𝑧的各项系数均为 0,由此解出:

𝜒 = 1 + 𝑎𝑐2

1 − 𝑐2 , 𝜒̄ = 1 + 𝑎𝑐2

𝑎(𝑐2 − 1)

定点 𝑃 即为 𝐵𝐶 的中垂线与外接圆在 𝐴侧的交点.
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3.12.2 三角形内点划分的情形 如图, 𝑃 是 △𝐴𝐵𝐶 内的一点, 求使得 △𝐴𝐵𝐶、
△𝑃𝐴𝐵、△𝑃𝐵𝐶、△𝑃𝐶𝐴的内心同时有理化的一个表示.

𝐴

𝐵 𝐶

𝑃

解 为了简洁, 这里我们采用角度的单位复数进行表示. 令 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴, 𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵, 𝑝 =
𝑒𝑖∠𝐵𝑃𝐶 , 𝑞 = 𝑒𝑖∠𝑃𝐵𝐶 ,则△𝐴𝐵𝐶 的内心 𝐼、△𝐵𝑃𝐶 的内心 𝐼1 可分别表示为:

→
𝐵𝐼 = 1 + 𝑎𝑏

1 + 𝑎
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼1 = 1 + 𝑝𝑞
1 + 𝑝

→
𝐵𝐶

为有理表示△𝑃𝐶𝐴的内心 𝐼2 和△𝑃𝐴𝐵的内心 𝐼3,只需再令 𝑧 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝑃 ,则

→
𝐴𝐼3 = (𝑏 − 𝑞)𝑧

𝑏𝑧 − 𝑞
→

𝐴𝐵,
→

𝐶𝐼2 = 𝑝𝑞(𝑎 − 𝑧)
𝑎(𝑝𝑞 − 𝑏𝑧)

→
𝐶𝐴

转化为以
→

𝐵𝐶 为基向量的表示则是

→
𝐵𝐼3 = (1 − 𝑎2𝑏2)𝑞(1 − 𝑧)

(1 − 𝑎2)(𝑞 − 𝑏𝑧)
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼2 = 𝑝𝑞 − 𝑎2𝑏2𝑝𝑞 − 𝑏𝑧 + 𝑎2𝑏𝑧 − 𝑎𝑝𝑞𝑧 + 𝑎𝑏2𝑝𝑞𝑧
(1 − 𝑎2)(𝑝𝑞 − 𝑏𝑧)

→
𝐵𝐶

又根据 𝑧的定义,知有

𝑧2 = (𝑃 − 𝐴
𝐵 − 𝐴) /(𝑃 − 𝐴

𝐵 − 𝐴) = −𝑞2(𝑎2 − 𝑎2𝑏2 − 𝑝2 + 𝑎2𝑏2𝑝2 + 𝑝2𝑞2 − 𝑎2𝑝2𝑞2)
𝑏2 − 𝑎2𝑏2 − 𝑞2 + 𝑎2𝑏2𝑞2 + 𝑝2𝑞2 − 𝑏2𝑝2𝑞2

也就是说,如果存在适当的 𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞, 𝑧的有理表示,使得上述等式成立,则各三角形的内
心均可有理表示.

一个典型的示例是 𝑃 为三角形的内心 𝐼 ,此时 𝑎 = −𝑝2, 𝑏 = 𝑞2, 𝑧 = −𝑖𝑝,相应
地,各点有表示:

→
𝐵𝐴 = 1 − 𝑝4𝑞4

1 − 𝑝4
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼 = 1 − 𝑝2𝑞2

1 − 𝑝2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼1 = 1 + 𝑝𝑞
1 + 𝑝

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐼2 = (1 + 𝑝𝑞)(1 − 𝑝2 − 𝑝𝑞 + 𝑝2𝑞2 − 𝑖𝑝 + 𝑖𝑝2𝑞)

(1 − 𝑝2)(1 − 𝑖𝑝)
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼3 = (1 − 𝑝2𝑞2)(1 − 𝑖𝑝𝑞)
(1 − 𝑝2)(1 − 𝑖𝑝)

→
𝐵𝐶

与此相关的一个命题是:
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例 3.12.4 给定 △𝐴𝐵𝐶, 𝐼 为内心, 圆 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 分别为 △𝐼𝐵𝐶, △𝐼𝐶𝐴, △𝐼𝐴𝐵 的内切
圆,则圆 𝐼2𝐼3 的异于 𝐴𝐼 的另一条内公切线过 𝐼1 与 𝐵𝐶 的切点.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐼3

𝐼1

𝐼2

𝐷

证明 根据上面所得各三角形内心 𝐼1、𝐼2、𝐼3 的表示,容易计算出 ⊚𝐼2、⊚𝐼3 的半径:

𝑟2 = 𝑝(1 − 𝑞)(1 − 𝑖𝑞)(1 + 𝑞)(1 + 𝑝𝑞)
2(1 − 𝑝)(1 − 𝑖𝑝)(1 + 𝑝)𝑞2 𝐵𝐶

𝑟3 = (1 − 𝑞)(1 − 𝑝𝑞)(𝑖 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑝𝑞)
2(1 − 𝑖𝑝)(1 − 𝑝)(1 + 𝑝)𝑞2 𝐵𝐶

因而 ⊚𝐼2 上的任意点 𝑃 可表示为:

→
𝐵𝑃 = ((1 + 𝑝𝑞)(1 − 𝑖𝑝 − 𝑝2 − 𝑝𝑞 + 𝑖𝑝2𝑞 + 𝑝2𝑞2)

(1 − 𝑖𝑝)(1 − 𝑝)(1 + 𝑝) + 𝑝(1 − 𝑞)(1 − 𝑖𝑞)(1 + 𝑞)(1 + 𝑝𝑞)
2(1 − 𝑝)(1 − 𝑖𝑝)(1 + 𝑝)𝑞2

1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢)

→
𝐵𝐶

⊚𝐼3 上的任意点 𝑄可表示为:

→
𝐵𝑄 = ((1 − 𝑖𝑝𝑞)(1 − 𝑝𝑞)(1 + 𝑝𝑞)

(1 − 𝑖𝑝)(1 − 𝑝)(1 + 𝑝) + (1 − 𝑞)(1 − 𝑝𝑞)(𝑖 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑝𝑞)
2(1 − 𝑖𝑝)(1 − 𝑝)(1 + 𝑝)𝑞2

1 + 𝑖𝑣
1 − 𝑖𝑣)

→
𝐵𝐶

若 𝑃、𝑄是另一条内公切线上的切点,则 𝑢𝑣 = −1并且

𝑢 = 𝑖 + (1 + 𝑖)𝑞 + (1 − 𝑖)𝑝𝑞 − 𝑖𝑝𝑞2

1 + 𝑝𝑞2

两切点的表示即为:

→
𝐵𝑃 =

((1 + 𝑝𝑞)(𝑖𝑝 + 𝑝2 + (2 − 2𝑖)𝑞 − (1 + 2𝑖)𝑝𝑞 − 𝑝2𝑞 − 2𝑖𝑞2 − (6 − 𝑖)𝑝𝑞2

+ 5𝑖𝑝2𝑞2 + 2𝑝3𝑞2 − (1 − 2𝑖)𝑝𝑞3 + 5𝑝2𝑞3 − 2𝑖𝑝3𝑞3 + (1 − 𝑖)𝑝2𝑞4 − 2𝑝3𝑞4))

2(1 − 𝑖𝑝)(1 − 𝑝)(1 + 𝑝)𝑞((1 − 𝑖) − 𝑖𝑞 − 𝑝𝑞)
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝑄 = (1 + 𝑞)(1 − 𝑝𝑞)(1 − 𝑖𝑝𝑞)(1 + 𝑝𝑞)(1 − 𝑖𝑝 − 2𝑖𝑞 − (1 − 𝑖)𝑝𝑞)

2(1 − 𝑖𝑝)(1 − 𝑝)(1 + 𝑝)𝑞((1 − 𝑖) − 𝑖𝑞 − 𝑝𝑞)
→

𝐵𝐶
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另外,圆 ⊚𝐼1 在 𝐵𝐶 上的切点 (即 𝐼1 在 𝐵𝐶 的垂足点)𝐷为:

→
𝐵𝐷 = Re (1 + 𝑝𝑞

1 + 𝑝 )
→

𝐵𝐶 = (1 + 𝑞)(1 + 𝑝𝑞)
2(1 + 𝑝)𝑞

→
𝐵𝐶

计算知 𝑃、𝑄、𝐷三点共线,因而结论成立.

3.12.3 三条 ceva 线划分的情形 如图, 𝑃 是△𝐴𝐵𝐶内的一点,直线𝐴𝑃、𝐵𝑃、𝐶𝑃
分别交对边于 𝐷、𝐸、𝐹 三点,求使得△𝐴𝐵𝐷、△𝐴𝐶𝐷、△𝐵𝐶𝐸、△𝐵𝐴𝐸、△𝐶𝐴𝐹、
△𝐶𝐵𝐹 以及△𝑃𝐵𝐷、△𝑃𝐶𝐷、△𝑃𝐶𝐸、△𝑃𝐴𝐸、△𝑃𝐴𝐹、△𝑃𝐵𝐹 的内心同时有理
化的一个表示.

𝐴

𝐵 𝐶𝐷

𝑃
𝐸𝐹

同前面一样,我们只需令 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴, 𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵, 𝑝 = 𝑒𝑖∠𝐵𝑃𝐶 , 𝑞 = 𝑒𝑖∠𝑃𝐵𝐶 , 𝑧 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝑃 ,它们
之间满足关系:

𝑧2 = (𝑃 − 𝐴
𝐵 − 𝐴) /(𝑃 − 𝐴

𝐵 − 𝐴) = −𝑞2(𝑎2 − 𝑎2𝑏2 − 𝑝2 + 𝑎2𝑏2𝑝2 + 𝑝2𝑞2 − 𝑎2𝑝2𝑞2)
𝑏2 − 𝑎2𝑏2 − 𝑞2 + 𝑎2𝑏2𝑞2 + 𝑝2𝑞2 − 𝑏2𝑝2𝑞2

则各三角形的内心均可有理表示. 例如,对△𝐴𝐵𝐷,因为

𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝐷 = 𝑧, 𝑒𝑖∠𝐴𝐷𝐵 = −1
𝑏𝑧

所以其内心 𝐼1 的表示为:

→
𝐴𝐼1 = 1 + 𝑒𝑖∠𝐴𝐷𝐵𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝐷

1 + 𝑒𝑖∠𝐴𝐷𝐵
→

𝐴𝐵 = (1 − 𝑏)𝑧
1 − 𝑏𝑧

→
𝐴𝐵

转化为以
→

𝐵𝐶 为基向量的表示则是

→
𝐵𝐼1 = (1 − 𝑎𝑏)(1 + 𝑎𝑏)(1 − 𝑧)

(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)(1 − 𝑏𝑧)
→

𝐵𝐶

又如,对△𝑃𝐶𝐷,因为

𝑒𝑖∠𝑃𝐷𝐶 = 𝑒𝑖(∠𝐵𝐴𝐷+∠𝐴𝐵𝐷) = 𝑏𝑧, 𝑒𝑖∠𝑃𝐶𝐷 = −1
𝑝𝑞
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所以其内心 𝐼8 的表示为:

→
𝐶𝐼8 = 1 + 𝑒𝑖∠𝑃𝐷𝐶𝑒𝑖∠𝑃𝐶𝐷

1 + 𝑒𝑖∠𝑃𝐷𝐶
→

𝐶𝑃 = 𝑝𝑞 − 𝑏𝑧
𝑝𝑞(1 + 𝑏𝑧)

→
𝐶𝑃

转化为以
→

𝐵𝐶 为基向量的表示则是

→
𝐵𝐼8 = (1 + 𝑝𝑞)(𝑞 − 𝑝𝑞2 − 𝑏𝑝𝑧 + 𝑏𝑞𝑧)

(1 − 𝑝)(1 + 𝑝)𝑞(1 + 𝑏𝑧)
→

𝐵𝐶

以上表明,对于大多数三角形图形而言,考虑角度的单位复数 (或半正切值),即可得
到三角形的各点/量的有理表示,从而可方便地证明命题或做计算.

当然,基向量和角度的选取是任意的,对某些命题而言,若选择适当也会使计算更容
易一些,但通常来说,并无特别的必要,因为在 “表示间的关系”一节中我们已指出: 任意
两组适当的有理化表示之间,存在双有理变换关系. 这个关系,决定了计算量的阶数是
相同的. 在现代计算软件的辅助下,这种计算量的差异不会特别明显. 为了统一地、机
械式地做计算和证明,本书一般并不刻意选取基向量和角度.

3.13 三角形不等式

通过三角形的特征量的有理表示,我们容易证明一些三角形不等式.

例 3.13.1 (欧拉不等式) 𝑅 ≥ 2𝑟

证明 根据 𝑅、𝑟的有理表示 (3.6),则有

𝑅 − 2𝑟 = 1 + 𝑠2 − 8𝑠𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2

4𝑠(1 + 𝑡2) 𝐵𝐶 = (1 − 3𝑠𝑡)2 + (𝑠 − 𝑡)2

4𝑠(1 + 𝑡2) 𝐵𝐶 ≥ 0

取等号的条件为 𝑠 = 𝑡 = 1√
3 ,即等边三角形.

这里我们通过将表示直接配为平方和予以了证明. 类似地,著名的 Finsler-Hadwiger
不等式也容易这样证明.

例 3.13.2 (Finsler-Hadwiger 不等式) 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 4
√

3𝑆 + (𝑎 − 𝑏)2 + (𝑏 − 𝑐)2 +
(𝑐 − 𝑎)2

证明

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 4
√

3𝑆 − (𝑎 − 𝑏)2 − (𝑏 − 𝑐)2 − (𝑐 − 𝑎)2

= 4𝑡(1 − 𝑠𝑡)(1 −
√

3𝑠 + 𝑠2 −
√

3𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)
𝑠(1 + 𝑡2)2 𝐵𝐶
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= 𝑡(1 − 𝑠𝑡)((
√

3 − 2𝑠 − 𝑡)2 + (1 −
√

3𝑡)2)
𝑠(1 + 𝑡2)2 𝐵𝐶 ≥ 0

另外一些不等式转化后的项数较多,不太容易这样直接配方. 为达到配方的目的,
我们可考虑在复数范围内作因式分解,而后将共轭因式配对.

例 3.13.3 (Gerrestne 不等式) 𝑙2 − 16𝑅𝑟 + 5𝑟2 ≥ 0
证明

𝑙2−16𝑅𝑟+5𝑟2 = 𝑠2 − 2𝑠𝑡 − 4𝑠3𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2 + 4𝑠4𝑡2 − 4𝑠𝑡3 − 14𝑠3𝑡3 + 4𝑠2𝑡4 + 9𝑠4𝑡4

𝑠2(1 + 𝑡2)2 𝐵𝐶

我们只需证明分子在 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0的条件下不小于 0即可. 先在复数范围内
进行因式分解:

𝑠2 − 2𝑠𝑡 − 4𝑠3𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2 + 4𝑠4𝑡2 − 4𝑠𝑡3 − 14𝑠3𝑡3 + 4𝑠2𝑡4 + 9𝑠4𝑡4

= (4𝑡2 + 9𝑡4)(𝑠 − 𝑠1)(𝑠 − 𝑠2)(𝑠 − 𝑠3)(𝑠 − 𝑠4)

四个根分别是

𝑠1 = 2 − 𝑖𝑡 + 7𝑡2 − 6𝑖𝑡3 + (2 − 𝑖𝑡 + 3𝑡2)
√

1 − 4𝑡2

8𝑡 + 18𝑡3

𝑠2 = 2 − 𝑖𝑡 + 7𝑡2 − 6𝑖𝑡3 − (2 − 𝑖𝑡 + 3𝑡2)
√

1 − 4𝑡2

8𝑡 + 18𝑡3

𝑠3 = 2 + 𝑖𝑡 + 7𝑡2 + 6𝑖𝑡3 − (2 + 𝑖𝑡 + 3𝑡2)
√

1 − 4𝑡2

8𝑡 + 18𝑡3

𝑠4 = 2 + 𝑖𝑡 + 7𝑡2 + 6𝑖𝑡3 + (2 + 𝑖𝑡 + 3𝑡2)
√

1 − 4𝑡2

8𝑡 + 18𝑡3

容易看到,如果将 (𝑠 − 𝑠1)(𝑠 − 𝑠2)和 (𝑠 − 𝑠3)(𝑠 − 𝑠4)分别配对展开,就可以消去其中
的根式

(𝑠 − 𝑠1)(𝑠 − 𝑠2) = −𝑠 + 𝑡 + 2𝑠2𝑡 − 2𝑠𝑡2 − 𝑖𝑠𝑡 + 3𝑖𝑠2𝑡2

𝑡(2 + 3𝑖𝑡)

(𝑠 − 𝑠3)(𝑠 − 𝑠4) = −𝑠 + 𝑡 + 2𝑠2𝑡 − 2𝑠𝑡2 + 𝑖𝑠𝑡 − 3𝑖𝑠2𝑡2

𝑡(2 − 3𝑖𝑡)
这两个式子是共轭的,它们的乘积等于实部平方与虚部平方之和,从而得到配方

𝑠2 − 2𝑠𝑡 − 4𝑠3𝑡 + 𝑡2 + 9𝑠2𝑡2 + 4𝑠4𝑡2 − 4𝑠𝑡3 − 14𝑠3𝑡3 + 4𝑠2𝑡4 + 9𝑠4𝑡4

= (𝑠 − 𝑡)2(1 − 2𝑠𝑡)2 + 𝑠2𝑡2(1 − 3𝑠𝑡)2
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因而不等式是成立的.

某些类型的几何不等式也可以转化成为上面的这种类型而得以证明,例如中线不
等式.

例 3.13.4 (中线不等式) 记𝑚𝑎, 𝑚𝑏, 𝑚𝑐 分别为三角形 𝐴𝐵𝐶 各顶点到对边中点的线段
长, 𝑆 为三角形面积,则有不等式

1
𝑚𝑎𝑚𝑏

+ 1
𝑚𝑏𝑚𝑐

+ 1
𝑚𝑐𝑚𝑎

≤
√

3
𝑆

证明 设
→

𝐵𝐴 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝐵𝐶,则可求得各中线长:

𝑚𝑎 = √(𝑥 − 1
2 )2 + 𝑦2𝐵𝐶, 𝑚𝑏 = 1

2
√(𝑥 + 1)2 + 𝑦2𝐵𝐶, 𝑚𝑐 = 1

2
√(𝑥 − 2)2 + 𝑦2𝐵𝐶

可以做代换消除其中的两个根式,这只需要将√(𝑥 − 1
2 )2 + 𝑦2 和√(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 视为

点 (𝑥, 𝑦)到点 ( 1
2 , 0)和点 (2, 0)的距离即可. 因此令

𝑥 + 𝑦𝑖 − 1
2 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2 (2 − 1
2)

分离实部和虚部后即是

𝑥 = 4𝑠 + 3𝑡 − 3𝑠2𝑡 − 4𝑠𝑡2 − 3𝑡3 + 3𝑠2𝑡3 + 4𝑠𝑡4

2𝑠(1 + 𝑡2)2 , 𝑦 = 3𝑡(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 + 𝑡2)2

其中参数 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0. 于是不等式中的各量有如下表示

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝑚𝑎 = 3
2

(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 + 𝑡2) 𝐵𝐶

𝑚𝑏 = 3
4

√
4𝑠2 + 4𝑠𝑡 − 4𝑠3𝑡 + 𝑡2 − 6𝑠2𝑡2 + 𝑠4𝑡2 − 4𝑠𝑡3 + 4𝑠3𝑡3 + 4𝑠2𝑡4

𝑠(1 + 𝑡2) 𝐵𝐶

𝑚𝑐 = 3
4

𝑡(1 + 𝑠2)
𝑠(1 + 𝑡2)𝐵𝐶

𝑆 = 3𝑡(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
2𝑠(1 + 𝑡2)2 𝐵𝐶2

原不等式则转化为

√4𝑠2 + 4𝑠𝑡 − 4𝑠3𝑡 + 𝑡2 − 6𝑠2𝑡2 + 𝑠4𝑡2 − 4𝑠𝑡3 + 4𝑠3𝑡3 + 4𝑠2𝑡4 ≥ 4𝑠(2𝑠 + 3𝑡 − 𝑠2𝑡 − 2𝑠𝑡2)
3
√

3 − 4𝑠 + 3
√

3𝑠2
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两端平方后则为

108𝑠2 − 96
√

3𝑠3 + 216𝑠4 − 96
√

3𝑠5 + 108𝑠6 + 108𝑠𝑡 − 96
√

3𝑠2𝑡 − 20𝑠3𝑡 − 108𝑠5𝑡
+ 96

√
3𝑠6𝑡 − 108𝑠7𝑡 + 27𝑡2 − 24

√
3𝑠𝑡2 − 236𝑠2𝑡2 + 120

√
3𝑠3𝑡2 − 142𝑠4𝑡2 + 120

√
3𝑠5𝑡2

− 108𝑠6𝑡2 − 24
√

3𝑠7𝑡2 + 27𝑠8𝑡2 − 108𝑠𝑡3 + 96
√

3𝑠2𝑡3 + 20𝑠3𝑡3 + 108𝑠5𝑡3 − 96
√

3𝑠6𝑡3

+ 108𝑠7𝑡3 + 108𝑠2𝑡4 − 96
√

3𝑠3𝑡4 + 216𝑠4𝑡4 − 96
√

3𝑠5𝑡4 + 108𝑠6𝑡4 ≥ 0

这是关于 𝑡的四次多项式不等式,应用前述方法可将左边式子化为

4𝑠2𝑡2(1 −
√

3𝑠)2(11 − 2
√

3𝑠 + 9𝑠2)(9 − 4
√

3𝑠 + 9𝑠2)2

9(1 + 𝑠2)(9 − 8
√

3𝑠 + 9𝑠2)

+
(54𝑠 − 48

√
3𝑠2 + 108𝑠3 − 48

√
3𝑠4 + 54𝑠5 + 27𝑡 − 24

√
3𝑠𝑡 − 5𝑠2𝑡 − 27𝑠4𝑡

+ 24
√

3𝑠5𝑡 − 27𝑠6𝑡 − 54𝑠𝑡2 + 48
√

3𝑠2𝑡2 − 108𝑠3𝑡2 + 48
√

3𝑠4𝑡2 − 54𝑠5𝑡2 )
2

3(1 + 𝑠2)(9 − 8
√

3𝑠 + 9𝑠2)

不难知道式中各项均不小于 0,因而也就证明了原命题.

另外有一些命题,虽然结论是等式型的,但事实上需要对不等式进行讨论.

例 3.13.5 (莱默斯问题) 若三角形的两个内角的平分线相等, 则该三角形为等腰三
角形.

𝐵 𝐶

𝐴

𝐷 𝐸

证明 考虑以图中涉及的两角 𝐵、𝐶 的半正切值作为参数,令 𝑠 = tan 𝐵
2 , 𝑡 = tan 𝐶

2 ,根据
(3.1.7II),则知点 𝐷、𝐸 有表示:

→
𝐵𝐷 = 𝑒𝑖2𝐵(1 − 𝑒𝑖𝐶)

1 − 𝑒𝑖(2𝐵+𝐶)
→

𝐵𝐶 = 𝑡(1 + 𝑖𝑠)2

2𝑠 + 𝑡 − 𝑠2𝑡
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝐸 = 𝑒𝑖𝐵(1 − 𝑒𝑖2𝐶)

1 − 𝑒𝑖(𝐵+2𝐶)
→

𝐵𝐶 = 2(1 + 𝑖𝑠)𝑡
𝑠 + 2𝑡 − 𝑠𝑡2

→
𝐵𝐶
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两线段 𝐵𝐷、𝐶𝐸 的长度是

𝐶𝐷 = 2𝑠
√

1 + 𝑡2

2𝑠 + 𝑡 − 𝑠2𝑡𝐵𝐶, 𝐵𝐸 = 2𝑡
√

1 + 𝑠2

𝑠 + 2𝑡 − 𝑠𝑡2 𝐵𝐶

二者若相等,则

𝐶𝐷2 − 𝐵𝐸2 = 4(𝑠 − 𝑡)(𝑠 + 𝑡)(𝑠2 + 4𝑠𝑡 + 𝑡2 − 5𝑠2𝑡2 + 4𝑠3𝑡3 − 𝑠4𝑡4)
(2𝑠 + 𝑡 − 𝑠2𝑡)2(𝑠 + 2𝑡 − 𝑠𝑡2)2 𝐵𝐶2 = 0

我们需要证明的即是因式 𝑠2 + 4𝑠𝑡 + 𝑡2 − 5𝑠2𝑡2 + 4𝑠3𝑡3 − 𝑠4𝑡4在 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0
的条件下不能等于 0. 注意到此式关于 𝑠, 𝑡是对称的,将其改写为

𝑠2 + 4𝑠𝑡 + 𝑡2 − 5𝑠2𝑡2 + 4𝑠3𝑡3 − 𝑠4𝑡4 = (𝑠 + 𝑡)2 + 𝑠𝑡(2 − 𝑠𝑡)(1 − 𝑠𝑡)2

即知它恒大于 0. 从而必有 𝑠 = 𝑡,即 ∠𝐵 = ∠𝐶.

例 3.13.6 (IBM 等边三角形问题) 给定△𝐴𝐵𝐶, 𝐷、𝐸、𝐹 分别在边 𝐴𝐵、𝐵𝐶、𝐶𝐴
上 (位于线段内),且 𝐴𝐷 = 𝐵𝐸 = 𝐶𝐹 . 如果△𝐷𝐸𝐹 为等边三角形,则△𝐴𝐵𝐶 也为等
边三角形.

𝐵 𝐶

𝐴

𝐷

𝐸

𝐹

证明 令 𝑠 = tan 𝐴
2 , 𝑡 = tan 𝐵

2 ,则△𝐴𝐵𝐶 的表示为

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

考虑到问题的对称性, 为方便讨论, 不妨假定 ∠𝐴 ≤ ∠𝐵 ≤ ∠𝐶, 相应地, 𝑠、𝑡 的范
围限制则是 0 < 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 1√

3 . 这样我们只需确保点 𝐸 在线段 𝐵𝐶 之内即可. 设
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𝐴𝐷 = 𝐵𝐸 = 𝐶𝐹 = 𝜆𝐵𝐶,其中参数 𝜆在 (0,1)之间, 𝐷、𝐸、𝐹 三点则可表示为:

⎧{{{
⎨{{{⎩

→
𝐴𝐷 = 𝐴𝐷

𝐴𝐵
→

𝐴𝐵 = 𝜆𝑠(1 + 𝑡2)
(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

→
𝐴𝐵

→
𝐵𝐸 = 𝐵𝐸

𝐵𝐶
→

𝐵𝐶 = 𝜆
→

𝐵𝐶
→

𝐶𝐹 = 𝐶𝐹
𝐶𝐴

→
𝐶𝐴 = 𝜆𝑠(1 + 𝑡2)

𝑡(1 + 𝑠2)
→

𝐶𝐴

将其中 𝐷、𝐸 两点也转化为基向量
→

𝐵𝐶 的表示

⎧{{
⎨{{⎩

→
𝐵𝐷 = 𝑠 + 𝑡 − 𝑠2𝑡 − 2𝑠𝑡2 − 𝑠𝜆

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐹 = 1 + 𝜆 − 𝑠𝑡 − 𝑠𝑡𝜆 − 𝑖𝑠 − 𝑖𝑡 + 𝑖𝑠𝜆 + 𝑖𝑡𝜆
(1 − 𝑖𝑠)(1 − 𝑖𝑡)

→
𝐵𝐶

若△𝐷𝐸𝐹 为等边三角形,应有

𝐷 − 𝐸
𝐹 − 𝐸 = 𝑒𝑖 𝜋

3 = 1
2 +

√
3

2 𝑖

分离实部和虚部即得到方程组:

⎧{
⎨{⎩

√
3 + 𝑠 − 2

√
3𝑠𝑡 − 2𝑠2𝑡 −

√
3𝑡2 − 𝑠𝑡2 − 2𝑠𝜆 − 2𝑡𝜆 + 2

√
3𝑠𝑡𝜆 + 2

√
3𝑡2𝜆 = 0

𝑠 −
√

3𝑠2 + 2𝑡 − 2
√

3𝑠𝑡 − 𝑠𝑡2 +
√

3𝑠2𝑡2 − 4𝑠𝜆 + 2
√

3𝑠2𝜆 + 2
√

3𝑠𝑡𝜆 + 2𝑠2𝑡𝜆 − 2𝑠𝑡2𝜆 = 0

根据第一个方程,若 𝑡 ≠ 1√
3 ,则可解出

𝜆 = (
√

3 + 𝑠)(1 − 2𝑠𝑡 − 𝑡2)
2(𝑠 + 𝑡)(1 −

√
3𝑡)

将 𝜆视为关于 𝑠的函数,因为

𝑑𝜆
𝑑𝑠 =

√
3 − 𝑡 + 2𝑠2𝑡 +

√
3𝑡2 + 4𝑠𝑡2 + 𝑡3

2(𝑠 + 𝑡)2(−1 +
√

3𝑡)
< 0

所以 𝜆(𝑠)在 0 < 𝑠 ≤ 𝑡 < 1√
3 的限制下是单调减的,故

𝜆(𝑠) ≥ 𝜆(𝑡) = 1 +
√

3
4 (𝑡 + 1

𝑡 ) > 1

这就说明仅当 𝑡 = 1√
3 时,第一个方程才有满足要求的解. 此时又可解出 𝑠 = 1√

3 ,从而证
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明了△𝐴𝐵𝐶 是等边三角形.
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第 4章 四边形

4.1 四边形的表示

四边形可以看作是两个三角形组合而成,因而可以直接应用三角形的表示. 例如,

对于任意四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷,可设其表示为
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 𝑤
→

𝐵𝐶,但这样表示过于粗
糙,不能很好地揭示其内在的特点,在证明一些复杂的命题时也是不够用的.

4.1.1 一般四边形 一般四边形分为凸四边形和凹四边形,凸四边形的任意一个内
角总是介于 0到 180°之间, 而凹四边形的有一个内角是大于 180°的. 同三角形类似

𝐵 𝐶

𝐴
𝐷

𝐵 𝐶

𝐴

𝐷

的,我们可将四边形的一边视为由相邻边经旋转缩放而得到. 对于如上所示的四边形
𝐴𝐵𝐶𝐷,记四边形的内角分别为 ∠𝐴、∠𝐵、∠𝐶、∠𝐷,则

→
𝐵𝐴 = 𝐴𝐵

𝐵𝐶 𝑒𝑖∠𝐵 →
𝐵𝐶,

→
𝐴𝐷 = 𝐴𝐷

𝐴𝐵 𝑒𝑖∠𝐴 →
𝐴𝐵,

→
𝐶𝐷 = 𝐶𝐷

𝐵𝐶 𝑒−𝑖∠𝐶 →
𝐶𝐵

为了表示的简便,我们记 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴、𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵、𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶、𝑑 = 𝑒𝑖∠𝐷 分别表示四个内角
的单位复数值,并在本节有关四边形的处理中,均沿用这样的记号. 因为根据四内角之
和等于 2𝜋知 𝑎𝑏𝑐𝑑 = 1,所以一般我们选取 𝑎、𝑏、𝑐就足够了. 除非在某些情况下,我们
希望得到一些对称的表示.
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又记 𝜆 = 𝐴𝐵
𝐵𝐶 、𝜇 = 𝐶𝐷

𝐵𝐶、𝜈 = 𝐴𝐷
𝐴𝐵 ,则我们可改写上面的表示为

→
𝐵𝐴 = 𝜆𝑏

→
𝐵𝐶,

→
𝐴𝐷 = 𝜈𝑎

→
𝐴𝐵,

→
𝐶𝐷 = 𝜇

𝑐
→

𝐶𝐵

显然,这几个表示不是独立的. 后两式相减消去点 𝐷即有

→
𝐶𝐷 −

→
𝐴𝐷 =

→
𝐶𝐴 = 𝜇

𝑐
→

𝐶𝐵 −𝜈𝑎
→

𝐴𝐵

再结合第一式即得关系式:
𝜆𝑏 − 1 = −𝜇

𝑐 + 𝜈𝜆𝑎𝑏

将此式取共轭又有
𝜆
𝑏 − 1 = −𝜇𝑐 + 𝜈𝜆

𝑎𝑏
联立即解出 𝜇、𝜈. 从而我们就得到了四边形的一个表示:

命题 4.1.1 四边形可由两边及三个内角完全确定, 记 𝜆 = 𝐴𝐵 ∶ 𝐵𝐶、𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴、
𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵、𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶 ,则它的一个表示是:

→
𝐵𝐴 = 𝜆𝑏

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐷 = 𝑏(𝑎2𝑏 − 𝑎2𝑏𝑐2 + 𝜆 − 𝑎2𝜆)

1 − 𝑎2𝑏2𝑐2
→

𝐵𝐶 (4.1.1)

此表示的一个好处是,能够方便地将四边形的各边边长也有理地表示出来. 对于凸
四边形和 ∠𝐷 > 180°的凹四边形,各边边长的表示都是

𝐴𝐵 = 𝜆𝐵𝐶

𝐶𝐷 = 𝑐(1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏𝜆 + 𝑎2𝑏𝜆)
(1 − 𝑎2𝑏2𝑐2) 𝐵𝐶

𝐷𝐴 = 𝑎(𝜆 − 𝑏 + 𝑏𝑐2 − 𝑏2𝑐2𝜆)
(1 − 𝑎2𝑏2𝑐2) 𝐵𝐶

(4.1.2)

如果我们考虑四边形对角线与其中一边的夹角,例如考虑对角线 𝐴𝐶 与 𝐴𝐵 的夹
角,令 𝜒 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝐶 ,则由

(𝐶 − 𝐴
𝐵 − 𝐴) ∶ (𝐶 − 𝐴

𝐵 − 𝐴) = (𝑏𝜆 − 1
𝑏𝜆 ) ∶ (𝜆 − 𝑏

𝜆 ) = 1 − 𝑏𝜆
𝑏(𝑏 − 𝜆) = 𝜒2

解得

𝜆 = 1 − 𝑏2𝜒2

𝑏(1 − 𝜒2)
于是有
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推论 4.1.2 记 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴、𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵、𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶、𝜒 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝐶 ,则四边形的一个表示是:

→
𝐵𝐴 = 1 − 𝑏2𝜒2

1 − 𝜒2 ,
→

𝐵𝐷 = 1 − 𝑎2 + 𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑏2𝑐2 − 𝑏2𝜒2 + 𝑎2𝑏2𝑐2𝜒2

(1 − 𝑎2𝑏2𝑐2)(1 − 𝜒2)
→

𝐵𝐶 (4.1.3)

它除了能有理地表示四边形的边长外,也使得一条对角线有有理表示. 对于凸四边
形和 ∠𝐷 > 180°的凹四边形,其表示均为

𝐴𝐵 = 1 − 𝑏2𝜒2

𝑏(1 − 𝜒2)𝐵𝐶, 𝐶𝐷 = (1 − 𝑏2)𝑐(𝑎2 − 𝜒2)
(1 − 𝑎2𝑏2𝑐2)(1 − 𝜒2)𝐵𝐶

𝐷𝐴 = 𝑎(1 − 𝑏2)(1 − 𝑏2𝑐2𝜒2)
𝑏(1 − 𝑎2𝑏2𝑐2)(1 − 𝜒2)𝐵𝐶, 𝐴𝐶 = (1 − 𝑏2)𝜒

𝑏(1 − 𝜒2)𝐵𝐶
(4.1.4)

4.1.2 圆内接四边形 内接于圆的四边形称为圆内接四边形. 它属于凸四边形.

𝐵 𝐶

𝐴
𝐷

圆内接四边形的表示事实上容易根据三角形的表示而得,这里我们再导出一个它的内角
形式的表示. 根据对角之和为 180°这一基本性质,即有 𝑎𝑐 = −1,于是由 (4.1.3)得

推论 4.1.3 记 𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵、𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶、𝜒 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝐶 ,则圆内接四边形的一个表示是:

→
𝐵𝐴 = 1 − 𝑏2𝜒2

1 − 𝜒2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 𝑐2 − 1
𝑐2(1 − 𝜒2)

→
𝐵𝐶 (4.1.5)

在此表示下,各边边长及对角线之长为

𝐴𝐵 = 1 − 𝑏2𝜒2

𝑏(1 − 𝜒2)𝐵𝐶, 𝐶𝐷 = 1 − 𝑐2𝜒2

𝑐(1 − 𝜒2)𝐵𝐶, 𝐷𝐴 = 𝑏2𝑐2𝜒2 − 1
𝑏𝑐(1 − 𝜒2) 𝐵𝐶

𝐴𝐶 = (1 − 𝑏2)𝜒
𝑏(1 − 𝜒2)𝐵𝐶, 𝐵𝐷 = (1 − 𝑐2)𝜒

𝑐(1 − 𝜒2)𝐵𝐶
(4.1.6)

四边形的外接圆有表示
→

𝐵𝑃 = 2
(1 − 𝜒2)(1 − 𝑖𝑢)

→
𝐵𝐶
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它的圆心 𝑂和半径 𝑅分别为
→

𝐵𝑂 = 1
1 − 𝜒2

→
𝐵𝐶, 𝑅 = 𝑖𝜒

𝜒2 − 1𝐵𝐶

4.1.3 圆外切四边形 各边与圆相切的四边形称为圆外切四边形. 它也属于凸四
边形.

𝐵 𝐶

𝐴

𝐷

圆外切四边形的一个基本的性质是对边之和相等,根据边长的表示 (4.1.2)

𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐷𝐴 ⟹ 𝜆 = (1 − 𝑎𝑏)(1 − 𝑐)
(1 − 𝑎)(1 − 𝑏𝑐)

从而得到

推论 4.1.4 记 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴、𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵、𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶 ,则圆外切四边形的一个表示是:

→
𝐵𝐴 = 𝑏(1 − 𝑎𝑏)(1 − 𝑐)

(1 − 𝑎)(1 − 𝑏𝑐)
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 𝑏(1 − 𝑐)(1 + 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐)
(1 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑎𝑏𝑐)

→
𝐵𝐶 (4.1.7)

各边边长为

𝐴𝐵 = (1 − 𝑎𝑏)(1 − 𝑐)
(1 − 𝑎)(1 − 𝑏𝑐)𝐵𝐶, 𝐶𝐷 = (1 − 𝑏)(1 − 𝑎𝑏)𝑐

(1 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑎𝑏𝑐)𝐵𝐶, 𝐷𝐴 = 𝑎(1 − 𝑏)(1 − 𝑐)
(1 − 𝑎)(1 − 𝑎𝑏𝑐)𝐵𝐶 (4.1.8)

四边形的内切圆有表示

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑐)(−1 + 3𝑏 − 𝑖𝑢 − 𝑖𝑏𝑢)

2(1 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶

它的圆心 𝐼 和半径 𝑟分别为

→
𝐵𝐼 = 𝑏(1 − 𝑐)

1 − 𝑏𝑐
→

𝐵𝐶, 𝑟 = 𝑖(1 − 𝑏)(1 − 𝑐)
2(1 − 𝑏𝑐) 𝐵𝐶

如果选取 (4.1.3)的表示作计算,则由对边之和相等得到

1 − 𝑎 − 𝑎𝑏 + 𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝜒2 − 𝑏𝑐𝜒2 − 𝑏2𝑐𝜒2 + 𝑎𝑏2𝑐𝜒2 = 0
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为了进一步地有理表示各边边长及两条对角线之长,我们考虑 ∠𝐵𝐷𝐶,令 𝜅 = 𝑒𝑖∠𝐷𝐵𝐶 ,
则

𝜅2 = 1 − 𝑎2 + 𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑏2𝑐2 − 𝑏2𝜒2 + 𝑎2𝑏2𝑐2𝜒2

1 − 𝑎2𝑐2 − 𝜒2 + 𝑐2𝜒2 − 𝑏2𝑐2𝜒2 + 𝑎2𝑏2𝑐2𝜒2

联立这二式,则有如下结论:

推论 4.1.5 对于圆外切四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷,若 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶,记 𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶、𝜒 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝐶 ,则该
四边形有表示

→
𝐵𝐴 = − 1

𝜒2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 𝑐2 − 1
𝑐2 + 𝜒2

→
𝐵𝐶 (4.1.9)

此时四条边及对角线之长为:

𝐴𝐵 = 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 = 𝐷𝐴 = 𝑐(1 + 𝜒2)
𝑐2 + 𝜒2 𝐵𝐶

𝐴𝐶 = 1 + 𝜒2

𝜒 𝐵𝐶, 𝐵𝐷 = 𝑖(1 − 𝑐2)𝜒
𝑐2 + 𝜒2 𝐵𝐶

(4.1.10)

推论 4.1.6 对于圆外切四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷, 若 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐶, 记 𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵、𝜒 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝐶 、
𝜅 = 𝑒𝑖∠𝐷𝐵𝐶 ,则该四边形有表示

→
𝐵𝐴 = 1 − 𝑏2𝜒2

1 − 𝜒2
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐷 = 4𝑏𝜅2(𝜅2 − 𝑏)(1 − 𝑏2𝜒2)(1 + 𝑏𝜒2)
(−2𝑏𝜅 + 𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 − 2𝑏2𝜅𝜒2)(2𝑏𝜅 + 𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 + 2𝑏2𝜅𝜒2)

→
𝐵𝐶

(4.1.11)

此时四条边及对角线之长可有理表示为:

𝐴𝐵 = 1 − 𝑏2𝜒2

𝑏(1 − 𝜒2)𝐵𝐶

𝐶𝐷 = (2𝑏 − 𝜅2 − 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 − 𝑏3𝜒2)(𝜅2 − 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 − 2𝑏2𝜅2𝜒2)
(−2𝑏𝜅 + 𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 − 2𝑏2𝜅𝜒2)(2𝑏𝜅 + 𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 + 2𝑏2𝜅𝜒2)𝐵𝐶

𝐷𝐴 = (1 − 𝑏2𝜒2)(2𝑏2 − 𝜅2 − 𝑏𝜅2 − 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2)(−𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 − 2𝑏𝜅2𝜒2)
𝑏(1 − 𝜒2)(−2𝑏𝜅 + 𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 − 2𝑏2𝜅𝜒2)(2𝑏𝜅 + 𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 + 2𝑏2𝜅𝜒2)𝐵𝐶

𝐴𝐶 = (1 − 𝑏2)𝜒
𝑏(1 − 𝜒2)𝐵𝐶

𝐵𝐷 = 4𝑏𝜅(𝜅2 − 𝑏)(1 − 𝑏2𝜒2)(1 + 𝑏𝜒2)
(−2𝑏𝜅 + 𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 − 2𝑏2𝜅𝜒2)(2𝑏𝜅 + 𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 + 2𝑏2𝜅𝜒2)𝐵𝐶

(4.1.12)

注记 4.1.7 记 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴、𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶 ,它们的关系是

𝑎 = −𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 − 2𝑏𝜅2𝜒2

2𝑏2 − 𝜅2 − 𝑏𝜅2 − 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2
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𝑐 = 2𝑏 − 𝜅2 − 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 − 𝑏3𝜒2

𝜅2 − 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 − 2𝑏2𝜅2𝜒2

𝑏、𝜒、𝜅的取值应使得 𝑎、𝑐的幅角在 (0, 𝜋)之间.

4.1.4 双心四边形 若四边形既内接于一圆,也外切于一圆,则称为双心四边形.

𝑎 = 3.5

𝑠 = 0.8

𝑡 = 0.6

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

推论 4.1.8 记 𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵、𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶 ,则双心四边形的一个表示是:

→
𝐵𝐴 = 𝑏(1 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐)

(1 + 𝑐)(1 − 𝑏𝑐)
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 𝑏(1 − 𝑐)(−1 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑏𝑐)
(1 + 𝑏)𝑐(1 − 𝑏𝑐)

→
𝐵𝐶 (4.1.13)

双心四边形的外接圆有表示

→
𝐵𝑃 = 2𝑏𝑐(1 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑏𝑐)

(1 + 𝑏)(1 + 𝑐)(1 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶

其圆心和半径分别为

→
𝐵𝑂 = 𝑏𝑐(1 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑏𝑐)

(1 + 𝑏)(1 + 𝑐)(1 − 𝑏𝑐)
→

𝐵𝐶, 𝑅 = √𝑏𝑐(1 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑏𝑐)
(1 + 𝑏)2(1 + 𝑐)2(1 − 𝑏𝑐)2 𝐵𝐶

双心四边形的内切圆有表示

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑐)(−1 + 3𝑏 − 𝑖𝑢 − 𝑖𝑏𝑢)

2(1 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶

其圆心和半径分别为

→
𝐵𝐼 = 𝑏(1 − 𝑐)

1 − 𝑏𝑐
→

𝐵𝐶, 𝑟 = 𝑖(1 − 𝑏)(1 − 𝑐)
2(1 − 𝑏𝑐) 𝐵𝐶
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4.1.5 等积四边形 对边之积相等的四边形称为等积四边形. 根据 (4.1.4)

𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 ⋅ 𝐷𝐴 ⟹ 𝑏2 = −𝑎 + 𝑎2𝑐 + 𝑎𝜒2 − 𝑐𝜒2

𝑐𝜒2(𝑎2 − 𝑎𝑐 − 𝜒2 + 𝑎𝑐𝜒2)

于是有

推论 4.1.9 记 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴、𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶、𝜒 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝐶 ,则等积四边形的一个表示是:

→
𝐵𝐴 = 𝑎(1 − 𝑐2)

𝑐(𝑎2 − 𝑎𝑐 − 𝜒2 + 𝑎𝑐𝜒2)
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 𝑎(𝑐2 − 1)
𝑐(𝑎𝑐 + 𝜒2)

→
𝐵𝐶 (4.1.14)

4.1.6 调和四边形 对边之积相等的圆内接四边形称为调和四边形. 根据 (4.1.14)即
得

推论 4.1.10 记 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴、𝜒 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝐶 ,则调和四边形的一个表示是:

→
𝐵𝐴 = 1 − 𝑎2

1 + 𝑎2 − 2𝜒2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 1 − 𝑎2

1 − 𝜒2
→

𝐵𝐶 (4.1.15)

而根据 (4.1.5)又有

推论 4.1.11 记 𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵、𝜒 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐴𝐶 ,则调和四边形的一个表示是:

→
𝐵𝐴 = 1 − 𝑏2𝜒2

1 − 𝜒2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 2(1 − 𝑏2𝜒2)
2 − 𝜒2 − 𝑏2𝜒2

→
𝐵𝐶 (4.1.16)

注记 4.1.12 若采用之前的表示,则调和四边形有一个简单的参数表示

→
𝐵𝐴 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑡
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖 1

2 (𝑡 − 𝑠)
→

𝐵𝐶

4.1.7 垂直四边形 对角线互相垂直的四边形称为垂直四边形.

𝐵 𝐶

𝐴
𝐷

推论 4.1.13 记 𝜆 = 𝐴𝐵 ∶ 𝐵𝐶、𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵、𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶 ,则垂直四边形的一个表示是:

→
𝐵𝐴 = 𝜆𝑏

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐷 = 𝑏(1 − 𝑐2)(1 − 𝜆𝑏)

𝜆 − 𝑏 − 𝑏𝑐2 + 𝜆𝑏2𝑐2
→

𝐵𝐶 (4.1.17)
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至于其他的一些特殊四边形,可类似地导出它们的表示,这里不再赘述.

4.2 四边形的性质

四边形的一些性质可直接根据其表示而得以直接证明. 著名的 “Urquhart定理”即
是其中之一,它被 Urquhart本人称为是欧氏几何中 “最初等的定理”.

例 4.2.1 (Urquhart 定理) 如图,点 𝐸、𝐹 在△𝐴𝐵𝐶 的两条边 𝐶𝐴、𝐴𝐵上,它们的连
线交 𝐵𝐶 的延长线于点 𝐷,如果 𝐵𝐹 + 𝐹𝐸 = 𝐵𝐶 + 𝐶𝐸,那么 𝐵𝐴 + 𝐴𝐸 = 𝐵𝐷 + 𝐷𝐸.

𝐵 𝐶

𝐴

𝐸

𝐹

𝐷

证明 将点 𝐴、𝐷 看成是凸四边形 𝐹𝐵𝐶𝐸 的对边延长线的交点, 令 𝜆 = 𝐵𝐹
𝐵𝐶 , 𝑎 =

𝑒𝑖∠𝐵𝐹𝐸, 𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵, 𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐵𝐶𝐴,则四边形有表示

→
𝐵𝐹 = 𝜆𝑏

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐸 = 𝑏(𝑎2𝑏 − 𝑎2𝑏𝑐2 + 𝜆 − 𝑎2𝜆)

1 − 𝑎2𝑏2𝑐2
→

𝐵𝐶

它的各边边长为

𝐵𝐹 = 𝜆𝐵𝐶, 𝐹𝐸 = −𝑎(𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝜆 + 𝑏2𝑐2𝜆)
(1 − 𝑎𝑏𝑐)(1 + 𝑎𝑏𝑐) 𝐵𝐶, 𝐶𝐸 = 𝑐(1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏𝜆 + 𝑎2𝑏𝜆)

(1 − 𝑎𝑏𝑐)(1 + 𝑎𝑏𝑐) 𝐵𝐶

容易求出交点 𝐴、𝐷的表示：

→
𝐵𝐴 = 𝑏2(1 − 𝑐)(1 + 𝑐)

(1 − 𝑏𝑐)(1 + 𝑏𝑐)
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = (1 − 𝑎)(1 + 𝑎)𝑏𝜆
(1 − 𝑎𝑏)(1 + 𝑎𝑏)

→
𝐵𝐶

于是又知命题所涉及的其他几条线段之长:

𝐵𝐴 = 𝑏(1 − 𝑐2)
1 − 𝑏2𝑐2 𝐵𝐶, 𝐴𝐸 = (1 − 𝑎2)𝑏𝑐(𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝜆 + 𝑏2𝑐2𝜆)

(1 − 𝑏2𝑐2)(1 − 𝑎2𝑏2𝑐2) 𝐵𝐶

𝐵𝐷 = (1 − 𝑎2)𝑏𝜆
1 − 𝑎2𝑏2 𝐵𝐶, 𝐷𝐸 = 𝑎𝑏(1 − 𝑐2)(1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏𝜆 + 𝑎2𝑏𝜆)

(1 − 𝑎2𝑏2)(1 − 𝑎2𝑏2𝑐2) 𝐵𝐶
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由此,计算即得

𝐵𝐹 + 𝐹𝐸 − 𝐵𝐶 − 𝐶𝐸 = −1 + 𝑎𝑏 + 𝑐 + 𝑎𝑏𝑐 − 𝜆 − 𝑎𝜆 − 𝑏𝑐𝜆 − 𝑎𝑏𝑐𝜆
1 + 𝑎𝑏𝑐 𝐵𝐶

𝐵𝐴 + 𝐴𝐸 − 𝐵𝐷 − 𝐷𝐸 = (1 − 𝑎)𝑏(1 − 𝑐)(1 + 𝑎𝑏 + 𝑐 + 𝑎𝑏𝑐 − 𝜆 − 𝑎𝜆 − 𝑏𝑐𝜆 − 𝑎𝑏𝑐𝜆)
(1 + 𝑎𝑏)(1 + 𝑏𝑐)(1 + 𝑎𝑏𝑐) 𝐵𝐶

显见命题成立.

例 4.2.2 若已知圆内接四边形的各边边长,求圆的半径 𝑅.

解 为表示的简便,记 𝑙1 = 𝐴𝐵, 𝑙2 = 𝐵𝐶, 𝑙3 = 𝐶𝐷, 𝑙4 = 𝐷𝐴,则根据圆内接四边形边长
的表示 (4.1.6)和半径的表示

𝑙1 = 1 − 𝑏2𝜒2

𝑏(1 − 𝜒2) 𝑙2, 𝑙3 = 1 − 𝑐2𝜒2

𝑐(1 − 𝜒2) 𝑙2

𝑙4 = 𝑏2𝑐2𝜒2 − 1
𝑏𝑐(1 − 𝜒2) 𝑙2, 𝑅 = 𝑖𝜒

𝜒2 − 1𝑙2

消元 𝑏, 𝑐, 𝜒即得

𝑅2 = (𝑙1𝑙2 + 𝑙3𝑙4)(𝑙2𝑙3 + 𝑙1𝑙4)(𝑙1𝑙3 + 𝑙2𝑙4)
(𝑙1 + 𝑙2 + 𝑙3 − 𝑙4)(𝑙2 + 𝑙3 + 𝑙4 − 𝑙1)(𝑙3 + 𝑙4 + 𝑙1 − 𝑙2)(𝑙4 + 𝑙1 + 𝑙2 − 𝑙3)

例 4.2.3 如图,如果凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的边上存在点 𝐸、𝐹、𝐺、𝐻 ,使得各角相等,则
𝐴、𝐵、𝐶、𝐷四点共圆.

𝐸

𝐹

𝐺

𝐻
𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

证明 考虑四边形 𝐸𝐹𝐺𝐻 的表示, 令 𝜆 = 𝐸𝐻 ∶ 𝐸𝐹, 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐸𝐻𝐺, 𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐻𝐸𝐹 , 𝑐 =
𝑒𝑖∠𝐸𝐹𝐺, 𝑑 = 𝑒𝑖∠𝐻𝐺𝐹 ; (𝑎𝑏𝑐𝑑 = 1),则

→
𝐸𝐻 = 𝜆𝑏

→
𝐸𝐹,

→
𝐸𝐺 = 𝑏(𝑎2𝑏 − 𝑎2𝑏𝑐2 + 𝜆 − 𝑎2𝜆)

1 − 𝑎2𝑏2𝑐2
→

𝐸𝐹
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对△𝐴𝐸𝐻 ,因为它的两个内角

∠𝐴𝐻𝐸 = 𝜋
2 − 1

2∠𝐸𝐻𝐺, ∠𝐴𝐸𝐻 = 𝜋
2 − 1

2∠𝐻𝐸𝐹

所以

𝑒𝑖∠𝐴𝐻𝐸 = 𝑖√𝑎, 𝑒𝑖∠𝐴𝐸𝐻 = 𝑖√
𝑏

从而根据三角形的角角边表示 (3.1.7II)知

→
𝐸𝐴 = 1 + 𝑎

1 − 𝑎𝑏
→

𝐸𝐻 = 𝜆(1 + 𝑎)𝑏
1 − 𝑎𝑏

→
𝐸𝐹

同理可知

→
𝐹𝐵 = 1 + 𝑏

1 − 𝑏𝑐
→

𝐹𝐸,
→

𝐺𝐶 = 1 + 𝑐
1 − 𝑐𝑑

→
𝐺𝐹,

→
𝐻𝐷 = 1 + 𝑑

1 − 𝑑𝑎
→

𝐻𝐺

它们转化为以
→

𝐸𝐹 为基向量的表示则是

→
𝐸𝐵 = 𝑏(1 + 𝑐)

𝑏𝑐 − 1
→

𝐸𝐹

→
𝐸𝐶 = 𝑏(𝜆 − 𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝜆𝑎2 + 𝑎2𝑏 + 𝑎2𝑏𝑐)

(1 − 𝑎𝑏)(1 − 𝑎𝑏𝑐)
→

𝐸𝐹

→
𝐸𝐷 = 𝑏(𝜆 + 𝜆𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝜆𝑏𝑐 − 𝜆𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏𝑐2)

(1 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑎𝑏𝑐)
→

𝐸𝐹

由此计算即得

Im(𝐴 − 𝐵
𝐴 − 𝐶

𝐷 − 𝐶
𝐷 − 𝐵 ) = Im ((1 − 𝑏)(1 − 𝑎𝑏𝑐)

(1 − 𝑎𝑏)(1 − 𝑏𝑐)) = 0

因而 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷四点共圆.

又如,关于圆外切四边形,著名的牛顿定理可简单证明如下:

例 4.2.4 (牛顿定理) 圆外切四边形对角线与切点四边形对角线共交点.

𝐵 𝐶𝐹

𝐴
𝐷

𝐸

𝐺

𝐻
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证明 根据圆内切四边形的表示 (4.1.7)

→
𝐵𝐴 = 𝑏(1 − 𝑎𝑏)(1 − 𝑐)

(1 − 𝑎)(1 − 𝑏𝑐)
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 𝑏(1 − 𝑐)(1 + 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐)
(1 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑎𝑏𝑐)

→
𝐵𝐶

计算出对角线 𝐴𝐶、𝐵𝐷的交点 (记为𝑀 )

→
𝐵𝑀 = (1 + 𝑏)(1 − 𝑐)(1 + 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐)

2(1 − 𝑎𝑐)(1 − 𝑏𝑐)
→

𝐵𝐶

又根据圆心 𝐼 的表示
→

𝐵𝐼 = 𝑏(1 − 𝑐)
1 − 𝑏𝑐

→
𝐵𝐶

计算出它在各边上的垂足点 (即圆在各边的切点)为

→
𝐵𝐸 = 𝑏(1 + 𝑏)(1 − 𝑐)

2(1 − 𝑏𝑐)
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐹 = (1 + 𝑏)(1 − 𝑐)
2(1 − 𝑏𝑐)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐺 = (1 − 𝑐)(−1 + 𝑏 + 2𝑏𝑐)

2𝑐(1 − 𝑏𝑐)
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐻 = 𝑏(2 + 𝑎 − 𝑎𝑏)(1 − 𝑐)
2(1 − 𝑏𝑐)

→
𝐵𝐶

验算即知𝑀 同时在 𝐸𝐺和 𝐹𝐻 上.

例 4.2.5 (双心四边形 Fuss 公式) 对于双心四边形,根据其外接圆圆心和内切圆圆心
的表示,容易计算出二者距离 𝑑的表示

𝑑2 = −𝑏𝑐(1 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑏𝑐)(1 − 𝑏 + 𝑐 + 𝑏𝑐)
(1 + 𝑏)2(1 + 𝑐)2(1 − 𝑏𝑐)2 𝐵𝐶2

结合其外接圆半径 𝑅和内切圆半径 𝑟的表示

𝑅 = √𝑏𝑐(1 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑏𝑐)
(1 + 𝑏)2(1 + 𝑐)2(1 − 𝑏𝑐)2 𝐵𝐶

𝑟 = 𝑖(1 − 𝑏)(1 − 𝑐)
2(1 − 𝑏𝑐) 𝐵𝐶

消元 𝑏、𝑐即得
𝑑4 − 2𝑑2𝑟2 − 2𝑑2𝑅2 − 2𝑟2𝑅2 + 𝑅4 = 0

它容易被改写为更简洁的形式

1
𝑟2 = 1

(𝑅 + 𝑑)2 + 1
(𝑅 − 𝑑)2
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4.3 四边形的面积

对于一般的四边形,利用格林公式 (2.4.1)及四边形的表示 (4.1.1),即知其面积

𝑆 = −1
2 Im (

→
𝐵𝐶 ⊗

→
𝐵𝐷 +

→
𝐵𝐷 ⊗

→
𝐵𝐴)

= 𝑖(1 − 𝑎2)(1 − 𝑏2𝑐2)𝜆2 − 2(1 − 𝑎2)𝑏(1 − 𝑐2)𝜆 + (1 − 𝑎2𝑏2)(1 − 𝑐2)
4(1 − 𝑎2𝑏2𝑐2) 𝐵𝐶2

若利用 𝜆 = 𝐴𝐵 ∶ 𝐵𝐶、𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴、𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵、𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶、𝑑 = 𝑒𝑖∠𝐷 及 𝑎𝑏𝑐𝑑 = 1将其转
化为三角函数的表示,则是

𝑆 = 𝐴𝐵2 sin 𝐴 sin (𝐴 + 𝐷) + 2𝐴𝐵 ⋅ 𝐵𝐶 sin 𝐴 sin 𝐶 + 𝐵𝐶2 sin 𝐶 sin (𝐶 + 𝐷)
2 sin 𝐷

一般四边形有两个著名的面积公式.

例 4.3.1 (贝利契纳德公式)

𝑆 = 1
4

√4𝐴𝐶2 ⋅ 𝐵𝐷2 − (𝐴𝐵2 − 𝐵𝐶2 + 𝐶𝐷2 − 𝐷𝐴2)
2

(4.3.1)

例 4.3.2 (一般婆罗摩笈多公式)

𝑆 = √(𝐿 − 𝐴𝐵)(𝐿 − 𝐵𝐶)(𝐿 − 𝐶𝐷)(𝐿 − 𝐷𝐴) − 𝐴𝐵 ⋅ 𝐵𝐶 ⋅ 𝐶𝐷 ⋅ 𝐷𝐴 ⋅ cos2 𝐴 + 𝐶
2 (4.3.2)

其中 𝐿是四边形的半周长 𝐿 = 1
2 (𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 + 𝐷𝐴).

这只需代入边长的表示 (4.1.2)及

cos2 𝐴 + 𝐶
2 = 1

4(√𝑎𝑐 + 1√𝑎𝑐 )
2

= (1 + 𝑎𝑐)2

4𝑎𝑐

化简即成为我们前面得到的面积表示.
另一个俄罗斯人发现的面积公式也比较有名,它曾被称为 “几何定理解析方法的杀

手”.

例 4.3.3 (俄罗斯面积公式)

4𝑆 = (𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 + 𝐷𝐴)2

cot 𝐴
2 + cot 𝐵

2 + cot 𝐶
2 + cot 𝐷

2
− (𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 − 𝐵𝐶 − 𝐷𝐴)2

tan 𝐴
2 + tan 𝐵

2 + tan 𝐶
2 + tan 𝐷

2

它只需再代入

tan
𝐴
2 = 1 − 𝑎

1 + 𝑎𝑖, tan
𝐵
2 = 1 − 𝑏

1 + 𝑏 𝑖, tan
𝐶
2 = 1 − 𝑐

1 + 𝑐 𝑖, tan
𝐷
2 = 1 − 𝑑

1 + 𝑑 𝑖
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化简即可.
这里再例举一些特殊四边形的面积计算式.

例 4.3.4 (圆内接四边形面积)

𝑆 = √(𝐿 − 𝐴𝐵)(𝐿 − 𝐵𝐶)(𝐿 − 𝐶𝐷)(𝐿 − 𝐷𝐴)

其中 𝐿是四边形的半周长.

例 4.3.5 (圆内接四边形面积)

𝑆 =
√

𝐴𝐵 ⋅ 𝐵𝐶 ⋅ 𝐶𝐷 ⋅ 𝐷𝐴 ⋅ sin
𝐴 + 𝐶

2

其中 𝐿是四边形的半周长.

例 4.3.6 (双心四边形面积)

𝑆 =
√

𝐴𝐵 ⋅ 𝐵𝐶 ⋅ 𝐶𝐷 ⋅ 𝐷𝐴

它们不难由贝利契纳德公式或一般婆罗摩笈多公式导出,或根据各自的有理表示予以
证明.

4.4 四边形的特征

在四边形的研究中,人们也发现了一些与四边形密切相关的点,它们具有较为良好
的性质.

例 4.4.1 (密克尔点) 密克尔点一般是用 “完全四边形”À定义的. 这里我们用四边形重
新表述: 如图,延长四边形𝐴𝐵𝐶𝐷的两组对边,分别交于点𝐸和 𝐹 ,则△𝐴𝐵𝐹、△𝐵𝐶𝐸、
△𝐶𝐷𝐹、△𝐷𝐴𝐸 的外接圆交于一点 𝐺,称之为密克尔点.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

𝐺

À完全四边形是指四条直线两两相交,共有六个交点,这四线六点所形成的图形.
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若令
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 𝑤
→

𝐵𝐶,不难求出,点 𝐺有非常简单的形式

→
𝐵𝐺 = 𝑧

1 + 𝑧 − 𝑤
→

𝐵𝐶

在四边形的 (4.1.1)表示下,密克尔点 𝐺则是

→
𝐵𝐺 = 𝑏(1 − 𝑎2𝑏2𝑐2)𝜆

1 − 𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑏𝜆 − 𝑎2𝑏3𝑐2𝜆
→

𝐵𝐶 (4.4.1)

若在复平面上,密克尔点 𝐺又可表示为对称的形式:

𝐺 = 𝐴𝐶 − 𝐵𝐷
(𝐴 + 𝐶) − (𝐵 + 𝐷)

例 4.4.2 (彭赛列点) 对任何一个四点形,任一点到其余三点组成三角形的垂足圆、任
意三点组成三角形的九点圆、三组对边交点组成三角形的外接圆九圆共点，这点称为
这个四点形的彭赛列点.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑃

若令
→

𝐵𝐴 = 𝑧
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 𝑤
→

𝐵𝐶,不难求出,点 𝑃 的表示是

→
𝐵𝑃 = 1

2
𝑧2𝑤̄(1 − 𝑤̄) − ̄𝑧𝑤̄( ̄𝑧 − 𝑤̄) − 𝑤2 ̄𝑧(1 − ̄𝑧)
𝑧𝑤̄(1 − 𝑤̄) − ̄𝑧𝑤̄( ̄𝑧 − 𝑤̄) − 𝑤 ̄𝑧(1 − ̄𝑧)

→
𝐵𝐶

在四边形的 (4.1.1)表示下,彭赛列点 𝑃 则是

→
𝐵𝑃 = (1 + 𝑎2𝑏2)(1 − 𝑐2) + (1 − 𝑎2)𝑏(1 + 𝑏2𝑐2)𝜆

2(1 − 𝑐2 + 𝑏2𝑐2 − 𝑎2𝑏2𝑐2)
→

𝐵𝐶 (4.4.2)

另外有一些特征点，它们仅存在于一些特殊的四边形中.

例 4.4.3 (调和四边形的布洛卡点) 圆内接四边形𝐴𝐵𝐶𝐷内若存在一点𝑃 ,使得∠𝑃𝐴𝐵 =
∠𝑃𝐵𝐶 = ∠𝑃𝐶𝐷 = ∠𝑃 𝐷𝐴, 则 𝐴𝐵𝐶𝐷 是调和四边形. 𝑃 点称为调和四边形的布洛
卡点.
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𝑝 = 4

𝑠 = 2.7

𝑡 = 3.9

𝐴
𝐷

𝐵 𝐶

𝑃

解 若利用圆内接四边形的 𝐴𝐵𝐶𝐷的表示 (4.1.5)

→
𝐵𝐴 = 1 − 𝑏2𝜒2

1 − 𝜒2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 𝑐2 − 1
𝑐2(1 − 𝜒2)

→
𝐵𝐶

设
→

𝐵𝑃 = 𝑧
→

𝐵𝐶,根据 ∠𝑃𝐴𝐵 = ∠𝑃𝐵𝐶 = ∠𝑃𝐶𝐷 = ∠𝑃𝐷𝐴,则有

⎧{{{
⎨{{{⎩

Im(𝑃 − 𝐴
𝐵 − 𝐴 ∶ 𝑃 − 𝐵

𝐶 − 𝐵 ) = Im (1 − 𝑧 − 𝑏2𝜒2 + 𝑧𝜒2

𝑧(1 − 𝑏2𝜒2) ) = 0

Im( 𝑃 − 𝐶
𝐷 − 𝐶 ∶ 𝑃 − 𝐵

𝐶 − 𝐵 ) = Im (𝑐2(1 − 𝑧)(1 − 𝜒2)
𝑧(1 − 𝑐2𝜒2) ) = 0

Im(𝑃 − 𝐷
𝐴 − 𝐷 ∶ 𝑃 − 𝐵

𝐶 − 𝐵 ) = Im (1 − 𝑐2 + 𝑐2𝑧 − 𝑐2𝑧𝜒2

𝑧(1 − 𝑏2𝑐2𝜒2) ) = 0

显然 𝑧 ≠ 0,因此仅当

𝑐2 = 2 − 𝜒2 − 𝑏2𝜒2

𝜒2(1 + 𝑏2 − 2𝑏2𝜒2)
时,方程有解

𝑧 = 2(1 − 𝑏2𝜒2)2

2 − 𝜒2 − 4𝑏2𝜒2 + 𝑏4𝜒2 + 2𝑏2𝜒4

四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的表示为

→
𝐵𝐴 = 1 − 𝑏2𝜒2

1 − 𝜒2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 2(1 − 𝑏2𝜒2)
2 − 𝜒2 − 𝑏2𝜒2

→
𝐵𝐶

正是 (4.1.16)式,这就说明了结论.
在此表示下,调和四边形的布洛卡点 𝑃 的表示为

→
𝐵𝑃 = 2(1 − 𝑏2𝜒2)2

2 − 𝜒2 − 4𝑏2𝜒2 + 𝑏4𝜒2 + 2𝑏2𝜒4
→

𝐵𝐶 (4.4.3)

另外,四边形也有一些较为知名的特征线和特征圆:

牛顿线 延长四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的两组对边, 分别交于点 𝐸 和 𝐹 , 则三条线段 𝐴𝐶、𝐵𝐷、
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𝐸𝐹 的中点共线.

西姆松线 四边形的密克点在各边的垂足共线.

斯坦纳圆 延长四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的两组对边, 分别交于点 𝐸 和 𝐹 , 则 △𝐴𝐵𝐹、△𝐵𝐶𝐸、
△𝐶𝐷𝐹、△𝐷𝐴𝐸 外接圆的圆心,与四边形的密克点五点共圆.

读者可自行导出它们的表示.
也有一些较为复杂的特征,例如四边形的等角共轭点,其定义为四边形内切椭圆的

两个焦点,这些将在后文的圆锥曲线一章再行讨论.

4.5 表示间的关系

同三角形一样,四边形也有多种形式的表示. 例如,对于圆外切四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷,如果

我们设 𝜆 = 𝐵𝐴 ∶ 𝐵𝐶,并设内切圆圆心 𝐼 的表示是
→

𝐵𝐼 = (𝑝 + 𝑞𝑖)
→

𝐵𝐶,则可导出它的一
个表示是:

→
𝐵𝐴 = 𝜆𝑝 + 𝑖𝑞

𝑝 − 𝑖𝑞
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = (𝑝 + 𝑖𝑞)(𝑝 − 𝑖𝑞 − 2𝜆 + 𝑝𝜆 + 𝑖𝑞𝜆)
𝑝2 + 𝑞2 − 𝜆

→
𝐵𝐶

它与 (4.1.7)之间是如下的双有理变换关系:

⎧{{
⎨{{⎩

𝜆 = (1 − 𝑎𝑏)(1 − 𝑐)
(1 − 𝑎)(1 − 𝑏𝑐) , 𝑝 = (1 + 𝑏)(1 − 𝑐)

2(1 − 𝑏𝑐) , 𝑞 = 𝑖(1 − 𝑏)(1 − 𝑐)
2(1 − 𝑏𝑐)

𝑎 = 𝜆 − 𝑝 + 𝑖𝑞
𝜆 − 𝑝 − 𝑖𝑞 , 𝑏 = 𝑝 + 𝑖𝑞

𝑝 − 𝑖𝑞 , 𝑐 = 1 − 𝑝 + 𝑖𝑞
1 − 𝑝 − 𝑖𝑞

又如,若圆外切四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷位于复平面上,假定它的内切圆是单位圆,则各顶点
可表示为

𝐴 = 2
𝛼 + 𝛽 , 𝐵 = 2

𝛽 + 𝛾 , 𝐶 = 2
𝛾 + 𝛿 , 𝐷 = 2

𝛿 + 𝛼
其中 |𝛼| = |𝛽| = |𝛾| = |𝛿| = 1. 它与 (4.1.7)之间也存在双有理变换关系:

⎧{
⎨{⎩

𝑎 = −𝛽
𝛼, 𝑏 = −𝛾

𝛽 , 𝑐 = − 𝛿
𝛾

𝛼 = − 𝛿
𝑎𝑏𝑐 , 𝛽 = 𝛿

𝑏𝑐 , 𝛾 = −𝛿
𝑐

也就是说,对于同一个几何图形À,如果它有两组不同的适当的有理表示,则表示之
间存在双有理变换关系.

À对于这里的圆外切四边形而言,所指的图形由四个顶点和内切圆的圆心构成.
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4.6 表示的深化讨论

同三角形的理由一样,这里我们着重研究四边形相关的三角形内心的有理表示,同
时也讨论一些类伪内切圆的表示.

根据前面的讨论,如果三角形两个内角的单位复数值有有理表示,则该三角形的内
心可有理地表示. 或者,根据内心的重心坐标表示,若三角形的边长可有理地表示,则其
内心也可有理地表示. 因此,我们通常只需讨论三角形内角的单位复数值的有理化或边
长的有理化即可. 当然,也可直接根据内心的方程 (3.11.2),讨论方程解的有理化.

4.6.1 四边形的顶点三角形

定义 4.6.1 四边形的三个顶点连线构成的三角形称为四边形的顶点三角形.

对于一般四边形, 在表示 (4.1.3) 之下, 四条边及一条对角线之长可有理地表示出来
(4.1.4),因此,若能有理地表示另一条对角线之长,则四边形的所有顶点三角形的内心可
同时有理地表示.

命题 4.6.2 圆内接四边形的顶点三角形的内心可同时有理地表示. 在 (4.1.5)的表示下,
若记四个顶点三角形△𝐴𝐵𝐶、△𝐵𝐶𝐷、△𝐶𝐷𝐴、△𝐷𝐴𝐵 的内心分别为 𝐼1、𝐼2、𝐼3、
𝐼4,则

→
𝐵𝐼1 = 1 + 𝑏𝜒

1 + 𝜒
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼2 = 𝑐 − 1
𝑐(1 + 𝜒)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐼3 = 𝑐 + 𝜒 + 𝑏𝜒 + 𝑏𝑐𝜒2

𝑐(1 − 𝜒2)
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼4 = (1 + 𝑐)(1 + 𝑏𝜒)
𝑐(1 − 𝜒2)

→
𝐵𝐶

(4.6.1)

根据这个表示, 我们立即可得结论À: 𝐼1 − 𝐼2 + 𝐼3 − 𝐼4 = 0, 即圆内接四边形的顶点
三角形的内心构成一个矩形. 另外一个关系式是四个顶点三角形的内切圆半径满足:
𝑟1 − 𝑟2 + 𝑟3 − 𝑟4 = 0,读者可自行证明.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

命题 4.6.3 圆外切四边形的顶点三角形的内心可同时有理地表示. 记四个顶点三角形
△𝐴𝐵𝐶、△𝐵𝐶𝐷、△𝐶𝐷𝐴、△𝐷𝐴𝐵的内心分别为 𝐼1、𝐼2、𝐼3、𝐼4,若 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐶,则在

À16-18世纪的日本寺庙中,曾盛行欧氏几何学的研究,许多几何发现被记录于 “算额”之上,它们被称为小
日本寺庙几何,这个命题是其中之一.



cre
ass

on

164 第 4章 四边形

(4.1.11)的表示下,它们可同时有理地表示:

→
𝐵𝐼1 = 1 + 𝑏𝜒

1 + 𝜒
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐼2 = 2𝜅(𝜅2 − 𝑏)(1 − 𝑏2𝜒2)
(1 + 𝜅)(−2𝑏𝜅 + 𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 − 2𝑏2𝜅𝜒2)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐼3 = (1 + 𝑏𝜒)(𝜅2 − 𝑏𝜅2 − 2𝑏2𝜒 + 2𝑏𝜅2𝜒 − 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 + 2𝑏𝜅2𝜒2 − 2𝑏2𝜅2𝜒2)

(1 + 𝜒)(𝜅2 − 𝑏𝜅2 − 2𝑏2𝜒 + 2𝑏𝜅2𝜒 + 𝑏2𝜒2 − 𝑏3𝜒2)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐼4 = 2𝑏𝜅(𝜅2 − 𝑏)(1 − 𝑏2𝜒2)
(𝑏 + 𝜅)(−2𝑏𝜅 + 𝜅2 + 𝑏𝜅2 + 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 − 2𝑏2𝜅𝜒2)

→
𝐵𝐶

(4.6.2)

其他四边形的顶点三角形可作类似的讨论.

4.6.2 对角线的交点三角形

定义 4.6.4 四边形的对角线交点,与四边形的其中一边的两个顶点构成的三角形称为
四边形的交点三角形.

命题 4.6.5 对于圆内接四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷, 设它的对角线交点为 𝑀 , 记四个对角线的交
点三角形△𝐴𝐵𝑀、△𝐵𝐶𝑀、△𝐶𝐷𝑀、△𝐷𝐴𝑀 的内心分别为 𝐼5、𝐼6、𝐼7、𝐼8,则在
(4.1.5)的表示下,它们可同时有理地表示:

→
𝐵𝐼5 = 1 − 𝑏2𝜒2

(1 + 𝜒)(1 + 𝑏𝑐𝜒2)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐼6 = 1 + 𝑏𝜒
1 − 𝑏𝑐𝜒2

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐼7 = 𝑐 + 𝑏𝜒 + 𝑐𝜒 + 𝑏𝑐2𝜒2

𝑐(1 + 𝜒)(1 + 𝑏𝑐𝜒2)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐼8 = (1 + 𝑏𝜒)(𝑐 + 𝜒 − 𝑏𝑐𝜒 − 𝑏𝑐2𝜒2)
𝑐(1 − 𝜒2)(1 − 𝑏𝑐𝜒2)

→
𝐵𝐶

(4.6.3)

定义 4.6.6 设四边形内接于 ⊚𝑂,若一圆内切于 ⊚𝑂并与两条对角线相切,则称其为圆
内接四边形的第二类伪内切圆.

显然,圆内接四边形共有四个第二类伪内切圆.

命题 4.6.7 对于圆内接四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷,设它的对角线交点为𝑀 ,记 ∠𝐴𝑀𝐵、∠𝐵𝑀𝐶、
∠𝐶𝑀𝐷、∠𝐷𝑀𝐴内的第二类伪内切圆圆心分别为 𝐼9、𝐼10、𝐼11、𝐼12,则在 (4.1.5)的表
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示下,它们可同时有理地表示:

→
𝐵𝐼9 = (1 + 𝑏𝜒)(1 + 𝜒 − 𝑏𝜒 + 𝑏𝜒2 + 2𝑏𝑐𝜒2)

(1 + 𝜒)(1 + 𝑏𝑐𝜒2)2
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝐼10 = (1 + 𝑏𝜒)(1 + 𝜒 − 𝑏𝜒 + 𝑏𝜒2 − 2𝑏𝑐𝜒2)

(1 + 𝜒)(−1 + 𝑏𝑐𝜒2)2
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝐼11 = (1 − 𝑏𝜒)(1 + 𝜒 + 𝑏𝜒 − 𝑏𝜒2 + 2𝑏𝑐𝜒2)

(1 + 𝜒)(1 + 𝑏𝑐𝜒2)2
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝐼12 = (1 + 𝑏𝜒)(1 − 𝜒 − 𝑏𝜒 − 𝑏𝜒2 − 2𝑏𝑐𝜒2)

(1 − 𝜒)(1 − 𝑏𝑐𝜒2)2
→

𝐵𝐶

(4.6.4)

一个综合了圆内接四边形的顶点三角形内切圆与第二类伪内切圆的命题是

例 4.6.8 (Sawayama’s Lemma) 四边形𝐴𝐵𝐶𝐷内接于圆𝑂、𝐼、𝐽为△𝐴𝐵𝐶、△𝐷𝐵𝐶
内心, ⊚𝑃 分别与 𝐵𝐷、𝐴𝐶 相切于点 𝐸、𝐹 ,与圆 𝑂内切于点 𝐺. 则 𝐸、𝐹、𝐼、𝐽 四点
共线.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑀

𝐼 𝐽
𝐸 𝐹

证明 这里我们直接利用前面已得到的圆内接四边形的各特征点在 (4.1.5)下的表示：

→
𝐵𝐼 = 1 + 𝑏𝜒

1 + 𝜒
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐽 = 𝑐 − 1
𝑐(1 + 𝜒)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝑃 = (1 + 𝑏𝜒)(1 + 𝜒 − 𝑏𝜒 + 𝑏𝜒2 − 2𝑏𝑐𝜒2)

(1 + 𝜒)(−1 + 𝑏𝑐𝜒2)2
→

𝐵𝐶

𝑃 在对角线上的投影点 𝐸、𝐹 为

→
𝐵𝐸 = (𝑐 − 1)(1 + 𝑏𝜒)

𝑐(1 + 𝜒)(1 − 𝑏𝑐𝜒2)
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝐸 = (1 + 𝑏𝜒)(1 + 𝜒 − 𝑏𝜒 − 𝑏𝑐𝜒2)

(1 + 𝜒)(1 − 𝑏𝑐𝜒2)
→

𝐵𝐶

由此容易验证 𝐸、𝐹、𝐼、𝐽 四点共线.
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命题 4.6.9 对于圆外切四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷, 设它的对角线交点为 𝑀 , 记四个对角线的
交点三角形△𝐴𝐵𝑀、△𝐵𝐶𝑀、△𝐶𝐷𝑀、△𝐷𝐴𝑀 的内心分别为 𝐼5、𝐼6、𝐼7、𝐼8,若
𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐶,则在 (4.1.11)的表示下,它们可同时有理地表示:

→
𝐵𝐼5 = 𝜅(1 − 𝑏2𝜒2)

(1 + 𝜒)(𝜅 − 𝑏𝜒)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐼6 = 𝜅(1 + 𝑏𝜒)
𝜅 + 𝑏𝜒

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐼7 = 𝜅(1 + 𝑏𝜒)(2𝑏𝜅 − 𝜅2 − 𝑏𝜅2 − 2𝑏2𝜒 + 2𝑏𝜅2𝜒 − 𝑏2𝜒2 + 𝑏3𝜒2 + 2𝑏2𝜅𝜒2 − 2𝑏2𝜅2𝜒2)

(𝜅 − 𝑏𝜒)(2𝑏𝜅 − 𝜅2 − 𝑏𝜅2 − 𝑏2𝜒2 − 𝑏3𝜒2 + 2𝑏2𝜅𝜒2)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐼8 = 𝜅(1 − 𝑏2𝜒2)(2𝑏𝜅 − 𝜅2 − 𝑏𝜅2 + 2𝑏2𝜒 − 2𝑏𝜅2𝜒 + 𝑏2𝜒2 − 𝑏3𝜒2 + 2𝑏2𝜅𝜒2 − 2𝑏𝜅2𝜒2)
(1 + 𝜒)(𝜅 + 𝑏𝜒)(2𝑏𝜅 − 𝜅2 − 𝑏𝜅2 − 𝑏2𝜒2 − 𝑏3𝜒2 + 2𝑏2𝜅𝜒2)

→
𝐵𝐶

(4.6.5)

由此不难证明圆外切四边形的一个性质: 对角线的交点三角形的四内心共圆.

𝐵 𝐶

𝐴

𝐷

我们再来看一个特殊四边形的例子.

例 4.6.10 设四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷是凸四边形且 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷 = 𝐴𝐷, 𝐴𝐵、𝐶𝐷的中点分别为
𝐸、𝐹 ,对角线 𝐴𝐶 与 𝐵𝐷交于点 𝑂 . 求证：△𝐴𝑂𝐷的内切圆与 𝑂𝐴、𝑂𝐷的切点在直
线 𝐸𝐹 上.

𝑎 = 3

𝑠 = 1.3

𝑡 = 1.5

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸
𝐹

𝑂
𝐺 𝐻
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证明 利用四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的表示 (4.1.1),计算得到

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝐴𝐶2 = (𝑏 − 𝜆)(1 − 𝑏𝜆)
𝑏 𝐵𝐶2

𝐵𝐷2 = 𝑏(𝑎2𝑏 − 𝑎2𝑏𝑐2 + 𝜆 − 𝑎2𝜆)(1 − 𝑐2 + 𝑏𝑐2𝜆 − 𝑎2𝑏𝑐2𝜆)
(1 − 𝑎𝑏𝑐)2(1 + 𝑎𝑏𝑐)2 𝐵𝐶2

𝐴𝐷2 = 𝑎2(𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝜆 + 𝑏2𝑐2𝜆)2

(1 − 𝑎𝑏𝑐)2(1 + 𝑎𝑏𝑐)2 𝐵𝐶2

由 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷 = 𝐴𝐷则可解出

𝜆 = 𝑏(1 + 𝑏2𝑐4)
1 + 𝑏2𝑐2 + 𝑏4𝑐4 , 𝑎2 = 1 − 𝑐2 + 𝑏2𝑐2

𝑐2(1 − 𝑏2 + 𝑏2𝑐2)

从而知该四边形有表示

→
𝐵𝐴 = 𝑏2(1 + 𝑏2𝑐4)

(1 − 𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2)(1 + 𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐷 = 𝑏2𝑐2(1 − 𝑏2 + 𝑏2𝑐2)
(1 − 𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2)(1 + 𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2)

→
𝐵𝐶

四边形对角线交点 𝑂的表示为

→
𝐵𝑂 = 𝑏2(1 − 𝑏2)𝑐2(1 + 𝑏2𝑐4)

(1 − 𝑏2𝑐2)(1 + 𝑏2𝑐2)(1 − 𝑐2 + 𝑏2𝑐2)
→

𝐵𝐶

根据三角形内心的方程式 (3.11.2)即可求出△𝐴𝑂𝐷的内心 𝐼

→
𝐵𝐼 = 𝑏4𝑐2 + 𝑏6𝑐6

−1 + 𝑏6𝑐6
→

𝐵𝐶

进而可计算出 𝐼 在 𝐴𝐶、𝐵𝐷两边的投影点 𝐺和 𝐻:

→
𝐵𝐺 = (1 + 𝑏2𝑐4)(1 − 𝑏4𝑐2 + 2𝑏4𝑐4 − 2𝑏6𝑐4)

2(1 − 𝑏2𝑐2)(1 − 𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2)(1 + 𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2)(1 − 𝑐2 + 𝑏2𝑐2)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐻 = 𝑏2𝑐2(1 − 2𝑏2 + 2𝑏2𝑐2 − 𝑏4𝑐2)(1 + 𝑏2𝑐4)
2(1 − 𝑏2𝑐2)(1 − 𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2)(1 + 𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2)(1 − 𝑐2 + 𝑏2𝑐2)

→
𝐵𝐶

不难验证 𝐺、𝐻 与 𝐴𝐵的中点 𝐸 和 𝐶𝐷的中点 𝐹 是共线的.

注记 4.6.11 若根据题设条件,以
→

𝐷𝐴为基向量,证明会简短很多.
令 𝑝 = 𝑒𝑖∠𝐴𝐷𝐵, 𝑞 = 𝑒𝑖∠𝐶𝐴𝐷,则因△𝐴𝐵𝐷、△𝐴𝐶𝐷是等腰三角形而有表示

→
𝐷𝐵 = 𝑝

→
𝐷𝐴,

→
𝐷𝐶 = 𝑞 − 1

𝑞
→

𝐷𝐴
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又根据角度可直接得到△𝐴𝑂𝐷内心 𝐼 的表示

→
𝐷𝐼 = 𝑝(1 − 𝑞)

1 − 𝑝𝑞
→

𝐷𝐴

进而求出 𝐼 在对角线 𝐴𝐶、𝐵𝐷上的投影点 𝐺、𝐻

→
𝐷𝐺 = (1 − 𝑞)(−1 + 𝑝 + 2𝑝𝑞)

2𝑞(1 − 𝑝𝑞)
→

𝐷𝐴,
→

𝐷𝐻 = 𝑝(1 + 𝑝)(1 − 𝑞)
2(1 − 𝑝𝑞)

→
𝐷𝐴

验证即知它们与 𝐴𝐵、𝐶𝐷的中点共线.
𝑝、𝑞与 𝑏2、𝑐2 存在双有理变换关系:

⎧{
⎨{⎩

𝑝 = −𝑐2(1 − 𝑏2 + 𝑏2𝑐2)
1 − 𝑐2 + 𝑏2𝑐2 , 𝑞 = −𝑏2(1 − 𝑐2 + 𝑏2𝑐2)

1 − 𝑏2 + 𝑏2𝑐2

𝑏2 = −𝑞(1 − 𝑝 + 𝑝𝑞)
1 − 𝑞 + 𝑝𝑞 , 𝑐2 = −𝑝(1 − 𝑞 + 𝑝𝑞)

1 − 𝑝 + 𝑝𝑞

4.6.3 四边形的外点三角形

定义 4.6.12 如果一点在四边形的外部,该点与四边形其中一边的两个顶点连线构成三
角形称为四边形的外点三角形.

例 4.6.13 圆外切四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝑃 是四边形外的一点,若 ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐶𝑃𝐷,则四个
小三角形△𝐴𝑃𝐵, △𝐵𝑃𝐶, △𝐶𝑃𝐷, △𝐷𝑃𝐴的内心共圆.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑃

证明 我们只需设法使得四个小三角形所涉及各边边长有理表示,则可获得它们内心的
有理表示. 根据圆外切四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的表示 (4.1.7), 𝐴𝐵、𝐵𝐶、𝐶𝐷、𝐷𝐴的表示已是
有理形式,因而只需再将 𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶、𝑃𝐷也有理地表示即可. 对于△𝑃𝐵𝐶,若令
𝑝 = 𝑒𝑖∠𝐵𝑃𝐶 , 𝑞 = 𝑒𝑖(∠𝐵𝑃𝐶+∠𝑃𝐵𝐶),则它有表示

→
𝐵𝑃 = 1 − 𝑞2

1 − 𝑝2
→

𝐵𝐶
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并且两边 𝑃𝐵、𝑃𝐶 的表示也是有理的

𝑃𝐵 = 𝑝(1 − 𝑞2)
(1 − 𝑝2)𝑞 𝐵𝐶, 𝑃𝐶 = (𝑝2 − 𝑞2)

(1 − 𝑝2)𝑞 𝐵𝐶

而由命题的条件 ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐶𝑃 𝐷,即

Im
(𝑃 − 𝐴)(𝑃 − 𝐶)
(𝑃 − 𝐵)(𝑃 − 𝐷) = 0

又可得到关于 𝑎的一次方程,解出

𝑎 = (1 − 𝑏 + 𝑏𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2)(𝑏𝑝2 − 𝑏2𝑐𝑝2 − 𝑞2 + 𝑐𝑞2 − 𝑏𝑐2𝑝2𝑞2 + 𝑏2𝑐2𝑝2𝑞2)
𝑏(1 − 𝑏 + 𝑏2𝑐𝑝2 − 𝑏2𝑐2𝑝2 − 𝑐𝑞2 + 𝑏𝑐2𝑞2)(𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2 − 𝑞2 + 𝑐𝑞2 − 𝑐𝑝2𝑞2 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞2)

计算即知, 𝑃𝐴、𝑃𝐷也可有理地表示出来.

𝑃𝐴 = (𝑏2𝑝2 − 𝑞2)(1 − 𝑏 + 𝑏𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2)(𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2 − 𝑞2 + 𝑐𝑞2 − 𝑐𝑝2𝑞2 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞2)

( (1 − 𝑝2)𝑞(𝑏𝑝2 − 𝑏2𝑐𝑝2 − 𝑞 + 𝑏𝑞 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞 − 𝑏2𝑐𝑝2𝑞 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2)
(𝑏𝑝2 − 𝑏2𝑐𝑝2 + 𝑞 − 𝑏𝑞 − 𝑏𝑐𝑝2𝑞 + 𝑏2𝑐𝑝2𝑞 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2))

𝐵𝐶

𝑃𝐷 = 𝑝(1 − 𝑐2𝑞2)(1 − 𝑏 + 𝑏𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2)(𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2 − 𝑞2 + 𝑐𝑞2 − 𝑐𝑝2𝑞2 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞2)

( (1 − 𝑝2)𝑞(𝑝 − 𝑏𝑐𝑝 − 𝑞 + 𝑐𝑞 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞 − 𝑏𝑐2𝑝2𝑞 − 𝑐𝑝𝑞2 + 𝑏𝑐2𝑝𝑞2)
(𝑝 − 𝑏𝑐𝑝 + 𝑞 − 𝑐𝑞 − 𝑏𝑐𝑝2𝑞 + 𝑏𝑐2𝑝2𝑞 − 𝑐𝑝𝑞2 + 𝑏𝑐2𝑝𝑞2))

𝐵𝐶

从而得到各小三角形内心的有理表示À:

⎧{{{{{{
⎨{{{{{{⎩

→
𝑃𝐼1 = (𝑏𝑝 − 𝑞)(1 + 𝑞)(1 − 𝑏 + 𝑏𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2)

(𝑝 − 𝑞)(𝑝 + 𝑞)(𝑏𝑝2 − 𝑏2𝑐𝑝2 − 𝑞 + 𝑏𝑞 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞 − 𝑏2𝑐𝑝2𝑞 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2)
→

𝑃𝐶
→

𝑃𝐼2 = 1 + 𝑞
𝑝 + 𝑞

→
𝑃𝐶

→
𝑃𝐼3 = 𝑝(1 + 𝑐𝑞)(1 − 𝑏 + 𝑏𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2)

(𝑝 + 𝑞)(𝑝 − 𝑏𝑐𝑝 − 𝑞 + 𝑐𝑞 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞 − 𝑏𝑐2𝑝2𝑞 − 𝑐𝑝𝑞2 + 𝑏𝑐2𝑝𝑞2)
→

𝑃𝐶
→

𝑃𝐼4 = 𝑝(𝑏𝑝 − 𝑞)(1 + 𝑐𝑞)(1 − 𝑏 + 𝑏𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2)2

((𝑝2 − 𝑞2)(𝑏𝑝2 − 𝑏2𝑐𝑝2 − 𝑞 + 𝑏𝑞 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞 − 𝑏2𝑐𝑝2𝑞 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2)
(𝑝 − 𝑏𝑐𝑝 − 𝑞 + 𝑐𝑞 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞 − 𝑏𝑐2𝑝2𝑞 − 𝑐𝑝𝑞2 + 𝑏𝑐2𝑝𝑞2))

→
𝑃𝐶

进而计算即知这四内心共圆.

À这里为了使书写简短,改以
→

𝑃𝐶 为基向量进行表示.
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4.6.4 四边形的内点三角形

定义 4.6.14 如果一点在四边形的内部,该点与四边形其中一边的两个顶点连线构成三
角形称为四边形的内点三角形.

例 4.6.15 如图,设 𝑃 , 𝑄是凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷内两点,且 ∠𝑃𝐴𝐵 = ∠𝑄𝐴𝐷、∠𝑃𝐵𝐴 =
∠𝑄𝐵𝐶、∠𝑃𝐶𝐵 = ∠𝑄𝐶𝐷. 求证：

√𝑃𝐴 ⋅ 𝑃𝐶 ⋅ 𝑄𝐴 ⋅ 𝑄𝐶 + √𝑃𝐵 ⋅ 𝑃𝐷 ⋅ 𝑄𝐵 ⋅ 𝑄𝐷 =√
𝐴𝐵 ⋅ 𝐵𝐶 ⋅ 𝐶𝐷 ⋅ 𝐷𝐴.

𝐵

𝑘 = 4.5
𝑝 = 0.67

𝑠 = 0.8

𝐴

𝐶

𝑡 = 2.8
𝑢 = 0.6
𝑣 = 0.9

𝐷

𝑄𝑃

证明 令 𝜆 = 𝐴𝐵
𝐵𝐶 , 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴, 𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵, 𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶 ,则四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷有表示:

→
𝐵𝐴 = 𝜆𝑏

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐷 = 𝑏(𝑎2𝑏 − 𝑎2𝑏𝑐2 + 𝜆 − 𝑎2𝜆)

1 − 𝑎2𝑏2𝑐2
→

𝐵𝐶

再令 𝑝 = 𝑒𝑖∠𝑃𝐵𝐶 , 𝑞 = 𝑒𝑖∠𝑃𝐶𝐵,则

→
𝐵𝑃 = 𝑝2(1 − 𝑞2)

1 − 𝑝2𝑞2
→

𝐵𝐶

根据 ∠𝑃𝐵𝐴 = ∠𝑄𝐵𝐶 和 ∠𝑃𝐶𝐵 = ∠𝑄𝐶𝐷又知

𝑒𝑖∠𝑄𝐵𝐶 = 𝑒𝑖(∠𝐵−∠𝑃𝐵𝐶) = 𝑏
𝑝 , 𝑒𝑖∠𝑄𝐶𝐵 = 𝑒𝑖(∠𝐶−∠𝑃𝐶𝐵) = 𝑐

𝑞

因而点 𝑄有表示:
→

𝐵𝑄 = 𝑏2(𝑐2 − 𝑞2)
𝑏2𝑐2 − 𝑝2𝑞2

→
𝐵𝐶

再根据 ∠𝐵𝐴𝑃 = ∠𝑄𝐴𝐷得到

𝑎2 = (𝑏𝑐2 − 𝑏𝑞2 − 𝑏2𝑐2𝜆 + 𝑝2𝑞2𝜆)(𝑝2 − 𝑝2𝑞2 − 𝑏𝜆 + 𝑏𝑝2𝑞2𝜆)
𝑏(𝑏 − 𝑏𝑞2 − 𝜆 + 𝑝2𝑞2𝜆)(𝑏𝑐2𝑝2 − 𝑏𝑝2𝑞2 − 𝑏2𝑐2𝜆 + 𝑝2𝑞2𝜆)

将其整体代入点 𝐷的表示化简,则有:

→
𝐵𝐷 = 𝑏𝑐2𝑝2 − 𝑏𝑝2𝑞2 − 𝑏𝑐2𝑝2𝑞2 + 𝑏𝑝2𝑞4 − 𝑏2𝑐2𝜆 + 𝑏2𝑞2𝜆 − 𝑏2𝑝2𝑞2𝜆 + 𝑏2𝑐2𝑝2𝑞2𝜆 + 𝑝4𝑞2𝜆 − 𝑝4𝑞4𝜆

𝑏𝑐2𝑝2 − 𝑏𝑝2𝑞2 − 𝑏𝑐2𝑝2𝑞2 + 𝑏𝑝2𝑞4 − 𝑏2𝑐2𝜆 + 𝑝2𝑞2𝜆 + 𝑏2𝑐2𝑝2𝑞2𝜆 − 𝑝4𝑞4𝜆
→

𝐵𝐶
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至此,图中所有点均已有理表示,各线段长可以方便地计算出来. 待证的等式亦可约化
为一个简单的代数恒等式而获证.

例 4.6.16 圆外切四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝑃 是四边形内的一点,记四边形对角线的交点为𝑀 ,
若 ∠𝐵𝑃𝐶 + ∠𝐷𝑃𝐴 = 2∠𝐵𝑀𝐶,则四个小三角形△𝐴𝑃𝐵, △𝐵𝑃𝐶, △𝐶𝑃𝐷, △𝐷𝑃𝐴的
内心共圆.

𝐵 𝐶

𝑝 = 2.0311

𝑞 = 1.5427

𝐴
𝐷

𝑀

𝑚 = 2.054

𝑛 = 1.141

𝑃

证明 首先我们尝试有理地表示图中各点,记 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴、𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵、𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶 ,则圆外切
四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的表示为：

→
𝐵𝐴 = 𝑏(1 − 𝑎𝑏)(1 − 𝑐)

(1 − 𝑎)(1 − 𝑏𝑐)
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = 𝑏(1 − 𝑐)(1 + 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐)
(1 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑎𝑏𝑐)

→
𝐵𝐶

其对角线交点𝑀 有表示:

→
𝐵𝑀 = (1 + 𝑏)(1 − 𝑐)(1 + 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐)

2(1 − 𝑎𝑐)(1 − 𝑏𝑐)
→

𝐵𝐶

对于形内的点 𝑃 ,记 𝑝 = 𝑒𝑖∠𝐵𝑃𝐶 , 𝑞 = 𝑒𝑖∠𝑃𝐵𝐶 ,则有

→
𝐵𝑃 = 1 − 𝑝2𝑞2

1 − 𝑝2
→

𝐵𝐶

前面我们已知: 为了有理地表示三角形的内心, 需要获得三角形内角的表示. 不妨设
𝑒𝑖∠𝐴𝑃𝐵 = 𝑧、𝑒𝑖∠𝐷𝑃𝐴 = 𝑤,则由角度关系可知四个小三角形的所有内角表示,兹列如下:

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

△𝑃𝐴𝐵 ∶ 𝑒𝑖∠𝐴𝑃𝐵 = 𝑧, 𝑒𝑖∠𝐴𝐵𝑃 = 𝑏
𝑞 , 𝑒𝑖∠𝑃𝐴𝐵 = −𝑞

𝑧𝑏
△𝑃𝐵𝐶 ∶ 𝑒𝑖∠𝐵𝑃𝐶 = 𝑝, 𝑒𝑖∠𝑃𝐵𝐶 = 𝑞, 𝑒𝑖∠𝑃𝐶𝐵 = −1

𝑝𝑞
△𝑃𝐶𝐷 ∶ 𝑒𝑖∠𝑃𝐶𝐷 = −𝑐𝑝𝑞, 𝑒𝑖∠𝐶𝑃𝐷 = 1

𝑝𝑧𝑤, 𝑒𝑖∠𝐶𝐷𝑃 = 𝑤𝑧
𝑐𝑞

△𝑃𝐷𝐴 ∶ 𝑒𝑖∠𝑃𝐴𝐷 = −𝑧𝑎𝑏
𝑞 , 𝑒𝑖∠𝐷𝑃𝐴 = 𝑤, 𝑒𝑖∠𝐴𝐷𝑃 = 𝑞

𝑎𝑏𝑤𝑧
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于是四内心可分别表示为:

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

→
𝑃𝐼1 = 𝑞 + 𝑏𝑧

𝑏 + 𝑞
→

𝑃𝐴 = 𝑞 − 𝑏
𝑞 − 𝑏𝑧

→
𝑃𝐵

→
𝑃𝐼2 = 𝑝(1 − 𝑞)

1 − 𝑝𝑞
→

𝑃𝐵 = 1 + 𝑝𝑞
𝑝(1 + 𝑞)

→
𝑃𝐶

→
𝑃𝐼3 = 1 + 𝑐𝑝𝑞

𝑝(𝑐𝑞 + 𝑤𝑧)
→

𝑃𝐶 = 𝑝(𝑤𝑧 − 𝑐𝑞)
1 − 𝑐𝑝𝑞

→
𝑃𝐷

→
𝑃𝐼4 = 𝑞 − 𝑎𝑏𝑤𝑧

𝑞 − 𝑎𝑏𝑧
→

𝑃𝐷 = 𝑞 + 𝑎𝑏𝑧
𝑞 + 𝑎𝑏𝑤𝑧

→
𝑃𝐴

若四内心共圆,则它们的交比应为实数. 根据上述内心的两种表示,计算得到

𝐼1 − 𝐼2
𝐼1 − 𝐼4

𝐼3 − 𝐼4
𝐼3 − 𝐼2

=

⎛⎜
⎝

𝑝(1 + 𝑞)(𝑏 + 𝑞)(𝑐𝑞 + 𝑤𝑧)(𝑞 + 𝑎𝑏𝑤𝑧)(𝑞 − 𝑏 − 𝑝𝑞 + 𝑏𝑝𝑞 + 𝑏𝑝𝑧 − 𝑏𝑝𝑞𝑧)
(𝑞 − 𝑎𝑏𝑐𝑝𝑞𝑧 − 𝑎𝑏𝑤𝑧 − 𝑝𝑞𝑤𝑧 + 𝑎𝑏𝑐𝑝𝑞𝑤𝑧 + 𝑎𝑏𝑝𝑤𝑧2)

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

𝑏(1 − 𝑝𝑞)(1 − 𝑐𝑝𝑞)(𝑞 − 𝑏𝑧)(𝑞 − 𝑎𝑏𝑧)(1 + 𝑞 − 𝑐𝑞 + 𝑐𝑝𝑞 − 𝑤𝑧 − 𝑝𝑞𝑤𝑧)
(𝑞 + 𝑎𝑏𝑧 − 𝑞𝑧 + 𝑎𝑞𝑧 − 𝑎𝑞𝑤𝑧 − 𝑎𝑏𝑤𝑧2)

⎞⎟
⎠

(𝑃 − 𝐵)(𝑃 − 𝐷)
(𝑃 − 𝐴)(𝑃 − 𝐶)

因为
(𝑃 − 𝐵)(𝑃 − 𝐷)
(𝑃 − 𝐴)(𝑃 − 𝐶) = |𝑃 𝐵| ⋅ |𝑃𝐷|

|𝑃𝐴| ⋅ |𝑃𝐶| 𝑒−𝑖(∠𝐵𝑃𝐶+∠𝐷𝑃𝐴) = |𝑃𝐴| ⋅ |𝑃𝐶|
|𝑃𝐵| ⋅ |𝑃𝐷|

1
𝑝𝑤

所以待证目标等价于证明

⎛⎜
⎝

(1 + 𝑞)(𝑏 + 𝑞)(𝑐𝑞 + 𝑤𝑧)(𝑞 + 𝑎𝑏𝑤𝑧)(𝑞 − 𝑏 − 𝑝𝑞 + 𝑏𝑝𝑞 + 𝑏𝑝𝑧 − 𝑏𝑝𝑞𝑧)
(𝑞 − 𝑎𝑏𝑐𝑝𝑞𝑧 − 𝑎𝑏𝑤𝑧 − 𝑝𝑞𝑤𝑧 + 𝑎𝑏𝑐𝑝𝑞𝑤𝑧 + 𝑎𝑏𝑝𝑤𝑧2)

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

𝑏(1 − 𝑝𝑞)(1 − 𝑐𝑝𝑞)𝑤(𝑞 − 𝑏𝑧)(𝑞 − 𝑎𝑏𝑧)(1 + 𝑞 − 𝑐𝑞 + 𝑐𝑝𝑞 − 𝑤𝑧 − 𝑝𝑞𝑤𝑧)
(𝑞 + 𝑎𝑏𝑧 − 𝑞𝑧 + 𝑎𝑞𝑧 − 𝑎𝑞𝑤𝑧 − 𝑎𝑏𝑤𝑧2)

⎞⎟
⎠

∈ ℝ

也即左方式子与其共轭之比等于 1:

⎛⎜
⎝

(𝑏 − 𝑞 + 𝑝𝑞 − 𝑏𝑝𝑞 − 𝑏𝑝𝑧 + 𝑏𝑝𝑞𝑧)(𝑐 + 𝑐𝑝𝑞 − 𝑤𝑧 + 𝑝𝑤𝑧 − 𝑐𝑝𝑤𝑧 − 𝑐𝑝𝑞𝑤𝑧)
(𝑞 + 𝑏𝑧 − 𝑏𝑤𝑧 + 𝑎𝑏𝑤𝑧 − 𝑞𝑤𝑧 − 𝑎𝑏𝑤𝑧2)(𝑞 − 𝑎𝑏𝑐𝑝𝑞𝑧 − 𝑎𝑏𝑤𝑧 − 𝑝𝑞𝑤𝑧 + 𝑎𝑏𝑐𝑝𝑞𝑤𝑧 + 𝑎𝑏𝑝𝑤𝑧2)

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

𝑏𝑝𝑤(1 − 𝑞 − 𝑧 + 𝑏𝑧 − 𝑏𝑝𝑧 + 𝑝𝑞𝑧)(1 + 𝑞 − 𝑐𝑞 + 𝑐𝑝𝑞 − 𝑤𝑧 − 𝑝𝑞𝑤𝑧)
(𝑞 + 𝑎𝑏𝑧 − 𝑞𝑧 + 𝑎𝑞𝑧 − 𝑎𝑞𝑤𝑧 − 𝑎𝑏𝑤𝑧2)(𝑐𝑞 + 𝑧 − 𝑎𝑏𝑐𝑧 − 𝑐𝑝𝑞𝑧 − 𝑤𝑧 + 𝑎𝑏𝑐𝑝𝑤𝑧2)

⎞⎟
⎠

= 1

(*)
另一方面,根据 𝑧、𝑤的定义可知

𝑧2 =

⎛⎜
⎝

𝑏 − 𝑎𝑏 − 𝑏2𝑐 + 𝑎𝑏2𝑐 − 𝑞2 + 𝑎𝑏𝑞2 + 𝑐𝑞2 − 𝑎𝑏𝑐𝑞2 + 𝑝2𝑞2

− 𝑏𝑝2𝑞2 − 𝑐𝑝2𝑞2 + 𝑎𝑏𝑐𝑝2𝑞2 + 𝑏2𝑐𝑝2𝑞2 − 𝑎𝑏2𝑐𝑝2𝑞2
⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

𝑏(1 − 𝑎 − 𝑏 + 𝑎𝑏2 + 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏2𝑐 + 𝑏𝑝2 − 𝑎𝑏2𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2

+ 𝑎𝑏2𝑐𝑝2 − 𝑝2𝑞2 + 𝑎𝑝2𝑞2 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞2 − 𝑎𝑏𝑐𝑝2𝑞2)
⎞⎟
⎠

(1)
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𝑤2 =

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏(1 − 𝑎 − 𝑏 + 𝑎𝑏2 + 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏2𝑐 + 𝑏𝑝2 − 𝑎𝑏2𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2 + 𝑎𝑏2𝑐𝑝2 − 𝑝2𝑞2

+ 𝑎𝑝2𝑞2 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞2 − 𝑎𝑏𝑐𝑝2𝑞2)(1 − 𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏2𝑐2 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2 + 𝑎𝑏𝑐𝑞2

+ 𝑐2𝑞2 − 𝑏𝑐2𝑞2 − 𝑎𝑏𝑐2𝑞2 − 𝑐2𝑝2𝑞2 + 𝑏𝑐2𝑝2𝑞2 + 𝑎𝑏𝑐2𝑝2𝑞2 − 𝑎𝑏2𝑐2𝑝2𝑞2)

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

(𝑏 − 𝑎𝑏 − 𝑏2𝑐 + 𝑎𝑏2𝑐 − 𝑞2 + 𝑎𝑏𝑞2 + 𝑐𝑞2 − 𝑎𝑏𝑐𝑞2 + 𝑝2𝑞2 − 𝑏𝑝2𝑞2 − 𝑐𝑝2𝑞2

+ 𝑎𝑏𝑐𝑝2𝑞2 + 𝑏2𝑐𝑝2𝑞2 − 𝑎𝑏2𝑐𝑝2𝑞2)(1 − 𝑏 − 𝑎𝑏 + 𝑎𝑏2 + 𝑏𝑝2 + 𝑎𝑏𝑝2 − 𝑎𝑏2𝑝2

− 𝑏𝑐𝑝2 − 𝑎𝑏𝑐𝑝2 + 𝑎𝑏2𝑐2𝑝2 − 𝑝2𝑞2 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞2 + 𝑎𝑏𝑐𝑝2𝑞2 − 𝑎𝑏2𝑐2𝑝2𝑞2)

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

(2)

再由 ∠𝐵𝑃 𝐶 + ∠𝐷𝑃𝐴 = 2∠𝐵𝑀𝐶 知

𝑝𝑤 = −(1 − 𝑎 − 𝑎𝑏 + 𝑎𝑏𝑐)(1 + 𝑐 − 𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐)
(1 + 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐)(1 − 𝑐 − 𝑏𝑐 + 𝑎𝑏𝑐) (3)

注意到由 (1)可以解出 𝑐:

𝑐 =

⎛⎜
⎝

𝑏 − 𝑎𝑏 − 𝑞2 + 𝑎𝑏𝑞2 + 𝑝2𝑞2 − 𝑏𝑝2𝑞2 − 𝑏𝑧2 + 𝑎𝑏𝑧2

+ 𝑏2𝑧2 − 𝑎𝑏3𝑧2 − 𝑏2𝑝2𝑧2 + 𝑎𝑏3𝑝2𝑧2 + 𝑏𝑝2𝑞2𝑧2 − 𝑎𝑏𝑝2𝑞2𝑧2
⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

𝑏2 − 𝑎𝑏2 − 𝑞2 + 𝑎𝑏𝑞2 + 𝑝2𝑞2 − 𝑎𝑏𝑝2𝑞2 − 𝑏2𝑝2𝑞2 + 𝑎𝑏2𝑝2𝑞2

+ 𝑎𝑏2𝑧2 − 𝑎𝑏3𝑧2 − 𝑏2𝑝2𝑧2 + 𝑎𝑏3𝑝2𝑧2 + 𝑏2𝑝2𝑞2𝑧2 − 𝑎𝑏2𝑝2𝑞2𝑧2
⎞⎟
⎠

将其代入 (3)后又可解出 𝑎:

𝑎 =

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

(𝑏2 − 𝑞2 + 𝑝2𝑞2 − 𝑏2𝑝2𝑞2 − 𝑏2𝑝2𝑧2 + 𝑏2𝑝2𝑞2𝑧2)
(𝑏 − 2𝑞2 + 𝑏𝑞2 + 2𝑝2𝑞2 − 2𝑏𝑝2𝑞2 − 𝑏𝑝𝑤 + 𝑏𝑝𝑞2𝑤 − 𝑏𝑧2 + 2𝑏2𝑧2 − 𝑏3𝑧2

− 2𝑏2𝑝2𝑧2 + 𝑏3𝑝2𝑧2 + 𝑏𝑝2𝑞2𝑧2 + 𝑏𝑝𝑤𝑧2 − 𝑏3𝑝𝑤𝑧2 + 𝑏3𝑝3𝑤𝑧2 − 𝑏𝑝3𝑞2𝑤𝑧2)

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏(1 − 𝑞2 − 𝑧2 + 𝑏2𝑧2 − 𝑏2𝑝2𝑧2 + 𝑝2𝑞2𝑧2)
(𝑏2 − 𝑞2 + 𝑝2𝑞2 − 𝑏2𝑝2𝑞2 − 𝑏2𝑝𝑤 − 𝑝𝑞2𝑤 + 2𝑏𝑝𝑞2𝑤 + 𝑝3𝑞2𝑤 − 2𝑏𝑝3𝑞2𝑤 + 𝑏2𝑝3𝑞2𝑤
− 𝑏2𝑝2𝑧2 + 𝑏2𝑝2𝑞2𝑧2 + 2𝑏2𝑝𝑤𝑧2 − 2𝑏3𝑝𝑤𝑧2 − 𝑏2𝑝3𝑤𝑧2 + 2𝑏3𝑝3𝑤𝑧2 − 𝑏2𝑝3𝑞2𝑤𝑧2)

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

再将 𝑎、𝑐的表示代入 (2)进行因式分解,其中符合要求的是如下关于 𝑤的二次式:

−𝑏2+𝑞2+𝑏2𝑞2−𝑝2𝑞2+𝑏2𝑝2𝑞2−𝑞4+𝑝2𝑞4−𝑏2𝑝2𝑞4+𝑏2𝑝𝑤+𝑝𝑞2𝑤−2𝑏𝑝𝑞2𝑤−𝑏2𝑝𝑞2𝑤−𝑝3𝑞2𝑤
+2𝑏𝑝3𝑞2𝑤−𝑏2𝑝3𝑞2𝑤−𝑝𝑞4𝑤+2𝑏𝑝𝑞4𝑤+𝑝3𝑞4𝑤−2𝑏𝑝3𝑞4𝑤+𝑏2𝑝3𝑞4𝑤−𝑏2𝑤𝑧+2𝑏3𝑤𝑧+2𝑏2𝑝2𝑤𝑧
−2𝑏3𝑝2𝑤𝑧+𝑞2𝑤𝑧−2𝑏𝑞2𝑤𝑧−𝑏2𝑞2𝑤𝑧−𝑝2𝑞2𝑤𝑧+3𝑏2𝑝2𝑞2𝑤𝑧−2𝑏3𝑝2𝑞2𝑤𝑧+2𝑏𝑝4𝑞2𝑤𝑧−4𝑏2𝑝4𝑞2𝑤𝑧
+2𝑏3𝑝4𝑞2𝑤𝑧+𝑞4𝑤𝑧−3𝑝2𝑞4𝑤𝑧+4𝑏𝑝2𝑞4𝑤𝑧−𝑏2𝑝2𝑞4𝑤𝑧+2𝑝4𝑞4𝑤𝑧−4𝑏𝑝4𝑞4𝑤𝑧+2𝑏2𝑝4𝑞4𝑤𝑧
−𝑏2𝑝𝑤2𝑧+𝑝𝑞2𝑤2𝑧+𝑏2𝑝𝑞2𝑤2𝑧−𝑝3𝑞2𝑤2𝑧+𝑏2𝑝3𝑞2𝑤2𝑧−𝑝𝑞4𝑤2𝑧+𝑝3𝑞4𝑤2𝑧−𝑏2𝑝3𝑞4𝑤2𝑧+𝑏2𝑧2

−𝑏4𝑧2+𝑏2𝑝2𝑧2+𝑏4𝑝2𝑧2−𝑞2𝑧2+𝑏2𝑞2𝑧2+𝑝2𝑞2𝑧2−6𝑏2𝑝2𝑞2𝑧2+𝑏4𝑝2𝑞2𝑧2+𝑏2𝑝4𝑞2𝑧2−𝑏4𝑝4𝑞2𝑧2
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+𝑝2𝑞4𝑧2+𝑏2𝑝2𝑞4𝑧2−𝑝4𝑞4𝑧2+𝑏2𝑝4𝑞4𝑧2−3𝑏2𝑝𝑤𝑧2+4𝑏3𝑝𝑤𝑧2−𝑏4𝑝𝑤𝑧2+𝑏2𝑝3𝑤𝑧2−4𝑏3𝑝3𝑤𝑧2

+𝑏4𝑝3𝑤𝑧2−𝑝𝑞2𝑤𝑧2+3𝑏2𝑝𝑞2𝑤𝑧2−2𝑏3𝑝𝑞2𝑤𝑧2+𝑝3𝑞2𝑤𝑧2+2𝑏2𝑝3𝑞2𝑤𝑧2+𝑏4𝑝3𝑞2𝑤𝑧2−𝑏2𝑝5𝑞2𝑤𝑧2

+2𝑏3𝑝5𝑞2𝑤𝑧2−𝑏4𝑝5𝑞2𝑤𝑧2+2𝑝𝑞4𝑤𝑧2−2𝑏𝑝𝑞4𝑤𝑧2−3𝑝3𝑞4𝑤𝑧2+4𝑏𝑝3𝑞4𝑤𝑧2−3𝑏2𝑝3𝑞4𝑤𝑧2+𝑝5𝑞4𝑤𝑧2

−2𝑏𝑝5𝑞4𝑤𝑧2+𝑏2𝑝5𝑞4𝑤𝑧2+𝑏2𝑤𝑧3−2𝑏3𝑤𝑧3+𝑏4𝑤𝑧3−3𝑏2𝑝2𝑤𝑧3+4𝑏3𝑝2𝑤𝑧3−3𝑏4𝑝2𝑤𝑧3−2𝑏3𝑝4𝑤𝑧3

+2𝑏4𝑝4𝑤𝑧3−𝑞2𝑤𝑧3+2𝑏𝑞2𝑤𝑧3−𝑏2𝑞2𝑤𝑧3+𝑝2𝑞2𝑤𝑧3+2𝑏2𝑝2𝑞2𝑤𝑧3+𝑏4𝑝2𝑞2𝑤𝑧3−2𝑏𝑝4𝑞2𝑤𝑧3

+3𝑏2𝑝4𝑞2𝑤𝑧3−𝑏4𝑝4𝑞2𝑤𝑧3+𝑝2𝑞4𝑤𝑧3−4𝑏𝑝2𝑞4𝑤𝑧3+𝑏2𝑝2𝑞4𝑤𝑧3−𝑝4𝑞4𝑤𝑧3+4𝑏𝑝4𝑞4𝑤𝑧3−3𝑏2𝑝4𝑞4𝑤𝑧3

+𝑏2𝑝𝑤2𝑧3−𝑏4𝑝𝑤2𝑧3+𝑏2𝑝3𝑤2𝑧3+𝑏4𝑝3𝑤2𝑧3−𝑝𝑞2𝑤2𝑧3+𝑏2𝑝𝑞2𝑤2𝑧3+𝑝3𝑞2𝑤2𝑧3−6𝑏2𝑝3𝑞2𝑤2𝑧3

+𝑏4𝑝3𝑞2𝑤2𝑧3+𝑏2𝑝5𝑞2𝑤2𝑧3−𝑏4𝑝5𝑞2𝑤2𝑧3+𝑝3𝑞4𝑤2𝑧3+𝑏2𝑝3𝑞4𝑤2𝑧3−𝑝5𝑞4𝑤2𝑧3+𝑏2𝑝5𝑞4𝑤2𝑧3

−𝑏2𝑝2𝑧4+𝑏4𝑝2𝑧4−𝑏4𝑝4𝑧4+𝑏2𝑝2𝑞2𝑧4−𝑏4𝑝2𝑞2𝑧4+𝑏2𝑝4𝑞2𝑧4+𝑏4𝑝4𝑞2𝑧4−𝑏2𝑝4𝑞4𝑧4+2𝑏2𝑝𝑤𝑧4

−4𝑏3𝑝𝑤𝑧4+2𝑏4𝑝𝑤𝑧4−𝑏2𝑝3𝑤𝑧4+4𝑏3𝑝3𝑤𝑧4−3𝑏4𝑝3𝑤𝑧4+𝑏4𝑝5𝑤𝑧4+2𝑏𝑝𝑞2𝑤𝑧4−4𝑏2𝑝𝑞2𝑤𝑧4+2𝑏3𝑝𝑞2𝑤𝑧4

−2𝑏𝑝3𝑞2𝑤𝑧4+3𝑏2𝑝3𝑞2𝑤𝑧4−𝑏4𝑝3𝑞2𝑤𝑧4−𝑏2𝑝5𝑞2𝑤𝑧4−2𝑏3𝑝5𝑞2𝑤𝑧4+𝑏4𝑝5𝑞2𝑤𝑧4−2𝑏𝑝3𝑞4𝑤𝑧4

+2𝑏2𝑝3𝑞4𝑤𝑧4+2𝑏𝑝5𝑞4𝑤𝑧4−𝑏2𝑝5𝑞4𝑤𝑧4+𝑏2𝑝2𝑤𝑧5−2𝑏3𝑝2𝑤𝑧5+𝑏4𝑝2𝑤𝑧5+2𝑏3𝑝4𝑤𝑧5−𝑏4𝑝4𝑤𝑧5

−𝑏2𝑝2𝑞2𝑤𝑧5+2𝑏3𝑝2𝑞2𝑤𝑧5−𝑏4𝑝2𝑞2𝑤𝑧5−𝑏2𝑝4𝑞2𝑤𝑧5−2𝑏3𝑝4𝑞2𝑤𝑧5+𝑏4𝑝4𝑞2𝑤𝑧5+𝑏2𝑝4𝑞4𝑤𝑧5

−𝑏2𝑝3𝑤2𝑧5+𝑏4𝑝3𝑤2𝑧5−𝑏4𝑝5𝑤2𝑧5+𝑏2𝑝3𝑞2𝑤2𝑧5−𝑏4𝑝3𝑞2𝑤2𝑧5+𝑏2𝑝5𝑞2𝑤2𝑧5+𝑏4𝑝5𝑞2𝑤2𝑧5−𝑏2𝑝5𝑞4𝑤2𝑧5

同样,将 𝑎、𝑐 的表示代入 (*),得到关于 𝑤的一个高次方程,该方程的一个因式即是上
式. 于是命题成立.

注记 4.6.17

(1). 应用多项式的求余降次,可以获得 𝑧关于 𝑎、𝑏、𝑐、𝑝、𝑞的显式表示:

𝑧 =

⎛⎜
⎝

𝑝(1 + 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐)(1 − 𝑐 − 𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐2 − 𝑏2𝑐2 + 𝑎𝑏2𝑐2 − 𝑞2 + 𝑏𝑐𝑞2 + 𝑎𝑏𝑐𝑞2 + 𝑐2𝑞2

− 𝑏𝑐2𝑞2 − 𝑎𝑏𝑐2𝑞2 + 𝑐𝑝2𝑞2 − 𝑏𝑐𝑝2𝑞2 − 𝑐2𝑝2𝑞2 + 𝑎𝑏𝑐2𝑝2𝑞2 + 𝑏2𝑐2𝑝2𝑞2 − 𝑎𝑏2𝑐2𝑝2𝑞2)
⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

(1 + 𝑐 − 𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐)(1 − 𝑎 − 𝑏 + 𝑎𝑏2 + 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏2𝑐 + 𝑏𝑝2 + 𝑎𝑏𝑝2 − 𝑎𝑏2𝑝2 − 𝑏𝑐𝑝2

− 𝑎𝑏𝑐𝑝2 + 𝑎𝑏2𝑐2𝑝2 − 𝑝2𝑞2 + 𝑎𝑝2𝑞2 − 𝑎𝑏𝑝2𝑞2 + 𝑏𝑐𝑝2𝑞2 + 𝑎𝑏2𝑐𝑝2𝑞2 − 𝑎𝑏2𝑐2𝑝2𝑞2)
⎞⎟
⎠

(2). 此命题的另一个等价表述是:

圆外切四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝑃 是四边形内的一点, 𝑋 是 ∠𝐴𝑃𝐶 的角平分线与线段 𝐴𝐶
的交点, 𝑌 是 ∠𝐵𝑃𝐷的角平分线与线段 𝐵𝐷的交点. 若𝑋、𝑌 与四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的
内切圆圆心 𝑂共线,则四个小三角形△𝐴𝑃𝐵、△𝐵𝑃𝐶、△𝐶𝑃𝐷、△𝐷𝑃𝐴的内心
共圆.

(3). 另外一个较为优美的性质:

𝐴𝑃 ⋅ 𝐵𝑃 ⋅ 𝐶𝐷 + 𝐶𝑃 ⋅ 𝐷𝑃 ⋅ 𝐴𝐵 = 𝐴𝑃 ⋅ 𝐷𝑃 ⋅ 𝐵𝐶 + 𝐵𝑃 ⋅ 𝐶𝑃 ⋅ 𝐷𝐴
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证明也是类似的.
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第 5章 多边形

5.1 多边形的表示

一般多边形的图形是比较多样的. 以五边形为例,有这样一些样式:

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸 𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸

𝐴

为了以多边形的内禀量角度和边长对其作代数表示,我们有相当的必要约定角度的
选择.

约定 5.1.1 对于按字母顺序顺次连接顶点的多边形𝐴1𝐴2𝐴3...𝐴𝑛,记𝐴0 = 𝐴𝑛, 𝐴𝑛+1 =
𝐴1,约定其在 𝐴𝑘 点处的内角为

→
𝐴𝑘𝐴𝑘−1 绕该点顺时针旋转至与

→
𝐴𝑘𝐴𝑘+1 方向一致时所

需的最小角度. 内角简记为 ∠𝐴𝑘.

按此约定, 同四边形的表示 (4.1.1) 的导出过程类似, 我们可以给出一般五边形
的表示

命题 5.1.2 记 𝜆 = 𝐴𝐵
𝐵𝐶 , 𝜇 = 𝐶𝐷

𝐵𝐶 , 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴, 𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵, 𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶 , 𝑑 = 𝑒𝑖∠𝐷,则五边形的一
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𝐴1

𝐴2 𝐴3

𝐴𝑘−1

𝐴𝑘

𝐴𝑘+1

𝐴1

𝐴2 𝐴3

𝐴𝑘−1

𝐴𝑘

𝐴𝑘+1

个表示是

→
𝐵𝐴 = 𝜆𝑏

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐷 = 𝑐 − 𝜇

𝑐
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐸 = 𝑏(𝑎2𝑏 − 𝑎2𝑏𝑐2𝑑2 + 𝜆 − 𝑎2𝜆 − 𝑎2𝑏𝑐𝜇 + 𝑎2𝑏𝑐𝑑2𝜇)
(1 − 𝑎𝑏𝑐𝑑)(1 + 𝑎𝑏𝑐𝑑)

→
𝐵𝐶

(5.1.1)

例如,正五边形的边长相等且各个内角均为 108°,因此 𝜆 = 𝜇 = 1, 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 =
𝑒𝑖 3

5 𝜋,于是其表示为

→
𝐵𝐴 = (cos

3𝜋
5 + 𝑖 sin

3𝜋
5 )

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐷 = (1+cos

2𝜋
5 +𝑖 sin

2𝜋
5 )

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐸 = (1

2 +𝑖 sin
𝜋
5 +𝑖 sin

2𝜋
5 )

→
𝐵𝐶

又如,正五角星的边长相等且各个内角均为 36°,因此 𝜆 = 𝜇 = 1, 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 =
𝑒𝑖 1

5 𝜋,于是其表示为

→
𝐵𝐴 = (cos

𝜋
5 + 𝑖 sin

𝜋
5 )

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐷 = (1 + cos

4𝜋
5 + 𝑖 sin

4𝜋
5 )

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐸 = (1

2 + 𝑖 sin
𝜋
5 − 𝑖 sin

2𝜋
5 )

→
𝐵𝐶

在 (5.1.1)的表示下,五边形的各边长也是可有理表示的. 例如,若五边形是凸的,则

𝐴𝐵 = 𝜆𝐵𝐶, 𝐶𝐷 = 𝜇𝐵𝐶

𝐷𝐸 = 𝑑(𝑐 − 𝑎2𝑏2𝑐 − 𝑏𝑐𝜆 + 𝑎2𝑏𝑐𝜆 − 𝜇 + 𝑎2𝑏2𝑐2𝜇)
(−1 + 𝑎𝑏𝑐𝑑)(1 + 𝑎𝑏𝑐𝑑)

𝐸𝐴 = 𝑎(𝑏 − 𝑏𝑐2𝑑2 − 𝜆 + 𝑏2𝑐2𝑑2𝜆 − 𝑏𝑐𝜇 + 𝑏𝑐𝑑2𝜇)
(−1 + 𝑎𝑏𝑐𝑑)(1 + 𝑎𝑏𝑐𝑑)

(5.1.2)

其他情形也是类似的,只存在正负号选取的差异.

对于圆内接五边形,根据共圆条件不难得出

𝜆 = (1 − 𝑎𝑏𝑑)(1 + 𝑎𝑏𝑑)
𝑏(1 − 𝑎𝑑)(1 + 𝑎𝑑) , 𝜇 = (1 − 𝑎𝑐𝑑)(1 + 𝑎𝑐𝑑)

𝑐(1 − 𝑎𝑑)(1 + 𝑎𝑑)
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从而得到它的一个表示是
→

𝐵𝐴 = 1 − 𝑎2𝑏2𝑑2

1 − 𝑎2𝑑2
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐷 = 𝑐2 − 1
𝑐2(1 − 𝑎2𝑑2)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐸 = 1 − 𝑎2

1 − 𝑎2𝑑2
→

𝐵𝐶

对于圆外切五边形,其内切圆的表示容易根据两个角度 ∠𝐵、∠𝐶 而确定:

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑐)(−1 + 3𝑏 − 𝑖𝑢 − 𝑖𝑏𝑢)

2(1 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐵𝐶

再由此圆与另外两边 𝐷𝐸 和 𝐸𝐴相切而知À

𝜆 = (1 − 𝑎𝑏)(1 − 𝑐)
(1 − 𝑎)(1 + 𝑏𝑐) , 𝜇 = (1 − 𝑏)(1 − 𝑐𝑑)

(1 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑑)

从而得到它的一个表示是

→
𝐵𝐴 = 𝑏(1 − 𝑎𝑏)(1 − 𝑐)

(1 − 𝑎)(1 − 𝑏𝑐)
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐷 = (𝑐 − 1)(1 − 𝑏 − 𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑)
𝑐(1 − 𝑏𝑐)(1 − 𝑑)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐸 = 𝑏(1 − 𝑐)(1 + 𝑎 − 𝑎𝑏 + 𝑎𝑏𝑐𝑑)

(1 − 𝑏𝑐)(1 + 𝑎𝑏𝑐𝑑)
→

𝐵𝐶

一般 𝑛边形均可以按照前述方法导出其表示,只是较为繁琐. 下面我们介绍特殊 𝑛
边形的几种常用表示.

对于圆的内接 𝑛边形,一个熟知的表示是:

命题 5.1.3 若已知圆的中心 𝑂及圆上的一点 𝑇 ,则圆内接 𝑛边形可表示为
→

𝑂𝐴𝑘 = 𝑒𝑖𝜃𝑘
→

𝑂𝑇 = 1 + 𝑖𝑢𝑘
1 − 𝑖𝑢𝑘

→
𝑂𝑇 ; (𝑘 = 1, 2, ...𝑛) (5.1.3)

并一般要求 0 ≤ 𝜃1 < 𝜃2... < 𝜃𝑛 < 2𝜋.

而如果考虑圆的二阶有理表示 (2.2.2),又有

命题 5.1.4 圆内接 𝑛边形的一个二阶有理参数表示是
→

𝐴1𝐴𝑘 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑢𝑘

→
𝐴1𝐴2; (𝑘 = 1, 2, ...𝑛) (5.1.4)

À另有三种情形: 圆与各边或其延长线相切但位于五边形之外.
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这里规定 𝑢1 = −∞, 𝑢2 = −𝑠以及 −𝑠 < 𝑢3 < 𝑢4 < ... < 𝑢𝑛 以保证 𝐴1𝐴2...𝐴𝑛 是按逆
时针排列的凸多边形.

也可以考虑圆的四阶有理参数表示,得到

命题 5.1.5 若已知圆的中心 𝑂及圆上的一点 𝑇 ,则圆内接 𝑛边形可表示为

→
𝑂𝐴𝑘 = 𝑒𝑖2𝜃𝑘

→
𝑂𝑇 = (1 + 𝑖𝑢𝑘

1 − 𝑖𝑢𝑘
)

2 →
𝑂𝑇 ; (𝑘 = 1, 2, ...𝑛) (5.1.5)

并一般要求 0 ≤ 𝜃1 < 𝜃2... < 𝜃𝑛 < 𝜋.

命题 5.1.6 圆内接 𝑛边形的一个四阶有理参数表示是

→
𝑂𝐴𝑘 = (𝑠 + 𝑢𝑘)(1 − 𝑠𝑢𝑘)

𝑠(1 − 𝑖𝑢𝑘)2
→

𝐴1𝐴2; (𝑘 = 1, 2, ...𝑛) (5.1.6)

这里规定 𝑢1 = −𝑠, 𝑢2 = 0以及 0 < 𝑢3 < 𝑢4 < ... < 𝑢𝑛 < 1
𝑠 以保证 𝐴1𝐴2...𝐴𝑛 是按逆

时针排列的凸多边形.

四阶的有理参数表示可使得任意两点之间的距离也可有理表示,例如对于 (5.1.6)

𝐴𝑗𝐴𝑘 = (1 + 𝑠2)(1 + 𝑢𝑗𝑢𝑘)(𝑢𝑘 − 𝑢𝑗)
𝑠(1 + 𝑢2

𝑗 )(1 + 𝑢2
𝑘) 𝐴1𝐴2; (1 ≤ 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑛)

这对于圆内接多边形性质的研究是极为方便的.
同理,圆的任意一个有理表示都可以诱导出圆外切 𝑛边形的一个有理表示. 例如

命题 5.1.7 若已知圆的中心 𝑂及圆上的一点 𝑇 ,则圆外切 𝑛边形可表示为
→

𝑂𝐴𝑘 = 2
𝑧𝑘 + 𝑧𝑘+1

→
𝑂𝑇 ; (𝑘 = 1, 2, ...𝑛) (5.1.7)

这里规定 𝑧𝑛+1 = 𝑧1,并且 𝑧1, 𝑧2...𝑧𝑛 是单位复数.

命题 5.1.8 圆外切 𝑛边形的一个二阶有理参数表示是

→
𝑃 𝐴𝑘 = −(1 + 𝑖𝑠)(2 + 𝑖𝑢𝑘 + 𝑖𝑢𝑘+1)

2(1 + 𝑢𝑘𝑢𝑘+1)
→

𝑃𝑄; (𝑘 = 1, 2, ...𝑛) (5.1.8)

这里 𝑃、𝑄是 𝐴1 向圆所引切线的两个切点, 𝑢𝑛+1 = 𝑢1,并规定 𝑢1 = ∞, 𝑢2 = −𝑠以及
−𝑠 < 𝑢3 < 𝑢4 < ... < 𝑢𝑛 < ∞以保证 𝐴1𝐴2...𝐴𝑛 是按逆时针排列的凸多边形.

若要使得圆外切 𝑛边形的边长可有理表示,考虑圆的四阶有理参数表示即可,这里不再
赘述.

特别地,正 𝑛边形有这样两种表示 (记 𝜔 = 𝑒 2𝑖𝜋
𝑛 )
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命题 5.1.9 若已知正 𝑛边形的中心 𝑂及一个顶点,则正 𝑛边形可表示为
→

𝑂𝐴𝑘 = 𝜔𝑘−1 →
𝑂𝐴1; (𝑘 = 1, 2, ...𝑛) (5.1.9)

命题 5.1.10 若已知正 𝑛边形的一边,则正 𝑛边形可表示为

→
𝐴1𝐴𝑘 = 1 − 𝜔𝑘−1

1 − 𝜔
→

𝐴1𝐴2; (𝑘 = 1, 2, ...𝑛) (5.1.10)

也有其他一些较为知名的多边形,例如调和多边形,其定义为:

定义 5.1.11 (调和多边形) 平面上点 𝐾 至圆内多边形各边的垂线,若与各边的长度成
比例,则此多边形称为调和多边形.

这里我们导出它的一个表示.

解 设圆心为 𝑂,半径为 𝑅,又设 𝐾 与 𝑂的距离为 𝑑. 圆内接多边形的各点按逆时针方
向排列,其表示依次为

→
𝑂𝐴𝑘 = 𝑅 1 + 𝑖𝑢𝑘

1 − 𝑖𝑢𝑘

𝐾 到各边的垂线与各边长度成比例,设其为 𝑟,则

𝑟 =
2𝑆𝐾𝐴𝑘𝐴𝑘+1

|𝐴𝑘𝐴𝑘+1|2 = 𝑅 − 𝑑 + (𝑅 + 𝑑)𝑢𝑘𝑢𝑘+1
2𝑅(𝑢𝑘 − 𝑢𝑘+1)

上述关于 𝑢𝑘 的递推关系是分式线性的

𝑢𝑘+1 = 𝑑 − 𝑅 + 2𝑟𝑅𝑢𝑘
2𝑟𝑅 + (𝑑 + 𝑅)𝑢𝑘

根据不动点理论,若 𝜆1、𝜆2 是

𝜆 = 𝑑 − 𝑅 + 2𝑟𝑅𝜆
2𝑟𝑅 + (𝑑 + 𝑅)𝜆

的两根,即

𝜆1,2 = ±
√

𝑑 − 𝑅√
𝑑 + 𝑅

则
𝑢𝑘+1 − 𝜆1
𝑢𝑘+1 − 𝜆2

= (2𝑟𝑅 − 𝑑𝜆1 − 𝑅𝜆1
2𝑟𝑅 − 𝑑𝜆2 − 𝑅𝜆2

) 𝑢𝑘 − 𝜆1
𝑢𝑘 − 𝜆2
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设多边形的边数为 𝑛,易知 𝑢𝑘 是 𝑛-周期序列,因此

2𝑟𝑅 − 𝑑𝜆 − 𝑅𝜆1
2𝑟𝑅 − 𝑑𝜆2 − 𝑅𝜆2

= ±𝑒𝑖 2𝜋
𝑛

由此导出

tan
𝜋
𝑛 = ±

√
𝑅2 − 𝑑2

2𝑅𝑟
而

𝑢𝑘 − 𝜆1
𝑢𝑘 − 𝜆2

= 𝑒±𝑖 2𝑘𝜋
𝑛

𝑢0 − 𝜆1
𝑢0 − 𝜆2

其中 𝑢0 是任意的实数.

若令 𝑅−𝑑
𝑅+𝑑 = 𝑠2,其中 −1 < 𝑠 < 1,则上述结论可简化为:

𝑟 = ± 𝑠
(1 + 𝑠2) cot

𝜋
𝑛

并且

𝑢𝑘 = 𝑠(𝑢0 + 𝑠 tan 𝑘𝜋
𝑛 )

𝑠 − 𝑢0 tan 𝑘𝜋
𝑛

5.2 多边形的性质

目前,关于多边形性质的研究不多,这里例举一些典型的示例.

例 5.2.1 等边六边形的 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 , 若 ∠𝐴 + ∠𝐶 + ∠𝐸 = ∠𝐵 + ∠𝐷 + ∠𝐹 , 则有：
∠𝐴 = ∠𝐷, ∠𝐵 = ∠𝐸, ∠𝐶 = ∠𝐹

𝑎 = 2

𝑡 = 2.2

𝐴

𝐵 𝐶

𝑠 = 1.2

𝐷

𝐸𝐹

证明 因为六边形的内角和为 4𝜋,所以由题设可知

∠𝐴 + ∠𝐶 + ∠𝐸 = ∠𝐵 + ∠𝐷 + ∠𝐹 = 2𝜋
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令 𝑎 = 𝑒𝑖∠𝐴, 𝑏 = 𝑒𝑖∠𝐵, 𝑐 = 𝑒𝑖∠𝐶 , 𝑑 = 𝑒𝑖∠𝐷, 𝑒 = 𝑒𝑖∠𝐸, 𝑓 = 𝑒𝑖∠𝐹 ,即有

𝑎𝑐𝑒 = 𝑏𝑑𝑓 = 1

又因为 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 是等边六边形,所以

𝑎 = 𝐹 − 𝐴
𝐵 − 𝐴, 𝑏 = 𝐴 − 𝐵

𝐶 − 𝐵 , 𝑐 = 𝐵 − 𝐶
𝐷 − 𝐶 , 𝑑 = 𝐶 − 𝐷

𝐸 − 𝐷, 𝑒 = 𝐷 − 𝐸
𝐹 − 𝐸 , 𝑓 = 𝐸 − 𝐹

𝐴 − 𝐹

根据前四式,我们可以得到六边形的以
→

𝐵𝐶 为基向量的表示
→

𝐵𝐴 = 𝑏
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐷 = (1 − 1
𝑐 )

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐸 = 1 − 𝑑 + 𝑐𝑑

𝑐𝑑
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐹 = (1 − 𝑎)𝑏
→

𝐵𝐶

将其代入后两式得到关系式

𝑒 = 1
1 − 𝑑 + 𝑐𝑑 − 𝑏𝑐𝑑 + 𝑎𝑏𝑐𝑑 , 𝑓 = 1 − 𝑑 + 𝑐𝑑 − 𝑏𝑐𝑑 + 𝑎𝑏𝑐𝑑

𝑎𝑏𝑐𝑑

取共轭又有

1
𝑒 = 𝑎𝑏𝑐𝑑

1 − 𝑎 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏𝑐𝑑 , 1
𝑓 = 1 − 𝑎 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏𝑐𝑑

以上等式联立,即知其唯一的有效解是

𝑐 = 1
𝑎𝑏 , 𝑑 = 𝑎, 𝑒 = 𝑏, 𝑓 = 1

𝑎𝑏

因而结论成立.

例 5.2.2 圆内接 𝑛(𝑛 ≥ 4)边形外接圆上一点至各顶点所作切线的距离之积与该点至
各条对角线的距离之积的 2

𝑛−3 次方相等.

𝐴1

𝑎 = 3

𝐴2

𝑃 𝐴𝑗

𝐴𝑘
𝐴𝑛
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证明 根据 (5.1.4),圆内接 𝑛边形的各顶点 𝐴𝑘 可表示为

→
𝐴1𝐴𝑘 = 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑢𝑘

→
𝐴1𝐴2; (𝑘 = 1, 2, ...𝑛)

设圆上的一点 𝑃 为
→

𝐴1𝑃 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑡

→
𝐴1𝐴2

则不难求出, 𝑃 点到 𝐴𝑘 点处的切线的距离为

𝑑𝑘 =
√

1 + 𝑠2(𝑡 − 𝑢𝑘)2

(1 + 𝑡2)(1 + 𝑢2
𝑘) 𝐴1𝐴2

𝑃 到 𝐴𝑗𝐴𝑘 连线的距离为

𝛿𝑗𝑘 =
√

1 + 𝑠2|𝑡 − 𝑢𝑗||𝑡 − 𝑢𝑘|
(1 + 𝑡2)√1 + 𝑢2

𝑗√1 + 𝑢2
𝑘

𝐴1𝐴2

这个距离表示关于 𝑗、𝑘是可分离的,我们将其分解为对称的表示:

𝛿𝑗𝑘 = ⎛⎜⎜
⎝

4√1 + 𝑠2|𝑡 − 𝑢𝑗|√
1 + 𝑡2√1 + 𝑢2

𝑗

√𝐴1𝐴2
⎞⎟⎟
⎠

⋅ ⎛⎜⎜
⎝

4√1 + 𝑠2|𝑡 − 𝑢𝑘|
√

1 + 𝑡2√1 + 𝑢2
𝑘

√𝐴1𝐴2
⎞⎟⎟
⎠

因此这些距离之积

∏
1≤𝑗,𝑘≤𝑛

𝑗∉{𝑘−1,𝑘,𝑘+1}

𝛿𝑗𝑘 =
𝑛

∏
𝑘=1

⎛⎜⎜
⎝

4√1 + 𝑠2|𝑡 − 𝑢𝑘|
√

1 + 𝑡2√1 + 𝑢2
𝑘

√𝐴1𝐴2
⎞⎟⎟
⎠

𝑛−3

=
𝑛

∏
𝑘=1

𝑑
𝑛−3

2
𝑘

例 5.2.3 求正 𝑛边形平面上的一点 𝑃 到各顶点的距离平方.

解 简单的做法是利用向量的加法和正 𝑛边形的性质
𝑛

∑
𝑘=1

→
𝑂𝐴𝑘 = 0进行计算

𝑛
∑
𝑘=1

𝑃𝐴𝑘
2 =

𝑛
∑
𝑘=1

(
→

𝑂𝐴𝑘 −
→

𝑂𝑃 ) ⊗ (
→

𝑂𝐴𝑘 −
→

𝑂𝑃)

=
𝑛

∑
𝑘=1

→
𝑂𝐴𝑘 ⊗

→
𝑂𝐴𝑘 −

→
𝑂𝑃 ⊗(

𝑛
∑
𝑘=1

→
𝑂𝐴𝑘) − (

𝑛
∑
𝑘=1

→
𝑂𝐴𝑘) ⊗

→
𝑂𝑃 +

𝑛
∑
𝑘=1

→
𝑂𝑃 ⊗

→
𝑂𝑃

=
𝑛

∑
𝑘=1

𝑂𝐴𝑘
2 +

𝑛
∑
𝑘=1

𝑂𝑃 2 = 𝑛(𝑅2 + 𝑂𝑃 2)
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圆锥曲线是指由一平面截二次锥面得到的曲线. 2000多年前,古希腊数学家阿波罗
尼斯就采用纯几何的方法对圆锥曲线的性质做过全面而深入地探讨和总结. 至 17世纪,
随着解析几何和射影几何的创立,数学家们又对圆锥曲线做了相当丰富的研究,其中最
引人夺目的当属彭赛列闭合定理,这也是古典几何与现代数学结合而生的优美之作. 近
年来,几何学者又发现了一系列的圆锥曲线命题,其中大部分在《图说几何》一书中已
有收录,另一些散见于论文及网络论坛.

传统直角坐标系下,对一般圆锥曲线的刻画是如下方程表示：

𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 (6.0.1)

这个二次方程除了表示椭圆、抛物线和双曲线外,还包括一些退化的情形：两条相交直
线、一条直线、或一个点、甚或是虚化的图形. 例如 𝑥2 − 𝑦2 = 0、𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0、
𝑥2 + 𝑦2 = 0和 𝑥2 + 𝑦2 + 1 = 0,但一般来说,对圆锥曲线性质的讨论并不包含这些退化
情形,虽然某些性质对退化情形也是成立的.

本章仍主要沿用上一章的方法对圆锥曲线进行解构,不同的是,将更多地基于重心
坐标,这是因为相较于圆,一般圆锥曲线有更多的射影性质.
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6.1 重心坐标表示

对于给定的不共线三点 𝐴, 𝐵, 𝐶,其所在平面上的任意点 𝑃 有重心坐标表示：

𝑃 = 𝛼𝐴 + 𝛽𝐵 + 𝛾𝐶, (𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1)

若 𝑃 点位于某条二次曲线上, 则 𝛼, 𝛽, 𝛾 应满足一个二次方程. 我们先设其为一般的
形式：

𝜆1𝛼2 + 𝜆2𝛽2 + 𝜆3𝛾2 + 𝜆4𝛼𝛽 + 𝜆5𝛼𝛾 + 𝜆6𝛽𝛾 + 𝜆7𝛼 + 𝜆8𝛽 + 𝜆9𝛾 + 𝜆10 = 0

这个表示有相当的参数冗余. 利用 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1,我们替代其中的平方项和常数项：

𝛼2 → 𝛼(1 − 𝛽 − 𝛾), 𝛽2 → 𝛽(1 − 𝛼 − 𝛾), 𝛾2 → 𝛾(1 − 𝛼 − 𝛽), 1 → 𝛼 + 𝛽 + 𝛾

如此,则可简化二次曲线的重心坐标方程为如下形式：

𝜆12𝛼𝛽 + 𝜆13𝛼𝛾 + 𝜆23𝛽𝛾 + 𝜆10𝛼 + 𝜆20𝛽 + 𝜆30𝛾 = 0 (6.1.1)

也可以将其化为齐次表示的方程,这只需对一次项和常数项作如下的替代:

𝛼 → 𝛼(𝛼 + 𝛽 + 𝛾), 𝛽 → 𝛽(𝛼 + 𝛽 + 𝛾), 𝛾 → 𝛾(𝛼 + 𝛽 + 𝛾), 1 → (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)2

则化为:
𝜇1𝛼2 + 𝜇2𝛽2 + 𝜇3𝛾2 + 𝜇12𝛼𝛽 + 𝜇13𝛼𝛾 + 𝜇23𝛼𝛾 = 0 (6.1.2)

在多数的书籍或文章中, (6.1.2)是更常见的,因为它与 (6.0.1)的形式保持一致,这允
许我们把关于直角坐标方程的讨论结果直接 “照搬”. 但在本书中,我们更多地将 (6.1.1)
用于圆锥曲线的研究,此并非标新立异,而是为了内容讨论的便利.
关于曲线的分类,读者可自行依照二次曲线的直角坐标分类理论进行. 这里仅指出

的是,对于 (6.1.1)所示的圆锥曲线,若非退化,则判别式:

Δ = 𝜆2
12 + 𝜆2

23 + 𝜆2
31 − 2𝜆12𝜆23 − 2𝜆23𝜆31 − 2𝜆31𝜆12 (6.1.3)

Δ > 0时为双曲线; Δ = 0时为抛物线; Δ < 0时为椭圆.
重心坐标表示在圆锥曲线上的一个典型示例是九点二次曲线.

例 6.1.1 (九点二次曲线) 任意一个四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴, 𝐴𝐶, 𝐵𝐷 的中
点,以及 𝐴𝐵与 𝐶𝐷的交点, 𝐴𝐶 与 𝐵𝐷的交点, 𝐴𝐷与 𝐵𝐶 的交点,此九点位于同一条
二次曲线上.
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𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

证明 不妨设𝐷点关于 𝐴𝐵𝐶 的重心坐标为：𝐷 = 𝑎𝐴 + 𝑏𝐵 + 𝑐𝐶, (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1),容易
求出这 9点分别有表示：

𝐺1 = 1
2(𝐴 + 𝐵), 𝐺2 = 1

2(𝐵 + 𝐶), 𝐺3 = 1
2(𝑎𝐴 + 𝑏𝐵 + 𝐶 + 𝑐𝐶)

𝐺4 = 1
2(𝐴 + 𝑎𝐴 + 𝑏𝐵 + 𝑐𝐶), 𝐺5 = 1

2(𝐴 + 𝐶), 𝐺6 = 1
2(𝑎𝐴 + 𝐵 + 𝑏𝐵 + 𝑐𝐶)

𝐺7 = 𝑎𝐴 + 𝑏𝐵
𝑎 + 𝑏 , 𝐺8 = 𝑎𝐴 + 𝑐𝐶

𝑎 + 𝑐 , 𝐺9 = 𝑏𝐵 + 𝑐𝐶
𝑏 + 𝑐

不难得知,它们均位于位于如下关于 𝐴, 𝐵, 𝐶 的重心坐标表示的二次曲线上：

( 1
𝑎 + 1

𝑏 )𝛼𝛽 + (1
𝑏 + 1

𝑐 )𝛽𝛾 + (1
𝑐 + 1

𝑎)𝛾𝛼 − 1
2(𝛼

𝑎 + 𝛽
𝑏 + 𝛾

𝑐 ) = 0

也可该写为:

𝛼2

𝑎 + 𝛽2

𝑏 + 𝛾2

𝑐 − (1
𝑎 + 1

𝑏 )𝛼𝛽 − (1
𝑏 + 1

𝑐 )𝛽𝛾 − (1
𝑐 + 1

𝑎)𝛾𝛼 = 0

曲线的分类由 Δ = 𝑎𝑏𝑐 决定. 因为 𝐴𝐵𝐶𝐷四点不共线, 𝑎𝑏𝑐 ≠ 0,所以九点二次曲
线不能是抛物线. 当 𝐴𝐵𝐶𝐷 为凹四边形时, Δ < 0, 对应的九点二次曲线是椭圆. 当
𝐴𝐵𝐶𝐷为凸四边形时, Δ > 0,其九点二次曲线是双曲线.
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6.2 有理表示

对于直角坐标表示的圆锥曲线方程 (6.1.1),同 (§??)圆的有理参数化表示过程完全
类似,我们可以在其上任取一点 (𝑚, 𝑛),而后考虑经过该点的直线 𝑦 − 𝑛 = 𝑢(𝑥 − 𝑚),则
得到圆锥曲线的一个二阶有理参数表示:

⎧{
⎨{⎩

𝑥 = 𝑐𝑚𝑢2 − 2(𝑒 + 𝑐𝑛)𝑢 − 2𝑑 − 𝑎𝑚 − 2𝑏𝑛
𝑎 + 2𝑏𝑢 + 𝑐𝑢2

𝑦 = −(2𝑒 + 2𝑏𝑚 + 𝑐𝑛)𝑢2 − 2(𝑑 + 𝑎𝑚)𝑢 + 𝑎𝑛
𝑎 + 2𝑏𝑢 + 𝑐𝑢2

对于非退化的圆锥曲线而言,随着参数 𝑢的变化,这个表示将可以取到曲线上的所有点.
但对于退化的双直线情形,则它只能表示其中一条直线上的点. 这是有理参数表示的一
个固有性质: 若曲线是可分解的,则有理参数表示仅能表示其中一个分支. 我们将在后
面的 (§??)进行叙述.

为了更显简单直观,我们有必要改写表示,重新表述如下:

对于平面上直角坐标表示的非退化圆锥曲线 (椭圆、抛物线、双曲线),其总是有二
阶有理参数表示:

𝑥 = 𝑎1𝑢2 + 2𝑏1𝑢 + 𝑐1
𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3

, 𝑦 = 𝑎2𝑢2 + 2𝑏2𝑢 + 𝑐2
𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3

若是在复平面上,则可以写为更简洁的形式：

𝑧(𝑢) = 𝑎1𝑢2 + 2𝑏1𝑢 + 𝑐1
𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3

+ 𝑎2𝑢2 + 2𝑏2𝑢 + 𝑐2
𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3

𝑖 (6.2.1)

一般情况下, 我们无须对直角坐标系或复平面加以区分, 因为这个对应关系是显而易
见的.

对于常见的几种标准方程,其有理参数表示如下:

(1). 标准的椭圆方程
𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1有表示：𝑧(𝑢) = 𝑎1 − 𝑢2

1 + 𝑢2 + 𝑏 2𝑢
1 + 𝑢2 𝑖

(2). 标准的双曲线方程
𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2 = 1有表示：𝑧(𝑢) = 𝑎1 + 𝑢2

1 − 𝑢2 + 𝑏 2𝑢
1 − 𝑢2 𝑖

(3). 标准的抛物线方程 𝑦2 = 2𝑝𝑥有表示: 𝑧(𝑢) = 2𝑝𝑢2 + 2𝑝𝑢𝑖
(4). 圆方程 (𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 = 𝑟2 有表示:

𝑧(𝑢) = 𝑥0 + 𝑦0𝑖 + 𝑟1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢 = 𝑟 + 𝑥0 − (𝑟 − 𝑥0)𝑢2

1 + 𝑢2 + 𝑦0 + 2𝑟𝑢 + 𝑦0𝑢2

1 + 𝑢2 𝑖

需要指出的是, (6.2.1)所表示曲线,也可能是一条线段、射线或直线:



cre
ass

on

§6.2 有理表示 189

(a). 𝑧(𝑢) = (1 + 𝑢)2

1 + 2𝑢 + 2𝑢2 + (1 + 𝑢)2

1 + 2𝑢 + 2𝑢2 𝑖表示的是线段 𝑦 = 𝑥, 𝑥 ∈ (0, 1).

(b). 𝑧(𝑢) = (1 − 𝑢)2

(1 + 𝑢)2 + (1 − 𝑢)2

(1 + 𝑢)2 𝑖表示的是射线 𝑦 = 𝑥, 𝑥 > 0.

(c). 𝑧(𝑢) = (1 + 𝑢)2

1 + 4𝑢 + 2𝑢2 + (1 + 𝑢)2

1 + 4𝑢 + 2𝑢2 𝑖表示直线 𝑦 = 𝑥.
它们可分别看成是极扁的椭圆、抛物线和双曲线. 在下文关于圆锥曲线的讨论中,除非
特别说明,我们一般是指椭圆、抛物线和双曲线的非退化情形.
根据圆锥曲线的有理表示进行分类是简单的. 对于 (6.2.1),令

Δ = 𝑏3
2 − 𝑎3𝑐3 (6.2.2)

则 Δ > 0时为双曲线; Δ = 0时为抛物线; Δ < 0时为椭圆.
对于一般圆锥曲线问题的处理,直接应用上述的有理表示尚难看出其带来的便捷,

我们先导出它的几个基本性质.

6.2.1 切线的交点 对于由 (6.2.1)所表示的圆锥曲线,任取其上的两点 𝑧(𝑢), 𝑧(𝑣)分
别作切线,则切线的交点为:

𝑧(𝑢, 𝑣) = 𝑎1𝑢𝑣 + 𝑏1(𝑢 + 𝑣) + 𝑐1
𝑎3𝑢𝑣 + 𝑏3(𝑢 + 𝑣) + 𝑐3

+ 𝑖𝑎2𝑢𝑣 + 𝑏2(𝑢 + 𝑣) + 𝑐2
𝑎3𝑢𝑣 + 𝑏3(𝑢 + 𝑣) + 𝑐3

这是一个极为有趣的结果,它关于 𝑢, 𝑣是对称的,并且在表示形式上,可看作是由 (6.2.1)
简单地以 𝑢𝑣替代其中的二次项 𝑢2,以 𝑢 + 𝑣替代其中的一次项 2𝑢而得. 对于椭圆来说,
其外部的任意点都能而且仅能向椭圆引两条切线,因而 𝑧(𝑢, 𝑣)可作为椭圆外部区域上
点的一个表示.

𝑧(𝑣)

𝑧(𝑢)

𝑧(𝑢, 𝑣)

一般地,对于圆锥曲线 Γ,如果我们定义曲线的外部是由可以向 Γ引两条切线的点
集所构成,曲线的内部是由不可向 Γ引切线的点集构成. 则可知,圆锥曲线外部的平面
区域上的点, 都有如上 𝑧(𝑢, 𝑣) 的表示, 其中的参数对 (𝑢, 𝑣) 与圆锥曲线外部的点存在
一一映射关系. 事实上, 18世纪的数学家 Darboux已经注意到了这个映射,因而参数对
(𝑢, 𝑣)又称为达布坐标 (Darboux coordinates),它是可交换的,即 (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢).
自然地,我们希望将上述表示拓展至全平面,不妨简单地以 𝑧(𝑢, 𝑣) = 1−𝑢𝑣

1+𝑢𝑣 + 𝑢+𝑣
1+𝑢𝑣 𝑖
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为例进行考察,若它可表示内部的原点 0, (𝑢, 𝑣)应怎样取值呢? 我们仍 “如常”地分离实
部和虚部,则得到两个方程: 1−𝑢𝑣

1+𝑢𝑣 = 0和 𝑢+𝑣
1+𝑢𝑣 = 0,不难解出 (𝑢, 𝑣) = (𝑖, −𝑖),这是一对

共轭的虚数. 事实上,圆锥曲线内部的任意一点,若按照这样的程式求解参数对 (𝑢, 𝑣),
都会得到一对共轭的虚数,而且这对虚数是唯一的.

因此,如果我们允许参数对 (𝑢, 𝑣)的取值从实数扩展至共轭的复数,则 𝑧(𝑢, 𝑣)可以
表示全平面. 当 (𝑢, 𝑣)取实数值且 𝑢 ≠ 𝑣时,表示圆锥曲线外部的点; (𝑢, 𝑣)取实数值且
𝑢 = 𝑣时,表示圆锥曲线上的点; (𝑢, 𝑣)取共轭虚数值时,表示圆锥曲线内部的点. 𝑧(𝑢, 𝑣)
称为由圆锥曲线的参数表示 𝑧(𝑢)(6.2.1)所诱导的平面表示. 于是有如下定理:

定义–定理 6.2.1 平面上的任意一点,可以唯一地表示为如下二阶有理参数形式:

𝑧(𝑢, 𝑣) = 𝑎1𝑢𝑣 + 𝑏1(𝑢 + 𝑣) + 𝑐1
𝑎3𝑢𝑣 + 𝑏3(𝑢 + 𝑣) + 𝑐3

+ 𝑖𝑎2𝑢𝑣 + 𝑏2(𝑢 + 𝑣) + 𝑐2
𝑎3𝑢𝑣 + 𝑏3(𝑢 + 𝑣) + 𝑐3

(6.2.3)

其中参数对 (𝑢, 𝑣)取实数值或一对共轭虚数值. 并且当 𝑢 = 𝑣时,点位于一条圆锥曲线
之上. 为方便,我们简记 𝑧(𝑢, 𝑢) = 𝑧(𝑢).

若读者不甚接受上述共轭虚数的扩展,也可使用𝑋 = 𝑢𝑣, 𝑌 = 𝑢 + 𝑣进行替代,即用

𝑧(𝑋, 𝑌 ) = 𝑎1𝑋 + 𝑏1𝑌 + 𝑐1
𝑎3𝑋 + 𝑏3𝑌 + 𝑐3

+ 𝑖𝑎2𝑋 + 𝑏2𝑌 + 𝑐2
𝑎3𝑋 + 𝑏3𝑌 + 𝑐3

(6.2.4)

表示圆锥曲线内部的点或进行有关计算,这也正是通常的射影变换.

6.2.2 直线的表示 直线是射影不变的,即对于平面上的任意一条直线,若我们建立
(6.2.4)的映射,则仍将得到形如

𝐴𝑋 + 𝐵𝑌 + 𝐶 = 0 (6.2.5)

的方程,该方程与参数表示的各项系数 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖(𝑖 = 1, 2, 3)无关,这一性质也可通过直接
计算而知.

若采用 (6.2.3)的平面参数表示,则所得直线方程为

𝐴𝑢𝑣 + 𝐵(𝑢 + 𝑣) + 𝐶 = 0 (6.2.6)

经过两点 𝑧(𝑢1, 𝑣1), 𝑧(𝑢2, 𝑣2)的直线,其上的点 𝑧(𝑢, 𝑣)则满足行列式方程:

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑢1𝑣1 𝑢1 + 𝑣1 1

𝑢2𝑣2 𝑢2 + 𝑣2 1

𝑢𝑣 𝑢 + 𝑣 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0 (6.2.7)
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若再限定两点均在圆锥曲线上,即 𝑢1 = 𝑣1, 𝑢2 = 𝑣2,则又可化简为

2(𝑢𝑣 + 𝑢1𝑢2) = (𝑢 + 𝑣)(𝑢1 + 𝑢2) (6.2.8)

此直线可看作是圆锥曲线外的一点 𝑧(𝑢1, 𝑢2) 向圆锥曲线所引切线的切点连线, 称为
𝑧(𝑢1, 𝑢2)的极线极线极线,而 𝑧(𝑢1, 𝑢2)称为极点极点极点.
又若点 𝑧(𝑢, 𝑣)是 𝑧(𝑢0)切线上的点,即于 (6.2.8)中 𝑢2 → 𝑢0, 𝑢1 → 𝑢0,则

(𝑢 − 𝑢0)(𝑣 − 𝑢0) = 0

解得 𝑢 = 𝑢0 或 𝑣 = 𝑢0,也即 𝑧(𝑢, 𝑢0)可表示圆锥曲线在点 𝑧(𝑢0)处的切线.
注意到在 (6.2.8)中, 𝑢1, 𝑢2 是成对出现的, 因而 𝑧(𝑢1, 𝑢2)可以是平面上的任意点.

当它位于圆锥曲线的内部时,极线的几何意义是: 过极点作任意直线交圆锥曲线于两点,
则曲线在这两点处切线的交点轨迹是一条直线.

𝑃

𝑄

直角坐标方程 (6.0.1)所表示的圆锥曲线的极线有简单的形式: 点 (𝑚, 𝑛)对应的极线为

𝑎𝑚𝑥 + 𝑏(𝑛𝑥 + 𝑚𝑦) + 𝑐𝑛𝑦 + 𝑑(𝑚 + 𝑥) + 𝑒(𝑛 + 𝑦) + 𝑓 = 0 (6.2.9)

在 (6.2.3) 的表示下, 平面上若有共线的四点 𝐴 = 𝑧(𝜁1, 𝜂1), 𝐵 = 𝑧(𝜁2, 𝜂2), 𝐶 =
𝑧(𝜁3, 𝜂3), 𝐷 = 𝑧(𝜁4, 𝜂4),则它们的交比将是一个与各系数无关的值.

𝐴 − 𝐶
𝐴 − 𝐷

𝐵 − 𝐷
𝐵 − 𝐶 = (𝜁1 − 𝜁3)(𝜁2 − 𝜁4)

(𝜁1 − 𝜁4)(𝜁2 − 𝜁3) = (𝜂1 − 𝜂3)(𝜂2 − 𝜂4)
(𝜂1 − 𝜂4)(𝜂2 − 𝜂3) (6.2.10)

它也可以写作另外两种形式:

𝐴 − 𝐶
𝐴 − 𝐷

𝐵 − 𝐷
𝐵 − 𝐶 = (𝜂1 − 𝜂3)(𝜁2 − 𝜁4)

(𝜁1 − 𝜁4)(𝜂2 − 𝜂3) = (𝜁1 − 𝜁3)(𝜂2 − 𝜂4)
(𝜂1 − 𝜂4)(𝜁2 − 𝜁3) (6.2.11)

这只需要根据 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷共线的条件,解出 (𝜂3, 𝜂4)、(𝜁3, 𝜁4)、(𝜁3, 𝜂4)或 (𝜂3, 𝜁4),再代
入化简即得.
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6.2.3 应用示例 前面所列的有理参数表示的几个性质,属于射影不变量,因而可以
方便地应用于一些保持射影不变性质的圆锥曲线命题上.

例 6.2.2 (帕斯卡定理) 圆锥曲线内接六边形,其三对边的交点共线.

𝐴1

𝐴2 𝐵2

𝐶2

𝐶1𝐵1

𝐷

𝐹

𝐸

𝑛

证明 利用参数表示 (6.2.3),我们令圆锥曲线上的点

𝐴1 = 𝑧(𝑢1), 𝐵1 = 𝑧(𝑣1), 𝐶1 = 𝑧(𝑤1), 𝐴2 = 𝑧(𝑢2), 𝐵2 = 𝑧(𝑣2), 𝐶2 = 𝑧(𝑤2)

对角线交点设为
𝐷 = 𝑧(𝑝1, 𝑞1), 𝐸 = 𝑧(𝑝2, 𝑞2), 𝐹 = 𝑧(𝑝3, 𝑞3)

则根据三点共线的结论 (6.2.8),得到如下方程组：

⎧{{{{{{{
⎨{{{{{{{⎩

2(𝑝1𝑞1 + 𝑢1𝑣2) = (𝑝1 + 𝑞1)(𝑢1 + 𝑣2)

2(𝑝1𝑞1 + 𝑢2𝑣1) = (𝑝1 + 𝑞1)(𝑢2 + 𝑣1)

2(𝑝2𝑞2 + 𝑣1𝑤2) = (𝑝2 + 𝑞2)(𝑣1 + 𝑤2)

2(𝑝2𝑞2 + 𝑣2𝑤1) = (𝑝2 + 𝑞2)(𝑣2 + 𝑤1)

2(𝑝3𝑞3 + 𝑤1𝑢2) = (𝑝3 + 𝑞3)(𝑤1 + 𝑢2)

2(𝑝3𝑞3 + 𝑤2𝑢1) = (𝑝3 + 𝑞3)(𝑤2 + 𝑢1)

由此求出

𝑝1𝑞1 = 𝑢1𝑣2 (𝑢2 + 𝑣1) − 𝑢2𝑣1 (𝑢1 + 𝑣2)
(𝑢1 + 𝑣2) − (𝑢2 + 𝑣1) , 𝑝1 + 𝑞1 = 2 (𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1)

(𝑢1 + 𝑣2) − (𝑢2 + 𝑣1)

𝑝2𝑞2 = 𝑣1𝑤2 (𝑣2 + 𝑤1) − 𝑣2𝑤1 (𝑣1 + 𝑤2)
(𝑣1 + 𝑤2) − (𝑣2 + 𝑤1) , 𝑝2 + 𝑞2 = 2 (𝑣1𝑤2 − 𝑣2𝑤1)

(𝑣1 + 𝑤2) − (𝑣2 + 𝑤1)

𝑝3𝑞3 = 𝑤1𝑢2 (𝑤2 + 𝑢1) − 𝑤2𝑢1 (𝑤1 + 𝑢2)
(𝑤2 + 𝑢1) − (𝑤1 + 𝑢2) , 𝑝3 + 𝑞3 = 2 (𝑤1𝑢2 − 𝑤2𝑢1)

(𝑤2 + 𝑢1) − (𝑤1 + 𝑢2)
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并计算知

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑝1𝑞1 𝑝1 + 𝑞1 1

𝑝2𝑞2 𝑝2 + 𝑞2 1

𝑝3𝑞3 𝑝3 + 𝑞3 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0

这就证明了 𝐷, 𝐸, 𝐹 三点共线.

例 6.2.3 (布利昂雄定理) 六条边和一条圆锥曲线相切的六边形的三条对角线共点.

𝐵

𝐹

𝐴

𝐶

𝐷

𝐸

𝑂

证明 同上例一样,令

𝐴 = 𝑧(𝑢1, 𝑢2), 𝐵 = 𝑧(𝑢2, 𝑢3), 𝐶 = 𝑧(𝑢3, 𝑢4), 𝐷 = 𝑧(𝑢4, 𝑢5), 𝐸 = 𝑧(𝑢5, 𝑢6), 𝐹 = 𝑧(𝑢6, 𝑢1)

若三条直线 𝐴𝐷, 𝐵𝐸, 𝐶𝐹 共点于 𝑧(𝑝, 𝑞),则应有:

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑝𝑞 𝑝 + 𝑞 1

𝑢1𝑢2 𝑢1 + 𝑢2 1

𝑢4𝑢5 𝑢4 + 𝑢5 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0, det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑝𝑞 𝑝 + 𝑞 1

𝑢2𝑢3 𝑢2 + 𝑢3 1

𝑢5𝑢6 𝑢5 + 𝑢6 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0, det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑝𝑞 𝑝 + 𝑞 1

𝑢3𝑢4 𝑢3 + 𝑢4 1

𝑢6𝑢1 𝑢6 + 𝑢1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0

它们可以改写为 𝐴𝑘𝑝𝑞 + 𝐵𝑘(𝑝 + 𝑞) + 𝐶𝑘 = 0, (𝑘 = 1, 2, 3)的形式. 存在解的条件为

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐴1 𝐵1 1

𝐴2 𝐵2 1

𝐴3 𝐵3 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0
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计算即知这是成立的. 事实上,可以解出

𝑝𝑞 = 𝑢1𝑢2𝑢3𝑢4 − 𝑢2𝑢3𝑢4𝑢5 + 𝑢3𝑢4𝑢5𝑢6 − 𝑢4𝑢5𝑢6𝑢1 + 𝑢5𝑢6𝑢1𝑢2 − 𝑢6𝑢1𝑢2𝑢3
𝑢1𝑢2 − 𝑢2𝑢3 + 𝑢3𝑢4 − 𝑢4𝑢5 + 𝑢5𝑢6 − 𝑢6𝑢1

𝑝 + 𝑞 =
[𝑢1𝑢2(𝑢4 + 𝑢5) − 𝑢2𝑢3(𝑢5 + 𝑢6) + 𝑢3𝑢4(𝑢6 + 𝑢1)

− 𝑢4𝑢5(𝑢1 + 𝑢2) + 𝑢5𝑢6(𝑢2 + 𝑢3) − 𝑢6𝑢1(𝑢3 + 𝑢4)]

𝑢1𝑢2 − 𝑢2𝑢3 + 𝑢3𝑢4 − 𝑢4𝑢5 + 𝑢5𝑢6 − 𝑢6𝑢1

例 6.2.4 (三割线定理) 给定圆锥曲线 Γ, 由不在曲线上的一点 𝑃 向曲线所引的两条
直线, 分别交于 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 四点, 𝐴𝐶 和 𝐵𝐷 交于点 𝑄, 𝑃𝑄 的连线交 Γ 于 𝐸, 𝐹 , 则有

1
𝑃𝐸 + 1

𝑃𝐹 = 2
𝑃𝑄 .

𝐷
𝑃

𝐴

𝐵

𝐶

𝑄

𝐸

𝐹

证明 令 𝐴 = 𝑧(𝑢1), 𝐵 = 𝑧(𝑣1), 𝐶 = 𝑧(𝑢2), 𝐷 = 𝑧(𝑣2), 𝑃 = 𝑧(𝑝1, 𝑝2), 𝑄 = 𝑧(𝑞1, 𝑞2),则
由 𝐴𝐵𝑃 和 𝐶𝐷𝑃 共线知

2(𝑝1𝑝2 + 𝑢1𝑣1) = (𝑝1 + 𝑝2)(𝑢1 + 𝑣1)
2(𝑝1𝑝2 + 𝑢2𝑣2) = (𝑝1 + 𝑝2)(𝑢2 + 𝑣2)

解出

𝑝1𝑝2 = (𝑢1 − 𝑢2)𝑣1𝑣2 + (𝑣1 − 𝑣2)𝑢1𝑢2
𝑢1 − 𝑢2 + 𝑣1 − 𝑣2

𝑝1 + 𝑝2 = 2(𝑢1𝑣1 − 𝑢2𝑣2)
𝑢1 − 𝑢2 + 𝑣1 − 𝑣2

又由 𝐴𝐷𝐸 和 𝐵𝐶𝐸 共线

2(𝑞1𝑞2 + 𝑢1𝑣2) = (𝑞1 + 𝑞2)(𝑢1 + 𝑣2)
2(𝑞1𝑞2 + 𝑢2𝑣1) = (𝑞1 + 𝑞2)(𝑢2 + 𝑣1)
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解出

𝑞1𝑞2 = (𝑢1 − 𝑢2)𝑣1𝑣2 − (𝑣1 − 𝑣2)𝑢1𝑢2
(𝑢1 − 𝑢2) − (𝑣1 − 𝑣2)

𝑞1 + 𝑞2 = 2(𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1)
(𝑢1 − 𝑢2) − (𝑣1 − 𝑣2)

𝑃 , 𝑄的连线与曲线 Γ的交点设为 𝐸 = 𝑧(𝑤1), 𝐹 = 𝑧(𝑤2),则 𝑤1, 𝑤2 是如下方程的两根

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑤2 2𝑤 1

𝑝1𝑝2 𝑝1 + 𝑝2 1

𝑞1𝑞2 𝑞1𝑞2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0

代入前面求出的式子,化简即为

(𝑢1 + 𝑢2 − 𝑣1 − 𝑣2)𝑤2 − 2(𝑢1𝑢2 − 𝑣1𝑣2)𝑤 + 𝑢1𝑢2(𝑣1 + 𝑣2) − (𝑢1 + 𝑢2)𝑣1𝑣2 = 0

根据韦达定理,有

𝑤1𝑤2 = 𝑢1𝑢2(𝑣1 + 𝑣2) − 𝑣1𝑣2(𝑢1 + 𝑢2)
𝑢1 + 𝑢2 − 𝑣1 − 𝑣2

𝑤1 + 𝑤2 = 2(𝑢1𝑢2 − 𝑣1𝑣2)
𝑢1 + 𝑢2 − 𝑣1 − 𝑣2

而待证的结论等价于证明交比

(𝑃 − 𝐹)(𝑄 − 𝐸)
(𝑃 − 𝐸)(𝑄 − 𝐹) = −1

也就是
(𝑝1𝑝2 − 𝑤2𝑤2)(𝑞1𝑞2 − 𝑤1𝑤1)
(𝑝1𝑝2 − 𝑤1𝑤1)(𝑞1𝑞2 − 𝑤2𝑤2) = −1

它可以简化为对称式

2𝑤1
2𝑤2

2 + 2(𝑝1𝑝2 + 𝑞1𝑞2)𝑤1𝑤2 − (𝑝1𝑝2 + 𝑞1𝑞2)(𝑤1 + 𝑤2)2 + 2𝑝1𝑝2𝑞1𝑞2 = 0

将前面所得各式代入即知等式是成立的,命题得证.

例 6.2.5 如果一条圆锥曲线与三角形 𝐴, 𝐵, 𝐶 的每边交于两点,过这两点作切线,分别
交于 𝐷, 𝐸, 𝐹 ,求证 𝐴𝐷, 𝐵𝐸, 𝐶𝐹 三线共点.
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𝐴

𝐵 𝐶

𝑃3 𝑄2

𝑃2

𝑃1 𝑄1

𝑄3

𝐹

𝐷

𝐸

𝑋

证明 设 𝐴 = 𝑧(𝑢1, 𝑣1), 𝐵 = 𝑧(𝑢2, 𝑣2), 𝐶 = 𝑧(𝑢3, 𝑣3)以及

𝑃1 = 𝑧(𝑝1), 𝑄1 = 𝑧(𝑞1), 𝑃2 = 𝑧(𝑝2), 𝑄1 = 𝑧(𝑞2), 𝑃3 = 𝑧(𝑝3), 𝑄3 = 𝑧(𝑞3)

则
⎧{{{{{{{
⎨{{{{{{{⎩

2(𝑢1𝑣1 + 𝑝2𝑞2) = (𝑢1 + 𝑣1)(𝑝2 + 𝑞2)

2(𝑢1𝑣1 + 𝑝3𝑞3) = (𝑢1 + 𝑣1)(𝑝3 + 𝑞3)

2(𝑢2𝑣2 + 𝑝3𝑞3) = (𝑢2 + 𝑣2)(𝑝3 + 𝑞3)

2(𝑢2𝑣2 + 𝑝1𝑞1) = (𝑢2 + 𝑣2)(𝑝1 + 𝑞1)

2(𝑢3𝑣3 + 𝑝1𝑞1) = (𝑢3 + 𝑣3)(𝑝1 + 𝑞1)

2(𝑢3𝑣3 + 𝑝2𝑞2) = (𝑢3 + 𝑣3)(𝑝2 + 𝑞2)

由此解出

𝑝1𝑞1 = −𝑢3𝑣3(𝑢2 + 𝑣2) − 𝑢2𝑣2(𝑢3 + 𝑣3)
(𝑢2 + 𝑣2) − (𝑢3 + 𝑣3) , 𝑝1 + 𝑞1 = 2(𝑢2𝑣2 − 𝑢3𝑣3)

(𝑢2 + 𝑣2) − (𝑢3 + 𝑣3)

𝑝2𝑞2 = −𝑢1𝑣1(𝑢3 + 𝑣3) − 𝑢3𝑣3(𝑢1 + 𝑣1)
(𝑢3 + 𝑣3) − (𝑢1 + 𝑣1) , 𝑝2 + 𝑞2 = 2(𝑢3𝑣3 − 𝑢1𝑣1)

(𝑢3 + 𝑣3) − (𝑢1 + 𝑣1)

𝑝3𝑞3 = −𝑢2𝑣2(𝑢1 + 𝑣1) − 𝑢1𝑣1(𝑢2 + 𝑣2)
(𝑢1 + 𝑣1) − (𝑢2 + 𝑣2) , 𝑝3 + 𝑞3 = 2(𝑢1𝑣1 − 𝑢2𝑣2)

(𝑢1 + 𝑣1) − (𝑢2 + 𝑣2)

切线交点为 𝐷 = 𝑧(𝑝1, 𝑞1), 𝐸 = 𝑧(𝑝2, 𝑞2), 𝐹 = 𝑧(𝑝3, 𝑞3), 若 𝐴𝐷, 𝐵𝐸, 𝐶𝐹 交于公共点
𝑋 = 𝑧(𝜁, 𝜂),则如下三式应有公共解

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜁𝜂 𝜁 + 𝜂 1

𝑢1𝑣1 𝑢1 + 𝑣1 1

𝑝1𝑞1 𝑝1 + 𝑞1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0, det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜁𝜂 𝜁 + 𝜂 1

𝑢2𝑣2 𝑢2 + 𝑣2 1

𝑝2𝑞2 𝑝2 + 𝑞2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0, det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜁𝜂 𝜁 + 𝜂 1

𝑢3𝑣3 𝑢3 + 𝑣3 1

𝑝3𝑞3 𝑝3 + 𝑞3 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0
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根据线性方程组理论,它等价于

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑝1𝑞1 − 𝑢1𝑣1 𝑝1 + 𝑞1 − (𝑢1 + 𝑣1) 𝑝1𝑞1(𝑢1 + 𝑣1) − (𝑝1 + 𝑞1)𝑢1𝑣1

𝑝2𝑞2 − 𝑢2𝑣2 𝑝2 + 𝑞2 − (𝑢2 + 𝑣2) 𝑝2𝑞2(𝑢2 + 𝑣2) − (𝑝2 + 𝑞2)𝑢2𝑣2

𝑝3𝑞3 − 𝑢3𝑣3 𝑝3 + 𝑞3 − (𝑢3 + 𝑣3) 𝑝3𝑞3(𝑢3 + 𝑣3) − (𝑝3 + 𝑞3)𝑢3𝑣3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0

将前面所得各式代入计算即知此式是成立的,从而命题获证.

上面我们得到了圆锥曲线一般的二阶有理表示,并用它证明了具有射影不变性的一
些命题,但这些只是冰山之一角. 我们还需要做更细致的讨论,才能窥视其瑰丽多姿的
全貌. 我们先从相交情形开始.

6.3 相交情形

经过一个孤立点的情形缺少了参照,因而并不是太适合圆锥曲线固有性质的探讨,
所以我们并不对其作讨论.

6.3.1 过已知两点的圆锥曲线

𝐴

𝐵

若圆锥曲线经过已知两点 𝐴, 𝐵, 以
→

𝐴𝐵 为基准向量, 则我们可将圆锥曲线表示为
→

𝐴𝑃 = 𝑧(𝑢)
→

𝐴𝐵,其中 𝑃 为圆锥曲线上的任意点, 𝑧(𝑢)取 (6.2.1)的形式. 显然 𝑧(𝑢)可取
值 0和 1,我们根据这一点来重新推导其具体表示,这里介绍两种方式.
法一: 根据 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖所满足的一般方程: 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0,

由 𝑧 = 0及 𝑧 = 1在其上,知 𝑑 = − 𝑎
2 , 𝑓 = 0,即有

𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 − 𝑎𝑥 + 2𝑒𝑦 = 0

上式中 𝑎不能取值 0,否则曲线将退化为两直线的情形,又因为方程系数存在冗余,所以
我们可简单地令 𝑎 = 1,考虑参数直线 𝑦 = 𝑢𝑥,则得到它的一个有理表示:

𝑧(𝑢) = 𝑥(𝑢) + 𝑦(𝑢)𝑖 = (1 + 𝑖𝑢)(1 − 2𝑒𝑢)
1 + 2𝑏𝑢 + 𝑐𝑢2
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但这个表示尚有一些不如意的地方,因为 lim
𝑢→0

𝑧(𝑢) = 1, lim
𝑢→(2𝑒)−1

𝑧(𝑢) = 0. 我们希望的是

lim
𝑢→0

𝑧(𝑢) = 0, lim
𝑢→∞

𝑧(𝑢) = 1.

若 𝑒 ≠ 0,考虑作线性分式变换 𝑢−0
𝑢−(2𝑒)−1 = 𝑘

𝑣 (其中 𝑘为任意的常数),即 𝑢 = 𝑘
2𝑒(𝑘−𝑣) ,

则

𝑧(𝑣) = 4𝑒2𝑣2 − 4𝑒2𝑘𝑣 − 2𝑖𝑒𝑘𝑣
4𝑒2𝑣2 − 4𝑒(𝑏 + 2𝑒)𝑘𝑣 + (𝑐 + 4𝑏𝑒 + 4𝑒2)𝑘2

再令

−𝑘 = 2𝑠, − 𝑘
2𝑒 = 2, −(𝑏 + 2𝑒)𝑘

𝑒 = 2𝑝, 𝑐 + 4𝑏𝑒 + 4𝑒2

4𝑒2 𝑘2 = 𝑞

进行化简À. 从而得到表示

𝑧(𝑣) = 𝑣2 + 2𝑠𝑣 + 2𝑖𝑣
𝑣2 + 2𝑝𝑣 + 𝑞

若 𝑒 = 0, 考虑倒数变换 𝑢 = 𝑘
𝑣 , 此时 𝑧(𝑣) = 𝑣(𝑖𝑘+𝑣)

𝑐𝑘2+2𝑏𝑘𝑣+𝑣2 令 𝑘 = 2 并作代换
𝑏 = 𝑝

2 , 𝑐 = 𝑞
4 ,则化为 𝑧(𝑣) = 𝑣2+2𝑖𝑣

𝑣2+2𝑝𝑣+𝑞 ,也正是上面表示的特例情形 (𝑠 = 0).

因而,对于任意的经过 0, 1两点的非退化圆锥曲线,参数表示 𝑧(𝑣) = 𝑣2+2𝑠𝑣+2𝑖𝑣
𝑣2+2𝑝𝑣+𝑞 都

是适当的.

法二: 我们也可以根据一般有理参数表示 (6.2.1)推导而得. 已知对于任意的非退化
圆锥曲线,其有参数表示:

𝑧(𝑢) = 𝑎1𝑢2 + 2𝑏1𝑢 + 𝑐1
𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3

+ 𝑎2𝑢2 + 2𝑏2𝑢 + 𝑐2
𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3

𝑖

若它经过 0, 1两点,因为 (XX定理)保证总是可以指定圆锥曲线上的任意三点对应的 𝑢
值,我们令

⎧{{
⎨{{⎩

lim
𝑢→0

𝑧(𝑢) = 𝑐1
𝑐3

+ 𝑐2
𝑐3

𝑖 = 0

lim
𝑢→∞

𝑧(𝑢) = 𝑎1
𝑎3

+ 𝑎2
𝑎3

𝑖 = 1

则可导出 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 0, 𝑎1 = 𝑎3, 𝑎2 = 0,于是有参数表示

𝑧(𝑢) = 𝑎3𝑢2 + 2𝑏1𝑢 + 2𝑏2𝑢𝑖
𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3

À这个代换是双有理的:

⎧{
⎨{⎩

𝑘 = −4𝑒, 𝑝 = 2(𝑏 + 2𝑒), 𝑞 = 4(𝑐 + 4𝑏𝑒 + 4𝑒2), 𝑠 = 2𝑒
𝑘 = −2𝑠, 𝑏 = 1

2 (𝑝 − 2𝑠), 𝑐 = 1
4 (𝑞 − 4𝑝𝑠 + 4𝑠2), 𝑒 = 𝑠

2
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再作代换 𝑢 = 𝑘𝑣(𝑘是可以任意指定的非 0常数),则为

𝑧(𝑣) = 𝑎3𝑘2𝑣2 + 2𝑏1𝑘𝑣 + 2𝑏2𝑘𝑣𝑖
𝑎3𝑘2𝑣2 + 2𝑏3𝑘𝑣 + 𝑐3

上式中 𝑎3 不能为 0,否则曲线是退化的,令

𝑏3
𝑘𝑎3

= 𝑝, 𝑐3
𝑘2𝑎3

= 𝑞, 𝑏1
𝑘𝑎3

= 𝑠, 𝑏2
𝑘𝑎3

= 1

则得到经过 0, 1两点的非退化圆锥曲线的简化表示:

𝑧(𝑣) = 𝑣2 + 2𝑠𝑣 + 2𝑖𝑣
𝑣2 + 2𝑝𝑣 + 𝑞

命题 6.3.1 若非退化的圆锥曲线经过已知的两点 𝐴, 𝐵,则该圆锥曲线上的任意一点 𝑃
可表示为如下参数形式：

→
𝐴𝑃 = 𝑢2 + 2𝑠𝑢 + 2𝑖𝑢

𝑢2 + 2𝑝𝑢 + 𝑞
→

𝐴𝐵 (6.3.1)

式中 𝑃 在 𝑢 → 0, ∞时恰好是 𝐴, 𝐵两点.

曲线的分类由表示式的分母关于 𝑢的判别式而定.

Δ = 𝑝2 − 𝑞

Δ > 0时为双曲线; Δ = 0时为抛物线; Δ < 0时为椭圆.

若为抛物线,则 𝑞 = 𝑝2,从而有：

推论 6.3.2 经过已知两点 𝐴, 𝐵的抛物线,其上的任意一点 𝑃 有如下参数表示:

→
𝐴𝑃 = 𝑢2 + 2𝑠𝑢 + 2𝑖𝑢

(𝑢 + 𝑝)2
→

𝐴𝐵 (6.3.2)

应用 (6.3.1),我们可以给出蝴蝶定理一般形式的一个简便证明.

例 6.3.3 (坎迪定理) 如图, 点 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝑃 , 𝑄 在同一圆锥曲线上, 𝐴𝐵 交 𝑃𝑄 于 𝐸,
𝐶𝐷交 𝑃𝑄于 𝐹 , 𝐴𝐶、𝐵𝐷、𝑃𝑄三线共点于𝑀 ,若点 𝑃、𝐸 同在𝑀 的一侧,点 𝑄、𝐹
同在𝑀 的另一侧,则有长度关系: 1

𝑀𝑃 − 1
𝑀𝑄 = 1

𝑀𝐸 − 1
𝑀𝐹
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𝑃 𝑄
𝑀

𝐶𝐵

𝐴

𝐷

𝐸 𝐹

证明 以
→

𝑃𝑄 作为基准向量, 则根据 (6.3.1), 圆锥曲线上的任意点 𝑇 可表示为
→

𝑃𝑇 =
𝑧(𝑢)

→
𝑃𝑄,其中

𝑧(𝑢) = 𝑢2 + 2𝑠𝑢 + 2𝑖𝑢
𝑢2 + 2𝑝𝑢 + 𝑞

令
→

𝑃𝐴 = 𝑧(𝑎)
→

𝑃𝑄,
→

𝑃𝐵 = 𝑧(𝑏)
→

𝑃𝑄,
→

𝑃𝐶 = 𝑧(𝑐)
→

𝑃𝑄,
→

𝑃𝐷 = 𝑧(𝑑)
→

𝑃𝑄,并设在 𝑃𝑄
上的点𝑀, 𝐸, 𝐹 分别为

→
𝑃𝑀 = 𝜆

→
𝑃 𝑄,

→
𝑃𝐸 = 𝜇

→
𝑃𝑄,

→
𝑃𝐹 = 𝜈

→
𝑃𝑄,则

根据 𝐴, 𝐸, 𝐵三点共线,解得 𝜇 = 𝑎𝑏
𝑎𝑏−𝑞 .

根据 𝐶, 𝐹 , 𝐷三点共线,解得 𝜈 = 𝑐𝑑
𝑐𝑑−𝑞 .

根据 𝐴, 𝑀, 𝐶 三点共线,解得 𝜆 = 𝑎𝑐
𝑎𝑐−𝑞 .

再根据 𝐵, 𝑀, 𝐷三点共线,即可知 𝑎𝑐 = 𝑏𝑑. 而待证的结论等价于

1
𝜆 − 1

1 − 𝜆 = 1
𝜆 − 𝜇 − 1

𝜈 − 𝜆

将前面的各式代入,即知它是恒成立的.

例 6.3.4 如图,圆锥曲线 Γ1 与圆锥曲线 Γ2 相交于 𝐴、𝐵两点,由 𝐴、𝐵点分别作 Γ1
的切线,与 Γ2交于 𝐶、𝐷两点,再由 𝐴、𝐵点分别作 Γ2的切线,与 Γ1交于 𝐸、𝐹 两点,
则三条直线 𝐴𝐵, 𝐶𝐷, 𝐸𝐹 相交于一点 𝐺.
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𝐴

𝐸

𝐵

𝐹

𝐶

𝐷

𝐺

证明 考虑以
→

𝐴𝐵为基向量,圆锥曲线 Γ1 上的任意点 𝑃 有表示

→
𝐴𝑃 = 𝑢2 + 2𝑠1𝑢 + 2𝑖𝑢

𝑢2 + 2𝑝1𝑢 + 𝑞1

→
𝐴𝐵

圆锥曲线 Γ2 上的任意点 𝑄有表示

→
𝐴𝑄 = 𝑣2 + 2𝑠2𝑣 + 2𝑖𝑣

𝑣2 + 2𝑝2𝑣 + 𝑞2

→
𝐴𝐵

Γ1 在 𝐴点处的切向量为

𝑣1𝐴𝑣1𝐴𝑣1𝐴 = lim
𝑢→0

𝑑
𝑑𝑢

→
𝐴𝑃 = 2(𝑠1 + 𝑖)

𝑞1

→
𝐴𝐵

根据 Im ( 𝐶−𝐴
𝑣1𝐴𝑣1𝐴𝑣1𝐴

) = 0即可计算出 𝐶 点的表示：

→
𝐴𝐶 = 4(𝑠1 − 𝑠2)(𝑠1 + 𝑖)

𝑞2 + 4𝑝2𝑠1 + 4𝑠2
1 − 4𝑝2𝑠2 − 8𝑠1𝑠2 + 4𝑠2

2

→
𝐴𝐵

Γ1 在 𝐵点处的切向量为

𝑣1𝐵𝑣1𝐵𝑣1𝐵 = lim
𝑢→∞

𝑢2 𝑑
𝑑𝑢

→
𝐴𝑃 = 2(𝑝1 − 𝑠1 − 𝑖)

→
𝐴𝐵
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根据 Im ( 𝐷−𝐵
𝑣1𝐵𝑣1𝐵𝑣1𝐵

) = 0又可计算出 𝐷点的表示：

→
𝐴𝐷 = 𝑞2 + 4𝑝1𝑠2 − 4𝑝2𝑠2 − 4𝑠1𝑠2 + 4𝑠2

2 + 4𝑖(𝑝1 − 𝑝2 − 𝑠1 + 𝑠2)
4𝑝2

1 − 4𝑝1𝑝2 + 𝑞2 − 8𝑝1𝑠1 + 4𝑝2𝑠1 + 4𝑠2
1 + 8𝑝1𝑠2 − 4𝑝2𝑠2 − 8𝑠1𝑠2 + 4𝑠2

2

→
𝐴𝐵

同理,知
→

𝐴𝐸 = 4(𝑠2 − 𝑠1)(𝑠2 + 𝑖)
𝑞1 − 4𝑝1𝑠1 + 4𝑠2

1 + 4𝑝1𝑠2 − 8𝑠1𝑠2 + 4𝑠2
2

→
𝐴𝐵

→
𝐴𝐹 = 𝑞1 − 4𝑝1𝑠1 + 4𝑝2𝑠1 + 4𝑠2

1 − 4𝑠1𝑠2 + 4𝑖(𝑝2 − 𝑝1 − 𝑠2 + 𝑠1)
4𝑝2

2 − 4𝑝1𝑝2 + 𝑞1 − 4𝑝1𝑠1 + 8𝑝2𝑠1 + 4𝑠2
1 + 4𝑝1𝑠2 − 8𝑝2𝑠2 − 8𝑠1𝑠2 + 4𝑠2

2

→
𝐴𝐵

进而求出直线 𝐶𝐷与 𝐸𝐹 的交点 𝐺的表示:

→
𝐴𝐺 = 𝑠1 − 𝑠2

𝑝2 − 𝑝1 + 2(𝑠1 − 𝑠2)
→

𝐴𝐵

由此即知 𝐺点也在直线 𝐴𝐵上,命题得证.

例 6.3.5 两圆锥曲线 Ω1, Ω2相切于 𝑆、𝑇 两点, △𝐴𝐵𝐶 内接于 Ω1,且 𝐵𝐶 与 Ω2相切,
𝐴𝐵、𝐴𝐶 分别交直线 𝑆𝑇 于 𝑃、𝑄两点,证明: 𝑆、𝑇、𝑃、𝑄四点的交比是与△𝐴𝐵𝐶
位置无关的一个定值.

𝑠 = 0.8

𝑝 = 0.8

𝑐 = 17.9

𝑟 = 0.7

𝑆 𝑇

𝐴

𝐵
𝐶

𝑃 𝑄

证明 以
→

𝑆𝑇 为基向量,圆锥曲线 Ω1 上的任意点 𝑋 可表示为

→
𝑆𝑋 = 𝑢2 + 2𝑠1𝑢 + 2𝑖𝑢

𝑢2 + 2𝑝1𝑢 + 𝑞1

→
𝑆𝑇

圆锥曲线 Ω2 上的任意点 𝑌 可表示为

→
𝑆𝑌 = 𝑢2 + 2𝑠2𝑢 + 2𝑖𝑢

𝑢2 + 2𝑝2𝑢 + 𝑞2

→
𝑆𝑇

由二者在点 𝑆 和 𝑇 处相切易知

𝑠1 = 𝑠2, 𝑝1 = 𝑝2
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设 Ω1 上的三点 𝐴、𝐵、𝐶 对应的参数 𝑢分别为 𝑎、𝑏、𝑐,根据 𝐵𝐶 与 Ω2 相切而有

(𝑏 + 𝑐)2𝑞1 − 4𝑏𝑐𝑞2 = 0

𝑃、𝑄两点的表示分别是

→
𝑆𝑃 = 𝑎𝑏

𝑎𝑏 − 𝑞1

→
𝑆𝑇 ,

→
𝑆𝑄 = 𝑎𝑐

𝑎𝑐 − 𝑞1

→
𝑆𝑇

于是 𝑆、𝑇、𝑃、𝑄四点的交比为

𝑆 − 𝑃
𝑆 − 𝑄

𝑇 − 𝑄
𝑇 − 𝑃 = 𝑏

𝑐 = 2𝑞2 ± 2√𝑞2(𝑞2 − 𝑞1) − 𝑞1
𝑞1

是一个仅与圆锥曲线固有参数相关的量.

6.3.2 三角形的外接圆锥曲线

𝐴

𝐵 𝐶

若圆锥曲线经过已知的不共线三点𝐴, 𝐵, 𝐶,设圆锥曲线上的点 𝑃 = 𝛼𝐴+𝛽𝐵+𝛾𝐶, (𝛼+
𝛽 + 𝛾 = 1),则由 (6.1.1)知其重心坐标方程应为：

𝜆12𝛼𝛽 + 𝜆13𝛼𝛾 + 𝜆23𝛽𝛾 = 0

其中 𝜆12, 𝜆13, 𝜆23均不为 0,否则圆锥曲线是退化的. 因为我们总是可以利用 𝛼+𝛽 +𝛾 =
1将其转化为二元二次方程,所以 𝛼, 𝛽, 𝛾 有如下形式的二阶有理参数表示:

𝛼 = 𝑎1𝑢2 + 2𝑏1𝑢 + 𝑐1
𝑎4𝑢2 + 2𝑏4𝑢 + 𝑐4

, 𝛽 = 𝑎2𝑢2 + 2𝑏2𝑢 + 𝑐2
𝑎4𝑢2 + 2𝑏4𝑢 + 𝑐4

, 𝛾 = 𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3
𝑎4𝑢2 + 2𝑏4𝑢 + 𝑐4

对于上面的齐次方程,我们可以先寻找多项式

𝛼′ = 𝑎1𝑢2 + 2𝑏1𝑢 + 𝑐1, 𝛽′ = 𝑎2𝑢2 + 2𝑏2𝑢 + 𝑐2, 𝛾′ = 𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3
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使得
𝜆12𝛼′𝛽′ + 𝜆13𝛼′𝛾′ + 𝜆23𝛽′𝛾′ = 0

则

𝛼 = 𝛼′

𝛼′ + 𝛽′ + 𝛾′ , 𝛽 = 𝛽′

𝛼′ + 𝛽′ + 𝛾′ , 𝛾 = 𝛾′

𝛼′ + 𝛽′ + 𝛾′

即为所求. 一个适当的表示是

𝛼′ = 𝜆23(1 − 𝑢), 𝛽′ = 𝜆13𝑢, 𝛾′ = −𝜆12𝑢(1 − 𝑢)

从而我们就得到了经过 𝐴𝐵𝐶 三点的外接圆锥曲线的一个二阶有理表示. 再做代换
𝑝 = 𝜆23

𝜆12
, 𝑞 = 𝜆13

𝜆12
以简化形式,则得如下命题:

命题 6.3.6 若非退化的圆锥曲线经过已知的三点 𝐴、𝐵、𝐶,则该圆锥曲线上的任意一
点 𝑃 可表示为如下参数形式：

𝑃 = 𝑝(1 − 𝑢)𝐴 + 𝑞𝑢𝐵 − 𝑢(1 − 𝑢)𝐶
𝑝(1 − 𝑢) + 𝑞𝑢 − 𝑢(1 − 𝑢) (6.3.3)

式中 𝑃 在 𝑢 → 0, 1, ∞时恰好是 𝐴、𝐵、𝐶 三点.
特别地,经过 𝐴、𝐵、𝐶 三点的圆有参数表示

𝑃 = 𝑎2(1 − 𝑢)𝐴 + 𝑏2𝑢𝐵 − 𝑐2𝑢(1 − 𝑢)𝐶
𝑎2(1 − 𝑢) + 𝑏2𝑢 − 𝑐2𝑢(1 − 𝑢) (6.3.4)

其中 𝑎, 𝑏, 𝑐是△𝐴𝐵𝐶 的边长: 𝑎 = 𝐵𝐶, 𝑏 = 𝐶𝐴, 𝑐 = 𝐴𝐵.

曲线的分类由表示式的分母关于 𝑢的判别式而定.

Δ = 𝑝2 − 2𝑝𝑞 + 𝑞2 − 2𝑝 − 2𝑞 + 1

Δ > 0时为双曲线; Δ = 0时为抛物线; Δ < 0时为椭圆.
若为抛物线, Δ = 0的一个通解表示是 𝑝 = 𝑠2, 𝑞 = (1 + 𝑠)2,从而有：

推论 6.3.7 经过已知三点 𝐴, 𝐵, 𝐶 的抛物线,其上的任意一点 𝑃 有如下参数表示:

𝑃 = 𝑠2(1 − 𝑢)𝐴 + (1 + 𝑠)2𝑢𝐵 − 𝑢(1 − 𝑢)𝐶
(𝑠 + 𝑢)2 (6.3.5)

(6.3.3)所表示的圆锥曲线,若它是中心圆锥曲线,即 Δ ≠ 0,则可根据其重心坐标方
程 𝑝𝛽𝛾 + 𝑞𝛾𝛼 + 𝛼𝛽 = 0,推知曲线的中心是

𝑂 = 𝑝(𝑝 − 𝑞 − 1)𝐴 + 𝑞(𝑞 − 1 − 𝑝)𝐵 + (1 − 𝑝 − 𝑞)𝐶
1 + 𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑝 − 2𝑞 − 2𝑝𝑞 (6.3.6)
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这容易直接根据曲线中心的定义得到: 曲线上的点关于中心的对称点也位于曲线上,也
可以利用二次曲线的中心具有仿射不变性来求.

例 6.3.8 如图, △𝐷𝐸𝐹 是 △𝐴𝐵𝐶 的外接圆锥曲线在顶点处的切线的交点三角形,
𝑋, 𝑌 , 𝑍 是△𝐴𝐵𝐶 各边的中点,则 𝐷𝑋, 𝐸𝑌 , 𝐹𝑍 三线共点于圆锥曲线的中心.

𝐶
𝐴

𝐵

𝐸

𝐹 𝐷

𝑍
𝑋

𝑌

𝑇

证明 根据 (6.3.3), △𝐴𝐵𝐶 的外接圆锥曲线上的任意点可设为

𝑃 = 𝑝(1 − 𝑢)𝐴 + 𝑞𝑢𝐵 − 𝑢(1 − 𝑢)𝐶
𝑝(1 − 𝑢) + 𝑞𝑢 − 𝑢(1 − 𝑢)

因而圆锥曲线在△𝐴𝐵𝐶 三个顶点处的切向量分别为:

𝑣𝐴𝑣𝐴𝑣𝐴 = lim
𝑢→0

𝑑𝑃
𝑑𝑢 = 𝐴 − 𝐶 − 𝐴𝑞 + 𝐵𝑞

𝑝
𝑣𝐵𝑣𝐵𝑣𝐵 = lim

𝑢→1
𝑑𝑃
𝑑𝑢 = 𝐶 − 𝐵 − 𝐴𝑝 + 𝐵𝑝

𝑞
𝑣𝐶𝑣𝐶𝑣𝐶 = lim

𝑢→∞
𝑢2 𝑑𝑃

𝑑𝑢 = 𝐴𝑝 − 𝐶𝑝 − 𝐵𝑞 + 𝐶𝑞

进而求出各切线的交点三角形△𝐷𝐸𝐹 的表示:

𝐷 = 𝐶 − 𝑝𝐴 + 𝑞𝐵
1 − 𝑝 + 𝑞 , 𝐸 = 𝐶 + 𝑝𝐴 − 𝑞𝐵

1 + 𝑝 − 𝑞 , 𝐹 = 𝐶 − 𝑝𝐴 − 𝑞𝐵
1 − 𝑝 − 𝑞

△𝐴𝐵𝐶 的各边中点是：

𝑋 = 𝐵 + 𝐶
2 , 𝑌 = 𝐶 + 𝐴

2 , 𝑍 = 𝐴 + 𝐵
2

待证结论是三线 𝐷𝑋、𝐸𝑌、𝐹𝑍 共同交于点 𝑇 ,我们先设

𝑇 = 𝜆𝐷 + (1 − 𝜆)𝑋 = 𝜇𝐸 + (1 − 𝜇)𝑌

代入上面的表示即有

𝜆𝐶 − 𝑝𝐴 + 𝑞𝐵
1 − 𝑝 + 𝑞 + (1 − 𝜆)𝐵 + 𝐶

2 = 𝜇𝐶 + 𝑝𝐴 − 𝑞𝐵
1 + 𝑝 − 𝑞 + (1 − 𝜇)𝐶 + 𝐴

2
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根据 𝐴, 𝐵, 𝐶 的线性无关性可解出

𝜆 = (1 − 𝑝 + 𝑞)2

1 + 𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑝 − 2𝑞 − 2𝑝𝑞 , 𝜇 = (1 + 𝑝 − 𝑞)2

1 + 𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑝 − 2𝑞 − 2𝑝𝑞

于是

𝑇 = 𝑝(𝑝 − 𝑞 − 1)𝐴 + 𝑞(𝑞 − 1 − 𝑝)𝐵 + (1 − 𝑝 − 𝑞)𝐶
1 + 𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑝 − 2𝑞 − 2𝑝𝑞

根据 (6.3.6), 𝑇 正是曲线的中心. 又计算得

𝑇 − 𝐹
𝑍 − 𝐹 = −4𝑝𝑞

1 + 𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑝 − 2𝑞 − 2𝑝𝑞

这就说明了 𝑇 点也在直线 𝐹𝑍 上,命题获证.

例 6.3.9 (三角形的最小面积外接椭圆问题) 这个问题是近代综合几何的创始人之一
Jacob Steiner于 1826年提出的: 在△𝐴𝐵𝐶的无数个外接椭圆中,哪一个的面积最小. 它
的解法有好几种,最常见的做法是利用 “仿射变换下，图像的面积之比保持不变”这一
性质. 这里我们利用 (6.3.3)来直接求解.

解 △𝐴𝐵𝐶 外接圆锥曲线上的点 𝑃 有表示:

𝑃 = 𝑝(1 − 𝑢)𝐴 + 𝑞𝑢𝐵 − 𝑢(1 − 𝑢)𝐶
𝑝(1 − 𝑢) + 𝑞𝑢 − 𝑢(1 − 𝑢)

它为椭圆的要求是判别式 Δ = 𝑝2 − 2𝑝𝑞 + 𝑞2 − 2𝑝 − 2𝑞 + 1 < 0. 改写上式为向量形式:

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑢)(𝑝

→
𝐵𝐴 −𝑢

→
𝐵𝐶)

𝑝 − 𝑢 − 𝑝𝑢 + 𝑞𝑢 + 𝑢2

在 𝑃 点处的切向量为

𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝑃 = 𝑝(1 − 𝑞 − 2𝑢 + 𝑢2)

→
𝐵𝐴 −(𝑝 − 2𝑝𝑢 + 𝑝𝑢2 − 𝑞𝑢2)

→
𝐵𝐶

(𝑝 − 𝑢 − 𝑝𝑢 + 𝑞𝑢 + 𝑢2)2

根据格林面积公式 (2.4.1),椭圆的面积

𝑆 = −1
2 ∮

𝐿
Im (

→
𝐵𝑃 ⊗ 𝑑

𝑑𝑢
→

𝐵𝑃)

= −1
2

∞

∫
−∞

𝑝(1 − 𝑢)2

(𝑝 − 𝑢 − 𝑝𝑢 + 𝑞𝑢 + 𝑢2)2 𝑑𝑢 ⋅ Im(
→

𝐵𝐴 ⊗
→

𝐵𝐶)

= 4𝑝𝑞𝜋
(−1 + 2𝑝 − 𝑝2 + 2𝑞 + 2𝑝𝑞 − 𝑞2)3/2 𝑆𝐴𝐵𝐶
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易知当 𝑝 = 1, 𝑞 = 1 时, 椭圆有最小的面积 𝑆min = 4𝜋
3

√
3 𝑆𝐴𝐵𝐶 . 此时椭圆的中心正是

△𝐴𝐵𝐶 的重心.

例 6.3.10 (费尔巴哈双曲线) 经过三角形顶点和垂心的圆锥曲线是一条双曲线,称为
费尔巴哈双曲线,其中点的轨迹是一个圆.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐻

𝑂

证明 设
→

𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑖𝑡)
→

𝐵𝐶,则根据 (6.3.3), △𝐴𝐵𝐶 的外接圆锥曲线可表示为：

→
𝐵𝑃 = (𝑝𝑠 + 𝑖𝑝𝑡 − 𝑢)(1 − 𝑢)

𝑝 − 𝑢 − 𝑝𝑢 + 𝑞𝑢 + 𝑢2
→

𝐵𝐶

它经过△𝐴𝐵𝐶 的垂心
→

𝐵𝐻 = 𝑠(𝑡 + 𝑖 − 𝑖𝑠)
𝑡

→
𝐵𝐶

解出

𝑞 = −1 + 𝑠 + 𝑝𝑠 − 𝑝𝑠2 − 𝑝𝑡2

𝑠
从而得到曲线的参数表示

→
𝐵𝑃 = 𝑠(𝑝𝑠 + 𝑖𝑝𝑡 − 𝑢)(1 − 𝑢)

𝑝𝑠 − 𝑢 − 𝑝𝑠2𝑢 − 𝑝𝑡2𝑢 + 𝑠𝑢2
→

𝐵𝐶

判别式

Δ = 1 − 2𝑝𝑠2 + 𝑝2𝑠4 + 2𝑝𝑡2 + 2𝑝2𝑠2𝑡2 + 𝑝2𝑡4 = (1 − 𝑝𝑠2 + 𝑝𝑡2)2 + 4𝑝2𝑠2𝑡2 > 0

因而是一条双曲线. 曲线的中心

→
𝐵𝑂 = 𝑠(1 − 𝑝𝑠 + 𝑖𝑝𝑡)

1 − 𝑝𝑠2 + 2𝑖𝑝𝑠𝑡 + 𝑝𝑡2
→

𝐵𝐶

是关于参数 𝑝的一个复线性分式,故而轨迹是一个圆. 不难验证,这个圆经过△𝐴𝐵𝐶 各
边的中点,即它是△𝐴𝐵𝐶 的九点圆.
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6.3.3 四边形的外接圆锥曲线

𝐵

𝐴

𝐶

𝐷

若点𝐷关于△𝐴𝐵𝐶的重心坐标表示是𝐷 = 𝛼𝐷𝐴+𝛽𝐷𝐵+𝛾𝐷𝐶,其中𝛼𝐷+𝛽𝐷+𝛾𝐷 = 1,
那么圆锥曲线在 (6.3.3)的表示下,参数 𝑝, 𝑞应满足方程: 𝑝𝛽𝐷𝛾𝐷 + 𝑞𝛾𝐷𝛼𝐷 + 𝛼𝐷𝛽𝐷 = 0,
此方程的一个通解表示是

𝑝 = −𝛼𝐷
𝛾𝐷

𝑠, 𝑞 = −𝛽𝐷
𝛾𝐷

(1 − 𝑠)

从而我们就得到了如下命题:

命题 6.3.11 对于平面上的四边形𝐴𝐵𝐶𝐷,若𝐷关于△𝐴𝐵𝐶的重心坐标为𝛼𝐷, 𝛽𝐷, 𝛾𝐷,
则其外接圆锥曲线有如下参数表示:

𝑃 = 𝛼𝐷𝑠(1 − 𝑢)𝐴 + 𝛽𝐷(1 − 𝑠)𝑢𝐵 + 𝛾𝐷𝑢(1 − 𝑢)𝐶
𝛼𝐷𝑠(1 − 𝑢) + 𝛽𝐷(1 − 𝑠)𝑢 + 𝛾𝐷𝑢(1 − 𝑢) (6.3.7)

式中 𝑃 在 𝑢 → 0, 1, ∞, 𝑠时恰好是 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷四点.

对于上述表示的圆锥曲线,若非抛物线,则曲线的中心

𝑂 = 𝑠𝛼𝐷(𝑠 − 𝛽𝐷 + 𝛾𝐷 − 𝑠𝛾𝐷)𝐴 + (1 − 𝑠)𝛽𝐷(1 − 𝑠 − 𝛼𝐷 + 𝑠𝛾𝐷)𝐵 + (1 − 𝛼𝐷 + 𝑠𝛼𝐷 − 𝑠𝛽𝐷)𝛾𝐷𝐶
𝑠2(1 − 𝛾𝐷)2 − 2𝑠(𝛽𝐷 − 𝛼𝐷𝛾𝐷) + (1 − 𝛼𝐷)2

这是关于参数 𝑠的一个二阶有理表示, 𝑠的变动将勾勒出一条圆锥曲线. 不难验证,它
经过 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴, 𝐴𝐶, 𝐵𝐷的中点,以及 𝐴𝐵 与 𝐶𝐷的交点、𝐴𝐶 与 𝐵𝐷的交点、
𝐴𝐷与 𝐵𝐶 的交点,这也就是前面提及的九点二次曲线 (6.1.1). 基于此,我们可以改写它
为对称的形式

𝑂 = 𝛼𝐷(1 − 𝛼𝐷)(1 − 𝑡) 𝐵+𝐶
2 + 𝛽𝐷(1 − 𝛽𝐷)𝑡 𝐶+𝐴

2 − 𝛾𝐷(1 − 𝛾𝐷)𝑡(1 − 𝑡) 𝐴+𝐵
2

𝛼𝐷(1 − 𝛼𝐷)(1 − 𝑡) + 𝛽𝐷(1 − 𝛽𝐷)𝑡 − 𝛾𝐷(1 − 𝛾𝐷)𝑡(1 − 𝑡)

𝑠与 𝑡之间是如下的分式线性变换关系:

𝑠 = (𝛽𝐷 + 𝛾𝐷)(𝛼𝐷(𝛽𝐷 − 𝛾𝐷) + 𝑡𝛾𝐷(𝛼𝐷 + 𝛽𝐷))
(𝛼𝐷 + 𝛽𝐷)(𝛼𝐷(𝛽𝐷 + 𝛾𝐷) − 𝑡𝛾𝐷(𝛼𝐷 − 𝛽𝐷))
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6.3.4 五边形的外接圆锥曲线

𝐵

𝐴

𝐶

𝐷

𝐸

命题 6.3.12 对于平面上的五边形 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸, 若 𝐷、𝐸 关于 △𝐴𝐵𝐶 的重心坐标为
(𝛼𝐷, 𝛽𝐷, 𝛾𝐷)和 (𝛼𝐸, 𝛽𝐸, 𝛾𝐸),则其外接圆锥曲线有如下参数表示:

𝑃 = 𝜆1(1 − 𝑢)𝐴 + 𝜆2𝑢𝐵 − 𝜆3(1 − 𝑢)𝑢𝐶
𝜆1(1 − 𝑢) + 𝜆2𝑢 − 𝜆3(1 − 𝑢)𝑢 (6.3.8)

其中

𝜆1 = ∣
𝛽−1

𝐷 𝛾−1
𝐷

𝛽−1
𝐸 𝛾−1

𝐸

∣, 𝜆2 = ∣
𝛾−1

𝐷 𝛼−1
𝐷

𝛾−1
𝐸 𝛼−1

𝐸

∣, 𝜆3 = ∣
𝛼−1

𝐷 𝛽−1
𝐷

𝛼−1
𝐸 𝛽−1

𝐸

∣

例 6.3.13 复平面上给定五点 𝐴 = −3 + 2𝑖, 𝐵 = 0, 𝐶 = 2, 𝐷 = 3 + 2𝑖, 𝐸 = 1 + 4𝑖,求经
过这五点的圆锥曲线.

解 首先我们计算出 𝐷、𝐸 关于△𝐴𝐵𝐶 的重心坐标表示,为

⎧{
⎨{⎩

𝛼𝐷 = 1, 𝛽𝐷 = −3, 𝛾𝐷 = 3

𝛼𝐸 = 2, 𝛽𝐸 = −9
2, 𝛾𝐸 = 7

2

然后计算

𝜆1 = ∣
𝛽−1

𝐷 𝛾−1
𝐷

𝛽−1
𝐸 𝛾−1

𝐸

∣ = − 4
189

𝜆2 = ∣
𝛾−1

𝐷 𝛼−1
𝐷

𝛾−1
𝐸 𝛼−1

𝐸

∣ = − 5
42

𝜆3 = ∣
𝛼−1

𝐷 𝛽−1
𝐷

𝛼−1
𝐸 𝛽−1

𝐸

∣ = − 1
18
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则所求圆锥曲线的参数表示为

𝑃 = 𝜆1(1 − 𝑢)𝐴 + 𝜆2𝑢𝐵 − 𝜆3(1 − 𝑢)𝑢𝐶
𝜆1(1 − 𝑢) + 𝜆2𝑢 − 𝜆3(1 − 𝑢)𝑢 = 2(𝑢 − 1)(12 − 8𝑖 + 21𝑢)

8 + 16𝑢 + 21𝑢2

若转化为直角坐标方程,则为 8𝑥2 + 8𝑥𝑦 + 15𝑦2 − 16𝑥 − 66𝑦 = 0.

注记 6.3.14 对于平面上的六边形,如果它的三组对边的交点共线,则各顶点位于同一
条圆锥曲线上. 这是帕斯卡定理的逆定理. 利用重心坐标, 我们可表其为如下简洁的
形式:

命题 6.3.15 平面上的六边形 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 , 若 𝐷、𝐸、𝐹 关于 △𝐴𝐵𝐶 的重心坐标为
(𝛼𝐷, 𝛽𝐷, 𝛾𝐷)、(𝛼𝐸, 𝛽𝐸, 𝛾𝐸)、(𝛼𝐹 , 𝛽𝐹 , 𝛾𝐹 ),则该六边形存在外接圆锥曲线的条件是

∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝛼𝐷
−1 𝛽𝐷

−1 𝛾𝐷
−1

𝛼𝐸
−1 𝛽𝐸

−1 𝛾𝐸
−1

𝛼𝐹
−1 𝛽𝐹

−1 𝛾𝐹
−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 (6.3.9)

6.4 相切情形

6.4.1 相切于一点的圆锥曲线 对于圆锥曲线与一条直线相切的情形,同前面 “过已
知两点的圆锥曲线”的推导类似,我们有如下命题

𝐴
𝐵

命题 6.4.1 若非退化的圆锥曲线与经过 𝐴、𝐵两点的直线相切于点 𝐴,则该圆锥曲线
上的任意一点 𝑃 可表示为如下参数形式：

→
𝐴𝑃 = 2𝑢 + 𝑖𝑢2

𝑝𝑢2 + 2𝑞𝑢 + 𝑠
→

𝐴𝐵 (6.4.1)

推论 6.4.2 若抛物线与经过 𝐴、𝐵两点的直线相切于点 𝐴,则其的任意一点 𝑃 可表示
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为如下参数形式：
→

𝐴𝑃 = 𝑝(2 + 𝑖𝑢)𝑢
(1 + 𝑞𝑢)2

→
𝐴𝐵 (6.4.2)

若已知圆锥曲线与经过 𝐴、𝐵两点的直线相切于点 𝐴,且经过另一点 𝐶,如图:

𝐴
𝐵

𝐶

那么我们可以将圆锥曲线用 𝐴、𝐵、𝐶 的重心坐标来表示. 推导如下：

解 根据圆锥曲线的一般重心坐标方程表示 (6.1.1):

𝜆12𝛼𝛽 + 𝜆13𝛼𝛾 + 𝜆23𝛽𝛾 + 𝜆10𝛼 + 𝜆20𝛽 + 𝜆30𝛾 = 0

根据圆锥曲线过 𝐴, 𝐶 两点,知 𝜆10 = 0, 𝜆30 = 0. 我们再考察直线 𝐴𝐵与圆锥曲线的交
点情况,以 𝛽 = 1 − 𝛼, 𝛾 = 0代入方程,得到

(1 − 𝛼)(𝛼𝜆12 + 𝜆20) = 0

圆锥曲线与直线 𝐴𝐵相切意味着此方程仅有一解 𝛼 = 1,因而 𝜆20 = −𝜆12. 于是所求圆
锥曲线的重心坐标方程是

𝜆12𝛼𝛽 + 𝜆13𝛼𝛾 + 𝜆23𝛽𝛾 − 𝜆12𝛽 = 0

式中 𝜆12, 𝜆13 不能为 0,否则圆锥曲线是退化的.

为得到有理参数表示,先将 𝛾 = 1 − 𝛼 − 𝛽代入,使之成为二元方程

𝜆13𝛼2 + (𝜆13 + 𝜆23 − 𝜆12)𝛼𝛽 + 𝜆23𝛽2 − 𝜆13𝛼 + (𝜆12 − 𝜆23)𝛽 = 0

其显然的有理点是 (𝛼, 𝛽) = (0, 0). 以 𝛽 = 𝑘𝛼代入,即得

⎧{{
⎨{{⎩

𝛼 = 𝑘𝜆12 − 𝜆13 − 𝑘𝜆23
𝑘𝜆12 − 𝜆13 − 𝑘𝜆13 − 𝑘𝜆23 − 𝑘2𝜆23

𝛽 = 𝑘2𝜆12 − 𝑘𝜆13 − 𝑘2𝜆23
𝑘𝜆12 − 𝜆13 − 𝑘𝜆13 − 𝑘𝜆23 − 𝑘2𝜆23
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从而所求圆锥曲线的一个参数表示是

𝑃 = (𝑘𝜆12 − 𝜆13 − 𝑘𝜆23)𝐴 + 𝑘(𝑘𝜆12 − 𝜆13 − 𝑘𝜆23)𝐵 − 𝑘2𝜆12𝐶
𝑘𝜆12 − 𝜆13 − 𝑘𝜆13 − 𝑘𝜆23 − 𝑘2𝜆23

这个表示略显复杂,它在 𝐴, 𝐶 两点处对应的 𝑘值分别是 0和 𝜆13
𝜆12−𝜆23

,我们希望在 𝐴, 𝐶
两点处,可变参数分别取 0和∞. 为此,再做线性分式变换: 𝑘

𝑘𝜆12−𝜆13−𝑘𝜆23
= 𝑚𝑢(其中𝑚

是一个自由的非 0常数),则得到 𝑃 的一个新参数表示

𝑃 = (1 − 𝑚𝑢𝜆12 + 𝑚𝑢𝜆23)𝐴 − 𝑚𝑢𝜆13𝐵 + 𝑚2𝑢2𝜆12𝜆13𝐶
1 − 𝑚𝑢𝜆12 + 𝑚𝑢𝜆23 − 𝑚𝑢𝜆13 + 𝑚2𝑢2𝜆12𝜆13

为使得表示简化,令𝑚 = − 1
2𝜆12
并记号 𝑝 = 4𝜆12

𝜆13
, 𝑞 = 𝜆12−𝜆23

𝜆13
,则得如下所述命题.

命题 6.4.3 若非退化的圆锥曲线与经过 𝐴、𝐵两点的直线相切于点 𝐴,且经过另一点
𝐶,则该圆锥曲线上的任意一点 𝑃 可表示为如下参数形式：

𝑃 = (𝑝 + 2𝑞𝑢)𝐴 + 2𝑢𝐵 + 𝑢2𝐶
(𝑝 + 2𝑞𝑢) + 2𝑢 + 𝑢2 (6.4.3)

式中 𝑃 在 𝑢 → 0, ∞时恰好是 𝐴, 𝐶 两点.

推论 6.4.4 对于 ∠𝐴𝐵𝐶,若抛物线与经过 𝐴、𝐵 两点的直线相切于点 𝐴,且经过另一
点 𝐶,则抛物线上的任意一点 𝑃 可表示为如下参数形式：

𝑃 = (1 + 2𝑠𝑢)𝐴 + 2(1 − 𝑠)𝑢𝐵 + 𝐶𝑢2

(1 + 𝑢)2 (6.4.4)

6.4.2 相切于两点的圆锥曲线 根据相切于一点的圆锥曲线的表示 (6.4.3),我们容
易导出

命题 6.4.5 对于 ∠𝐴𝐵𝐶,若圆锥曲线与角的两边 𝐵𝐴、𝐵𝐶 分别相切于 𝐴、𝐶 两点,则
该圆锥曲线上的任意一点 𝑃 可表示为如下参数形式：

𝑃 = 𝑝𝐴 + 2𝑢𝐵 + 𝑢2𝐶
𝑝 + 2𝑢 + 𝑢2 (6.4.5)
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𝐴

𝐶

𝐵

另一个情形是两点处的切线平行,此时有命题

命题 6.4.6 若非退化的圆锥曲线与经过 𝐴、𝐵两点的直线相切于点 𝐴,且经过另一点
𝐶,并在 𝐶 点处的切线平行于直线 𝐴𝐵,则该圆锥曲线上的任意一点 𝑃 可表示为如下参
数形式：

𝑃 = 𝑝𝐴 + 2𝑢(𝐵 − 𝐴) + 𝐶𝑢2

𝑝 + 𝑢2 (6.4.6)

若令 𝑃 = (𝑥, 𝑦)、𝐴 = (𝑥𝐴, 𝑦𝐴)、𝐵 = (𝑥𝐵, 𝑦𝐵)、𝐶 = (𝑥𝐶 , 𝑦𝐶),则 (6.4.5)所表示的
圆锥曲线的直角坐标方程为:

𝑝[(𝑥𝐴 − 𝑥𝐶)𝑦 − (𝑦𝐴 − 𝑦𝐶)𝑥 + 𝑥𝐶𝑦𝐴 − 𝑥𝐴𝑦𝐶 ]2

−4[(𝑥𝐴−𝑥𝐵)𝑦−(𝑦𝐴−𝑦𝐵)𝑥+𝑥𝐵𝑦𝐴−𝑥𝐴𝑦𝐵][(𝑥𝐵−𝑥𝐶)𝑦−(𝑦𝐵−𝑦𝐶)𝑥+𝑥𝐶𝑦𝐵−𝑥𝐵𝑦𝐶 ] = 0

不难发现,式中 (𝑥𝐴 − 𝑥𝐶)𝑦 − (𝑦𝐴 − 𝑦𝐶)𝑥 + 𝑥𝐶𝑦𝐴 − 𝑥𝐴𝑦𝐶 表示的正是 𝐴𝐶 直线, (𝑥𝐴 −
𝑥𝐵)𝑦 − (𝑦𝐴 − 𝑦𝐵)𝑥 + 𝑥𝐵𝑦𝐴 − 𝑥𝐴𝑦𝐵是直线 𝐴𝐵,也即 𝐴点处的切线, (𝑥𝐵 − 𝑥𝐶)𝑦 − (𝑦𝐵 −
𝑦𝐶)𝑥 + 𝑥𝐶𝑦𝐵 − 𝑥𝐵𝑦𝐶 是直线 𝐶𝐵,也即 𝐶 点处的切线.

而 (6.4.6)所表示的圆锥曲线的直角坐标方程为

𝑝[(𝑥𝐴 − 𝑥𝐶)𝑦 − (𝑦𝐴 − 𝑦𝐶)𝑥 + 𝑥𝐶𝑦𝐴 − 𝑥𝐴𝑦𝐶 ]2

−4[(𝑥𝐴−𝑥𝐵)𝑦−(𝑦𝐴−𝑦𝐵)𝑥+𝑥𝐵𝑦𝐴−𝑥𝐴𝑦𝐵][(𝑥𝐵−𝑥𝐴)𝑦−(𝑦𝐵−𝑦𝐴)𝑥+𝑥𝐶𝑦𝐵−𝑦𝐶𝑥𝐵+𝑥𝐴𝑦𝐶−𝑥𝐶𝑦𝐴] = 0

其中 (𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)𝑦 − (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)𝑥 + 𝑥𝐶𝑦𝐵 − 𝑦𝐶𝑥𝐵 + 𝑥𝐴𝑦𝐶 − 𝑥𝐶𝑦𝐴 对应的也正是 𝐶 点处
的切线.

由此,我们可统一二者为如下命题:

命题 6.4.7 直角坐标系下,若圆锥曲线与直线 𝑙1 和直线 𝑙2 相切,切点的连线记为 𝑙3,则
圆锥曲线可表示为:

𝑝𝑙32 − 𝑙1𝑙2 = 0 (6.4.7)
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𝑝 = 2.4

例 6.4.8 求圆锥曲线,使之与单位圆 𝑥2 + 𝑦2 = 1相切于两点 (1, 0)和 ( 3
5 , 4

5 ).

解 单位圆在 (1, 0)点处的切线为: 𝑥 − 1 = 0,在 ( 3
5 , 4

5 )点处的切线为: 3𝑥 + 4𝑦 − 5 = 0,
两切点的连线为: 2𝑥 + 𝑦 − 2 = 0,于是所求的圆锥曲线可表示为:

𝑝(2𝑥 + 𝑦 − 2)2 − (𝑥 − 1)(3𝑥 + 4𝑦 − 5) = 0

我们再来看与已知角的两边相切的圆锥曲线表示 (6.4.5),显然地,当 𝐵点趋于无穷
时,表达式是失效的. 为了应对这一极限情形,我们考虑对 𝐵的系数进行适当地调整. 事
实上,考虑一般的情形,假设

𝑃 = 𝑘1𝐴 + 2𝑘2𝑣𝐵 + 𝑘3𝑣2𝐶
𝑘1 + 2𝑘2𝑣 + 𝑘3𝑣2

表示的是与

𝑃 = 𝑝𝐴 + 2𝑢𝐵 + 𝑢2𝐶
𝑝 + 2𝑢 + 𝑢2

相同的圆锥曲线,比较二者可知,令 𝑘1 = 𝑝 𝑘2
2

𝑘3
即可,此时 𝑣 = 𝑢𝑘2

𝑘3
.

命题 6.4.9 对于 ∠𝐴𝐵𝐶,若圆锥曲线与角的两边 𝐵𝐴、𝐵𝐶 分别相切于 𝐴、𝐶 两点,则
该圆锥曲线上的任意一点 𝑃 可表示为如下参数形式：

𝑃 = 𝑘1𝐴 + 2𝑘2𝑢𝐵 + 𝑘3𝑢2𝐶
𝑘1 + 2𝑘2𝑢 + 𝑘3𝑢2 (6.4.8)

式中 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 均为非 0的常数,并且其中有两个可任意指定.

现在,我们来看如何由 (6.4.8)得到 (6.4.6):
若非退化的圆锥曲线与经过 𝐴、𝐵两点的直线相切于点 𝐴,且经过另一点 𝐶,并在

𝐶 点处的切线平行于直线 𝐴𝐵. 令 𝑇 = 𝐴 + 𝜆(𝐵 − 𝐴), 𝜆 → ∞时, 𝑇 可视为是直线 𝐴𝐵
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与 𝐶 点处的切线在无穷远处的交点,于是圆锥曲线可表示为:

𝑃 = 𝑘1𝐴 + 2𝑘2𝑢(𝐴 + 𝜆(𝐵 − 𝐴)) + 𝑘3𝑢2𝐶
𝑘1 + 2𝑘2𝑢 + 𝑘3𝑢2

现在令 𝑘2 = 1
𝜆 , 𝑘3 = 1,则

𝑃 = lim
𝜆→∞

𝑘1𝐴 + 2 1
𝜆 𝑢(𝐴 + 𝜆(𝐵 − 𝐴)) + 𝑢2𝐶

𝑘1 + 2 1
𝜆 𝑢 + 𝑢2 = 𝑘1𝐴 + 2𝑢(𝐵 − 𝐴) + 𝑢2𝐶

𝑘1 + 𝑢2

将 𝑘1 替换为 𝑝,即得到了 (6.4.6)的表示.

(6.4.8)的另一个应用是简化相切于圆锥曲线两点的圆锥曲线的表示.

例 6.4.10 求与单位圆 𝑥2 + 𝑦2 = 1相切于两点的圆锥曲线的有理表示.

解 设相切两点的表示

𝐴 = 1 − 𝑎2 + 2𝑎𝑖
1 + 𝑎2 , 𝐶 = 1 − 𝑐2 + 2𝑐𝑖

1 + 𝑐2

这二者的切线交点是

𝐵 = 1 − 𝑎𝑐 + 𝑖(𝑎 + 𝑐)
1 + 𝑎𝑐

在 (6.4.8)中,我们令 𝑘1 = 𝑝(1 + 𝑎2), 𝑘2 = 1 + 𝑎𝑐, 𝑘3 = 1 + 𝑐2,则得

𝑃 = 𝑝(1 − 𝑎2 + 2𝑎𝑖) + 2(1 − 𝑎𝑐 + 𝑖(𝑎 + 𝑐))𝑢 + (1 − 𝑐2 + 2𝑐𝑖)𝑢2

𝑝(1 + 𝑎2) + 2(1 + 𝑎𝑐)𝑢 + (1 + 𝑐2)𝑢2

这比直接由 (6.4.5)给出的表示

𝑃 = 𝑝 1−𝑎2+2𝑎𝑖
1+𝑎2 + 2 1−𝑎𝑐+𝑖(𝑎+𝑐)

1+𝑎𝑐 𝑢 + 1−𝑐2+2𝑐𝑖
1+𝑐2 𝑢2

𝑝 + 2𝑢 + 𝑢2

要简化一些,并且适用于 𝐴, 𝐶 两点处切线平行的情形. 当 𝑎, 𝑐均取有限值时,它总是有
效的.

对于极限情形,不妨设 𝑐 → ∞,那么

𝐴 = 1 − 𝑎2 + 2𝑎𝑖
1 + 𝑎2 , 𝐶 = lim

𝑐→∞
1 − 𝑐2 + 2𝑐𝑖

1 + 𝑐2 = −1, 𝐵 = lim
𝑐→∞

1 − 𝑎𝑐 + 𝑖(𝑎 + 𝑐)
1 + 𝑎𝑐 = 1 + 𝑖𝑎

在 (6.4.8)中令 𝑘1 = 𝑝(1 + 𝑎2), 𝑘2 = 1, 𝑘3 = 1,则得

𝑃 = 𝑝(1 − 𝑎2 + 2𝑎𝑖) + 2(1 + 𝑖𝑎)𝑢 − 𝑢2

𝑝(1 + 𝑎2) + 2𝑢 + 𝑢2
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例 6.4.11 给定椭圆 𝑥2
𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1(𝑎 > 𝑏 > 0),求在椭圆内且相切于两点的圆.

𝑎 = 1.8
𝑏 = 1.1
𝑠 = 1.3

解 设圆与椭圆的两个切点分别是

𝐴 = 𝑎1 − 𝑠2

1 + 𝑠2 + 𝑏 2𝑠
1 + 𝑠2 𝑖, 𝐵 = 𝑎1 − 𝑡2

1 + 𝑡2 + 𝑏 2𝑡
1 + 𝑡2 𝑖

一种方式是利用 (6.4.7)来求. 先得到与椭圆在这两点相切的圆锥曲线的一般表示:

𝑝(𝑎𝑏 + 𝑎𝑏𝑠𝑡 − 𝑏𝑥 + 𝑏𝑠𝑡𝑥 − 𝑎𝑠𝑦 − 𝑎𝑡𝑦)2−(𝑎𝑏+𝑎𝑏𝑠2−𝑏𝑥+𝑏𝑠2𝑥−2𝑎𝑠𝑦)(𝑎𝑏+𝑎𝑏𝑡2−𝑏𝑥+𝑏𝑡2𝑥−2𝑎𝑡𝑦) = 0

若其为圆,则 𝑥2 与 𝑦2 项的系数相等,且 𝑥𝑦项的系数等于 0. 由此得到两组解

⎧{{
⎨{{⎩

𝑝 = 𝑏2 + 4𝑎2𝑠2 − 2𝑏2𝑠2 + 𝑏2𝑠4

𝑎2(1 + 𝑠2)2

𝑡 = 1
𝑠

和

⎧{{
⎨{{⎩

𝑝 = 𝑏2 + 4𝑎2𝑠2 − 2𝑏2𝑠2 + 𝑏2𝑠4

𝑏2(1 + 𝑠2)2

𝑡 = −𝑠

第一组解对应的圆是在椭圆外的,第二组解在椭圆内. 所求圆的表示即为

𝑎(1 + 𝑠2)2(𝑥2 + 𝑦2) − 2(𝑎2 − 𝑏2)(1 − 𝑠4)𝑥 + 𝑎(𝑎2 − 2𝑏2 − 2𝑎2𝑠2 + 𝑎2𝑠4 − 2𝑏2𝑠4) = 0

另一种方式是利用与直线相切于一点的圆的表示 (2.3.1),设圆的表示为

𝑃 = (𝑎1 − 𝑠2

1 + 𝑠2 + 𝑏 2𝑠
1 + 𝑠2 𝑖) + 𝑖𝑘

1 − 𝑖𝑢
𝑑
𝑑𝑠(𝑎1 − 𝑠2

1 + 𝑠2 + 𝑏 2𝑠
1 + 𝑠2 𝑖)

将其与椭圆方程联立,得到关于 𝑢的二次方程À:

𝑎𝑏(1 + 𝑠2)(𝑏2 − 𝑎𝑏𝑘 + 4𝑎2𝑠2 − 2𝑏2𝑠2 − 𝑎𝑏𝑘𝑠2 + 𝑏2𝑠4)𝑢2 − 4𝑘𝑎𝑏(𝑎2 − 𝑏2)𝑠(1 − 𝑠2)𝑢
+ 𝑎𝑏3 − 𝑏4𝑘 + 4𝑎3𝑏𝑠2 − 𝑎𝑏3𝑠2 − 4𝑎4𝑘𝑠2 + 2𝑏4𝑘𝑠2 + 4𝑎3𝑏𝑠4 − 𝑎𝑏3𝑠4 − 𝑏4𝑘𝑠4 + 𝑎𝑏3𝑠6 = 0

它关于 𝑢的判别式应等于 0:

Δ = 4𝑎𝑏(𝑎 − 𝑏𝑘 + 𝑎𝑠2)(−𝑏 + 𝑎𝑘 − 𝑏𝑠2)(𝑏2 + 4𝑎2𝑠2 − 2𝑏2𝑠2 + 𝑏2𝑠4)2 = 0
À这里为二次方程的原因是 𝑢 → ∞时对应的是圆与椭圆的已设切点.
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𝑘 = 𝑏(1+𝑠2)
𝑎 对应的是在椭圆内部的切圆:

𝑃 = (𝑎1 − 𝑠2

1 + 𝑠2 + 𝑏 2𝑠
1 + 𝑠2 𝑖) − 2𝑏(𝑏 − 𝑏𝑠2 + 2𝑖𝑎𝑠)

𝑎(1 + 𝑠2)(1 − 𝑖𝑢)

6.4.3 三角形的相切圆锥曲线 如图, 若圆锥曲线与三角形 𝐴𝐵𝐶 的三边相切于点
𝐷、𝐸、𝐹 ,设 𝐵𝐷 ∶ 𝐷𝐶 = 𝜆, 𝐶𝐸 ∶ 𝐸𝐴 = 𝜇, 𝐴𝐹 ∶ 𝐹𝐵 = 𝜈,求圆锥曲线的一个有理表示.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐹

𝐷

𝐸

我们可以根据 (6.4.5)导出一个有理表示,这里介绍另一种导出法:

先写出 𝐷、𝐸、𝐹 关于△𝐴𝐵𝐶 的重心坐标表示:

𝐷 = 𝐵 + 𝜆𝐶
1 + 𝜆 , 𝐸 = 𝐶 + 𝜇𝐴

1 + 𝜇 , 𝐹 = 𝐴 + 𝜈𝐵
1 + 𝜈

根据 (6.3.3), △𝐷𝐸𝐹 外接圆锥曲线的可表示为

𝑃 = (1 − 𝑢)𝐷 + 𝑝𝑢𝐸 − 𝑞𝑢(1 − 𝑢)𝐹
(1 − 𝑢) + 𝑝𝑢 − 𝑞𝑢(1 − 𝑢)

它在三个切点处的切向量分别为

𝑣𝐷𝑣𝐷𝑣𝐷 = lim
𝑢→0

𝑑𝑃
𝑑𝑢 = −𝐴(𝑞 − 𝑝𝜇 + 𝑞𝜇 − 𝑝𝜇𝜈)

(1 + 𝜇)(1 + 𝜈) − 𝐵(𝑝 − 𝑞 + 𝑝𝜈 + 𝑞𝜆𝜈)
(1 + 𝜆)(1 + 𝜈) + 𝐶(𝑝 + 𝑞𝜆 − 𝑝𝜆𝜇 + 𝑞𝜆𝜇)

(1 + 𝜆)(1 + 𝜇)

𝑣𝐸𝑣𝐸𝑣𝐸 = lim
𝑢→1

𝑑𝑃
𝑑𝑢 = 𝐴(𝑞 + 𝜇 + 𝜇𝜈 − 𝑞𝜇𝜈)

𝑝(1 + 𝜇)(1 + 𝜈) − 𝐵(1 + 𝜈 − 𝑞𝜈 − 𝑞𝜆𝜈)
𝑝(1 + 𝜆)(1 + 𝜈) + 𝐶(1 − 𝑞 − 𝑞𝜆 − 𝜆𝜇)

𝑝(1 + 𝜆)(1 + 𝜇)

𝑣𝐹𝑣𝐹𝑣𝐹 = lim
𝑢→∞

𝑢2 𝑑𝑃
𝑑𝑢 = −𝐴(1 − 𝑝 + 𝜇 + 𝑝𝜇𝜈)

𝑞(1 + 𝜇)(1 + 𝜈) + 𝐵(1 + 𝑝𝜈 − 𝜆𝜈 + 𝑝𝜆𝜈)
𝑞(1 + 𝜆)(1 + 𝜈) − 𝐶(𝑝 − 𝜆 + 𝑝𝜆 − 𝜆𝜇)

𝑞(1 + 𝜆)(1 + 𝜇)



cre
ass

on

218 第 6章 圆锥曲线

这三个切向量是分别与
→

𝐵𝐶 、
→

𝐶𝐴、
→

𝐴𝐵平行的,故得

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑞 − 𝑝𝜇 + 𝑞𝜇 − 𝑝𝜇𝜈 = 0

1 + 𝜈 − 𝑞𝜈 − 𝑞𝜆𝜈 = 0

𝑝 − 𝜆 + 𝑝𝜆 − 𝜆𝜇 = 0

𝑝, 𝑞有解的充要条件是 𝜆𝜇𝜈 = 1,此条件意味着 𝐴𝐷, 𝐵𝐸, 𝐶𝐹 三线共点.

𝑝 = 𝜆(1 + 𝜇)
1 + 𝜆 , 𝑞 = 1 + 𝜆𝜇

1 + 𝜆

从而我们就得到了如下命题

命题 6.4.12 若圆锥曲线与三角形 𝐴𝐵𝐶 的三边相切于点 𝐷、𝐸、𝐹 , 设 𝐵𝐷 ∶ 𝐷𝐶 =
𝜆, 𝐶𝐸 ∶ 𝐸𝐴 = 𝜇, 𝐴𝐹 ∶ 𝐹𝐵 = 𝜈,则必有 𝜆𝜇𝜈 = 1,且该圆锥曲线有如下表示:

𝑃 = 𝜆𝜇𝑢2𝐴 + (1 − 𝑢)2𝐵 + 𝜆𝐶
𝑢2𝜆𝜇 + (1 − 𝑢)2 + 𝜆

(6.4.9)

如果曲线是中心二次曲线,则其中心 𝑂为:

𝑂 = (1 + 𝜆)𝜇𝐴 + (1 + 𝜇)𝐵 + (1 + 𝜆𝜇)𝐶
2(1 + 𝜇 + 𝜆𝜇) (6.4.10)

推论 6.4.13 若抛物线与三角形 𝐴𝐵𝐶 的三边相切,则抛物线上的任意一点 𝑃 可表示为
如下参数形式：

𝑃 = (1 − 𝑠)𝑢2𝐴 + 𝑠(1 − 𝑢)2𝐵 − 𝑠(1 − 𝑠)𝐶
(𝑠 − 𝑢)2 (6.4.11)

例 6.4.14 (三角形的最小面积内切椭圆问题) 这个问题也是由 Jacob Steiner提出的: 在
△𝐴𝐵𝐶 的无数个内切椭圆中,哪一个的面积最小.

解 △𝐴𝐵𝐶 内切椭圆上的点 𝑃 有表示:

𝑃 = 𝜆𝜇𝑢2𝐴 + (1 − 𝑢)2𝐵 + 𝜆𝐶
𝑢2𝜆𝜇 + (1 − 𝑢)2 + 𝜆

其中 𝜆, 𝜇均是正实数. 根据格林面积公式 (2.4.1),椭圆的面积

𝑆 = −1
2 ∮

𝐿
Im (

→
𝐵𝑃 ⊗ 𝑑

𝑑𝑢
→

𝐵𝑃) = 𝜋𝜆2𝜇
(𝜆 + 𝜆𝜇 + 𝜆2𝜇)3/2 𝑆𝐴𝐵𝐶



cre
ass

on

§6.4 相切情形 219

极值在 𝜆 = 𝜇 = 1时取得,此时内切椭圆有最小的面积 𝑆min = 𝜋
3

√
3 𝑆𝐴𝐵𝐶 . 椭圆的中心也

恰好是△𝐴𝐵𝐶 的重心.

例 6.4.15 (三线共点问题) 给定三角形 𝐴𝐵𝐶,圆锥曲线 Γ分别切三边于 𝐷, 𝐸, 𝐹 , 𝐼 是
△𝐴𝐵𝐶 所在平面上的一点,且使得直线 𝐴𝐼、𝐵𝐼、𝐶𝐼 均与 Γ相交,分别选取其中一个
交点,记为 𝑋, 𝑌 , 𝑍,则 𝐷𝑋, 𝐸𝑌 , 𝐹𝑍 连线相交于同一点.

𝐴

𝐵 𝐶𝐷

𝐸𝐹 𝐼

𝑍

𝑋

𝑌

𝐽

证明 设
→

𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑖𝑡)
→

𝐵𝐶,并且 𝐵𝐷 ∶ 𝐷𝐶 = 𝜆, 𝐶𝐸 ∶ 𝐸𝐴 = 𝜇, 𝐴𝐹 ∶ 𝐹𝐵 = 𝜈,即有

→
𝐵𝐷 = 𝜆

1 + 𝜆
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐸 = 1 + 𝑠𝜇 + 𝑖𝑡𝜇
1 + 𝜇

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐹 = 𝑠 + 𝑖𝑡

1 + 𝜈
→

𝐵𝐶

圆锥曲线 Γ上的任意一点 𝑃 有参数表示

→
𝐵𝑃 = 𝜆𝜇𝑢2(𝑠 + 𝑖𝑡) + 𝜆

𝜆𝜇𝑢2 + (1 − 𝑢)2 + 𝜆
→

𝐵𝐶

又设
→

𝐵𝐼 = (𝑚 + 𝑖𝑛)
→

𝐵𝐶,并且 𝑢取 𝛼, 𝛽, 𝛾 时分别对应 𝑋, 𝑌 , 𝑍 三点,则根据共线条件得
到方程

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑛𝑠 − 𝑚𝑡 − 2𝑛𝑠𝛼 + 2𝑚𝑡𝛼 + 𝑛𝑠𝛼2 − 𝑚𝑡𝛼2 − 𝑛𝜆 + 𝑛𝑠𝜆 + 𝑡𝜆 − 𝑚𝑡𝜆 = 0

𝑛 + 𝑛𝑠𝛽2𝜇 − 𝑚𝑡𝛽2𝜇 = 0

𝑛 − 2𝑛𝛾 + 𝑛𝛾2 + 𝑛𝛾2𝜆𝜇 − 𝑛𝑠𝛾2𝜆𝜇 − 𝑡𝛾2𝜆𝜇 + 𝑚𝑡𝛾2𝜆𝜇 = 0

可以由此解出 𝛼, 𝛽, 𝛾,但这样将含有根式,不便于运算,因此我们反解 𝜆, 𝜇:

𝜆 = (𝑛𝑠 − 𝑚𝑡)(1 − 𝛼)2

𝑛 − 𝑛𝑠 − 𝑡 + 𝑚𝑡 , 𝜇 = 𝑛
(𝑚𝑡 − 𝑛𝑠)𝛽2

并有

𝛾 = 𝛽
1 − 𝛼 + 𝛽或𝛾 = 𝛽

−1 + 𝛼 + 𝛽
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直线 𝐷𝑋 与 𝐸𝑌 的交点 𝐽 为:

→
𝐵𝐽 = 𝜆(1 − 𝛼 + 𝛽 + 𝑠𝛼𝛽𝜇 + 𝑖𝑡𝛼𝛽𝜇)

1 − 𝛼 − 𝛽 + 𝛼𝛽 + 𝜆 − 𝛼𝜆 + 𝛽𝜆 + 𝛼𝛽𝜆𝜇
→

𝐵𝐶

若 𝐽 也在直线 𝐹𝑍 上,则应使得

(𝛽 − 𝛾 + 𝛼𝛾 − 𝛽𝛾)(1 − 2𝛾 + 𝛾2 + 𝜆 + 𝛾2𝜆𝜇) = 0

前面导出的一个解 𝛾 = 𝛽
1−𝛼+𝛽 恰好满足要求,这就说明了结论是正确的. À.

6.4.4 四边形的相切圆锥曲线 如图,若圆锥曲线与四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的各边相切于点
𝐸、𝐹、𝐺、𝐻 ,设 𝐵𝐹 ∶ 𝐹𝐶 = 𝜆,求圆锥曲线的一个有理表示.

𝑠 = 0.5

𝐵 𝐶

𝐴

𝐷

𝐸

𝐺

𝐻

𝐹

根据 (6.4.5),设圆锥曲线的一个表示是:

𝑃 = 𝑝𝐸 + 2𝑢𝐵 + 𝑢2𝐹
𝑝 + 2𝑢 + 𝑢2

由 𝐵𝐹 ∶ 𝐹𝐶 = 𝜆知 𝐹 = 𝐵+𝐶𝜆
1+𝜆 ,又设 𝐸 = 𝐵+𝐴𝜇

1+𝜇 ,则

𝑃 = 𝑝(1 + 𝜆)𝜇𝐴 + (𝑝 + 2𝑢 + 𝑢2 + 𝑝𝜆 + 2𝑢𝜆 + 2𝑢𝜇 + 𝑢2𝜇 + 2𝑢𝜆𝜇)𝐵 + 𝜆(1 + 𝜇)𝑢2𝐶
(𝑝 + 2𝑢 + 𝑢2)(1 + 𝜆)(1 + 𝜇)

设点 𝐷关于△𝐴𝐵𝐶 的重心坐标表示是: 𝐷 = 𝛼𝐷𝐴 + 𝛽𝐷𝐵 + 𝛾𝐷𝐶,我们先考察圆锥曲
线与直线 𝐶𝐷的交点情况:
令 𝑃 = 𝑡𝐷 + (1 − 𝑡)𝐶 = 𝑡𝛼𝐷𝐴 + 𝑡𝛽𝐷𝐵 + (1 − 𝑡 + 𝑡𝛾𝐷)𝐶,将 𝑃 的表示代入后比较 𝐴、𝐵、

À根据 𝐽 的表示容易看出,一般来说共有四组允许的选择.
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𝐶 的系数,则有

⎧{{{
⎨{{{⎩

2𝑡𝑢(1 + 𝜇)𝛼𝐷 + 𝑡𝑢2(1 + 𝜇)𝛼𝐷 + 𝑝(−𝜇 + 𝑡𝛼𝐷 + 𝑡𝜇𝛼𝐷) = 0

2𝑢(1 + 𝜆)(1 + 𝜇)(−1 + 𝑡𝛽𝐷) + 𝑢2(1 + 𝜇)(−1 + 𝑡𝛽𝐷 + 𝑡𝜆𝛽𝐷) + 𝑝(1 + 𝜆)(−1 + 𝑡𝛽𝐷 + 𝑡𝜇𝛽𝐷) = 0

𝑝(1 + 𝜆)(1 − 𝑡 + 𝑡𝛾𝐷) + 2𝑢(1 + 𝜆)(1 − 𝑡 + 𝑡𝛾𝐷) + 𝑢2(1 − 𝑡 − 𝑡𝜆 + 𝑡𝛾𝐷 + 𝑡𝜆𝛾𝐷) = 0

这三个方程中仅有两个是独立的,我们选择前两个消去参数 𝑡,得到关于 𝑢的二次方程

𝑢2(1 + 𝜇)𝛼𝐷 + 2𝑢(1 + 𝜆)(1 + 𝜇)𝛼𝐷 + 𝑝(1 + 𝜆)(𝛼𝐷 − 𝜇𝛽𝐷) = 0

要使得圆锥曲线与 𝐶𝐷相切,则解应是唯一的,根据判别式即有

𝛼𝐷 − 𝑝𝛼𝐷 + 𝜆𝛼𝐷 + 𝜇𝛼𝐷 + 𝜆𝜇𝛼𝐷 + 𝑝𝜇𝛽𝐷 = 0

同样的道理,根据圆锥曲线与直线 𝐴𝐷相切,有

1−𝑝+𝜆+𝜇+𝜆𝜇−𝛼𝐷+𝑝𝛼𝐷−𝜆𝛼𝐷−𝜇𝛼𝐷−𝜆𝜇𝛼𝐷−𝛽𝐷+𝑝𝛽𝐷−𝜆𝛽𝐷+𝑝𝜆𝛽𝐷−𝜇𝛽𝐷−𝜆𝜇𝛽𝐷 = 0

联立解出

⎧{{
⎨{{⎩

𝑝 = (1 + 𝜆)(1 − 𝛼𝐷 + 𝜆𝛼𝐷 − 𝛽𝐷)
1 − 𝛼𝐷 − 𝛽𝐷 − 𝜆𝛽𝐷

= (1 + 𝜆)(𝛾𝐷 + 𝜆𝛼𝐷)
𝛾𝐷 − 𝜆𝛽𝐷

𝜇 = 𝜆𝛼𝐷
1 − 𝛼𝐷 − 𝛽𝐷

= 𝜆𝛼𝐷
𝛾𝐷

于是得到所求圆锥曲线的一个有理表示

𝑃 = (1 + 𝜆)2(𝐴𝜆𝛼𝐷 + 𝐵𝛾𝐷) + 2𝑢(1 + 𝜆)(𝛾𝐷 − 𝜆𝛽𝐷)𝐵 + 𝑢2(𝛾𝐷 − 𝜆𝛽𝐷)(𝐵 + 𝐶𝜆)
(1 + 𝜆)(𝜆𝛼𝐷 + 𝜆2𝛼𝐷 − 2𝑢𝜆𝛽𝐷 − 𝑢2𝜆𝛽𝐷 + 𝛾𝐷 + 2𝑢𝛾𝐷 + 𝑢2𝛾𝐷 + 𝜆𝛾𝐷)

这个表示较为复杂,可以再做代换 𝑢 → (1+𝜆)
𝑢 ,则得如下命题

命题 6.4.16 若圆锥曲线与四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的各边相切, 且它在 𝐵𝐶 边上的切点划分
𝐵𝐶 的比例为 𝜆,若点 𝐷关于△𝐴𝐵𝐶 的重心坐标是 (𝛼𝐷, 𝛽𝐷, 𝛾𝐷),则该圆锥曲线的一个
有理表示为：

𝑃 = (𝜆𝛼𝐷𝐴 + 𝛾𝐷𝐵)𝑢2 + (𝛾𝐷 − 𝜆𝛽𝐷)(𝐵 + 2𝑢𝐵 + 𝜆𝐶)
(𝜆𝛼𝐷 + 𝛾𝐷)𝑢2 + (𝛾𝐷 − 𝜆𝛽𝐷)(1 + 2𝑢 + 𝜆) (6.4.12)

例 6.4.17 复平面上给定四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷 各点的坐标: 𝐴 = −1 + 4𝑖, 𝐵 = −𝑖, 𝐶 =
5 + 𝑖, 𝐷 = 6 + 5𝑖,求一圆锥曲线,使之与四边形各边相切,且在 𝐵𝐶 边上的切点为 5

2 .
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解 首先我们求出点 𝐷关于△𝐴𝐵𝐶 的重心坐标:

𝛼𝐷 = 2
3, 𝛽𝐷 = −1, 𝛾𝐷 = 4

3

然后求出 𝐵𝐶 边上切点所划分的线段比例为: 𝜆 = 1,根据 (6.4.12)即知圆锥曲线的一个
有理表示为:

𝑃 = 2𝑢2𝐴 + (7 + 14𝑢 + 4𝑢2)𝐵 + 7𝐶
2(3 + 7𝑢 + 7𝑢2) = 35 − 2𝑢2 − 14𝑖𝑢 + 4𝑖𝑢2

2(7 + 7𝑢 + 3𝑢2)

转化为直角坐标方程则为

10 − 134𝑥 + 52𝑥2 − 160𝑦 − 62𝑥𝑦 + 73𝑦2 = 0

根据 (6.4.12),我们容易计算出其余各边的切点所划分线段的比例：

𝐴𝐸
𝐸𝐵 = 𝛾𝐷

𝜆𝛼𝐷
, 𝐶𝐺

𝐺𝐷 = − 1
𝜆𝛽𝐷

, 𝐷𝐻
𝐻𝐴 = −𝜆𝛼𝐷𝛽𝐷

𝛾𝐷

从而有

推论 6.4.18 若圆锥曲线与四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的各边相切,则各切点所划分线段比例的乘
积等于 1.

注记 6.4.19 这个性质实际对于任意相切于的圆锥曲线的多边形均成立.

如果曲线是中心二次曲线,则其中心 𝑂为:

𝑂 = (𝐵 + 𝐷) + 𝜆𝛼𝐷(𝐴 + 𝐶)
2(1 + 𝜆𝛼𝐷) (6.4.13)

由此式容易导出牛顿定理: 和完全四边形四边相切的有心圆锥曲线的心的轨迹是一条
直线,该直线经过完全四边形的三条对角线的中点.

如果四边形为平行四边形,则 𝐷 = 𝐴 + 𝐶 − 𝐵,因而 𝛼𝐷 = 1, 𝛽𝐷 = −1, 𝛾𝐷 = 1,由
(6.4.12)则有

𝑃 = 𝑢2(𝐵 + 𝐴𝜆) + (1 + 𝜆)(𝐵 + 2𝐵𝑢 + 𝐶𝜆)
𝑢2(1 + 𝜆) + (1 + 𝜆)(1 + 2𝑢 + 𝜆)

这个表示可以通过做代换 1
1+𝜆 = 𝑠变得更简单一些.

推论 6.4.20 与平行四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷各边相切的圆锥曲线有参数表示：

𝑃 = 𝑠(1 − 𝑠)𝑢2𝐴 + 𝑠(1 + 2𝑢 + 𝑠𝑢2)𝐵 + (1 − 𝑠)𝐶
1 + 2𝑠𝑢 + 𝑠𝑢2 (6.4.14)



cre
ass

on

§6.4 相切情形 223

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

6.4.5 五边形的相切圆锥曲线 与五边形各边相切的圆锥曲线是确定的,这里我们
无需再叙述推导过程.

命题 6.4.21 若圆锥曲线与五边形 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 的各边相切,若 𝐷、𝐸 关于△𝐴𝐵𝐶 的重
心坐标分别是 (𝛼𝐷, 𝛽𝐷, 𝛾𝐷)、(𝛼𝐸, 𝛽𝐸, 𝛾𝐸),则该圆锥曲线的一个有理表示为：

𝑃 = (𝛼𝐷 − 𝛼𝐸 + 𝛼𝐸𝛽𝐷 − 𝛼𝐷𝛽𝐸)[𝑢2𝛼2
𝐷𝛽𝐸𝐴 − (1 − 𝑢2)𝛼𝐷𝛽𝐷𝛽𝐸𝐵 + (1 − 𝑢)2𝛼𝐸𝛽𝐷𝛾𝐷𝐶] + 𝛼2

𝐷𝛽𝐷𝛽𝐸𝛾𝐸𝐵
(𝛼𝐷 − 𝛼𝐸 + 𝛼𝐸𝛽𝐷 − 𝛼𝐷𝛽𝐸)[𝑢2𝛼2

𝐷𝛽𝐸 − (1 − 𝑢2)𝛼𝐷𝛽𝐷𝛽𝐸 + (1 − 𝑢)2𝛼𝐸𝛽𝐷𝛾𝐷] + 𝛼2
𝐷𝛽𝐷𝛽𝐸𝛾𝐸
(6.4.15)

五边形内切椭圆的一个性质是: 五边形的顶点与其内切椭圆在对边切点的连线,经
过另外两组对角线的交点.

注记 6.4.22 若平面上的六边形三条对角线共点,则存在一条与各边相切的圆锥曲线.
这称为布利昂雄定理的逆定理. 利用重心坐标,我们可表其为如下简洁的形式:

命题 6.4.23 平面上的六边形 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 , 若 𝐷、𝐸、𝐹 关于 △𝐴𝐵𝐶 的重心坐标为
(𝛼𝐷, 𝛽𝐷, 𝛾𝐷)、(𝛼𝐸, 𝛽𝐸, 𝛾𝐸)、(𝛼𝐹 , 𝛽𝐹 , 𝛾𝐹 ),则该六边形相切于一条圆锥曲线的条件是

𝛽𝐷𝛾𝐸𝛼𝐹 = 𝛾𝐷𝛼𝐸𝛽𝐹 (6.4.16)
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6.5 有理 B 样条曲线

有理 B样条曲线又称 NURBS曲线,它是计算机辅助设计 (CAD)领域中广泛使用
的曲线拟合工具,具有平滑精确等拟合优点. 本节我们就二次曲线情形做一些讨论.

6.5.1 给定一个控制点的拟合 平面上,求作一条以 𝑃 为起始点、𝑄为终点的有理
二次曲线,并使得其在 𝑃、𝑄两点处的切向量均指向控制点 𝐴.

𝑝 = 1

𝑄𝑃

𝐴

𝑞 = 0.2

𝑟 = 3.9

我们在前面 (6.4.5)已经给出过此类问题的圆锥曲线表示:

𝑍 = 𝑝𝑃 + 2𝑢𝐴 + 𝑢2𝑄
𝑝 + 2𝑢 + 𝑢2

它在 𝑢 = 0, ∞时分别对应 𝑃、𝑄两点. 一般 CAD制图要求 𝑢的取值范围限定在 [0, 1]
之间,为此,考虑将 (0, ∞)映射为 (0, 1)的分式线性变换:

𝑢 = 𝑘 𝑣
1 − 𝑣

则得所求二次曲线的一个表示

𝑍 = 𝑝(1 − 𝑢)2𝑃 + 2𝑘𝑢(1 − 𝑢)𝐴 + 𝑘2𝑢2𝑄
𝑝(1 − 𝑢)2 + 2𝑘𝑢(1 − 𝑢) + 𝑘2𝑢2

(6.5.1)

其中参数 𝑝 用于调节曲线的形状, 而 𝑘 可用于控制绘图的速率. 通常情况下要求
𝑝 > 0, 𝑘 > 0,以使得曲线位于△𝑃𝐴𝑄之内.

若令
→

𝑃𝐴 = (𝑠 + 𝑖𝑡)
→

𝑃𝑄,该二次曲线又可表示为

→
𝑃𝑍 = 𝑘𝑢(2𝑠 + 𝑘𝑢 − 2𝑠𝑢 + 2𝑖𝑡 − 2𝑖𝑡𝑢)

𝑝 + 2𝑘𝑢 − 2𝑝𝑢 − 2𝑘𝑢2 + 𝑘2𝑢2 + 𝑝𝑢2
→

𝑃𝑄 (6.5.2)
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6.5.2 给定两个控制点的拟合 平面上,求作一条以 𝑃 为起始点、𝑄为终点的有理
二次曲线,并使得其与给定的线段 𝑃𝐴、𝐴𝐵、𝑄𝐵相切.

𝑞 = 0.2

𝑃 𝑄

𝐴 𝐵

解 设二次曲线与直线 𝐴𝐵相切于点 𝑇 = 𝜆𝐴 + (1 − 𝜆)𝐵,则经过 𝑃、𝑄、𝑇 三点的二
次曲线可表示为:

𝑍 = 𝑝(1 − 𝑢)𝑃 + 𝑞𝑢𝑄 − 𝑢(1 − 𝑢)𝑋
𝑝(1 − 𝑢) + 𝑞𝑢 − 𝑢(1 − 𝑢)

又设点 𝐵关于 𝑃、𝑄、𝐴的重心坐标表示为 𝐵 = 𝛼𝑃 + 𝛽𝐴 + 𝛾𝑄(𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1),根据
二次曲线在 𝑃、𝑄两点处的切线分别是 𝑃𝐴和 𝑄𝐵而知

𝑝 = −𝛼𝜆
𝛽 , 𝑞 = 𝛾(1 − 𝜆)

再根据二次曲线在 𝑋 点处直线 𝐴𝐵相切,得到

𝜆 = 𝛽
1 + 𝛽

于是,该二次曲线可表示为

𝑍 = 𝛼(1 − 𝑢2)𝑃 + 2𝛽𝑢(1 − 𝑢)𝐴 − 𝛾𝑢2𝑄
𝛼(1 − 𝑢2) + 2𝛽𝑢(1 − 𝑢) − 𝛾𝑢2

注意到这个表示在 𝑋 处的参数取值是∞,而 CAD制图一般要求 𝑢的取值范围限定在
[0, 1]之间. 为此,考虑将 (0, 1, ∞)映射为 (0, 1, 𝑘)的分式线性变换:

𝑢
1 − 𝑢 = 𝑘 − 1

𝑘
𝑣

1 − 𝑣

其中 𝑘 ∈ (0, 1),则得

𝑍 = 𝛼𝑘(1 − 𝑢)(𝑘 − 2𝑢 + 𝑘𝑢)𝑃 − 2𝛽𝑘(1 − 𝑘)𝑢(1 − 𝑢)𝐴 − 𝛾(1 − 𝑘)2𝑢2𝑄
𝛼𝑘(1 − 𝑢)(𝑘 − 2𝑢 + 𝑘𝑢) − 2𝛽𝑘(1 − 𝑘)𝑢(1 − 𝑢) − 𝛾(1 − 𝑘)2𝑢2

(6.5.3)
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若令
→

𝑃𝐴 = (𝑠 + 𝑖𝑡)
→

𝑃𝑄,
→

𝑃𝐵 = (𝑚 + 𝑖𝑛)
→

𝑃𝑄,该二次曲线又可表示为

→
𝑃𝑍 = (1 − 𝑘)𝑢(2𝑘𝑛𝑠 − 𝑛𝑠𝑢 − 𝑘𝑛𝑠𝑢 + 𝑚𝑡𝑢 − 𝑘𝑚𝑡𝑢 + 2𝑖𝑘𝑛𝑡 − 2𝑖𝑘𝑛𝑡𝑢)

(𝑘2𝑛 − 𝑘2𝑛𝑠 − 𝑘2𝑡 + 𝑘2𝑚𝑡 − 2𝑘2𝑛𝑢 + 2𝑘𝑛𝑠𝑢 + 2𝑘𝑡𝑢
− 2𝑘𝑚𝑡𝑢 + 𝑘2𝑛𝑢2 − 𝑛𝑠𝑢2 − 2𝑘𝑡𝑢2 + 𝑘2𝑡𝑢2 + 𝑚𝑡𝑢2 )

→
𝑃𝑄 (6.5.4)

6.5.3 有理曲线的最优参数化 前面所得有理 𝐵样条二次曲线的表示,在实际应用
时,为防止图形绘制时点随参数变化过于剧烈,一般要求曲线的最大参数速率与最小参
数速度之比为最小. 例如,对于两个控制点的情形,若

𝑃 = 0, 𝑄 = 1, 𝐴 = 1
3 + 2

3𝑖, 𝐵 = 3
4 + 3

4𝑖

由 (6.5.4)得二次曲线

𝑍(𝑢) = 3(1 − 𝑘)𝑢 ((2 + 4𝑖)𝑘 + 𝑢 − (3 + 4𝑖)𝑘𝑢)
4𝑘2 + 10𝑘𝑢 − 18𝑘2𝑢 + 3𝑢2 − 16𝑘𝑢2 + 17𝑘2𝑢2

我们即需要找到适当的参数 𝑘,使得如下值为最小:

min
𝑘

(|𝑍′(𝑢)|max
|𝑍′(𝑢)|min

)

一般情形下,直接求解是比较困难的. 文献À给出了一个充分条件:

定理 6.5.1 若有理参数曲线 𝑍(𝑢)满足 |𝑍′(0)| = |𝑍′(1)|且在参数域 [0, 1]内为最值,
则 𝑍(𝑢)是曲线的最优有理化方程.

利用此定理,容易得到本例的最优参数 𝑘：

𝑘 = 3
47(−27 − 24

√
2 + 2√576 + 418

√
2) ≈ 0.471432

6.6 已知中心的情形

对于中心圆锥曲线,若已知其中心 𝑂及曲线上的一点 𝐴,我们可以从 (6.3.1)来导出
其表示,这是较为便捷的方式.

考虑 𝐴关于 𝑂的对称点 𝐵 = 2𝑂 − 𝐴,则圆锥曲线上的任意一点 𝑃 有表示

→
𝐴𝑃 = 𝑢2 + 2𝑠𝑢 + 2𝑖𝑢

𝑢2 + 2𝑝𝑢 + 𝑞
→

𝐴𝐵

À《有理参数曲线的最优参数化》作者: 厉玉蓉,李丹,计算机辅助设计与图形学学报, 2015年 10月,第 10
期,第 27卷.
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转换成以
→

𝑂𝐴为基向量的表示,则为

→
𝑂𝑃 = (𝑞 + 2𝑝𝑢 − 4𝑖𝑢 − 4𝑠𝑢 − 𝑢2)

𝑞 + 2𝑝𝑢 + 𝑢2
→

𝑂𝐴

考虑 𝑃 关于 𝑂的对称点 𝑄 = 2𝑂 − 𝑃 ,设其为

→
𝑂𝑄 = (𝑞 + 2𝑝𝑣 − 4𝑖𝑣 − 4𝑠𝑣 − 𝑣2)

𝑞 + 2𝑝𝑣 + 𝑣2
→

𝑂𝐴

两式相加,得

000 = ((𝑞 + 2𝑝𝑢 − 4𝑖𝑢 − 4𝑠𝑢 − 𝑢2)
𝑞 + 2𝑝𝑢 + 𝑢2 + (𝑞 + 2𝑝𝑣 − 4𝑖𝑣 − 4𝑠𝑣 − 𝑣2)

𝑞 + 2𝑝𝑣 + 𝑣2 )
→

𝑂𝐴

即有
(𝑞 + 2𝑝𝑢 − 4𝑖𝑢 − 4𝑠𝑢 − 𝑢2)

𝑞 + 2𝑝𝑢 + 𝑢2 + (𝑞 + 2𝑝𝑣 − 4𝑖𝑣 − 4𝑠𝑣 − 𝑣2)
𝑞 + 2𝑝𝑣 + 𝑣2 = 0

分离实部和虚部,得方程组

⎧{
⎨{⎩

𝑞2 + 2𝑝𝑞𝑢 − 2𝑞𝑠𝑢 + 2𝑝𝑞𝑣 − 2𝑞𝑠𝑣 + 4𝑝2𝑢𝑣 − 8𝑝𝑠𝑢𝑣 − 2𝑠𝑢2𝑣 − 2𝑠𝑢𝑣2 − 𝑢2𝑣2 = 0

𝑞𝑢 + 𝑞𝑣 + 4𝑝𝑢𝑣 + 𝑢2𝑣 + 𝑢𝑣2 = 0

对于任意的一个 𝑢值,相应的存在一个 𝑣值使得上述方程组成立. 我们先通过辗转相除
法消去 𝑣,得到

𝑝𝑞𝑢(𝑞 + 2𝑝𝑢 + 𝑢2)3 = 0

因为 𝑢值可以是任意的,所以只能是 𝑝 = 0或 𝑞 = 0. 将其分别代回上述方程组检验即知
应是 𝑝 = 0,此时 𝑢和 𝑣的关系是 𝑢𝑣 + 𝑞 = 0. 从而我们就得到表示：

→
𝑂𝑃 = 𝑞 − 4𝑖𝑢 − 4𝑠𝑢 − 𝑢2

𝑞 + 𝑢2
→

𝑂𝐴

为使得表示更简化一些,再做代换 𝑢 → −2𝑢, 𝑞 → 4𝑞,则

→
𝑂𝑃 = 𝑞 + 2𝑖𝑢 + 2𝑠𝑢 − 𝑢2

𝑞 + 𝑢2
→

𝑂𝐴

为方便应用,我们以新的参数重新表述结论.

命题 6.6.1 若已知圆锥曲线的中心 𝑂及曲线上一点 𝐴,则圆锥曲线可表示为如下的有
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理参数形式：
→

𝑂𝑃 = 𝑝 + 2𝑞𝑢 − 𝑢2 + 2𝑖𝑢
𝑝 + 𝑢2

→
𝑂𝐴 (6.6.1)

若点 𝐴是曲线的端点,则根据 𝑂𝐴的距离是一个极值 (即取极值时 𝑢 = 0),可以确
定出 𝑞 = 0,因而又有

推论 6.6.2 若已知圆锥曲线的中心 𝑂及曲线的端点 𝐴,则圆锥曲线可表示为：

→
𝑂𝑃 = 𝑝 − 𝑢2 + 2𝑖𝑢

𝑝 + 𝑢2
→

𝑂𝐴 (6.6.2)

中心圆锥曲线的一个著名结论是蒙日圆.

例 6.6.3 (蒙日圆) 给定中心圆锥曲线 Γ,任意两条相互垂直的切线的交点都在同一个
圆上,且该圆的圆心是 Γ的中心.

𝐴𝑂

𝐵

𝑇

𝐶

证明 记 Γ的中心为 𝑂,取其实轴上的一个端点 𝐴,设 Γ上两切线的切点为 𝐵, 𝐶,则它
们可表示为

→
𝑂𝐵 = 𝑝 − 𝑢2 + 2𝑖𝑢

𝑝 + 𝑢2
→

𝑂𝐴,
→

𝑂𝐶 = 𝑝 − 𝑣2 + 2𝑖𝑣
𝑝 + 𝑣2

→
𝑂𝐴

二者的切向量相互垂直,即有 Re ( 𝑑
𝑑𝑢

→
𝑂𝐵 ⊗ 𝑑

𝑑𝑣
→

𝑂𝐶) = 0,由此得

𝑝2 − 𝑝𝑢2 − 𝑝𝑣2 + 4𝑝2𝑢𝑣 + 𝑢2𝑣2 = 0

另一方面,两切线的交点 𝑇 为

→
𝑂𝑇 = 𝑝 − 𝑢𝑣 + 𝑖(𝑢 + 𝑣)

𝑝 + 𝑢𝑣
→

𝑂𝐴

我们将交点重表示为
→

𝑂𝑇 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝑂𝐴,则比较二者知

𝑢 + 𝑣 = 𝑝 2𝑦
1 + 𝑥, 𝑢𝑣 = 𝑝1 − 𝑥

1 + 𝑥
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将此代入前面关于 𝑢, 𝑣的方程化简,则有

𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑝
𝑝

这就清楚地表明了交点 𝑇 的轨迹是一个以 𝑂为圆心的圆.

例 6.6.4 (图说几何 11.58) 如图,给定中心圆锥曲线 Γ(中心为 𝑂),点 𝑃、𝑄在曲线外,
由 𝑃 向圆锥曲线所引切线的切点分别是 𝐴、𝐵,由 𝑄向圆锥曲线所引切线的切点分别
是 𝐶、𝐷,圆 ⊚𝑃𝐴𝐵与圆 ⊚𝑄𝐶𝐷相交于 𝐸, 𝐹 两点,若 𝑃、𝑂、𝑄三点共线,则 𝐸、𝑂、
𝐹 三点也共线.

𝑂

𝑃

𝐴

𝐵

𝑄

𝐶

𝐷
𝐸

𝐹

证明 设圆锥曲线的一个端点为 𝑇 ,根据 (6.6.2),我们设

→
𝑂𝐴 = 𝑝 − 𝑎2 + 2𝑎𝑖

𝑝 + 𝑎2
→

𝑂𝑇 ,
→

𝑂𝐵 = 𝑝 − 𝑏2 + 2𝑏𝑖
𝑝 + 𝑏2

→
𝑂𝑇

→
𝑂𝐶 = 𝑝 − 𝑐2 + 2𝑐𝑖

𝑝 + 𝑐2
→

𝑂𝑇 ,
→

𝑂𝐷 = 𝑝 − 𝑑2 + 2𝑑𝑖
𝑝 + 𝑑2

→
𝑂𝑇

则
→

𝑂𝑃 = 𝑝 − 𝑎𝑏 + 𝑖(𝑎 + 𝑏)
𝑝 + 𝑎𝑏

→
𝑂𝑇 ,

→
𝑂𝑄 = 𝑝 − 𝑐𝑑 + 𝑖(𝑐 + 𝑑)

𝑝 + 𝑐𝑑
→

𝑂𝑇

若 𝑂、𝑃、𝑄三点共线,则有

𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏𝑑 − 𝑎𝑐𝑑 − 𝑏𝑐𝑑 + 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 − 𝑐𝑝 − 𝑑𝑝 = 0

平面上的点 𝑋 设为
→

𝑂𝑋 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝑂𝑇 ,若它在圆 ⊚𝑃𝐴𝐵上,则由 𝑃、𝐴、𝐵、𝑋 四点
共圆可得

𝑝(𝑎2 + 𝑝)(𝑎𝑏 + 𝑝)(𝑏2 + 𝑝)(𝑥2 + 𝑦2) − (𝑎𝑏 − 𝑝)(𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑝 − 𝑏2𝑝 − 2𝑎2𝑏2𝑝 + 𝑝2 − 2𝑝3)𝑥
−(𝑎+𝑏)𝑝(𝑎2𝑏2+𝑎2𝑝+4𝑎𝑏𝑝+𝑏2𝑝+𝑝2−4𝑎𝑏𝑝2)𝑦+(𝑝−1)(𝑎𝑏+𝑝)(𝑎2𝑏2−𝑎2𝑝−4𝑎𝑏𝑝−𝑏2𝑝+𝑝2) = 0
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若 𝑋 在 ⊚𝑄𝐶𝐷上,则有

𝑝(𝑐2 + 𝑝)(𝑐𝑑 + 𝑝)(𝑑2 + 𝑝)(𝑥2 + 𝑦2) − (𝑐𝑑 − 𝑝)(𝑐2𝑑2 − 𝑐2𝑝 − 𝑑2𝑝 − 2𝑐2𝑑2𝑝 + 𝑝2 − 2𝑝3)𝑥
−(𝑐+𝑑)𝑝(𝑐2𝑑2+𝑐2𝑝+4𝑐𝑑𝑝+𝑑2𝑝+𝑝2−4𝑐𝑑𝑝2)𝑦+(𝑝−1)(𝑐𝑑+𝑝)(𝑐2𝑑2−𝑐2𝑝−4𝑐𝑑𝑝−𝑑2𝑝+𝑝2) = 0

这二者加权相减消去 𝑥2、𝑦2 项,即得两圆的公共弦 𝐸、𝐹 的方程 (较长),点 𝑂若在弦
𝐸𝐹 上,将 𝑥 = 0, 𝑦 = 0代入此方程,则应有

2(𝑝−1)(𝑎𝑏+𝑝)(𝑐𝑑+𝑝)(𝑎𝑏𝑐+𝑎𝑏𝑑−𝑎𝑐𝑑−𝑏𝑐𝑑+𝑎𝑝+𝑏𝑝−𝑐𝑝−𝑑𝑝)(𝑎𝑏𝑐+𝑎𝑏𝑑+𝑎𝑐𝑑+𝑏𝑐𝑑−𝑎𝑝−𝑏𝑝−𝑐𝑝−𝑑𝑝) = 0

前面根据 𝑂、𝑃、𝑄三点共线所导出的式子正是其中的一个因子,故命题成立.

6.7 已知焦点的情形

6.7.1 已知一个焦点的圆锥曲线 对于已知圆锥曲线的一个焦点 𝐹 及曲线上一点 𝐴
的情形,我们先设圆锥曲线为一般的表示:

→
𝐹𝑃 = (𝑎1𝑢2 + 2𝑏1𝑢 + 𝑐1

𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3
+ 𝑎2𝑢2 + 2𝑏2𝑢 + 𝑐2

𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3
𝑖)

→
𝐹𝐴

令 𝑢 = 0 时, 𝑃 = 𝐴, 则有 𝑐1 = 𝑐3, 𝑐2 = 0, 又令 𝑢 → ∞ 时, 𝑃 点也在直线 𝐹𝐴上, 则
𝑎2 = 0,于是

→
𝐹𝑃 = (𝑎1𝑢2 + 2𝑏1𝑢 + 𝑐3

𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3
+ 2𝑏2𝑢

𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3
𝑖)

→
𝐹𝐴

根据圆锥曲线的第二定义: 曲线上的点到定点的距离与到定直线 (称为准线准线准线)的距离之

比是常数 (离心率 𝑒). 设焦点 𝐹 在准线上的投影点 𝑇 为
→

𝐹𝑇 = (𝑚 + 𝑛𝑖)
→

𝐹𝐴,点 𝑃 在准
线上的投影点为 𝑄,

𝐹 𝐴

𝑃

𝑔

𝑇

𝑄

则根据 𝑃𝑄//𝐹𝑇 , 𝑇 𝑄⊥𝐹𝑇 得知:

→
𝐹𝑄 = (𝑚 + 𝑖𝑛 − 𝑛𝑢2𝑎1 + 2𝑛𝑢𝑏1 − 2𝑚𝑢𝑏2 + 𝑛𝑐3

(𝑚 − 𝑖𝑛)(𝑢2𝑎3 + 2𝑢𝑏3 + 𝑐3) )
→

𝐹𝐴
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于是离心率 𝑒的平方为:

𝑒2 = |𝐹𝑃 |2
|𝑃𝑄|2 = (𝑚2 + 𝑛2)(𝑢4𝑎2

1 + 4𝑢3𝑎1𝑏1 + 4𝑢2𝑏2
1 + 4𝑢2𝑏2

2 + 2𝑢2𝑎1𝑐3 + 4𝑢𝑏1𝑐3 + 𝑐2
3)

(𝑚𝑢2𝑎1 − 𝑚2𝑢2𝑎3 − 𝑛2𝑢2𝑎3 + 2𝑚𝑢𝑏1 + 2𝑛𝑢𝑏2 − 2𝑚2𝑢𝑏3 − 2𝑛2𝑢𝑏3 + 𝑚𝑐3 − 𝑚2𝑐3 − 𝑛2𝑐3)2

此式不因 𝑢值的改变而改变,两边对 𝑢求导,将得到关于 𝑢的 4次多项式方程,并且方程
的各项系数应恒等于 0,以使得 𝑢值可任意选取,即有：

⎧{{{{{{{{{
⎨{{{{{{{{{⎩

𝑚2𝑏1 + 𝑛2𝑏1 + 𝑛𝑏2 − 𝑚2𝑏3 − 𝑛2𝑏3 = 0

2𝑚2𝑏2
1 + 2𝑛2𝑏2

1 + 2𝑛𝑏1𝑏2 − 2𝑚𝑏2
2 + 2𝑚2𝑏2

2 + 2𝑛2𝑏2
2 − 2𝑚2𝑏1𝑏3 − 2𝑛2𝑏1𝑏3

+𝑚2𝑎1𝑐3 + 𝑛2𝑎1𝑐3 − 𝑚2𝑎3𝑐3 − 𝑛2𝑎3𝑐3 = 0

(𝑎1 − 𝑎3)𝑏1𝑐3 = 0

2𝑚2𝑎3𝑏2
1 + 2𝑛2𝑎3𝑏2

1 + 2𝑛𝑎1𝑏1𝑏2 − 2𝑚𝑎1𝑏2
2 + 2𝑚2𝑎3𝑏2

2 + 2𝑛2𝑎3𝑏2
2 − 2𝑚2𝑎1𝑏1𝑏3

−2𝑛2𝑎1𝑏1𝑏3 − 𝑚2𝑎2
1𝑐3 − 𝑛2𝑎2

1𝑐3 + 𝑚2𝑎1𝑎3𝑐3 + 𝑛2𝑎1𝑎3𝑐3 = 0

𝑚2𝑎3𝑏1 + 𝑛2𝑎3𝑏1 + 𝑛𝑎1𝑏2 − 𝑚2𝑎1𝑏3 − 𝑛2𝑎1𝑏3 = 0

此方程组唯一有效的解是

𝑎3 = (2𝑚 − 𝑚2 − 𝑛2)𝑎1
𝑚2 + 𝑛2 , 𝑏1 = 0, 𝑏3 = 𝑛𝑏2

𝑚2 + 𝑛2 , 𝑐3 = − 𝑏2
2

𝑎1

于是
→

𝐹𝑃 = (𝑚2 + 𝑛2)(𝑢𝑎1 + 𝑖𝑏2)2

2𝑚𝑢2𝑎2
1 + 2𝑛𝑢𝑎1𝑏2 − 𝑚2𝑢2𝑎2

1 − 𝑛2𝑢2𝑎2
1 − 𝑚2𝑏2

2 − 𝑛2𝑏2
2

→
𝐹𝐴

𝑎1, 𝑏2 不能为 0,否则曲线是退化的. 再做一个线性变换 𝑢 → − 𝑏2
𝑎1

𝑢,得

→
𝐹𝑃 = (𝑚2 + 𝑛2)(1 + 𝑖𝑢)2

𝑚2 + 𝑛2 + 2𝑛𝑢 + (𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑚)𝑢2
→

𝐹𝐴

它可被改写为如下形式

→
𝐹𝑃 = (1 + 𝑖𝑢)2

1 + 2𝑛𝑢
𝑚2+𝑛2 + 𝑚2+𝑛2−2𝑚

𝑚2+𝑛2 𝑢2

→
𝐹𝐴

容易看到,若做代换
𝑛

𝑚2 + 𝑛2 → 𝑝, 𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑚
𝑚2 + 𝑛2 → 𝑞
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则可使得表示为最简,幸运的是,这个变换是双有理的

𝑚 → 2(1 − 𝑞)
1 − 2𝑞 + 𝑞2 + 4𝑝2 , 𝑛 → 4𝑝

1 − 2𝑞 + 𝑞2 + 4𝑝2

从而我们得到命题如下:

命题 6.7.1 若已知圆锥曲线的一个焦点 𝐹 及曲线上一点 𝐴,则圆锥曲线可表示为：

→
𝐹𝑃 = (1 + 𝑖𝑢)2

1 + 2𝑝𝑢 + 𝑞𝑢2
→

𝐹𝐴 (6.7.1)

并且由推导过程可知,其离心率

𝑒 = √4𝑝2 + (1 − 𝑞)2

(1 + 𝑞)2 (6.7.2)

准线上的点 𝑇 有参数表示
→

𝐹𝑇 = 2 + 𝑖𝑣
1 + 𝑝𝑣 − 𝑞

→
𝐹𝐴 (6.7.3)

不难由上面的表示验证焦点的一个重要性质:

命题 6.7.2 圆锥曲线的焦点对应的准线是也是焦点的的极线.

如果点 𝐴是圆锥曲线的端点,根据 𝐴与 𝐹 的距离是一个极值可知 𝑝 = 0,于是有

推论 6.7.3 若已知圆锥曲线的一个焦点 𝐹 和焦点所在对称轴上的一个端点 𝐴,则圆锥
曲线可表示为：

→
𝐹𝑃 = (1 + 𝑖𝑢)2

1 + 𝑞𝑢2
→

𝐹𝐴 (6.7.4)

根据离心率 𝑒的表示,我们又有如下结论

推论 6.7.4 离心率 𝑒的圆锥曲线,若已知它的一个焦点 𝐹 和离 𝐹 较近的端点 𝐴,则圆
锥曲线可表示为：

→
𝐹𝑃 = (1 + 𝑒)(1 + 𝑖𝑢)2

(1 + 𝑒) + (1 − 𝑒)𝑢2
→

𝐹𝐴 (6.7.5)

离心率 𝑒的中心圆锥曲线,若已知它的一个焦点 𝐹 和离 𝐹 较远的端点 𝐴,则圆锥曲线可
表示为：

→
𝐹𝑃 = (1 − 𝑒)(1 + 𝑖𝑢)2

(1 − 𝑒) + (1 + 𝑒)𝑢2
→

𝐹𝐴 (6.7.6)

对于 (6.7.5),如果我们做代换 𝑢 = tan 𝜃
2 ,则有

→
𝐹𝑃 = 1 + 𝑒

1 + 𝑒 cos 𝜃𝑒𝑖𝜃 →
𝐹𝐴
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这正是圆锥曲线的一个极坐标表示.
根据 (6.7.5)及 𝐹 − 𝑂 = 𝑒(𝐴 − 𝑂),又容易导出

推论 6.7.5 若已知圆锥曲线的中心 𝑂及曲线的一个焦点 𝐹 ,则圆锥曲线可表示为：

→
𝑂𝑃 = (1 + (1 − 𝑒2)(1 + 𝑖𝑢)2

𝑒(1 + 𝑒 + 𝑢2 − 𝑒𝑢2))
→

𝑂𝐹 (6.7.7)

推论 6.7.6 若已知抛物线的焦点 𝐹 和端点 𝐴,则抛物线可表示为：

→
𝐹𝑃 = (1 + 𝑖𝑢)2 →

𝐹𝐴 (6.7.8)

例 6.7.7 (Fregier 定理) 给定圆锥曲线上的定点 𝐴,作两条相互垂直的直线,分别交圆
锥曲线于 𝐵、𝐶 两点,则直线 𝐵𝐶 经过另一定点.

𝐴

𝐵
𝐶

ℎ

我们可以应用 (6.7.1)方便地证明这个命题.

证明 设圆锥曲线的一个焦点是 𝐹 ,则圆锥曲线上的 𝐵、𝐶 两点可设为:

→
𝐹𝐵 = (1 + 𝑖𝑢)2

1 + 2𝑝𝑢 + 𝑞𝑢2
→

𝐹𝐴,
→

𝐹𝐶 = (1 + 𝑖𝑣)2

1 + 2𝑝𝑣 + 𝑞𝑣2
→

𝐹𝐴

根据 𝐴𝐵⊥𝐴𝐶,得到

4 + 4𝑝2 + 2𝑝𝑢 + 2𝑝𝑞𝑢 + 2𝑝𝑣 + 2𝑝𝑞𝑣 + 𝑢𝑣 + 2𝑞𝑢𝑣 + 𝑞2𝑢𝑣 = 0

现在设直线 𝐵𝐶 上的定点 𝑇 为
→

𝐹𝑇 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝐹𝐴,根据 𝐵、𝐶、𝑇 三点共线而有:

2 + 2𝑢𝑣 − 2𝑥 + 2𝑞𝑢𝑣𝑥 − 2𝑝𝑦 − 𝑢𝑦 − 𝑞𝑢𝑦 − 𝑣𝑦 − 𝑞𝑣𝑦 − 2𝑝𝑢𝑣𝑦 = 0

联合这二式消去变量 𝑣,得关于 𝑢的二次方程:

(1 + 𝑞)𝑢2(4𝑝 + 4𝑝𝑞𝑥 + 𝑦 − 4𝑝2𝑦 + 2𝑞𝑦 + 𝑞2𝑦) − 4(1 + 𝑞)(𝑝 − 𝑝𝑥 + 𝑦)+
2𝑢(3 + 4𝑝2 − 2𝑞 − 𝑞2 + 𝑥 + 6𝑞𝑥 + 4𝑝2𝑞𝑥 + 𝑞2𝑥 − 3𝑝𝑦 − 4𝑝3𝑦 + 2𝑝𝑞𝑦 + 𝑝𝑞2𝑦) = 0
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因 𝑇 是定点,所以上式的各项系数为 0,易求出

𝑥 = 4𝑝2 + 3 − 2𝑞 − 𝑞2

4𝑝2 − 1 − 6𝑞 − 𝑞2 , 𝑦 = 4𝑝(1 + 𝑞)
4𝑝2 − 1 − 6𝑞 − 𝑞2

恰好满足要求,这就表明了命题成立.

例 6.7.8 𝑙是二次曲线 Γ的一条定切线,动点 𝑃 , 𝑄在 𝑙上且 𝑃𝑄之长是定值,过 𝑃 , 𝑄
作 Γ的另一切线,交点轨迹为与 Γ相切的二次曲线.

𝑃

𝑄

证明 因 𝑙 是圆锥曲线的一条定切线, 其切点是固定的, 记为 𝐴, 又设焦点为 𝐹 , 根据
(6.7.1)所诱导的平面上任意点 𝑋 的表示形式:

→
𝐹𝑋 = 1 − 𝑢𝑣 + (𝑢 + 𝑣)𝑖

1 + 𝑝(𝑢 + 𝑣) + 𝑞𝑢𝑣
→

𝐹𝐴

记上式右方的复数部分为 𝑧(𝑢, 𝑣),则 𝑃、𝑄两点可分别表示为:

→
𝐹𝑃 = 𝑧(𝑚, 0)

→
𝐹𝐴 = 1 + 𝑖𝑚

1 + 𝑝𝑚
→

𝐹𝐴

→
𝐹𝑄 = 𝑧(𝑛, 0)

→
𝐹𝐴 = 1 + 𝑖𝑛

1 + 𝑝𝑛
→

𝐹𝐴

由 𝑃𝑄之长为定值,记为 𝐿 ⋅ 𝐹𝐴,则

𝐿2 = | 1 + 𝑖𝑚
1 + 𝑝𝑚 − 1 + 𝑖𝑛

1 + 𝑝𝑛|2 = (𝑚 − 𝑛)2(1 + 𝑝2)
(1 + 𝑚𝑝)2(1 + 𝑛𝑝)2

过 𝑃 , 𝑄所作 Γ的另一切线的交点 𝑇 的表示为：

→
𝐹𝑇 = 1 − 𝑚𝑛 + (𝑚 + 𝑛)𝑖

1 + 𝑝(𝑚 + 𝑛) + 𝑞𝑚𝑛
→

𝐹𝐴

为求出 𝑇 的轨迹,我们又设
→

𝐹𝑇 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝐹𝐴,比较这两种表示,易知

𝑚 + 𝑛 = 𝑦 + 𝑞𝑦
1 + 𝑞𝑥 − 𝑝𝑦 , 𝑚𝑛 = 1 − 𝑥 − 𝑝𝑦

1 + 𝑞𝑥 − 𝑝𝑦
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将此代入上面关于 𝐿的方程,化简得到

𝐿2(1 + 𝑝2 − 𝑝2𝑥 + 𝑞𝑥 − 𝑝3𝑦 + 𝑝𝑞𝑦)2+
(1 + 𝑝2)(4 − 4𝑥 + 4𝑞𝑥 − 4𝑞𝑥2 − 8𝑝𝑦 + 4𝑝𝑥𝑦 − 4𝑝𝑞𝑥𝑦 − 𝑦2 + 4𝑝2𝑦2 − 2𝑞𝑦2 − 𝑞2𝑦2) = 0

由此显见交点轨迹是一条二次曲线. 至于相切的证明,只需根据 Γ的参数表示,以

𝑥 = 1 − 𝑢2

1 + 2𝑝𝑢 + 𝑞𝑢2 , 𝑦 = 2𝑢
1 + 2𝑝𝑢 + 𝑞𝑢2

代入,即知二者的交点仅在 𝑢 = − 1
𝑝 时取得. 证毕.

例 6.7.9 (图说几何 11.34) 如图,若两椭圆 Γ、Ω有一个公共的焦点 𝐹 ,并且相交于 𝐴、
𝐵两点,它们在 𝐴、𝐵两点处切线的交点为 𝐶、𝐷,则 𝐹、𝐶、𝐷三点共线.

𝐹

𝐴

𝐵

𝐷

𝐶

证明 根据 (6.7.1),我们设椭圆 Γ上的点 𝑃、Ω上的点 𝑄分别有表示

→
𝐹𝑃 = (1 + 𝑖𝑢)2

1 + 2𝑝1𝑢 + 𝑞1𝑢2
→

𝐹𝐴,
→

𝐹𝑄 = (1 + 𝑖𝑣)2

1 + 2𝑝2𝑣 + 𝑞2𝑣2
→

𝐹𝐴

椭圆相交时,要求
(1 + 𝑖𝑢)2

1 + 2𝑝1𝑢 + 𝑞1𝑢2 = (1 + 𝑖𝑣)2

1 + 2𝑝2𝑣 + 𝑞2𝑣2

分离实部和虚部后,消元得到关于 𝑢的方程:

𝑢(1 + 2𝑢𝑝1 + 𝑢2𝑞1)2(1 + 𝑢2 + 2𝑢𝑝1 − 2𝑢𝑝2 + 𝑢2𝑞1 + 𝑞2)(2𝑝1 − 2𝑝2 + 𝑢𝑞1 − 𝑢𝑞2) = 0

因为这二者皆是椭圆,其判别式要求

Δ1 = 𝑝2
1 − 𝑞1 < 0, Δ2 = 𝑝2

2 − 𝑞2 < 0
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在此条件下,因式 (1 + 2𝑢𝑝1 + 𝑢2𝑞1)2和 (1+𝑢2+2𝑢𝑝1−2𝑢𝑝2+𝑢2𝑞1+𝑞2)皆是恒不为 0的,
于是知交点 𝐴对应的参数值为 𝑢 = 𝑣 = 0,交点 𝐵对应的参数值为 𝑢 = 𝑣 = − 2(𝑝1−𝑝2)

𝑞1−𝑞2
.

→
𝐹𝐵 = (2𝑝1 − 2𝑝2 + 𝑖𝑞1 − 𝑖𝑞2)2

4(𝑝1 − 𝑝2)(𝑝2𝑞1 − 𝑝1𝑞2) − (𝑞1 − 𝑞2)2
→

𝐹𝐴

进而计算知,在 𝐴、𝐵两点处切线的交点 𝐶、𝐷为:

→
𝐹𝐶 = 2𝑖𝑝1 − 2𝑖𝑝2 − 𝑞1 + 𝑞2

2𝑝2
1 − 2𝑝1𝑝2 − 𝑞1 + 𝑞2

→
𝐹𝐴,

→
𝐹𝐷 = 2𝑖𝑝1 − 2𝑖𝑝2 − 𝑞1 + 𝑞2

2𝑝1𝑝2 − 2𝑝2
2 − 𝑞1 + 𝑞2

→
𝐹𝐴

显然 𝐹、𝐶、𝐷三点共线.

例 6.7.10 (圆锥曲线上四点共圆的条件) 对于任意圆锥曲线, 曲线上四点共圆的充要
条件是其中两点的连线与焦点所在轴线的夹角和另外两点的连线与焦点所在轴线的夹
角互补.

𝐵

𝐴

𝐹 𝑇

𝐶

𝐷

证明 我们选取圆锥曲线的一个焦点 𝐹 及焦点所在对称轴上的一个端点 𝑇 作为基向
量, 根据 (6.7.4), 曲线上的点 𝑃 有表示:

→
𝐹𝑃 = (1+𝑖𝑢)2

1+𝑞𝑢2

→
𝐹𝑇 , 从而可设曲线上的四点分

别为:

→
𝐹𝐴 = (1 + 𝑖𝑎)2

1 + 𝑞𝑎2
→

𝐹𝑇 ,
→

𝐹𝐵 = (1 + 𝑖𝑏)2

1 + 𝑞𝑏2
→

𝐹𝑇 ,
→

𝐹𝐶 = (1 + 𝑖𝑐)2

1 + 𝑞𝑐2
→

𝐹𝑇 ,
→

𝐹𝐷 = (1 + 𝑖𝑑)2

1 + 𝑞𝑑2
→

𝐹𝑇

由此,四点共圆的条件是

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 𝑞(𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑐𝑑𝑎 + 𝑑𝑎𝑏)

另一方面,因为 ∠(𝐵𝐴, 𝐹𝑇 )与 ∠(𝐶𝐷, 𝐹𝑇 )的取值范围是 (0, 180∘),所以 ∠(𝐵𝐴, 𝐹𝑇 ) +
∠(𝐶𝐷, 𝐹𝑇 ) = 180∘ 等价于

Im (𝐴 − 𝐵
𝐹 − 𝑇

𝐷 − 𝐶
𝐹 − 𝑇 ) = 0
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它同样导致条件
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 𝑞(𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑐𝑑𝑎 + 𝑑𝑎𝑏)

这就说明了二者互为充要条件.

例 6.7.11 (抛物线三切线交点与焦点共圆) 抛物线上三条切线的交点与焦点四点共圆.

𝐹

𝐴

𝐵

𝐶

𝑏𝑑

𝑒

𝐿

𝑀

𝑁

证明 我们以
→

𝐹𝐴作为基向量,根据 (6.7.1),曲线上的另外两点 𝐵, 𝐶 可设为

→
𝐹𝐵 = (1 + 𝑖𝑢)2

(1 + 𝑝𝑢)2
→

𝐹𝐴,
→

𝐹𝐶 = (1 + 𝑖𝑣)2

(1 + 𝑝𝑣)2
→

𝐹𝐴

由此求出三条切线的交点 𝐿, 𝑀, 𝑁 分别为:

→
𝐹𝐿 = 1 + 𝑖𝑢

1 + 𝑝𝑢
→

𝐹𝐴,
→

𝐹𝑀 = 1 + 𝑖𝑣
1 + 𝑝𝑣

→
𝐹𝐴,

→
𝐹𝑁 = (1 + 𝑖𝑢)(1 + 𝑖𝑣)

(1 + 𝑝𝑢)(1 + 𝑝𝑣)
→

𝐹𝐴

计算知

Im (𝑀 − 𝐹
𝑁 − 𝐹

𝑁 − 𝐿
𝑀 − 𝐿) = 0

即 𝐹、𝐿、𝑀、𝑁 四点共圆.

例 6.7.12 (图说几何 11.14) 已知圆锥曲线 Γ及它的一个焦点 𝐹 ,若动点 𝑃 关于 Γ的
一条切线与直线 𝑃𝐹 的夹角 𝜃为定值,则 𝑃 的轨迹是圆.
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𝑞 = 4.7

𝑠 = 3.9

𝐹

𝑃

𝐴

𝜃

证明 设焦点 𝐹 所在对称轴上的一个端点为 𝑇 ,根据 (6.7.4)所诱导的平面点的表示,可
设

→
𝐹𝑃 = 1 − 𝑢𝑣 + 𝑖(𝑢 + 𝑣)

1 + 𝑞𝑢𝑣
→

𝐹𝑇

𝑃 向 Γ所引切线的切点 𝐴则为

→
𝐹𝐴 = (1 + 𝑖𝑣)2

1 + 𝑞𝑣2
→

𝐹𝑇

根据 ∠𝐹𝑃𝐴 = 𝜃,有
Im (𝐹 − 𝑃

𝐴 − 𝑃 𝑒𝑖𝜃) = 0

解出

𝑣 = 𝑢 sin 𝜃 − cos 𝜃
𝑞(𝑢 cos 𝜃 + sin 𝜃)

由此得到 𝑃 的轨迹

→
𝐹𝑃 = 𝑞𝑢 cos 𝜃 + 𝑞 sin 𝜃 + 𝑖𝑢 sin 𝜃 − 𝑖 cos 𝜃

𝑞 sin 𝜃(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐹𝑇

右方是关于 𝑢的复线性分式,故 𝑃 的轨迹是一个圆.

若做代换 1+𝑖𝑢
1−𝑖𝑢 = 𝑧,得

→
𝐹𝑃 = ((𝑞 − 1)(1 + 𝑖 cot 𝜃)

2𝑞 + (1 + 𝑞)(1 − 𝑖 cot 𝜃)
2𝑞 𝑧)

→
𝐹𝑇

即知圆心 𝑂和半径 𝑅分别为

→
𝐹𝑂 = (𝑞 − 1)(1 + 𝑖 cot 𝜃)

2𝑞
→

𝐹𝑇 , 𝑅 = 1 + 𝑞
2𝑞 sin 𝜃𝐹𝑇
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例 6.7.13 (图说几何 11.8) 对于椭圆的外切偶数边形,若连接多边形的各顶点与椭圆
的一个焦点,则相间的夹角之和为 𝜋.

𝐹

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝐴2𝑛−1

𝐴2𝑛

𝜃1

𝜃3

𝜃2𝑛−1

证明 如图,设焦点为𝐹 ,一个端点为𝑇 ,则根据 (6.7.4),椭圆的外切 2𝑛边形𝐴1𝐴2𝐴3...𝐴2𝑛
的各顶点可表示为:

→
𝐹𝐴𝑘 = ( 1 − 𝑢𝑘𝑢𝑘+1

1 + 𝑞𝑢𝑘𝑢𝑘+1
+ 𝑢𝑘 + 𝑢𝑘+1

1 + 𝑞𝑢𝑘𝑢𝑘+1
𝑖)

→
𝐹𝑇 = (1 + 𝑖𝑢𝑘)(1 + 𝑖𝑢𝑘+1)

1 + 𝑞𝑢𝑘𝑢𝑘+1

→
𝐹𝑇

从而知各角度为

𝜃𝑘 = ∠𝐴𝑘𝐹𝐴𝑘+1 = arg (𝐴𝑘+1 − 𝐹
𝐴𝑘 − 𝐹 ) = arg ((1 + 𝑞𝑢𝑘𝑢𝑘+1)(1 + 𝑖𝑢𝑘+2)

(1 + 𝑞𝑢𝑘+1𝑢𝑘+2)(1 + 𝑖𝑢𝑘))

= arg ( 1 + 𝑞𝑢𝑘𝑢𝑘+1
1 + 𝑞𝑢𝑘+1𝑢𝑘+2

) + arg (1 + 𝑖𝑢𝑘+2
1 + 𝑖𝑢𝑘

)

上式中, 1+𝑞𝑢𝑘𝑢𝑘+1
1+𝑞𝑢𝑘+1𝑢𝑘+2

为实数,故

𝜃𝑘 = 𝑚𝑘𝜋 + arg (1 + 𝑖𝑢𝑘+2
1 + 𝑖𝑢𝑘

) ,其中𝑚𝑘 为某个整数

于是所有相间的角度之和为:

𝑛
∑
𝑘=1

𝜃2𝑘−1 = (
𝑛

∑
𝑘=1

𝑚2𝑘−1) 𝜋 +
𝑛

∑
𝑘=1

arg (1 + 𝑖𝑢2𝑘+1
1 + 𝑖𝑢2𝑘−1

) = 𝑚𝜋 + arg
1 + 𝑖𝑢2𝑛+1

1 + 𝑖𝑢1

对于封闭 2𝑛边形, 𝑢2𝑛+1 = 𝑢1,因而上述角度之和是 𝜋的整数倍,又易知上述角度之和
介于 0到 2𝜋之间,所以其值等于 𝜋.
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6.7.2 Marden 定理 如果要对圆锥曲线极为丰富的性质依照优美度做一个排名的
话, Marden定理无疑是 Top榜前列的存在. 它最早出现在Morris Marden于 1945年发表
的一篇论文里,因而被 Dan Kalman称为 Marden定理. 而 Marden本人早已声明此结论
最早是由 Jörg Siebeck在 1864年发现并证明的. 传播最为广泛的是如下叙述：

命题 6.7.14 (最简情形的 Marden 定理) 对于复平面上的 △𝐴𝐵𝐶, 令 𝑝(𝑧) = (𝑧 −
𝐴)(𝑧 − 𝐵)(𝑧 − 𝐶), 若椭圆 Γ 内切于 △𝐴𝐵𝐶 三边的中点, 则 Γ 的两个焦点恰好是
𝑝′(𝑧) = 0的两根.

如今,这个定理早已被推广至更一般情形À:

命题 6.7.15 (一般情形的 Marden 定理) 函数 𝑓(𝑧) = 𝑚1
𝑧−𝛼1

+ 𝑚2
𝑧−𝛼2

+ ⋯ + 𝑚𝑛
𝑧−𝛼𝑛

(其中
𝑚𝑖是非 0常数)的零点,是一条 𝑛 − 1次曲线的焦点,该曲线与各线段 [𝛼𝑖, 𝛼𝑗]相切,且切
点分割线段的比例为𝑚𝑖 ∶ 𝑚𝑗.

这里,我们利用前面的有理化表示来讨论圆锥曲线 (也即 𝑛 = 3)时的情形.
设圆锥曲线与 △𝐴𝐵𝐶 的各边分别相切与 𝐷、𝐸、𝐹 , 使得 𝐵𝐷 ∶ 𝐷𝐶 = 𝜆, 𝐶𝐸 ∶

𝐸𝐴 = 𝜇, 𝐴𝐹 ∶ 𝐹𝐵 = 𝜈(𝜆𝜇𝜈 = 1),求圆锥曲线的焦点.

𝑍
𝐹

𝐷

𝐸

𝐴

𝐵
𝐶

解 设圆锥曲线的一个焦点为 𝑍,根据 (6.7.1),圆锥曲线上的任意点 𝑃 可表示为:

→
𝑍𝑃 = (1 + 𝑖𝑢)2

1 + 2𝑝𝑢 + 𝑞𝑢2
→

𝑍𝐷

此表示当 𝑢 = 0时, 𝑃 = 𝐷. 又设 𝑢 = 𝑏, 𝑐时, 𝑃 分别对应点 𝐸 和 𝐹 . △𝐴𝐵𝐶 的各顶点
是这三点的切线交点,因而有:

→
𝑍𝐴 = 1 + 𝑖(𝑏 + 𝑐) − 𝑏𝑐

1 + 𝑝(𝑏 + 𝑐) + 𝑞𝑏𝑐
→

𝑍𝐷,
→

𝑍𝐵 = 1 + 𝑖𝑐
1 + 𝑝𝑐

→
𝑍𝐷,

→
𝑍𝐶 = 1 + 𝑖𝑏

1 + 𝑝𝑏
→

𝑍𝐷

根据切点所划分线段的比值,有

−𝑐(1 + 𝑏𝑝)
𝑏(1 + 𝑐𝑝) = 𝜆, −𝑏(1 + 𝑏𝑝 + 𝑐𝑝 + 𝑏𝑐𝑞)

(𝑏 − 𝑐)(1 + 𝑏𝑝) = 𝜇, (𝑏 − 𝑐)(1 + 𝑐𝑝)
𝑐(1 + 𝑏𝑝 + 𝑐𝑝 + 𝑏𝑐𝑞) = 𝜈

À参见 Vladimir Dragovi´的文章《Marden theorem and Poncelet-Darboux curves》
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在 𝜆𝜇𝜈 = 1的约束下,不难解出 𝑝, 𝑞:

𝑝 = − 𝑐 + 𝑏𝜆
𝑏𝑐(1 + 𝜆) , 𝑞 = 𝑐2 + 𝑏2𝜆 + 𝑏2𝜆𝜇 − 2𝑏𝑐𝜆𝜇 + 𝑐2𝜆𝜇

𝑏2𝑐2(1 + 𝜆)

因而

→
𝑍𝐴 = 𝑏𝑐(1 + 𝑖𝑏)(1 + 𝑖𝑐)(1 + 𝜆)

(𝑏 − 𝑐)2𝜆𝜇
→

𝑍𝐷,
→

𝑍𝐵 = 𝑏(1 + 𝑖𝑐)(1 + 𝜆)
𝑏 − 𝑐

→
𝑍𝐷,

→
𝑍𝐶 = 𝑐(1 + 𝑖𝑏)(1 + 𝜆)

(𝑐 − 𝑏)𝜆
→

𝑍𝐷

在复平面上,我们可将各点作为复数参与运算. 根据以上三式消元,即知

(𝑍 − 𝐵)(𝑍 − 𝐶) + 𝜆𝜇(𝑍 − 𝐶)(𝑍 − 𝐴) + 𝜇(𝑍 − 𝐴)(𝑍 − 𝐵) = 0 (6.7.9)

它又容易写作更简洁些的形式：

1
𝑍 − 𝐴 + 𝜆𝜇

𝑍 − 𝐵 + 𝜇
𝑍 − 𝐶 = 0 (6.7.10)

这就是Marden定理在圆锥曲线情形时所表述的内容.

推论 6.7.16 与三角形各边相切的圆锥曲线,其焦点是关于该三角形为等角共轭的.

证明 因为焦点 𝑍1, 𝑍2 是 (6.7.9)的两根,根据韦达定理,有

𝑍1 + 𝑍2 = (1 + 𝜆)𝜇𝐴 + (1 + 𝜇)𝐵 + (1 + 𝜆𝜇)𝐶
1 + 𝜇 + 𝜆𝜇 , 𝑍1𝑍2 = 𝐵𝐶 + 𝜆𝜇𝐶𝐴 + 𝜇𝐴𝐵

1 + 𝜇 + 𝜆𝜇

所以

Im
𝑍1 − 𝐴
𝐵 − 𝐴

𝑍2 − 𝐴
𝐶 − 𝐴 = Im

𝑍1𝑍2 − 𝐴(𝑍1 + 𝑍2) + 𝐴2

(𝐵 − 𝐴)(𝐶 − 𝐴) = Im
1

1 + 𝜇 + 𝜆𝜇 = 0

Im
𝑍1 − 𝐵
𝐴 − 𝐵

𝑍2 − 𝐵
𝐶 − 𝐵 = Im

𝑍1𝑍2 − 𝐵(𝑍1 + 𝑍2) + 𝐵2

(𝐴 − 𝐵)(𝐶 − 𝐵) = Im
𝜆𝜇

1 + 𝜇 + 𝜆𝜇 = 0

Im
𝑍1 − 𝐶
𝐴 − 𝐶

𝑍2 − 𝐶
𝐵 − 𝐶 = Im

𝑍1𝑍2 − 𝐶(𝑍1 + 𝑍2) + 𝐶2

(𝐴 − 𝐶)(𝐵 − 𝐶) = Im
𝜇

1 + 𝜇 + 𝜆𝜇 = 0

由此即知焦点关于三角形是等角共轭的.

利用 Marden定理,我们可以非常方便地对有理表示的圆锥曲线求焦点: 只需要在
曲线上选择任意三点作切线三角形,计算出切点所分线段的比例后,应用定理即得焦点
方程. 这里将前面一些典型的圆锥曲线的焦点方程列出,以便查阅.

1. 由 (6.3.1)所表示的过已知两点的圆锥曲线,焦点 𝑍 = 𝐴 + 𝑧(𝐵 − 𝐴),其中 𝑧满足
方程:

(𝑝2 − 𝑞)𝑧2 + (𝑞 − 2𝑝𝑠 − 2𝑖𝑝)𝑧 + (𝑖 + 𝑠)2 = 0 (6.7.11)



cre
ass

on

242 第 6章 圆锥曲线

2. 由 (6.3.3)所表示的三角形外接圆锥曲线,记 𝑍𝐴 = 𝑝(𝑍 −𝐴), 𝑍𝐵 = 𝑞(𝑍 −𝐵), 𝑍𝐶 =
𝑍 − 𝐶,则焦点方程为

𝑍2
𝐴 + 𝑍2

𝐵 + 𝑍2
𝐶 − 2𝑍𝐴𝑍𝐵 − 2𝑍𝐵𝑍𝐶 − 2𝑍𝐶𝑍𝐴 = 0 (6.7.12)

3. 由 (6.4.1)所表示的与一直线相切的圆锥曲线,焦点 𝑍 = 𝐴 + 𝑧(𝐵 − 𝐴),其中 𝑧满
足方程:

(𝑞2 − 𝑝𝑠)𝑧2 − (2𝑞 − 𝑖𝑠)𝑧 + 1 = 0 (6.7.13)

4. 由 (6.4.5)所表示与角的两边相切的圆锥曲线,焦点方程为

(𝑍 − 𝐵)2 = 𝑝(𝑍 − 𝐴)(𝑍 − 𝐶) (6.7.14)

5. 由 (6.4.12)所表示的四边形的相切圆锥曲线,焦点方程为

(𝑍 − 𝐴)(𝑍 − 𝐶)𝜆𝛼𝐷 + (𝑍 − 𝐵)(𝑍 − 𝐷) = 0 (6.7.15)

6. 由 (6.4.15)所表示的五边形的相切圆锥曲线,焦点方程为

𝛼𝐷(𝐴−𝐵)(𝑍−𝐶)(𝑍−𝐸)+𝛼𝐸(𝐵−𝐶)(𝑍−𝐴)(𝑍−𝐷)+(𝐶−𝐷)(𝑍−𝐵)(𝑍−𝐸) = 0
(6.7.16)

7. 由 (6.7.1)所表示的已知一个焦点的圆锥曲线,其另一个焦点 𝑍 为

→
𝐹𝑍 = 1 − 𝑞 + 2𝑖𝑝

𝑝2 − 𝑞
→

𝐹𝐴 (6.7.17)

上面所列的焦点方程,一些是具有明显几何性质的. 例如,根据 (6.7.14)知,若圆锥曲线
与一角相切,则其焦点与角的顶点以及两边切点的连线所成的两角相等.

𝐵

𝐴

𝐶

𝑝 = 2

𝑍
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若与三角形相切的圆锥曲线是圆,则两个焦点是重合的,此时二次方程 (6.7.9)可对
𝑍 求导,即有

(1 + 𝜆)𝜇(𝑍 − 𝐴) + (1 + 𝜇)(𝑍 − 𝐵) + (1 + 𝜆𝜇)(𝑍 − 𝐶) = 0

这两式与它们的共轭等式联立,消元 𝜆、𝜇、 ̅𝑍 即得 𝑍 的方程:

𝐴(𝐵 − 𝐶)(𝑍2 − 2𝐴𝑍 + 𝐴𝐵 − 𝐵𝐶 + 𝐶𝐴)2

+ 𝐵(𝐶 − 𝐴)(𝑍2 − 2𝐵𝑍 + 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 − 𝐶𝐴)2

+ 𝐶(𝐴 − 𝐵)(𝑍2 − 2𝐶𝑍 − 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐴)2 = 0

这是三角形内心-旁心的一般方程表示 (3.11.2).

例 6.7.17 若椭圆的内接三角形以椭圆的一个焦点为垂心,则该三角形的内心在两焦点
的连线上.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐻
𝑍

𝐼

证明 记 𝑠 = tan 𝐴
2 , 𝑡 = tan 𝐵

2 ,则

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

垂心 𝐻 和内心 𝐼 分别是：

→
𝐵𝐻 = −𝑖(1 + 𝑖𝑠)2(1 − 𝑡2)

2𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

→
𝐵𝐼 = 1 − 𝑠𝑡

1 − 𝑖𝑡
→

𝐵𝐶

△𝐴𝐵𝐶 的外接椭圆设为：

𝑃 = 𝑝(1 − 𝑢)𝐴 + 𝑞𝑢𝐵 − 𝑢(1 − 𝑢)𝐶
𝑝(1 − 𝑢) + 𝑞𝑢 − 𝑢(1 − 𝑢)

将垂心 𝐻 代入其焦点方程式 (6.7.12),在椭圆的判别式 1 − 2𝑝 + 𝑝2 − 2𝑞 − 2𝑝𝑞 + 𝑞2 < 0
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和固有条件 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0下,即可得到 𝑝, 𝑞的唯一解：

𝑝 = (1 + 𝑠 + 𝑡 − 𝑠𝑡)(−1 + 𝑠 + 𝑡 + 𝑠𝑡)
(1 − 𝑠)(1 + 𝑠)(𝑠 + 𝑡)2 , 𝑞 = (1 + 𝑠 + 𝑡 − 𝑠𝑡)(−1 + 𝑠 + 𝑡 + 𝑠𝑡)

(1 − 𝑡)(1 − 𝑡)(𝑠 + 𝑡)2

然后求出椭圆的另一个焦点为

→
𝐵𝑍 = 𝑖(1 − 𝑡2)(1 − 𝑠2 − 4𝑠𝑡 + 2𝑠3𝑡 − 𝑡2 + 3𝑠2𝑡2 − 𝑖𝑠(1 − 𝑠2 − 2𝑠𝑡 + 𝑡2 + 𝑠2𝑡2))2

2𝑠(1 − 𝑖𝑡)2(1 − 2𝑠2 + 𝑠4 − 4𝑠𝑡 + 4𝑠3𝑡 − 2𝑡2 + 8𝑠2𝑡2 − 2𝑠4𝑡2 + 4𝑠𝑡3 − 12𝑠3𝑡3 + 𝑡4 − 2𝑠2𝑡4 + 5𝑠4𝑡4)
→

𝐵𝐶

验证即知内心在垂心和它的连线上.

命题 6.7.18 (三角形内切圆恒定的问题) 给定抛物线,若其内接三角形 𝐴𝐵𝐶 的垂心是
抛物线的焦点,则三角形的内切圆恒定.

𝐻𝐴

𝐵

𝐶

𝐼

证明 设抛物线的端点为 𝑇 ,则抛物线的内接三角形 𝐴𝐵𝐶 可令为：
→

𝐻𝐴 = (1 + 𝑖𝑎)2 →
𝐻𝑇 ,

→
𝐻𝐵 = (1 + 𝑖𝑏)2 →

𝐻𝑇 ,
→

𝐻𝐶 = (1 + 𝑖𝑐)2 →
𝐻𝑇

根据 𝐻𝐴⊥𝐵𝐶, 𝐻𝐵⊥𝐶𝐴, 𝐻𝐶⊥𝐴𝐵得到方程组：

⎧{{{
⎨{{{⎩

4𝑎 = (1 − 𝑎2)(𝑏 + 𝑐)

4𝑏 = (1 − 𝑏2)(𝑐 + 𝑎)

4𝑐 = (1 − 𝑐2)(𝑎 + 𝑏)

其中仅有两个方程是独立的. 不难解出

𝑎 + 𝑏 = 4𝑐
1 − 𝑐2 , 𝑎𝑏 = 𝑐2 − 5

1 − 𝑐2
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根据三角形的内心所满足的方程 (3.11.2),即可求出内心 𝐼 :

→
𝐻𝐼 = −2

→
𝐻𝑇

它在 𝐴𝐵上的垂足点 𝐷为
→

𝐻𝐷 = − 4
1 − 𝑖𝑐

→
𝐻𝑇

从而知半径 𝑟 = 𝐼𝐷 = 2𝐻𝑇 ,也是一个定值.

例 6.7.19 (图说几何 11.30) 如图, 给定 △𝐴𝐵𝐶, 若椭圆与各边相切于旁切圆在三边
的切点 𝐷, 𝐸, 𝐹 ,则△𝐴𝐵𝐶 存在着另一个共焦的外接椭圆.

𝐴

𝐵 𝐶𝐷

𝐸𝐹

证明 利用前文常用的△𝐴𝐵𝐶 的表示 (其中 𝑠 = tan 𝐴
2 , 𝑡 = tan 𝐵

2 ):

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)
→

𝐵𝐶

旁切圆在三边的切点所切分的线段比例分别是:

𝜆 = 𝐵𝐷 ∶ 𝐷𝐶 = 𝑡(𝑠 + 𝑡)
1 − 𝑠𝑡 , 𝜇 = 𝐶𝐸 ∶ 𝐸𝐴 = 1 − 𝑠𝑡

𝑠(𝑠 + 𝑡) , 𝜈 = 𝐴𝐹 ∶ 𝐹𝐵 = 𝑠
𝑡

从而由Marden定理,知内切椭圆的焦点 𝑍(设为
→

𝐵𝑍 = 𝑧
→

𝐵𝐶)满足方程:

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2(1+𝑠2+𝑠𝑡+𝑡2)𝑧2−(1−𝑖𝑡)(𝑠+𝑡)(1+𝑠2+𝑖𝑡−𝑖𝑠2𝑡−2𝑖𝑠𝑡2)𝑧+𝑡(𝑠 + 𝑡)2(1−𝑠𝑡) = 0

又设△𝐴𝐵𝐶 的外接椭圆为

𝑃 = 𝑝(1 − 𝑢)𝐴 + 𝑞𝑢𝐵 − 𝑢(1 − 𝑢)𝐶
𝑝(1 − 𝑢) + 𝑞𝑢 − 𝑢(1 − 𝑢)
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根据 (6.7.12)知,焦点 𝑍 满足方程:

(1 − 2𝑝 + 𝑝2 − 2𝑞 − 2𝑝𝑞 + 𝑞2)𝑠2(1 − 𝑖𝑡)4𝑧2

+ 2𝑠(1 − 𝑖𝑡)2(−𝑠 + 2𝑝𝑠 − 𝑝2𝑠 + 𝑞𝑠 + 𝑝𝑞𝑠 + 𝑝𝑡 − 𝑝2𝑡 + 𝑝𝑞𝑡 − 𝑝𝑠2𝑡
+ 𝑝2𝑠2𝑡 − 𝑝𝑞𝑠2𝑡 + 𝑠𝑡2 − 2𝑝𝑠𝑡2 + 𝑝2𝑠𝑡2 − 𝑞𝑠𝑡2 − 𝑝𝑞𝑠𝑡2

+ 2𝑖𝑠𝑡 − 2𝑖𝑝𝑠𝑡 − 2𝑖𝑞𝑠𝑡)𝑧 + (𝑠 − 𝑝𝑠 − 𝑝𝑡 − 2𝑠𝑡 + 𝑝𝑠2𝑡 − 𝑠𝑡2 + 𝑝𝑠𝑡2)2 = 0

因为关于这两个关于 𝑧的二次方程有相同的根,比较系数即得关于 𝑝, 𝑞的两个复系数方
程. 唯一的有效解 (要求 𝑝, 𝑞为实数)是

𝑝 = 𝑠(1 + 𝑡2)
(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡) , 𝑞 = 𝑡(1 + 𝑠2)

(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

从而我们就证明了确实存在一个共焦的椭圆,它的表示是

𝑃 = 𝑠(1 + 𝑡2)(1 − 𝑢)𝐴 + (1 + 𝑠2)𝑡𝑢𝐵 − (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)(1 − 𝑢)𝑢𝐶
𝑠(1 + 𝑡2)(1 − 𝑢) + (1 + 𝑠2)𝑡𝑢 − (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)(1 − 𝑢)𝑢

例 6.7.20 (图说几何 11.37) 若两圆锥曲线有一个公共的焦点 𝐹 ,并相交于一点 𝐴. 设
它们的公切线交点为 𝑇 ,两圆锥曲线的另一个焦点分别是 𝑍 和𝐾,则 𝑇 , 𝐾, 𝑍 三点共线.

𝑝 = −1

𝑞 = 3.6

𝐹

𝐴

𝑚 = 0.11

𝑛 = 14.2

𝑇

𝑍

𝐾

证明 设圆锥曲线 Γ上的点 𝑃 ,圆锥曲线 Ω上的点 𝑄分别有参数表示：

→
𝐹𝑃 = (1 + 𝑖𝑢)2

1 + 2𝑝𝑢 + 𝑞𝑢2
→

𝐹𝐴,
→

𝐹𝑄 = (1 + 𝑖𝑣)2

1 + 2𝑠𝑣 + 𝑡𝑣2
→

𝐹𝐴

并设两圆锥曲线的公切线交点 𝑇 有表示：

→
𝐹𝑇 = 1 − 𝑚𝑛 + 𝑖(𝑚 + 𝑛)

1 + 𝑝(𝑚 + 𝑛) + 𝑞𝑚𝑛
→

𝐹𝐴
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则公切线在 Γ上的两个切点𝑀, 𝑁 分别是

→
𝐹𝑀 = (1 + 𝑖𝑚)2

1 + 2𝑝𝑚 + 𝑞𝑚2
→

𝐹𝐴,
→

𝐹𝑁 = (1 + 𝑖𝑛)2

1 + 2𝑝𝑛 + 𝑞𝑛2
→

𝐹𝐴

考察直线 𝑇 𝑀 与 Ω的交点情况：Im( 𝑄−𝑀
𝑇 −𝑀 ) = 0,化简得到

𝑚2 + 𝑚2𝑞 − 2𝑚𝑣 − 2𝑝𝑣 − 2𝑚2𝑝𝑣 − 2𝑚𝑞𝑣 + 2𝑠𝑣 + 2𝑚2𝑠𝑣 + 𝑣2 − 𝑚2𝑞𝑣2 + 𝑡𝑣2 + 𝑚2𝑡𝑣2 = 0

为使得交点唯一,方程关于 𝑣的判别式应等于 0,即

2𝑚𝑝+𝑝2+𝑚2𝑝2+𝑚2𝑞+2𝑚𝑝𝑞+𝑚2𝑞2−2𝑚𝑠−2𝑝𝑠−2𝑚2𝑝𝑠−2𝑚𝑞𝑠+𝑠2+𝑚2𝑠2−𝑚2𝑡−𝑚2𝑞𝑡 = 0

同理,考察直线 𝑇 𝑁 与 Ω的交点情况,又得

2𝑛𝑝+𝑝2+𝑛2𝑝2+𝑛2𝑞+2𝑛𝑝𝑞+𝑛2𝑞2−2𝑛𝑠−2𝑝𝑠−2𝑛2𝑝𝑠−2𝑛𝑞𝑠+𝑠2+𝑛2𝑠2−𝑛2𝑡−𝑛2𝑞𝑡 = 0

两式联立,解出

⎧{{
⎨{{⎩

𝑠 = 2𝑚𝑛 + 𝑚𝑝 + 𝑛𝑝 + 2𝑚𝑛𝑞
𝑚 + 𝑛

𝑡 = −4𝑚𝑛 + 4𝑚2𝑛2 + 𝑚2𝑞 − 2𝑚𝑛𝑞 + 𝑛2𝑞 + 4𝑚2𝑛2𝑞
(𝑚 + 𝑛)2

根据 (6.7.17), Γ的另一个焦点 𝑍 为

→
𝐹𝑍 = 1 − 𝑞 + 2𝑖𝑝

𝑝2 − 𝑞
→

𝐹𝐴

Ω的另一个焦点𝐾 为

→
𝐹𝐾 = 1 − 𝑡 + 2𝑖𝑠

𝑠2 − 𝑡
→

𝐹𝐴

= (1 + 2𝑖𝑝 − 𝑞)(𝑚 + 𝑛)2 + 4(1 + 𝑞)𝑚𝑛 + 4𝑖(1 + 𝑞)𝑚𝑛(𝑚 + 𝑛) − 4(1 + 𝑞)𝑚2𝑛2

(𝑝2 − 𝑞)(𝑚 + 𝑛)2 + 4(1 + 𝑞)𝑚𝑛 + 4𝑝(1 + 𝑞)𝑚𝑛(𝑚 + 𝑛) + 4𝑞(1 + 𝑞)𝑚2𝑛2

→
𝐹𝐴

于是
𝐾 − 𝑍
𝑇 − 𝐾 = 4𝑚𝑛(1 + 𝑞)(1 + 𝑚𝑝 + 𝑛𝑝 + 𝑚𝑛𝑞)

(𝑚 + 𝑛)2(𝑝2 − 𝑞)
∈ ℝ

因而三点共线.
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6.7.3 已知两个焦点的圆锥曲线 根据 (6.7.6),即可得到

命题 6.7.21 若已知圆锥曲线的两个焦点 𝐹1、𝐹2,则圆锥曲线可表示为如下的有理参
数形式：

→
𝐹1𝑃 = (1 − 𝑒2)(1 + 𝑖𝑢)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2)
→

𝐹1𝐹2 (6.7.18)

涉及圆锥曲线两个焦点的性质也是非常丰富,这里我们列一些这方面的命题.

例 6.7.22 给定一个椭圆，其上一点 𝑃 与焦点 𝐹1, 𝐹2 的连线再与椭圆交于 𝐴, 𝐵,求证:

𝑃𝐹1
𝐹1𝐴 + 𝑃𝐹2

𝐹2𝐵 = 21 + 𝑒2

1 − 𝑒2

例 6.7.23 (反射定理) 如图,椭圆两焦点到曲线上点 𝑃 的连线,与 𝑃 点处的切线形成
的两夹角大小相等.

𝐹1
𝐹2

𝑃

证明 根据中心圆锥曲线上点 𝑃 的表示

→
𝐹1𝑃 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑢)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2)
→

𝐹1𝐹2

𝑃 点处的切向量是

𝑣𝑣𝑣 = 𝑑
𝑑𝑢

→
𝐹1𝑃 = (𝑒2 − 1)(1 − 𝑖𝑢)(𝑢 + 𝑒𝑢 + 𝑖 − 𝑖𝑒)

𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2)2
→

𝐹1𝐹2

计算有
𝑃 − 𝐹1

𝑣𝑣𝑣
𝑃 − 𝐹2

𝑣𝑣𝑣 = (1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2)2

4(𝑒2 − 1) ∈ ℝ

由此即知,对于椭圆和双曲线,结论均成立.

例 6.7.24 (彭赛列小定理) 以 𝐹1, 𝐹2 为焦点的椭圆, 其外一点 𝑄向椭圆作切线, 切点
𝑇1, 𝑇2. 那么 ∠𝐹1𝑄𝑇1 = ∠𝐹2𝑄𝑇2
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𝐹1
𝐹2

𝑄

𝑇1

𝑇2

证明 中心圆锥曲线外的一点,可以表示为:

→
𝐹1𝑄 = ( (1 − 𝑒2)(1 − 𝑢𝑣)

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢𝑣 + 𝑒𝑢𝑣) − (1 − 𝑒2)(𝑢 + 𝑣)
2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢𝑣 + 𝑒𝑢𝑣)𝑖)

→
𝐹1𝐹2

它的两个切点：
→

𝐹1𝑇1 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑢)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2)
→

𝐹1𝐹2

→
𝐹1𝑇2 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑣)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑣2 + 𝑒𝑣2)
→

𝐹1𝐹2

计算即有：

𝑄 − 𝑇1
𝑄 − 𝐹1

𝑄 − 𝑇2
𝑄 − 𝐹2

= (1 − 𝑒2)(𝑢 − 𝑣)2

(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2)(1 − 𝑒 + 𝑣2 + 𝑒𝑣2) ∈ ℝ

因而对于椭圆和双曲线均成立.

容易看到,反射定理是彭赛列小定理的一个特例.

例 6.7.25 (彭赛列小定理之逆定理) 点 𝑄 是平面上的光滑曲线 Γ 上的动点, 作 𝑄 点
的切线 𝑇1𝑇2, 若平面上存在两个不在曲线上的定点 𝐹1 和 𝐹2, 使得恒有 ∠𝐹1𝑄𝑇1 =
∠𝐹2𝑄𝑇2,则 Γ是以 𝐹1、𝐹2 为焦点的一条圆锥曲线.

证明 设曲线 Γ上的点 𝑄的表示为：

→
𝐹1𝑄 = (𝑥 + 𝑖𝑦)

→
𝐹1𝐹2

则它在 𝑄点处的微分为：
𝑑

→
𝐹1𝑄 = (𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦)

→
𝐹1𝐹2

根据 ∠𝐹1𝑄𝑇1 = ∠𝐹2𝑄𝑇2,得微分方程：

(1 − 2𝑥)𝑦(𝑑𝑥)2 − (1 − 2𝑥)𝑦(𝑑𝑦)2 − 2(𝑥 − 𝑥2 + 𝑦2)(𝑑𝑥)(𝑑𝑦) = 0
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我们先尝试直接解出 𝑑𝑦
𝑑𝑥 :

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝑥 − 𝑥2 + 𝑦2 ± √(𝑥2 + 𝑦2)((𝑥 − 1)2 + 𝑦2)
(2𝑥 − 1)𝑦

注意到上式右方的根式是 (𝑥 + 𝑖𝑦)到 0和 1的距离之积,因而我们考虑前面经常使用的
有理代换:

𝑥 + 𝑖𝑦 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 − 𝑖𝑡)2

分离实部和虚部后即为：

𝑥 = (1 − 𝑡2)(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 + 𝑡2)2 , 𝑦 = 2𝑡(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 + 𝑡2)2

在此代换下,微分方程成为：

(𝑡(1 + 𝑡2)𝑑𝑠 + (𝑠 + 2𝑡 − 𝑠𝑡2)𝑑𝑡) (𝑡(1 + 𝑡2)𝑑𝑠 − 𝑠(1 − 2𝑠𝑡 − 𝑡2)𝑑𝑡) = 0

容易解出

𝑠 = 1
𝑡 + 𝑐 1 + 𝑡2

𝑡 或𝑠 = 𝑡
𝑐 + 𝑡2𝑐 − 1

这二者均使得曲线取如下的参数表示形式：

→
𝐹1𝑄 = 𝐾(1 + 𝐾)(𝑖 − 𝑡)2

1 + 𝐾 + 𝐾𝑡2
→

𝐹1𝐹2

作代换:
𝐾 = −1 + 𝑒

2𝑒 , 𝑡 = −𝑢

即化为前面已知两焦点的圆锥曲线的标准表示形式：

→
𝐹1𝑄 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑢)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2)
→

𝐹1𝐹2

给定一条中心圆锥曲线 Γ,若以它的两个焦点及曲线上一点为三角形的顶点,则称
该三角形为 Γ的焦点三角形. 焦点三角形拥有非常良好的性质,其中之一是三角形的所
有二阶特征点均可有理参数化表示.

例 6.7.26 (焦点三角形) 如图,设曲线Γ的两个焦点为𝐵, 𝐶,点𝐴在Γ上. 证明△𝐴𝐵𝐶
内心 𝐼 的轨迹是也是一条圆锥曲线.
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𝐵 𝐶

𝐴

𝐼

证明 令
→

𝐵𝐴 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑢)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2)
→

𝐵𝐶

根据内心-旁心方程式 (3.11.2),即可求出△𝐴𝐵𝐶 的内心和旁心,分别为:

→
𝐵𝐼 = (1 − 𝑒)(1 − 𝑖𝑢)

1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐼𝐴 = (1 + 𝑒)𝑢(𝑖 + 𝑢)
1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝐼𝐵 = (1 + 𝑒)(1 − 𝑖𝑢)

2𝑒
→

𝐵𝐶
→

𝐵𝐼𝐶 = (−1 + 𝑒)(𝑖 + 𝑢)
2𝑒𝑢

→
𝐵𝐶

根据 (3.11.3)结论即知三角形的所有二阶特征点均可有理参数化表示. 因为焦点三角形
内心和旁心也是参数 𝑢的二阶有理表示,所以它们的轨迹仍是二次曲线.

若转化为直角坐标系下的描述, 例如对于椭圆 𝑥2
𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1, (𝑎 > 𝑏 > 0), 记
𝑐 =

√
𝑎2 − 𝑏2,则它的两个焦点是 𝐵 = −𝑐, 𝐶 = 𝑐,离心率 𝑒 = 𝑐

𝑎 . 又设△𝐴𝐵𝐶 内心为：
𝐼 = 𝑥 + 𝑖𝑦,代入上述参数表示,则有

𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑐 = (𝑎 − 𝑐)(1 − 𝑖𝑢)
𝑎 − 𝑐 + 𝑎𝑢2 + 𝑐𝑢2 2𝑐

分离虚部和实部,然后消去 𝑢,即得到

𝑥2

𝑐2 + (𝑎 + 𝑐)𝑦2

(𝑎 − 𝑐)𝑐2 = 1

例 6.7.27 (包络椭圆问题) 椭圆 Γ左右焦点为 𝐴, 𝐵,以 𝐴和椭圆上一点 𝑃 为焦点作一
个过点 𝐵的新椭圆 Ω, Ω与 Γ相交两点连线为 𝑙,求证 𝑙与定椭圆相切.



cre
ass

on

252 第 6章 圆锥曲线

𝑎 = 2.1

𝑏 = 1.5

𝐵𝐴

𝑃

证明 设椭圆 Γ上的点 𝑃 有表示

→
𝐴𝑃 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑢)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2)
→

𝐴𝐵

又设椭圆 Ω上的点 𝐵有表示

→
𝐴𝐵 = (1 − 𝑠2)(1 − 𝑖𝑣)2

2𝑠(1 − 𝑠 + 𝑣2 + 𝑠𝑣2)
→

𝐴𝑃

由此二式,得方程

(1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑢)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2) ⋅ (1 − 𝑠2)(1 − 𝑖𝑣)2

2𝑠(1 − 𝑠 + 𝑣2 + 𝑠𝑣2) = 1

分离实部和虚部,我们可得到唯一符合要求 (0 ≤ 𝑒 < 1, 0 ≤ 𝑠 < 1)的解:

𝑠 = (1 − 𝑒)(1 + 𝑢2)
1 − 𝑒 + 𝑢2 + 3𝑒𝑢2 , 𝑣 = −𝑢

因而椭圆 Ω上的任意点 𝑄可表示为:

→
𝐴𝑄 = (1 + 𝑒)𝑢2(1 − 𝑖𝑢)(1 − 𝑖𝑤)2

(1 + 𝑖𝑢)(2𝑒𝑢2 + 𝑤2 − 𝑒𝑤2 + 𝑢2𝑤2 + 𝑒𝑢2𝑤2)
→

𝐴𝐵

它与椭圆 Γ的两个交点 𝑇1, 𝑇2 是：

→
𝐴𝑇1 = (1 + 𝑒)(1 − 𝑒 + 2𝑒𝑢 − 𝑖𝑢 + 𝑖𝑒𝑢)2

2𝑒(1 − 2𝑒 + 𝑒2 + 4𝑒𝑢 − 4𝑒2𝑢 + 𝑢2 + 3𝑒2𝑢2)
→

𝐴𝐵

→
𝐴𝑇2 = (1 + 𝑒)(1 − 𝑒 − 2𝑒𝑢 − 𝑖𝑢 + 𝑖𝑒𝑢)2

2𝑒(1 − 2𝑒 + 𝑒2 − 4𝑒𝑢 + 4𝑒2𝑢 + 𝑢2 + 3𝑒2𝑢2)
→

𝐴𝐵
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经过 𝑇1, 𝑇2 的直线 𝑙上的点 𝑍 设为
→

𝐴𝑍 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝐴𝐵,则有

1−𝑒−𝑒2+𝑒3+𝑢2−𝑒𝑢2−5𝑒2𝑢2−3𝑒3𝑢2−2𝑒𝑥+4𝑒2𝑥−2𝑒3𝑥+2𝑒𝑢2𝑥+6𝑒3𝑢2𝑥+4𝑒𝑢𝑦−4𝑒2𝑢𝑦 = 0

其包络线方程为：

1 − 6𝑒2 − 8𝑒3 − 3𝑒4 + 4𝑒2𝑥 + 16𝑒3𝑥 + 12𝑒4𝑥 − 4𝑒2𝑥2 − 12𝑒4𝑥2 − 4𝑒2𝑦2 = 0

所表示的是正是一个固定椭圆. À

例 6.7.28 (Neville 定理) 如图,平面上给定三个不共线的点,若三个椭圆分别以其中
两点为焦点,则两两椭圆的交点的连线共点.

𝐴

𝐵
𝐶𝐸

𝐹

𝐷

𝐿

𝑀 𝑁

证明 设三椭圆的表示分别是

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

→
𝐴𝑃 = (1 − 𝑒2

1)(1 + 𝑖𝑢)2

2𝑒1(1 − 𝑒1 + 𝑢2 + 𝑒1𝑢2)
→

𝐴𝐵
→

𝐵𝑃 = (1 − 𝑒2
2)(1 + 𝑖𝑣)2

2𝑒2(1 − 𝑒2 + 𝑣2 + 𝑒2𝑣2)
→

𝐵𝐶
→

𝐶𝑃 = (1 − 𝑒2
3)(1 + 𝑖𝑤)2

2𝑒3(1 − 𝑒3 + 𝑤2 + 𝑒3𝑤2)
→

𝐶𝐴

为了便于后续关于解的取值的讨论,通常可以选用前文三角形的常用表示,即令

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

À 若转化为直角坐标系下的表示,设椭圆 Γ的方程为 𝑥2
𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1,则定椭圆方程为：

(4𝑎2 − 3𝑏2)2

𝑎2𝑏4 (𝑥 − 4𝑎(𝑎2 − 𝑏2)
4𝑎2 − 3𝑏2 )

2
+ (4𝑎2 − 3𝑏2)

𝑏4 𝑦2 = 1
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如此,将各椭圆统一为以
→

𝐵𝐶 为基向量的表示则分别是:

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

→
𝐵𝑃 = ((𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2 − (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)(1 + 𝑖𝑢)2(1 − 𝑒2
1)

2𝑠(1 − 𝑖𝑡)2𝑒1(1 − 𝑒1 + 𝑢2 + 𝑒1𝑢2)
)

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝑃 = ( (1 + 𝑖𝑣)2(1 − 𝑒2

2)
2𝑒2(1 − 𝑒2 + 𝑣2 + 𝑒2𝑣2))

→
𝐵𝐶

→
𝐵𝑃 = (1 + (1 + 𝑖𝑠)2𝑡(1 + 𝑖𝑤)2(1 − 𝑒2

3)
2𝑠(1 − 𝑡)2𝑒3(1 − 𝑒3 + 𝑤2 + 𝑒3𝑤2)

)
→

𝐵𝐶

我们先看前两个椭圆的相交情况,即须使得

(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)
𝑠(1 − 𝑖𝑡)2 − (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)(1 + 𝑖𝑢)2(1 − 𝑒2

1)
2𝑠(1 − 𝑖𝑡)2𝑒1(1 − 𝑒1 + 𝑢2 + 𝑒1𝑢2)

= (1 + 𝑖𝑣)2(1 − 𝑒2
2)

2𝑒2(1 − 𝑒2 + 𝑣2 + 𝑒2𝑣2)

分离实部和虚部,再消元 𝑢可得关于 𝑣的一个可分解的四次方程,它的因式分别是

𝑣2(1+𝑒2)(𝑠𝑒1+𝑠𝑡2𝑒1−𝑠𝑒2
1+𝑠𝑡2𝑒2

1+𝑠𝑒2+𝑡𝑒2−𝑠2𝑡𝑒2−𝑠𝑡2𝑒2−𝑠𝑒1𝑒2−𝑠𝑡2𝑒1𝑒2−𝑡𝑒2
1𝑒2+𝑠2𝑡𝑒2

1𝑒2)
+ 4𝑠𝑡𝑣𝑒2

1(1 − 𝑒2)(1 + 𝑒2)
+(1−𝑒2)(𝑠𝑒1+𝑠𝑡2𝑒1+𝑠𝑒2

1−𝑠𝑡2𝑒2
1+𝑠𝑒2+𝑡𝑒2−𝑠2𝑡𝑒2−𝑠𝑡2𝑒2+𝑠𝑒1𝑒2+𝑠𝑡2𝑒1𝑒2−𝑡𝑒2

1𝑒2+𝑠2𝑡𝑒2
1𝑒2)

和

𝑣2(1+𝑒2)(𝑠𝑒1+𝑠𝑡2𝑒1+𝑠𝑒2
1−𝑠𝑡2𝑒2

1−𝑠𝑒2−𝑡𝑒2+𝑠2𝑡𝑒2+𝑠𝑡2𝑒2−𝑠𝑒1𝑒2−𝑠𝑡2𝑒1𝑒2+𝑡𝑒2
1𝑒2−𝑠2𝑡𝑒2

1𝑒2)
− 4𝑠𝑡𝑣𝑒2

1(1 − 𝑒2)(1 + 𝑒2)
+(1−𝑒2)(𝑠𝑒1+𝑠𝑡2𝑒1−𝑠𝑒2

1+𝑠𝑡2𝑒2
1−𝑠𝑒2−𝑡𝑒2+𝑠2𝑡𝑒2+𝑠𝑡2𝑒2+𝑠𝑒1𝑒2+𝑠𝑡2𝑒1𝑒2+𝑡𝑒2

1𝑒2−𝑠2𝑡𝑒2
1𝑒2)

第一个因式关于 𝑣的判别式是

Δ = −4(1 − 𝑒2
1)(1 − 𝑒2

2)(𝑠𝑒1 + 𝑠𝑡2𝑒1 + 𝑠𝑒2 + 𝑡𝑒2 − 𝑠2𝑡𝑒2 − 𝑠𝑡2𝑒2 + 𝑡𝑒1𝑒2 + 𝑠2𝑡𝑒1𝑒2)
(𝑠𝑒1 + 𝑠𝑡2𝑒1 + 𝑠𝑒2 + 𝑡𝑒2 − 𝑠2𝑡𝑒2 − 𝑠𝑡2𝑒2 − 𝑡𝑒1𝑒2 − 𝑠2𝑡𝑒1𝑒2)

在条件 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 1 − 𝑠𝑡 > 0, 1 > 𝑒1 > 0, 1 > 𝑒2 > 0下, Δ是恒小于 0的,因而椭圆
交点至多有两个,由上面的第二个因式给出相应的参数 𝑣值. 根据韦达定理,它的两根
𝑣1, 𝑣2 满足:

⎧{{
⎨{{⎩

𝑣1 + 𝑣2 = 4𝑠𝑡𝑒2
1(1 − 𝑒2)

𝑠𝑒1 + 𝑠𝑡2𝑒1 + 𝑠𝑒2
1 − 𝑠𝑡2𝑒2

1 − 𝑠𝑒2 − 𝑡𝑒2 + 𝑠2𝑡𝑒2 + 𝑠𝑡2𝑒2 − 𝑠𝑒1𝑒2 − 𝑠𝑡2𝑒1𝑒2 + 𝑡𝑒2
1𝑒2 − 𝑠2𝑡𝑒2

1𝑒2

𝑣1𝑣2 = (1 − 𝑒2)(𝑠𝑒1 + 𝑠𝑡2𝑒1 − 𝑠𝑒2
1 + 𝑠𝑡2𝑒2

1 − 𝑠𝑒2 − 𝑡𝑒2 + 𝑠2𝑡𝑒2 + 𝑠𝑡2𝑒2 + 𝑠𝑒1𝑒2 + 𝑠𝑡2𝑒1𝑒2 + 𝑡𝑒2
1𝑒2 − 𝑠2𝑡𝑒2

1𝑒2)
(1 + 𝑒2)(𝑠𝑒1 + 𝑠𝑡2𝑒1 + 𝑠𝑒2

1 − 𝑠𝑡2𝑒2
1 − 𝑠𝑒2 − 𝑡𝑒2 + 𝑠2𝑡𝑒2 + 𝑠𝑡2𝑒2 − 𝑠𝑒1𝑒2 − 𝑠𝑡2𝑒1𝑒2 + 𝑡𝑒2

1𝑒2 − 𝑠2𝑡𝑒2
1𝑒2)
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若点 𝑄(设为
→

𝐵𝑄 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝐵𝐶)在这两个交点的连线上,根据三点共线的条件,有

(1 − 2𝑥𝑒2 − 𝑒2
2 + 2𝑥𝑒2

2) + (1 + 2𝑥𝑒2 − 𝑒2
2 + 2𝑥𝑒2

2)𝑣1𝑣2 − 2𝑦𝑒2(𝑣1 + 𝑣2) = 0

代入上面的关系式,即得

(𝑠+𝑡)(1−𝑠𝑡)𝑒2−(𝑠+𝑡−𝑠2𝑡−𝑠𝑡2−2𝑠𝑥+2𝑠𝑡2𝑥−4𝑠𝑡𝑦)𝑒2
1𝑒2−𝑠(1+𝑡2)𝑒1(1−𝑒2

2+2𝑥𝑒2
2) = 0

同理,若点 𝑄在另外两条椭圆交点的连线上,有

(1 + 𝑠2)2𝑡𝑒2 − (2𝑠 − 2𝑠3 + 𝑡 − 6𝑠2𝑡 + 𝑠4𝑡 − 2𝑠𝑡2 + 2𝑠3𝑡2 − 2𝑠𝑥 + 2𝑠3𝑥 + 8𝑠2𝑡𝑥 + 2𝑠𝑡2𝑥
− 2𝑠3𝑡2𝑥 − 4𝑠2𝑦 − 4𝑠𝑡𝑦 + 4𝑠3𝑡𝑦 + 4𝑠2𝑡2𝑦)𝑒2𝑒2

3 − 𝑠(1 + 𝑠2)(1 + 𝑡2)(1 + 𝑒2
2 − 2𝑥𝑒2

2)𝑒3 = 0

(1 + 𝑠2)2𝑡𝑒1 + (2𝑠 − 2𝑠3 + 𝑡 − 6𝑠2𝑡 + 𝑠4𝑡 − 2𝑠𝑡2 + 2𝑠3𝑡2 − 2𝑠𝑥 + 2𝑠3𝑥 + 8𝑠2𝑡𝑥 + 2𝑠𝑡2𝑥
− 2𝑠3𝑡2𝑥 − 4𝑠2𝑦 − 4𝑠𝑡𝑦 + 4𝑠3𝑡𝑦 + 4𝑠2𝑡2𝑦)𝑒1𝑒2

3 − (1 + 𝑠2)(𝑠 + 𝑡 − 𝑠2𝑡 − 𝑠𝑡2 + 𝑠𝑒2
1 + 𝑡𝑒2

1

− 𝑠2𝑡𝑒2
1 − 𝑠𝑡2𝑒2

1 − 2𝑠𝑥𝑒2
1 + 2𝑠𝑡2𝑥𝑒2

1 − 4𝑠𝑡𝑦𝑒2
1)𝑒3 = 0

联立这三个方程,知三直线相交于公共点 𝑄:

→
𝐵𝑄 = (𝑖(1 − 𝑖𝑠)2

4𝑠 + 𝑖(1 + 𝑠2)(1 + 𝑖𝑡)
4𝑠(1 − 𝑖𝑡)𝑒2𝑒3

− 𝑖(1 + 𝑖𝑠)2(1 + 𝑖𝑡)
4𝑠(1 − 𝑖𝑡)𝑒1𝑒2

− 𝑖(1 + 𝑠2)
4𝑠𝑒1𝑒3

)
→

𝐵𝐶

6.7.4 共焦曲线

例 6.7.29 (Ivory 定理) 共焦的两椭圆与两双曲线的交点中,位于同一象限的对角交点
的连线长度相等.

𝐹1
𝐹2

𝐴
𝐵

𝐶

𝐷

证明 设四条共焦曲线 Γ1, Γ2, Γ3, Γ4 的离心率分别为 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, (0 ≤ 𝑒1, 𝑒2 < 1,
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1 < 𝑒3, 𝑒4),则各曲线上的点 𝑃𝑘(𝑘 = 1, 2, 3, 4)有表示：

→
𝐹1𝑃𝑘 = (1 − 𝑒𝑘

2)(1 − 𝑖𝑢𝑘)2

2𝑒𝑘(1 − 𝑒𝑘 + 𝑢𝑘2 + 𝑒𝑘𝑢𝑘2)
→

𝐹1𝐹2

在第一象限,两椭圆和两双曲线的四个交点 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷分别为:

→
𝐹1𝐴 =

(√(1 + 𝑒1)(1 + 𝑒3) + 𝑖√(𝑒3 − 1)(1 − 𝑒1))2

4𝑒1𝑒3

→
𝐹1𝐹2

→
𝐹1𝐵 =

(√(1 + 𝑒1)(1 + 𝑒4) + 𝑖√(𝑒4 − 1)(1 − 𝑒1))2

4𝑒1𝑒4

→
𝐹1𝐹2

→
𝐹1𝐶 =

(√(1 + 𝑒2)(1 + 𝑒4) + 𝑖√(𝑒4 − 1)(1 − 𝑒2))2

4𝑒2𝑒4

→
𝐹1𝐹2

→
𝐹1𝐷 =

(√(1 + 𝑒2)(1 + 𝑒3) + 𝑖√(𝑒3 − 1)(1 − 𝑒2))2

4𝑒2𝑒3

→
𝐹1𝐹2

由此计算即知

𝐴𝐶 = 𝐵𝐷 = √−1
2 + 1

4( 1
𝑒2

1
+ 1

𝑒2
2

+ 1
𝑒2

3
+ 1

𝑒2
4

) − 1 + √(1 − 𝑒2
1)(1 − 𝑒2

2)(𝑒2
3 − 1)(𝑒2

4 − 1)
2𝑒1𝑒2𝑒3𝑒4

𝐹1𝐹2

例 6.7.30 (Urquhart 定理) 如图, 设 𝑃 , 𝑅 是以 𝐴, 𝐵 为焦点的二次曲线 Γ 上的两点,
𝐴𝑃 交 𝐵𝑅于 𝑄, 𝐴𝑅交 𝐵𝑃 于 𝑆,则 𝑄, 𝑆 也在某一以 𝐴, 𝐵为焦点的二次曲线 Ω上.

𝐴
𝐵

𝑃
Γ

𝑅

𝑄

𝑆

Ω

证明 令
→

𝐴𝑃 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑢)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2)
→

𝐴𝐵

→
𝐴𝑅 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑣)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑣2 + 𝑒𝑣2)
→

𝐴𝐵
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则 𝐴𝑃 与 𝐵𝑅的交点 𝑄, 𝐴𝑅与 𝐵𝑃 的交点 𝑆 分别为：

→
𝐴𝑄 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑢)2𝑣

(𝑣 − 𝑢 + 𝑒𝑢 + 𝑒𝑣)(1 − 𝑒 + 𝑢𝑣 + 𝑒𝑢𝑣)
→

𝐴𝐵

→
𝐴𝑆 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑣)2𝑢

(𝑢 − 𝑣 + 𝑒𝑢 + 𝑒𝑣)(1 − 𝑒 + 𝑢𝑣 + 𝑒𝑢𝑣)
→

𝐴𝐵

命题断言 𝑄, 𝑆 也在以 𝐴, 𝐵为焦点的二次曲线上,即使得 𝑄, 𝑆 具有如下的表示形式 (𝑠
为曲线 Ω的离心率)：

→
𝐴𝑄 = (1 − 𝑠2)(1 − 𝑖𝑝)2

2𝑠(1 − 𝑠 + 𝑝2 + 𝑠𝑝2)
→

𝐴𝐵

→
𝐴𝑆 = (1 − 𝑠2)(1 − 𝑖𝑞)2

2𝑠(1 − 𝑠 + 𝑞2 + 𝑠𝑞2)
→

𝐴𝐵

事实上,容易解出
𝑠 = 1 − 𝑒 + 𝑢𝑣 + 𝑒𝑢𝑣

1 − 𝑒 − 𝑢𝑣 − 𝑒𝑢𝑣 , 𝑝 = 𝑢, 𝑞 = 𝑣

或
𝑠 = −1 − 𝑒 + 𝑢𝑣 + 𝑒𝑢𝑣

1 − 𝑒 − 𝑢𝑣 − 𝑒𝑢𝑣 , 𝑝 = − 1
𝑢, 𝑞 = −1

𝑣
上面的两组解能且仅取其中一组, 因为离心率要求 𝑠 ≥ 0, 这就说明了 𝑄, 𝑆 在某一以
𝐴, 𝐵为焦点的二次曲线 Ω上.

例 6.7.31 (Graves 定理) 对于给定的共焦椭圆,外椭圆上的一点向内椭圆引切线,则
两切线段的长度之和,与两个切点间劣弧的长度之差是一个定值.

𝐹1 𝐹2

𝑃

𝐴

𝐵

证明 设内椭圆上的点 𝐴和 𝐵分别为:

→
𝐹1𝐴 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑢)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2)
→

𝐹1𝐹2

→
𝐹1𝐵 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑣)2

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑣2 + 𝑒𝑣2)
→

𝐹1𝐹2
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不妨设 𝑢 < 𝑣,则 𝐴、𝐵处切线的交点 𝑃 为：

→
𝐹1𝑃 = (1 − 𝑒2)(1 − 𝑖𝑢)(1 − 𝑖𝑣)

2𝑒(1 − 𝑒 + 𝑢𝑣 + 𝑒𝑢𝑣)
→

𝐹1𝐹2

由此计算出

𝑃𝐴 =
(1 − 𝑒2)(𝑣 − 𝑢)√(1 + 𝑢2)((1 − 𝑒)2 + (1 + 𝑒)2𝑢2)

2𝑒|1 − 𝑒 + 𝑢𝑣 + 𝑒𝑢𝑣|(1 − 𝑒 + 𝑢2 + 𝑒𝑢2) 𝐹1𝐹2

𝑃𝐵 =
(1 − 𝑒2)(𝑣 − 𝑢)√(1 + 𝑣2)((1 − 𝑒)2 + (1 + 𝑒)2𝑣2)

2𝑒|1 − 𝑒 + 𝑢𝑣 + 𝑒𝑢𝑣|(1 − 𝑒 + 𝑣2 + 𝑒𝑣2) 𝐹1𝐹2

𝐴𝐵 =
𝑣

∫
𝑢

(1 − 𝑒2)√(1 + 𝑡2)((1 − 𝑒)2 + (1 + 𝑒)2𝑡2)
𝑒(1 − 𝑒 + 𝑡2 + 𝑒𝑡2)2 𝑑𝑡𝐹1𝐹2

另一方面, 𝑃 点在同焦椭圆之上,因此又可令：

→
𝐹1𝑃 = (1 − 𝑠2)(1 − 𝑖𝑤)2

2𝑠(1 − 𝑠 + 𝑤2 + 𝑠𝑤2)
→

𝐹1𝐹2

其中 𝑠为外椭圆的离心率, 𝑠 < 𝑒.
两式比较,然后消去 𝑤,将得到关于 𝑢, 𝑣的等式：

(1 − 𝑒2)2𝑠2(𝑢 + 𝑣)2 − (1 − 𝑒)2(𝑒2 − 𝑠2)(1 − 𝑠2)
− (1 + 𝑒)2(𝑒2 − 𝑠2)(1 − 𝑠2)(𝑢𝑣)2 − 2(1 − 𝑒2)(1 − 𝑠2)(𝑒2 + 𝑠2)𝑢𝑣 = 0

在此等式之下,即是要证明 𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 − 𝐴𝐵恒为定值.
一个简便的计算方案是利用彭赛列小定理：

Im (𝑃 − 𝐴
𝑑𝑃

𝑃 − 𝐵
𝑑𝑃 ) = 0

导出À

𝑑𝑢
√(1 + 𝑢2) ((1 − 𝑒)2 + (1 + 𝑒)2𝑢2)

= ± 𝑑𝑣
√(1 + 𝑣2) ((1 − 𝑒)2 + (1 + 𝑒)2𝑣2)

由此不难计算知待证等式是恒成立的.
À注: 也可由上面关于 𝑢, 𝑣的方程直接导出. 这只需要对该等式微分后,联立消元 𝑠即可.
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6.8 已知准线的情形

例 6.8.1 已知直线 𝑙是两椭圆𝑀, 𝑁 的公共极线.

𝑀 𝑁

𝑃

𝐴

𝐵 𝐷

𝐶

𝑄

6.9 特征计算

前人已就直角坐标系下的二次曲线方程做了比较细致的探讨,但通常是将一般方程
转化为标准方程进行的. 这里我们直接根据有理表示来做计算.

6.9.1 中心 对于一般圆锥曲线的直角坐标方程 (6.0.1)

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0

根据曲线的一般理论,其中心是方程对变量求偏导所得方程组的解

⎧{
⎨{⎩

𝜕𝐹
𝜕𝑥 = 2(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑑) = 0
𝜕𝐹
𝜕𝑦 = 2(𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑒) = 0

其解为

𝑥 = 𝑐𝑑 − 𝑏𝑒
𝑏2 − 𝑎𝑐 , 𝑦 = 𝑎𝑒 − 𝑏𝑑

𝑏2 − 𝑎𝑐
以复数表示则为

𝑂 = (𝑐𝑑 − 𝑏𝑒) + 𝑖(𝑎𝑒 − 𝑏𝑑)
𝑏2 − 𝑎𝑐 (6.9.1)

对于重心坐标表示的圆锥曲线方程 (6.1.1)或 (6.1.2),利用 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1化为二元
二次方程后,根据圆锥曲线中心的仿射不变性,亦可同法求出.
对于有理表示的圆锥曲线,根据 “曲线上的点关于中心的对称点也在曲线上”这一

性质直接求解更方便一些.
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例 6.9.1 对于过已知两点的圆锥曲线表示 (6.3.1)

→
𝐴𝑃 = 𝑢2 + 2𝑠𝑢 + 2𝑖𝑢

𝑢2 + 2𝑝𝑢 + 𝑞
→

𝐴𝐵

设其中心 𝑂为
→

𝐴𝑂 = (𝑚 + 𝑛𝑖)
→

𝐴𝐵,并 𝑃 关于中心 𝑂的对称点为 𝑄

→
𝐴𝑄 = 𝑣2 + 2𝑠𝑣 + 2𝑖𝑣

𝑣2 + 2𝑝𝑣 + 𝑞
→

𝐴𝐵

则根据 𝑃 + 𝑄 = 2𝑂而有

𝑢2 + 2𝑠𝑢 + 2𝑖𝑢
𝑢2 + 2𝑝𝑢 + 𝑞 + 𝑣2 + 2𝑠𝑣 + 2𝑖𝑣

𝑣2 + 2𝑝𝑣 + 𝑞 = 2(𝑚 + 𝑛𝑖)

分离实部和虚部后得到

⎧{{
⎨{{⎩

𝑢2 + 2𝑠𝑢
𝑢2 + 2𝑝𝑢 + 𝑞 + 𝑣2 + 2𝑠𝑣

𝑣2 + 2𝑝𝑣 + 𝑞 = 2𝑚
2𝑢

𝑢2 + 2𝑝𝑢 + 𝑞 + 2𝑣
𝑣2 + 2𝑝𝑣 + 𝑞 = 2𝑛

由这两式消去变量 𝑣,得到关于 𝑢的二次方程

(2 − 6𝑚 + 4𝑚2 − 2𝑛𝑝 + 4𝑚𝑛𝑝 + 𝑛2𝑞 + 6𝑛𝑠 − 8𝑚𝑛𝑠 − 4𝑛2𝑝𝑠 + 4𝑛2𝑠2)𝑢2

+2(−4𝑚𝑝 + 4𝑚2𝑝 + 4𝑚𝑛𝑝2 − 𝑛𝑞 + 𝑛2𝑝𝑞 + 4𝑛𝑝𝑠 − 8𝑚𝑛𝑝𝑠 − 4𝑛2𝑝2𝑠 + 4𝑛2𝑝𝑠2)𝑢
+𝑞(−2𝑚 + 4𝑚2 + 4𝑚𝑛𝑝 + 𝑛2𝑞 + 2𝑛𝑠 − 8𝑚𝑛𝑠 − 4𝑛2𝑝𝑠 + 4𝑛2𝑠2) = 0

因变量 𝑢是任意,故方程的各项系数为 0,由此解出

𝑚 = 2𝑝𝑠 − 𝑞
2(𝑝2 − 𝑞) , 𝑛 = 𝑝

𝑝2 − 𝑞

曲线的中心 𝑂的表示即为
→

𝐴𝑂 = 2𝑝𝑠 − 𝑞 + 2𝑖𝑝
2(𝑝2 − 𝑞)

→
𝐴𝐵
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6.9.2 半轴长 中心圆锥曲线的半轴长是圆锥曲线上的点与中心的最值距离,利用
此性质求有理表示的圆锥曲线的半轴长是方便的.

例 6.9.2 对于过已知两点的圆锥曲线表示 (6.3.1)

→
𝐴𝑃 = 𝑢2 + 2𝑠𝑢 + 2𝑖𝑢

𝑢2 + 2𝑝𝑢 + 𝑞
→

𝐴𝐵

前面我们已知其中心为
→

𝐴𝑂 = 2𝑝𝑠 − 𝑞 + 2𝑖𝑝
2(𝑝2 − 𝑞)

→
𝐴𝐵

于是
→

𝑂𝑃 = (𝑢2 + 2𝑠𝑢 + 2𝑖𝑢
𝑢2 + 2𝑝𝑢 + 𝑞 − 2𝑝𝑠 − 𝑞 + 2𝑖𝑝

2(𝑝2 − 𝑞) )
→

𝐴𝐵

距离的平方是

𝑂𝑃 2 = (4𝑝2 + 𝑞2 − 4𝑝𝑞𝑠 + 4𝑝2𝑠2

4(𝑝2 − 𝑞)2 − 𝑢(4𝑝 − 2𝑞𝑠 + 4𝑝𝑠2 − 𝑞𝑢 + 2𝑝𝑠𝑢)
(𝑝2 − 𝑞)(𝑞 + 2𝑝𝑢 + 𝑢2) + 𝑢2(4 + 4𝑠2 + 4𝑠𝑢 + 𝑢2)

(𝑞 + 2𝑝𝑢 + 𝑢2)2 ) 𝐴𝐵2

由此知半轴长 𝐿满足方程

4𝐿4(𝑝2 − 𝑞)3 − 𝐿2(𝑝2 − 𝑞)𝑞(4 + 𝑞 − 4𝑝𝑠 + 4𝑠2) − 𝑞2 = 0

以有理重心坐标表示的圆锥曲线的求解亦是同样的,这里叙述两个较为重要的结论.

命题 6.9.3 对于由 (6.3.3)所表示的△𝐴𝐵𝐶 外接圆锥曲线,记

⎧{{{
⎨{{{⎩

Δ = 1 + 𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑝 − 2𝑞 − 2𝑝𝑞

𝑆 = 1
4 √(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎 − 𝑏)

𝐾 = 𝑝(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2) + 𝑞(𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2) + (𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)

则圆锥曲线的半轴长 𝐿满足方程:

Δ3𝐿4 − 2𝑝𝑞𝐾Δ𝐿2 − 16𝑝2𝑞2𝑆2 = 0 (6.9.2)

例如,对于△𝐴𝐵𝐶 的最小面积外接椭圆, 𝑝 = 𝑞 = 1,其半轴长为

𝐿 = 1
3

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ± 2√𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑐2 − 𝑐2𝑎2
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命题 6.9.4 对于由 (6.4.9)所表示的△𝐴𝐵𝐶 内切圆锥曲线,记

⎧{{{
⎨{{{⎩

Δ = 1 + 𝜇 + 𝜆𝜇

𝐾 = (1 + 𝜆)2𝜇2(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2) + (1 + 𝜇)2(𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2) + (1 + 𝜆𝜇)2(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)

𝑆 = 1
4 √(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎 − 𝑏)

则圆锥曲线的半轴长 𝐿满足方程:

8Δ3𝐿4 − 𝐾Δ𝐿2 + 8𝜆𝜇2𝑆2 = 0 (6.9.3)

例如,对于△𝐴𝐵𝐶 的最大面积内切椭圆, 𝜆 = 𝜇 = 1,其半轴长为

𝐿 = 1
6

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ± 2√𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑐2 − 𝑐2𝑎2

对于一般圆锥曲线的直角坐标方程 (6.0.1), 前面我们已经得到了中心 𝑂 的表示
(6.9.1),构造拉格朗日函数

𝐽 = (𝑥 − 𝑐𝑑 − 𝑏𝑒
𝑏2 − 𝑎𝑐 )2 + (𝑦 − 𝑎𝑒 − 𝑏𝑑

𝑏2 − 𝑎𝑐 )2 − 𝜆(𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓)

即可求得半轴长 𝐿所满足的方程,从而得命题如下:

命题 6.9.5 对于由 (6.0.1)所表示的圆锥曲线,记À

Δ = 𝑏2 − 𝑎𝑐, 𝐾 = 𝑎𝑒2 + 𝑏2𝑓 + 𝑐𝑑2 − 2𝑏𝑑𝑒 − 𝑎𝑐𝑓

则圆锥曲线的半轴长 𝐿满足方程:

Δ3𝐿4 − (𝑎 + 𝑐)𝐾Δ𝐿2 − 𝐾2 = 0 (6.9.4)

注记 6.9.6 如果圆锥曲线是双曲线, 例如对于 𝑥2
𝑎2 − 𝑦2

𝑏2 = 1, 则由 (6.9.4) 所得方程
(𝐿2 − 𝑎2)(𝐿2 + 𝑏2) = 0的四个解中,有两个解是虚数 𝐿 = ±𝑏𝑖,其模长正是双曲线的虚
半轴长.

À 后面关于 (6.0.1)的特征计算中, ∆和𝐾的定义均与此相同. 事实上,这二者是二次曲线的不变量

∆ = − ∣ 𝑎 𝑏
𝑏 𝑐

∣ , 𝐾 = −
∣
∣
∣
∣
∣

𝑎 𝑏 𝑑
𝑏 𝑐 𝑒
𝑑 𝑒 𝑓

∣
∣
∣
∣
∣
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6.9.3 面积 对于有理表示的椭圆, 直接利用格林面积公式计算是方便的. 而对于
(6.0.1),根据半轴长所满足的方程 (6.9.4),立即得到

𝑆 = 𝜋 |𝐾|
√−Δ3 (6.9.5)

6.9.4 离心率 离心率的求解可以根据半轴长的方程得到.

命题 6.9.7 对于由 (6.0.1)所表示的圆锥曲线,离心率 𝜖满足方程:

Δ𝜖4 + ((𝑎 + 𝑐)2 + 4Δ)(1 − 𝜖2) = 0 (6.9.6)

其显式的表示则为

𝜖2 =

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

2√(𝑎 + 𝑐)2 + 4Δ
√(𝑎 + 𝑐)2 + 4Δ + 𝑎 + 𝑐

, 如果𝐾 ≥ 0

2√(𝑎 + 𝑐)2 + 4Δ
√(𝑎 + 𝑐)2 + 4Δ − 𝑎 − 𝑐

, 如果𝐾 < 0

(6.9.7)

6.9.5 端点 在 Marden定理一节中,我们用有理表示的方式导出了焦点的方程,其
主要思想是: 对于一个几何对象,欲求它的某个特征,若能找到一个含有该特征的表示,
则可以通过寻求表示之间的转换关系而求出该特征. 下面我们对一般圆锥曲线的直角
坐标方程 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0的端点进行求解.

根据 (6.6.2),曲线上的任意点 𝑃(= 𝑥 + 𝑦𝑖)可表示为

→
𝑂𝑃 = 𝑘 − 𝑢2 + 2𝑖𝑢

𝑘 + 𝑢2
→

𝑂𝑇

因而

𝑃 = (𝑐𝑑 − 𝑏𝑒) + 𝑖(𝑎𝑒 − 𝑏𝑑)
𝑏2 − 𝑎𝑐 + 𝑘 − 𝑢2 + 2𝑖𝑢

𝑘 + 𝑢2 (𝑇 − (𝑐𝑑 − 𝑏𝑒) + 𝑖(𝑎𝑒 − 𝑏𝑑)
𝑏2 − 𝑎𝑐 )

设 𝑇 的共轭点为 𝑄,对上式分离实部和虚部,则得到

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥 = (𝑏2 − 𝑎𝑐)𝑇 (𝑘 + 2𝑖𝑢 − 𝑢2) + (𝑏2 − 𝑎𝑐)𝑄(𝑘 − 2𝑖𝑢 − 𝑢2) − 4𝑢(𝑏𝑑 − 𝑎𝑒 − 𝑐𝑑𝑢 + 𝑏𝑒𝑢)
2(𝑏2 − 𝑎𝑐)(𝑘 + 𝑢2)

𝑦 = (𝑏2 − 𝑎𝑐)𝑇 (2𝑢 + 𝑖𝑢2 − 𝑖𝑘) + (𝑏2 − 𝑎𝑐)𝑄(2𝑢 − 𝑖𝑢2 + 𝑖𝑘) − 4𝑢(𝑐𝑑 − 𝑏𝑒 + 𝑏𝑑𝑢 − 𝑎𝑒𝑢)
2(𝑏2 − 𝑎𝑐)(𝑘 + 𝑢2)
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代入圆锥曲线的直角坐标方程,将得到关于 𝑢的一个四次多项式方程 (项数较多,故不列
出). 因 𝑢是可以任意取值的,所以多项式的各项系数为 0,于是得到关于 𝑘, 𝑇 , 𝑄的一个
方程组,消元 𝑘, 𝑄即得关于 𝑇 的方程.

命题 6.9.8 对于由 (6.0.1)所表示的圆锥曲线,端点 𝑇 满足方程:

(𝑎 − 2𝑖𝑏 − 𝑐)Δ3(𝑇 − 𝑂)4 + ((𝑎 + 𝑐)2 + 4Δ)𝐾Δ(𝑇 − 𝑂)2 + (𝑎 + 2𝑖𝑏 − 𝑐)𝐾2 = 0 (6.9.8)

这个式子虽然是在假定圆锥曲线有中心的情况下推导出来的,但它实际上对于抛物线也
同样适用. 事实上,我们只需选取抛物线的一个有理表示 (例如6.7.8),类似推导即知.

推论 6.9.9 若 𝑏2 = 𝑎𝑐,则端点为

𝑇 = (𝑏𝑑 + 𝑐𝑒)(2𝑎𝑒 − 𝑏𝑑 + 𝑐𝑒 − 𝑖𝑎𝑑 − 2𝑖𝑐𝑑 + 𝑖𝑏𝑒)
2(𝑎 + 𝑐)2(𝑐𝑑 − 𝑏𝑒)

+ (𝑖𝑏 − 𝑐)𝑓
2(𝑐𝑑 − 𝑏𝑒) (6.9.9)

注记 6.9.10 若曲线是双曲线,由 (6.9.8)所得到的两个虚端点与实端点是位于同一直
线上的,这与现行教材中定义的虚端点并不一致.

6.9.6 焦点 在介绍Marden定理一节,我们已对有理表示形式的圆锥曲线的焦点做
了求解,这里再给出直角坐标方程表示的圆锥曲线的焦点. 同端点方程的导出类似,根
据 (6.7.7)即可导出如下命题.

命题 6.9.11 对于由 (6.0.1)所表示的圆锥曲线,焦点 𝑧是下述方程的根:

Δ2(𝑧 − 𝑂)2 + (𝑎 + 2𝑖𝑏 − 𝑐)𝐾 = 0 (6.9.10)

推论 6.9.12 若 𝑏2 = 𝑎𝑐,则焦点为

𝑧 = − (𝑖𝑏 + 𝑐)(𝑑 + 𝑖𝑒)2

2(𝑎 + 𝑐)(𝑐𝑑 − 𝑏𝑒) + (𝑖𝑏 − 𝑐)𝑓
2(𝑐𝑑 − 𝑏𝑒) (6.9.11)

6.9.7 对称轴 除圆外,中心圆锥曲线的对称轴是经过曲线中心的两条相互垂直的
直线,其中一条经过两焦点. 由此,根据曲线中心的表示和焦点所满足的方程,即可方便
地导出曲线的对称轴表示.

命题 6.9.13 对于由 (6.0.1)所表示的圆锥曲线,记 𝑥𝑂 = 𝑐𝑑−𝑏𝑒
𝑏2−𝑎𝑐 , 𝑦𝑂 = 𝑎𝑒−𝑏𝑑

𝑏2−𝑎𝑐 分别表示中
心 𝑂的横坐标和纵坐标,则曲线的对称轴方程是:

𝑏(𝑥 − 𝑥𝑂)2 + (𝑐 − 𝑎)(𝑥 − 𝑥𝑂)(𝑦 − 𝑦𝑂) − 𝑏(𝑦 − 𝑦𝑂)2 = 0 (6.9.12)
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推论 6.9.14 若 𝑏2 = 𝑎𝑐,则对称轴方程是

(𝑎 + 𝑐)(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑒 = 0 (6.9.13)

6.9.8 渐近线 双曲线存在两条过曲线中心的渐近线, 对于有理表示的双曲线, 其
渐近线容易根据极限情形时的比例关系得到. 例如由 (6.3.3)所表示的△𝐴𝐵𝐶 外接圆
锥曲线

𝑃 = 𝑝(1 − 𝑢)𝐴 + 𝑞𝑢𝐵 − 𝑢(1 − 𝑢)𝐶
𝑝(1 − 𝑢) + 𝑞𝑢 − 𝑢(1 − 𝑢)

若 𝑝2 − 2𝑝𝑞 + 𝑞2 − 2𝑝 − 2𝑞 + 1 > 0,则当 𝑢趋于 𝑝(1 − 𝑢) + 𝑞𝑢 − 𝑢(1 − 𝑢) = 0的两根
𝑢𝑘(𝑘 = 1, 2)时,点趋于无穷,此时渐近线的方向为

𝑣𝑘𝑣𝑘𝑣𝑘 = lim
𝑢→𝑢𝑘

(𝑢 − 𝑢𝑘)𝑃 = 𝑝(1 − 𝑢𝑘)𝐴 + 𝑞𝑢𝑘𝐵 − 𝑢𝑘(1 − 𝑢𝑘)𝐶
2𝑢𝑘 − 1 − 𝑝 + 𝑞

于是 𝑂 + 𝑡𝑣𝑘𝑣𝑘𝑣𝑘 (𝑂为曲线中心)即为曲线的渐近线.

例 6.9.15 对于△𝐴𝐵𝐶 的一条外接双曲线

𝑃 = 2(1 − 𝑢)𝐴 + 2𝑢𝐵 + (1 − 𝑢)𝑢𝐶
2 + 𝑢 − 𝑢2

它的中心是 𝑂 = 1
9 (2𝐴 + 2𝐵 + 5𝐶),两个渐近线方向分别是

𝑣1𝑣1𝑣1 = lim
𝑢→2

(𝑢 − 2)2(1 − 𝑢)𝐴 + 2𝑢𝐵 + (1 − 𝑢)𝑢𝐶
2 + 𝑢 − 𝑢2 = 2

3(𝐴 − 2𝐵 + 𝐶)

𝑣2𝑣2𝑣2 = lim
𝑢→−1

(𝑢 + 1)2(1 − 𝑢)𝐴 + 2𝑢𝐵 + (1 − 𝑢)𝑢𝐶
2 + 𝑢 − 𝑢2 = 2

3(2𝐴 − 𝐵 − 𝐶)

两条渐近线则为

𝑂 + 𝑡𝑣1𝑣1𝑣1 = 2(1 + 3𝑡)𝐴 + 2(1 − 6𝑡)𝐵 + (5 + 6𝑡)𝐶
9

𝑂 + 𝑡𝑣2𝑣2𝑣2 = 2(1 + 6𝑡)𝐴 + 2(1 − 3𝑡)𝐵 + (5 − 6𝑡)𝐶
9

对于由 (6.0.1)所表示的圆锥曲线 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0,上述方法也是
适用的. 不过更简单的做法是直接从方程本身出发: 首先求解出 𝑦

𝑦 = −𝑒 + 𝑏𝑥 ± √(𝑏2 − 𝑎𝑐)𝑥2 − 2(𝑐𝑑 − 𝑏𝑒)𝑥 + 𝑒2 − 𝑐𝑓
𝑐
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若要使得上述表示为直线,则应使得根式可开方为 𝑚𝑥 + 𝑛的形式,因而根式内关于 𝑥
的二次多项式的判别式应为 0.

4𝑐(𝑐𝑑2 − 2𝑏𝑑𝑒 + 𝑎𝑒2 + 𝑏2𝑓 − 𝑎𝑐𝑓) = 0

解出 𝑓 即得渐近线方程

𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 2𝑏𝑑𝑒 − 𝑎𝑒2 − 𝑐𝑑2

𝑏2 − 𝑎𝑐 = 0

以上我们并没有严格进行讨论,读者可自行补全.

命题 6.9.16 对于由 (6.0.1)所表示的圆锥曲线,其渐近线方程是:

𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 2𝑏𝑑𝑒 − 𝑎𝑒2 − 𝑐𝑑2

Δ = 0 (6.9.14)

6.9.9 准线 在 (6.7.2),我们叙述了准线的一个性质: 焦点对应的准线是也是它的极
线. 根据 (6.2.9)即有

命题 6.9.17 对于由 (6.0.1) 所表示的圆锥曲线, 若焦点 𝑧 = 𝑚 + 𝑛𝑖, 则对应的准线
方程是

𝑎𝑚𝑥 + 𝑏(𝑛𝑥 + 𝑚𝑦) + 𝑐𝑛𝑦 + 𝑑(𝑚 + 𝑥) + 𝑒(𝑛 + 𝑦) + 𝑓 = 0 (6.9.15)

推论 6.9.18 若 𝑏2 = 𝑎𝑐,则准线方程是

2(𝑐𝑑 − 𝑏𝑒)𝑥 − 2(𝑏𝑑 − 𝑎𝑒)𝑦 + 𝑎𝑓 + 𝑐𝑓 − 𝑑2 − 𝑒2 = 0 (6.9.16)

例 6.9.19 给定平面上的椭圆 3𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 5𝑦2 − 8𝑥 − 12𝑦 + 7 = 0,求它的各特征量.

解 与 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0对比,知

𝑎 = 3, 𝑏 = 2, 𝑐 = 5, 𝑑 = −4, 𝑒 = −6, 𝑓 = 7

令
Δ = 𝑏2 − 𝑎𝑐 = −11, 𝐾 = 𝑎𝑒2 + 𝑏2𝑓 + 𝑐𝑑2 − 2𝑏𝑑𝑒 − 𝑎𝑐𝑓 = 15

则由 (6.9.1)得到中心
𝑂 = 8

11 + 10
11𝑖

由 (6.9.4)得到半轴长的方程 −225 + 1320𝐿2 − 1331𝐿4 = 0,解出

𝐿 = 1
11

√15(4 ±
√

5)
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由 (6.9.5)得到椭圆的面积
𝑆 = 15𝜋

11
√

11
由 (6.9.7)得到离心率

𝜖 = √ 2
11(4

√
5 − 5)

由 (6.9.8)得到端点的方程

(2662 + 5324𝑖)(𝑇 − 8
11 − 10

11𝑖)4 − 3300(𝑇 − 8
11 − 10

11𝑖)2 + (−450 + 900𝑖) = 0

解出

𝑇 = 1
11 ((8 + 10𝑖) ± √(3 − 6𝑖)(5 ± 4

√
5))

由 (6.9.10)得到焦点的方程

121(𝑧 − 8
11 − 10

11𝑖)2 − 30 + 60𝑖 = 0

解出

𝑧 = 1
11(8 + 10𝑖 ±

√
30 − 60𝑖)

由 (6.9.12)得到对称轴的方程

4 − 26𝑥 + 11𝑥2 + 12𝑦 + 11𝑥𝑦 − 11𝑦2 = 0

由 (6.9.15)得到准线的方程

√−285 + 195
√

5𝑥 − √−915 + 435
√

5𝑦 − 2√−435 + 195
√

5 ± 15 = 0

例 6.9.20 求四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷外接圆锥曲线的最小离心率.

解 我们希望的是以四边形的特征量表示其最小离心率,因而考虑 (4.1.1)的表示

→
𝐵𝐴 = 𝜆𝑏

→
𝐵𝐶,

→
𝐵𝐷 = 𝑏(𝑎2𝑏 − 𝑎2𝑏𝑐2 + 𝜆 − 𝑎2𝜆)

1 − 𝑎2𝑏2𝑐2
→

𝐵𝐶

其中 𝜆 = 𝐴𝐵
𝐵𝐶 , 𝑎 = 𝑒𝑖𝐴, 𝑏 = 𝑒𝑖𝐵, 𝑐 = 𝑒𝑖𝐶 . 则由 (6.3.7)知其外接圆锥曲线可表示为:

→
𝐵𝑃 = 𝑏2(1 − 𝑐2)(1 + 𝑐)𝑠(1 − 𝑢)𝜆(1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏𝜆 + 𝑎2𝑏𝜆) − (1 − 𝑎2)𝑏(1 − 𝑢)𝑢𝜆(𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝜆 + 𝑏2𝑐2𝜆)

𝑠(1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏𝜆 + 𝑎2𝑏𝜆)(𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝑢𝜆 + 𝑏2𝑐2𝑢𝜆) − 𝑢(𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝜆 + 𝑏2𝑐2𝜆)(1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏𝑢𝜆 + 𝑎2𝑏𝑢𝜆)
→

𝐵𝐴
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若将其写为
→

𝐵𝑃 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝐵𝐶 的形式,则 𝑥, 𝑦满足二次方程

𝑠(𝑥 − 𝑏2𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖𝑏2𝑦)(1 − 𝑐2 − 𝑥 + 𝑐2𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖𝑐2𝑦)𝜆(1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏𝜆 + 𝑎2𝑏𝜆)
+ 2𝑖𝑦(𝑥 − 𝑎2𝑏2𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖𝑎2𝑏2𝑦 − 𝑏𝜆 + 𝑎2𝑏𝜆)(𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝜆 + 𝑏2𝑐2𝜆) = 0

从而可直接利用 (6.9.6)的结论,得到离心率 𝜖关于参数 𝑠的表示:

𝜖4

1 − 𝜖2 =
[16𝑏2𝑐2𝑠2𝜆2(1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏𝜆 + 𝑎2𝑏𝜆)2 + 16𝑎2𝑏2(𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝜆 + 𝑏2𝑐2𝜆)2

+ 16𝑏2(1 + 𝑎2𝑐2)𝑠𝜆(1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏𝜆 + 𝑎2𝑏𝜆)(𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝜆 + 𝑏2𝑐2𝜆)]

[ (1 − 𝑏𝑐)2(1 + 𝑏𝑐)2𝑠2𝜆2(1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏𝜆 + 𝑎2𝑏𝜆)2 + (1 − 𝑎𝑏)2(1 + 𝑎𝑏)2(𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝜆 + 𝑏2𝑐2𝜆)2

+ 2(1 − 2𝑏2 + 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 − 2𝑎2𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑏4𝑐2)𝑠𝜆(1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑏𝜆 + 𝑎2𝑏𝜆)(𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝜆 + 𝑏2𝑐2𝜆)]

由此知 𝜖的极值为

𝜖4

1 − 𝜖2 = 4𝑏2(1 − 𝑎2𝑐2)2

(1 − 𝑎2)(1 − 𝑏2)(1 − 𝑐2)(1 − 𝑎2𝑏2𝑐2) = sin2 (𝐴 + 𝐶)
sin 𝐴 sin 𝐵 sin 𝐶 sin 𝐷

6.10 综合性命题

前面我们已从多个角度出发探讨了圆锥曲线的有理表示并给出了有关示例,然而还
存在着一些命题,它们涉及到圆锥曲线的多种性质,我们有必要单独用一节来进行阐述,
读者亦可由此深化对圆锥曲线丰富性质的认识.

例 6.10.1 (图说几何 11.4) 在给定的椭圆 Γ内,有两个相离的圆分别与椭圆相切于两
点,设 𝑃 是椭圆上位于这两圆切点之间的任意点,由 𝑃 点分别向两圆作切线,则切线段
的长度之和为定值.

𝑎 = 0.5
𝑞 = 16.5

𝑏 = 0.1
𝑢 = 0.2

𝑃

𝐴

𝐵

证明 设椭圆 Γ的一个焦点为 𝐹 ,一个端点为 𝑇 ,则椭圆上的任意点 𝑃 有表示

→
𝐹𝑃 = (1 + 𝑖𝑢)2

1 + 𝑞𝑢2
→

𝐹𝑇
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若圆与椭圆分别相切于两点,不妨记为 𝑋, 𝑌

→
𝐹𝑋 = (1 + 𝑖𝑎)2

1 + 𝑞𝑎2
→

𝐹𝑇 ,
→

𝐹𝑌 = (1 + 𝑖𝑏)2

1 + 𝑞𝑎2
→

𝐹𝑇

由 (??),该圆可设为
𝑄 = 𝑋 + (𝑌 − 𝑋)1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑣
根据圆与椭圆在切点 𝑋 处的切向量方向一致,得到

𝑠 = 2 + 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑎2𝑞2 + 𝑎𝑏𝑞2 + 2𝑎3𝑏𝑞2

(𝑏 − 𝑎)(1 + 𝑞)(1 + 𝑎2𝑞)

又根据圆与椭圆在切点 𝑌 处的切向量方向一致,得到

(𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏)(1 − 𝑎𝑏𝑞) = 0

上述方程有两个有效解, 𝑏 = −𝑎和 𝑏 = 1
𝑎𝑞 ,分别对应的是圆在椭圆内部的情形和圆在椭

圆外部的情形. 由此,我们设一个圆的表示是:

→
𝐹𝑄 = ((1 + 𝑖𝑎)2

1 + 𝑞𝑎2 − 4(1 + 𝑖𝑎)(1 + 𝑖𝑞𝑎)
(1 + 𝑞)(1 + 𝑞𝑎2)(1 − 𝑖𝑡))

→
𝐹𝑇

另一个圆的表示是:

→
𝐹𝑄 = ((1 + 𝑖𝑐)2

1 + 𝑞𝑐2 − 4(1 + 𝑖𝑐)(1 + 𝑖𝑞𝑐)
(1 + 𝑞)(1 + 𝑞𝑐2)(1 − 𝑖𝑡))

→
𝐹𝑇

则 𝑃 点向两圆所作的切线之长分别是:

𝑃𝐴 = |(1 − 𝑞)(𝑎 − 𝑢)(𝑎 + 𝑢)
(1 + 𝑞𝑎2)(1 + 𝑞𝑢2) |𝐹𝑇 和 𝑃𝐵 = |(1 − 𝑞)(𝑐 − 𝑢)(𝑐 + 𝑢)

(1 + 𝑞𝑐2)(1 + 𝑞𝑢2) |𝐹𝑇

当 𝑃 位于两圆切点之间时, min {|𝑎|, |𝑐|} < |𝑢| < max {|𝑎|, |𝑐|},于是

𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 = |(1 − 𝑞)(𝑎 − 𝑐)(𝑎 + 𝑐)
(1 + 𝑞𝑎2)(1 + 𝑞𝑐2) |𝐹𝑇

表示与参数 𝑢无关,因而是一个定值.

例 6.10.2 (图说几何 11.1.32) 给定圆锥曲线 Γ,若另外两条圆锥曲线 Ω1、Ω2 分别与
之相切于两点,且 Ω1、Ω2 又相切于另一点𝑀 . 若 Ω1 与 Γ的一个切点与𝑀 的连线经
过 Ω2 与 Γ的一个切点,则 Ω1 与 Γ的另一个切点与𝑀 的连线也经过 Ω2 与 Γ的另一个
切点.
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𝑎 = 3.2

𝑠 = 0.19

𝐴

𝑏 = −4.6

𝐵

𝑐 = −0.7

𝐶

𝑑 = 1

𝐷

𝑀

证明 设 Γ上四点的表示分别是

→
𝐹𝐴 = (1 + 𝑖𝑎)2

1 + 𝑠𝑎2
→

𝐹𝑇 ,
→

𝐹𝐵 = (1 + 𝑖𝑏)2

1 + 𝑠𝑏2
→

𝐹𝑇 ,
→

𝐹𝐶 = (1 + 𝑖𝑐)2

1 + 𝑠𝑐2
→

𝐹𝑇 ,
→

𝐹𝐷 = (1 + 𝑖𝑑)2

1 + 𝑠𝑑2
→

𝐹𝑇

根据 (6.4.7), Ω1 上的任意点 𝑍 (设为
→

𝐹𝑍 = (𝑥 + 𝑦𝑖)
→

𝐹𝑇 )有表示

𝑝(2 + 2𝑎𝑏 − 2𝑥 + 2𝑎𝑏𝑠𝑥 − 𝑎𝑦 − 𝑏𝑦 − 𝑎𝑠𝑦 − 𝑏𝑠𝑦)2

− (1 + 𝑎2 − 𝑥 + 𝑎2𝑠𝑥 − 𝑎𝑦 − 𝑎𝑠𝑦)(1 + 𝑏2 − 𝑥 + 𝑏2𝑠𝑥 − 𝑏𝑦 − 𝑏𝑠𝑦) = 0

Ω2 上的任意点 𝑍 有表示

𝑞(2 + 2𝑐𝑑 − 2𝑥 + 2𝑐𝑑𝑠𝑥 − 𝑐𝑦 − 𝑑𝑦 − 𝑐𝑠𝑦 − 𝑑𝑠𝑦)2

− (1 + 𝑐2 − 𝑥 + 𝑐2𝑠𝑥 − 𝑐𝑦 − 𝑐𝑠𝑦)(1 + 𝑑2 − 𝑥 + 𝑑2𝑠𝑥 − 𝑑𝑦 − 𝑑𝑠𝑦) = 0

Ω1与 Ω2的切点𝑀 若在 𝐴𝐶 直线上,设为𝑀 = 𝜆𝐴 + (1 − 𝜆)𝐶,则根据点在曲线上可解
出 𝑝, 𝑞.

⎧{{
⎨{{⎩

𝑝 = (𝑏 − 𝑐)2(1 + 𝑎2𝑠) − (𝑐 − 𝑎)(𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 − 𝑎𝑏2𝑠 + 2𝑎𝑏𝑐𝑠 − 𝑏2𝑐𝑠)𝜆
4(𝑏 − 𝑐)2(1 + 𝑎2𝑠)(1 − 𝜆)

𝑞 = (𝑐 − 𝑑)2(1 + 𝑎2𝑠) − (𝑐 − 𝑎)(𝑎 + 𝑐 − 2𝑑 + 2𝑎𝑐𝑑𝑠 − 𝑎𝑑2𝑠 − 𝑐𝑑2𝑠)𝜆
4(𝑎 − 𝑑)2(1 + 𝑐2𝑠)𝜆

根据两圆锥曲线在𝑀 点处相切,又得

𝜆 = (𝑏 − 𝑐)(𝑐 − 𝑑)(1 + 𝑎2𝑠)
(𝑎 − 𝑐)(𝑎 − 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 + 𝑎𝑏𝑐𝑠 − 𝑎𝑏𝑑𝑠 + 𝑎𝑐𝑑𝑠 − 𝑏𝑐𝑑𝑠)
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由此,计算即知 𝐵、𝐷、𝑀 三点共线.

例 6.10.3 (图说几何 11.50) 给定椭圆 Γ及其内部的一圆 Ω,存在无数个这样的椭圆：
它们与椭圆 Γ相切于两点,同时与圆 Ω相切于两点,并且这些椭圆的焦点的轨迹是一条
与 Γ共焦的椭圆.

证明 一般情形的证明较为繁琐,我们以一个简单示例说明即可.
若给定外椭圆 Γ: 𝑥2

32 + 𝑦2

22 = 1及内圆 Ω: 𝑥2 + 𝑦2 = 1,先求满足条件的椭圆族的表
示. 设外椭圆 Γ上的两切点为:

𝐴 = 31 − 𝑎2

1 + 𝑎2 + 2 2𝑎
1 + 𝑎2 𝑖, 𝐵 = 31 − 𝑏2

1 + 𝑏2 + 2 2𝑏
1 + 𝑏2 𝑖

则 𝐴处的切线、𝐵处的切线、以及 𝐴𝐵的连线分别是:

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑙1 = 3 + 3𝑎2 − 𝑥 + 𝑎2𝑥 − 3𝑎𝑦 = 0

𝑙2 = 3 + 3𝑏2 − 𝑥 + 𝑏2𝑥 − 3𝑏𝑦 = 0

𝑙3 = 6 + 6𝑎𝑏 − 2𝑥 + 2𝑎𝑏𝑥 − 3𝑎𝑦 − 3𝑏𝑦 = 0

根据命题 (6.4.7)知,所求的椭圆应具有如下形式:

𝑝(6 + 6𝑎𝑏 − 2𝑥 + 2𝑎𝑏𝑥 − 3𝑎𝑦 − 3𝑏𝑦)2−(3+3𝑎2−𝑥+𝑎2𝑥−3𝑎𝑦)(3+3𝑏2−𝑥+𝑏2𝑥−3𝑏𝑦) = 0

又设内圆 Ω上的两切点为:

𝐶 = 1 + 𝑖𝑐
1 − 𝑖𝑐 , 𝐷 = 1 + 𝑖𝑑

1 − 𝑖𝑑

同理知,所求的椭圆也应具有形式：

𝑞(1 + 𝑐𝑑 − 𝑥 + 𝑐𝑑𝑥 − 𝑐𝑦 − 𝑑𝑦)2 − (1 + 𝑐2 − 𝑥 + 𝑐2𝑥 − 2𝑐𝑦)(1 + 𝑑2 − 𝑥 + 𝑑2𝑥 − 2𝑑𝑦) = 0
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比较二者的各项系数,可解得

𝑏 = −1
𝑎, 𝑝 = 8 + 11𝑎2 + 8𝑎4

4(2 − 𝑎2 + 2𝑎4)

以及

(𝑐, 𝑑) = 9𝑎 ±
√

64 − 47𝑎2 + 64𝑎4

8 − 8𝑎2 , 𝑞 = 8 + 11𝑎2 + 8𝑎4

36(2 − 𝑎2 + 2𝑎4)
满足条件的椭圆曲线族即为

4(2 + 23𝑎2 + 2𝑎4)𝑥2 − 144𝑎(1 − 𝑎2)𝑥𝑦 + 9(8 − 13𝑎2 + 8𝑎4)𝑦2 − 36(2 − 𝑎2 + 2𝑎4) = 0

其焦点 𝑧满足方程:

(8 + 11𝑎2 + 8𝑎4)𝑧2 − (−8 − 9𝑖𝑎 + 8𝑎2)2 = 0

以 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖代入,分离实部和虚部后,消去参数 𝑎即得焦点的轨迹方程,为

3𝑥2 + 8𝑦2 = 24

它是与外椭圆共焦的.

对于一般的情形,可设外椭圆 Γ的表示为

→
𝐹𝑃 = (1 + 𝑖𝑢)2

1 + 𝑠𝑢2
→

𝐹𝑇

其中 𝐹、𝑇 分别是其焦点和焦点所在轴上的一个端点. 内圆 Ω的表示为
→

𝐹𝑃 = (𝑚 + 𝑛𝑖 + 𝑟1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢)

→
𝐹𝑇

比较方程系数的方法事实上不太有效,它会导致过于繁重的计算. 如果我们再充分利用
所求椭圆焦点的轨迹为与 Γ共焦这一特性,则可以较为轻松地求解:

设与 Γ和 Ω均相切于两点的椭圆的两个焦点 𝑍1、𝑍2 分别是

→
𝐹𝑍1 = (1 + 𝑖𝑢)2

1 + 𝑘𝑢2
𝑘(1 − 𝑠)
(1 − 𝑘)𝑠

→
𝐹𝑇 ,

→
𝐹𝑍2 = (1 + 𝑖𝑣)2

1 + 𝑘𝑣2
𝑘(1 − 𝑠)
(1 − 𝑘)𝑠

→
𝐹𝑇

根据椭圆焦点的关系则可导出, 𝑘是如下方程的根：

𝑘(1 − 𝑘)2(1 + 𝑘)2𝑟2(1 − 𝑠)2𝑠2+(𝑘−𝑠)(1−𝑘𝑠)(4𝑘2−8𝑘2𝑠−4𝑘𝑚𝑠+8𝑘2𝑚𝑠−4𝑘3𝑚𝑠+4𝑘2𝑠2

+4𝑘𝑚𝑠2−8𝑘2𝑚𝑠2+4𝑘3𝑚𝑠2−4𝑘𝑚2𝑠2+8𝑘2𝑚2𝑠2−4𝑘3𝑚2𝑠2−𝑛2𝑠2+2𝑘2𝑛2𝑠2−𝑘4𝑛2𝑠2) = 0
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𝑢, 𝑣的关系是:

(1 − 𝑘2)𝑛𝑠(𝑢 + 𝑣) − 2𝑘(1 − 𝑠 + 𝑚𝑠 − 𝑘𝑚𝑠)𝑢𝑣 − 2(𝑘 − 𝑘𝑠 − 𝑚𝑠 + 𝑘𝑚𝑠) = 0

在外椭圆 Γ上的切点 (记为 𝑋)的表示是:

→
𝐹𝑋 = (1 + 𝑖𝑡)2

1 + 𝑠𝑡2
→

𝐹𝑇

其中 𝑡是如下方程的两根

𝑠(1 − 𝑘𝑠 − 𝑘2𝑢𝑣 + 𝑘𝑠𝑢𝑣)𝑡2 − 𝑘(1 − 𝑠2)(𝑢 + 𝑣)𝑡 − 𝑘 + 𝑠 + 𝑘𝑢𝑣 − 𝑘2𝑠𝑢𝑣 = 0

6.11 彭赛列闭合定理

6.11.1 彭赛列多边形 在所有的初等几何命题中,最为引人入胜的当属彭赛列闭合
定理,它揭示了圆锥曲线的一种特殊结构. 本节我们将用有理参数表示的方法来处理这
个伟大的命题,先从一个点的轨迹问题开始.

例 6.11.1 如图, 𝑃 是椭圆 𝑥2
3 + 𝑦2

2 = 1上的一个动点,过点 𝑃 作单位圆 𝑥2 + 𝑦2 = 1的
两条切线分别与椭圆交于 𝐴, 𝐵两点,再过 𝐴, 𝐵分别作单位圆的另一条切线 𝐴𝑄和 𝐵𝑄,
𝑄是这两条切线的交点. 求点 𝑄的轨迹.

𝑃 𝐵

𝐴

𝑄

解 利用单位圆的参数表示：

𝑧(𝑢) = 1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢 = 1 − 𝑢2

1 + 𝑢2 + 2𝑢
1 + 𝑢2 𝑖
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根据 §6.2节的讨论,我们知道,由这个二阶有理表示诱导出单位圆外的任意点有表示:

𝑧(𝑢, 𝑣) = 1 − 𝑢𝑣
1 + 𝑢𝑣 + 𝑢 + 𝑣

1 + 𝑢𝑣𝑖

若点在外椭圆上,将该表示代入外椭圆的方程则得：

𝑓(𝑢, 𝑣) = 4 − 3𝑢2 + 10𝑢𝑣 − 3𝑣2 + 4𝑢2𝑣2 = 0

设 𝑃 = 𝑧(𝑝, 𝑞), 则由 𝑃 向单位圆所引切线的两个切点分别为 𝑧(𝑝), 𝑧(𝑞), 因而又可令
𝐴 = 𝑧(𝑝, 𝑎), 𝐵 = 𝑧(𝑏, 𝑞), 由 𝐴、𝐵 向单位圆所作切线的交点 𝑄 则是 𝑄 = 𝑧(𝑎, 𝑏). 将
𝑃 , 𝐴, 𝐵在外椭圆上的条件方程逐一列出：

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑓(𝑝, 𝑞) = 4 − 3𝑝2 + 10𝑝𝑞 − 3𝑞2 + 4𝑝2𝑞2 = 0

𝑓(𝑝, 𝑎) = 4 − 3𝑝2 + 10𝑝𝑎 − 3𝑎2 + 4𝑝2𝑎2 = 0

𝑓(𝑏, 𝑞) = 4 − 3𝑏2 + 10𝑏𝑞 − 3𝑞2 + 4𝑏2𝑞2 = 0

消去参数 𝑝, 𝑞后得到:

(4−3𝑎2+10𝑎𝑏−3𝑏2+4𝑎2𝑏2)(2896804−7216803𝑎2+15552970𝑎𝑏−7216803𝑏2+2896804𝑎2𝑏2) = 0

左方第一个因式是不等于 0的,否则 𝑞 = 𝑏,即 𝐵点在单位圆上,因而排除. 第二个因式
是关于 𝑎、𝑏的对称式,可改写为:

2896804 + 29986576𝑎𝑏 + 2896804𝑎2𝑏2 − 7216803(𝑎 + 𝑏)2 = 0

再联合

𝑥 = 1 − 𝑎𝑏
1 + 𝑎𝑏 , 𝑦 = 𝑎 + 𝑏

1 + 𝑎𝑏
将其转化为直角坐标系下的方程则是

2209𝑥2

3267 + 2209𝑦2

2738 = 1

一般地,若一个 𝑛边形,它的各边均与一条圆锥曲线 Γ相切,并且至少有 𝑛 − 1个顶
点在另一条圆锥曲线 Ω上,则称其为彭赛列 𝑛边形;如果所有顶点均在 Ω上,则称为彭
赛列闭合 𝑛边形.
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𝑃1

𝑃2

𝑃𝑘

𝑃𝑘+1

𝑃𝑛−1

𝑃𝑛

6.11.2 闭合性质及条件

命题 6.11.2 (彭赛列闭合定理) 对于平面上给定的两条圆锥曲线,若它们之间存在一
个彭赛列闭合 𝑛边形,则存在无数个彭赛列闭合 𝑛边形.

前面示例所介绍的方法适用于 𝑛较小时的情形,为了证明它对任意的 𝑛均是适用的,我
们还需要利用如下定理.

引理 6.11.3 (Euler-Trudi 定理) À 如果 𝑢, 𝑣满足双纽线方程：

𝐴(𝑢𝑣)2 + 2𝐵(𝑢𝑣)(𝑢 + 𝑣) + 𝐶(𝑢 + 𝑣)2 + 2𝐷(𝑢 + 𝑣) + 2𝐸(𝑢𝑣) + 𝐹 = 0 (6.11.1)

则有微分关系式:

𝑑𝑢
√𝛼𝑢4 + 𝛽𝑢3 + 𝛾𝑢2 + 𝛿𝑢 + 𝜀

= 𝑑𝑣
√𝛼𝑣4 + 𝛽𝑣3 + 𝛾𝑣2 + 𝛿𝑣 + 𝜀

其中
⎧{{{{{{{
⎨{{{{{{{⎩

𝐴 = 4𝛼 (𝐾 + 𝛾) − 𝛽2

𝐵 = 2𝛼𝛿 + 𝐾𝛽

𝐶 = 4𝛼𝜀 − 𝐾2

𝐷 = 2𝛽𝜀 + 𝛿𝐾

𝐸 = 𝛽𝛿 + 2 (𝐾 + 𝛾) 𝐾

𝐹 = 4𝜀 (𝐾 + 𝛾) − 𝛿2

(6.11.2)

反之亦然.

À见《Poncelet’s porism: a long story of renewed discoveries, I》(作者: Andrea Del Centina1)第 47-49页
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下面我们来完成彭赛列闭合定理的证明.

证明 先导出外圆锥曲线上的点向内圆锥曲线引两条切线的切点之间的关系式. 设内
圆锥曲线的一个有理参数表示是

𝑥 = 𝑎1𝑢2 + 2𝑏1𝑢 + 𝑐1
𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3

, 𝑦 = 𝑎2𝑢2 + 2𝑏2𝑢 + 𝑐2
𝑎3𝑢2 + 2𝑏3𝑢 + 𝑐3

则其诱导出内圆锥曲线外的任意一点 𝑃 均可表示为：

𝑥 = 𝑎1𝑢𝑣 + 𝑏1(𝑢 + 𝑣) + 𝑐1
𝑎3𝑢𝑣 + 𝑏3(𝑢 + 𝑣) + 𝑐3

, 𝑦 = 𝑎2𝑢𝑣 + 𝑏2(𝑢 + 𝑣) + 𝑐2
𝑎3𝑢𝑣 + 𝑏3(𝑢 + 𝑣) + 𝑐3

式中 𝑢、𝑣是点 𝑃 向内圆锥曲线所引切线的切点对应的参数值. 将其代入外圆锥曲线的
方程,即知 𝑢、𝑣应满足一个形如

𝐴(𝑢𝑣)2 + 2𝐵(𝑢𝑣)(𝑢 + 𝑣) + 𝐶(𝑢 + 𝑣)2 + 2𝐷(𝑢 + 𝑣) + 2𝐸(𝑢𝑣) + 𝐹 = 0

的方程.

对于这两条圆锥曲线的任意彭赛列 𝑛边形 𝑃1𝑃2...𝑃𝑛,设 𝑃1, 𝑃2, ...𝑃𝑛−1始终在外圆
锥曲线上,并记与 𝑃1 相关的两边在内圆锥曲线上的切点参数是 𝑢1 和 𝑢2,与 𝑃2 相关的
两边在内圆锥曲线上的切点参数是 𝑢2 和 𝑢3, ...,与 𝑃𝑛−1 相关的两边在内圆锥曲线上的
切点参数是 𝑢𝑛−1 和 𝑢𝑛. 则根据 Euler-Trudi定理知,这些参数之间满足微分关系链:

𝑑𝑢1
√𝛼𝑢4

1 + 𝛽𝑢3
1 + 𝛾𝑢2

1 + 𝛿𝑢1 + 𝜀
= 𝑑𝑢2

√𝛼𝑢4
2 + 𝛽𝑢3

2 + 𝛾𝑢2
2 + 𝛿𝑢2 + 𝜀

= ... = 𝑑𝑢𝑛
√𝛼𝑢4𝑛 + 𝛽𝑢3𝑛 + 𝛾𝑢2𝑛 + 𝛿𝑢𝑛 + 𝜀

由此知 𝑢1 与 𝑢𝑛 之间存在关系

𝐴′(𝑢1𝑢𝑛)2 + 2𝐵′(𝑢1𝑢𝑛)(𝑢1 + 𝑢𝑛) + 𝐶′(𝑢1 + 𝑢𝑛)2 + 2𝐷′(𝑢1 + 𝑢𝑛) + 2𝐸′(𝑢1𝑢𝑛) + 𝐹 ′ = 0

这里系数 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′, 𝐷′, 𝐸′, 𝐹 ′ 的表示,与前面系数 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 的表示,仅可能存
在𝐾 值的不同. 结合 𝑃𝑛 点的表示

𝑥𝑛 = 𝑎1𝑢1𝑢𝑛 + 𝑏1(𝑢1 + 𝑢𝑛) + 𝑐1
𝑎3𝑢1𝑢𝑛 + 𝑏3(𝑢1 + 𝑢𝑛) + 𝑐3

, 𝑦𝑛 = 𝑎2𝑢1𝑢𝑛 + 𝑏2(𝑢1 + 𝑢𝑛) + 𝑐2
𝑎3𝑢1𝑢𝑛 + 𝑏3(𝑢1 + 𝑢𝑛) + 𝑐3

消元 𝑢1、𝑢𝑛 后立即可知 𝑥𝑛、𝑦𝑛 满足一个圆锥曲线方程. 它与外圆锥曲线之间的差异,
由 𝐾 值完全决定. 如果在某一时刻,点 𝑃𝑛 在外圆锥曲线上,那么二者的 𝐾 值就是相同
的. 从而可知,在任意时刻,无论 𝑃1 点在外圆锥曲线上如何运动, 𝑃𝑛 点也将始终保持在
外圆锥曲线上,这就证明了彭赛列闭合定理.
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上述证明过程中,注意到对于任意的 1 ≤ 𝑘 ≠ 𝑗 ≤ 𝑛,均有

𝑑𝑢𝑘

√𝛼𝑢4
𝑘 + 𝛽𝑢3

𝑘 + 𝛾𝑢2
𝑘 + 𝛿𝑢𝑘 + 𝜀

= 𝑑𝑢𝑗

√𝛼𝑢4
𝑗 + 𝛽𝑢3

𝑗 + 𝛾𝑢2
𝑗 + 𝛿𝑢𝑗 + 𝜀

这表明彭赛列多边形任意两边 (或延长线)的交点

𝑥 = 𝑎1𝑢𝑘𝑢𝑗 + 𝑏1(𝑢𝑘 + 𝑢𝑗) + 𝑐1
𝑎3𝑢𝑘𝑢𝑗 + 𝑏3(𝑢𝑘 + 𝑢𝑗) + 𝑐3

, 𝑦 = 𝑎2𝑢𝑘𝑢𝑗 + 𝑏2(𝑢𝑘 + 𝑢𝑗) + 𝑐1
𝑎3𝑢𝑘𝑢𝑗 + 𝑏3(𝑢𝑘 + 𝑢𝑗) + 𝑐3

的轨迹也是一条圆锥曲线.

命题 6.11.4 (广义彭赛列定理) 对于平面上给定的两条圆锥曲线,当其彭赛列多边形
的一个顶点在外圆锥曲线上作连续运动时,任意两边 (或延长线)的交点轨迹也是一条
圆锥曲线.

现在我们来重新求解前面交点的轨迹问题 (6.11.1).

解 由内圆的一个参数表示诱导而得圆外任意点的一个表示

𝑧(𝑢, 𝑣) = 1 − 𝑢𝑣
1 + 𝑢𝑣 + 𝑢 + 𝑣

1 + 𝑢𝑣𝑖

将其代入外椭圆方程后得到 𝑢、𝑣的关系：

4 − 3𝑢2 + 10𝑢𝑣 − 3𝑣2 + 4𝑢2𝑣2 = 0

改写为对称的形式
4𝑢2𝑣2 − 3(𝑢 + 𝑣)2 + 16𝑢𝑣 + 4 = 0

后,与标准形式 (6.11.1)对比即知:

𝐴 = 4, 𝐵 = 0, 𝐶 = −3, 𝐷 = 8, 𝐸 = 0, 𝐹 = 4

根据 (6.11.2)解出 (取其中一组解即可):

𝛼 = 1
2, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0, 𝛿 = 0, 𝜀 = 1

2, 𝐾 = 2

若令 𝑄 = 𝑧(𝑢, 𝑣),则由彭赛列闭合定理的证明过程知应有

𝐴′(𝑢𝑣)2 + 2𝐵′(𝑢𝑣)(𝑢 + 𝑣) + 𝐶′(𝑢 + 𝑣)2 + 2𝐷′(𝑢 + 𝑣) + 2𝐸′(𝑢𝑣) + 𝐹 ′ = 0
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其中新系数的表示,与前面系数 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷、𝐸、𝐹 的表示,仅可能存在𝐾 值的不同：

𝐴′ = 2𝐾, 𝐵′ = 0, 𝐶′ = 1 − 𝐾2, 𝐷′ = 0, 𝐸′ = 2𝐾2, 𝐹 ′ = 2𝐾

即
2𝐾(𝑢𝑣)2 + (1 − 𝐾2)(𝑢 + 𝑣)2 + 4𝐾2(𝑢𝑣) + 2𝐾 = 0

现在我们任取一点作为初始点来确定常数𝐾 即可. 令 𝑢0 = 0,根据递推关系:

4 − 3𝑢𝑘 + 10𝑢𝑘𝑢𝑘+1 − 3𝑢2
𝑘+1 + 4𝑢2

𝑘𝑢2
𝑘+1 = 0

计算出前 4个值:

𝑢1 = − 2√
3, 𝑢2 = 20

√
3

7 , 𝑢3 = 1702
1551

√
3

此时 𝑄点的表示为 𝑧(𝑢0, 𝑢3),从而可确定出𝐾 = 2738
529

À. 再联合

𝑥 = 1 − 𝑢𝑣
1 + 𝑢𝑣 , 𝑦 = 𝑢 + 𝑣

1 + 𝑢𝑣

将其转化为直角坐标系下的轨迹方程则是

2209𝑥2

3267 + 2209𝑦2

2738 = 1

对于两条圆锥曲线的彭赛列闭合 𝑛边形,注意到它在各切点处的参数 𝑢𝑘 所满足的
微分式是相等的,考察点从一个切点沿内圆锥曲线绕行至另一个切点的线段积分情况,
则有

命题 6.11.5 彭赛列闭合 𝑛边形在内圆锥曲线上的切点参数 𝑢𝑘 满足如下积分关系

∫
𝑢𝑘+1

𝑢𝑘

𝑑𝑢
√𝛼𝑢4 + 𝛽𝑢3 + 𝛾𝑢2 + 𝛿𝑢 + 𝜀

= 𝑚
𝑛 ∫

+∞

−∞

𝑑𝑢
√𝛼𝑢4 + 𝛽𝑢3 + 𝛾𝑢2 + 𝛿𝑢 + 𝜀

(6.11.3)

其中 𝑚 是从多边形上的一点出发, 逆时针沿多边形运动一周后所绕行内圆锥曲线的
周数.

上述积分表示在一般情况下是椭圆函数积分,但某些情况下它可以退化为简单的初等积
分. 一个显然的情形是 𝛼𝑢4 + 𝛽𝑢3 + 𝛾𝑢2 + 𝛿𝑢 + 𝜀 = 𝜆(𝑢2 + 𝜁𝑢 + 𝜂)2,此时 𝑢𝑘 存在初等
的通项表示.

例 6.11.6 若内椭圆
𝑥2

𝑝2 + 𝑦2

𝑞2 = 1与外椭圆 (𝑥 − 𝑑)2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1之间存在彭赛列闭合 𝑛

À另一解𝐾 = − 529
2738 不符合要求.
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边形,且闭合积分条件为

∫
𝑢𝑘+1

𝑢𝑘

𝑑𝑢
𝑢2 + 𝜁𝑢 + 𝜂 = 1

𝑛 ∫
+∞

−∞

𝑑𝑢
𝑢2 + 𝜁𝑢 + 𝜂

其中 𝜁2 − 4𝜂 < 0,试求外椭圆的表示.

解 由内椭圆的一个参数表示 𝑧(𝑢) = 𝑝 1−𝑢2
1+𝑢2 + 𝑞 2𝑢

1+𝑢2 𝑖诱导而得平面点的表示是

𝑧(𝑢, 𝑣) = 𝑝1 − 𝑢𝑣
1 + 𝑢𝑣 + 𝑞 𝑢 + 𝑣

1 + 𝑢𝑣𝑖

将其代入外椭圆的方程,化简得到相邻切点的参数关系式

𝑏2(𝑎 − 𝑑 − 𝑝)(𝑎 + 𝑑 + 𝑝)(𝑢𝑣)2 − 𝑎2𝑞2(𝑢 + 𝑣)2

+ 2𝑏2(𝑎2 − 𝑑2 + 𝑝2)𝑢𝑣 + 𝑏2(𝑎 + 𝑑 − 𝑝)(𝑎 − 𝑑 + 𝑝) = 0

与标准形式 (6.11.1)对比,即有：

⎧{{{{{{{
⎨{{{{{{{⎩

𝐴 = 4𝛼 (𝐾 + 𝛾) − 𝛽2 = 𝑏2(𝑎 − 𝑑 − 𝑝)(𝑎 + 𝑑 + 𝑝)

𝐵 = 2𝛼𝛿 + 𝐾𝛽 = 0

𝐶 = 4𝛼𝜀 − 𝐾2 = −𝑎2𝑞2

𝐷 = 2𝛽𝜀 + 𝛿𝐾 = 0

𝐸 = 𝛽𝛿 + 2 (𝐾 + 𝛾) 𝐾 = 𝑏2(𝑎2 − 𝑑2 + 𝑝2)

𝐹 = 4𝜀 (𝐾 + 𝛾) − 𝛿2 = 𝑏2(𝑎 + 𝑑 − 𝑝)(𝑎 − 𝑑 + 𝑝)

而根据条件式
𝛼𝑢4 + 𝛽𝑢3 + 𝛾𝑢2 + 𝛿𝑢 + 𝜀 = 𝜆(𝑢2 + 𝜁𝑢 + 𝜂)2

又知
𝛼 = 𝜆, 𝛽 = 2𝜆𝜁, 𝛾 = 𝜆(𝜁2 + 2𝜂), 𝛿 = 2𝜆𝜁𝜂, 𝜀 = 𝜆𝜂2

由以上各式联立,可解得

𝜆 = 𝑏2(𝑎 − 𝑑 − 𝑝)(𝑎 + 𝑑 + 𝑝)
4√𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑑2 + 𝑏2𝑝2 − 𝑎2𝑞2

, 𝜁 = 0, 𝜂 = 𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑑2 + 𝑏2𝑝2 − 2𝑎2𝑞2

𝑏2(𝑎 − 𝑑 − 𝑝)(𝑎 + 𝑑 + 𝑝)

并有
𝑎2𝑏2𝑞2 + 𝑏2𝑝2𝑞2 − 𝑏2𝑑2𝑞2 − 𝑎2𝑞4 − 𝑏4𝑝2 = 0 ⋯ ⋯(1)
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另外,根据彭赛列闭合定理,我们可以任意选定一个初始点,不妨取 𝑢0 = 0,则由相邻切
点的参数关系式解出

𝑢1 = ± 𝑏
𝑎𝑞

√𝑎2 − 𝑑2 + 2𝑑𝑝 − 𝑝2

再根据闭合条件的积分式,有

arctan
𝑏√𝑎2 − 𝑑2 + 2𝑑𝑝 − 𝑝2

𝑎𝑞√𝜂 = 𝜋
𝑛

从而又得到

𝜂 = 𝑏2(𝑎2 − 𝑑2 + 2𝑑𝑝 − 𝑝2)
𝑎2𝑞2 cot2

𝜋
𝑛 = 𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑑2 + 𝑏2𝑝2 − 2𝑎2𝑞2

𝑏2(𝑎 − 𝑑 − 𝑝)(𝑎 + 𝑑 + 𝑝) ⋯ ⋯(2)

(1)与 (2)联立即可解出

𝑎 = 𝑏2𝑝
𝑞2 cos

𝜋
𝑛, 𝑑 = 𝑝

𝑞2 √(𝑏2 − 𝑞2)(𝑏2cos2 𝜋
𝑛 − 𝑞2)

外椭圆的表示则是

(𝑞2𝑥 − 𝑝√(𝑏2 − 𝑞2)(𝑏2cos2 𝜋
𝑛 − 𝑞2))

2
+ 𝑏2𝑝2cos2 𝜋

𝑛𝑦2 = 𝑏4𝑝2cos2 𝜋
𝑛

(6.11.3)式实际上也指明了闭合 𝑛边形的所有可能情形：对于给定的 𝑛,可能的 𝑚
取值有 1, 2, ...[ 𝑛−1

2 ],而当𝑚是 𝑛的一个不为 1的因子时,闭合情形是退化的,因此所有
的非退化情形数为: [ 𝑛+1−∑𝑑|𝑛 1

2 ].
例如: 若两个同心圆之间存在彭赛列闭合 7边形,则仅可能有如下三种图形:

𝑟 = 1.6
𝑅 = 1.11

𝑟 = 1.1
𝑅 = 1.6

𝑟 = 0.4
𝑅 = 4.49
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6.11.3 双心多边形 彭赛列闭合定理的最显著应用, 是寻找两条圆锥曲线的外
切-内接 𝑛边形闭合时的条件,其中之一是双心多边形情形：

若 𝑛边形外切于圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2,并内接于圆 (𝑥 − 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑅2,求闭合条件.

解 由内圆的一个参数表示 𝑥 = 𝑟 1−𝑢2
1+𝑢2 , 𝑦 = 𝑟 2𝑢

1+𝑢2 诱导而得平面点的表示是

𝑥 = 𝑟1 − 𝑢𝑣
1 + 𝑢𝑣 , 𝑦 = 𝑟 𝑢 + 𝑣

1 + 𝑢𝑣

将其代入代入外圆的方程,得到相邻切点的参数关系式:

𝑑2−2𝑑𝑟+𝑟2−𝑅2+𝑟2𝑢2+2𝑑2𝑢𝑣−2𝑅2𝑢𝑣+𝑟2𝑣2+𝑑2𝑢2𝑣2+2𝑑𝑟𝑢2𝑣2+𝑟2𝑢2𝑣2−𝑅2𝑢2𝑣2 = 0

可以作代换

𝑝 = 𝑅 + 𝑑
𝑟 , 𝑞 = 𝑅 − 𝑑

𝑟
使之简化为：

1 − 𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞 + 𝑢2 − 2𝑝𝑞𝑢𝑣 + 𝑣2 + 𝑢2𝑣2 + 𝑝𝑢2𝑣2 − 𝑞𝑢2𝑣2 − 𝑝𝑞𝑢2𝑣2 = 0

于是内圆上切点的参数 𝑢𝑘 有递推关系：

1 − 𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞 + 𝑢2
𝑘 − 2𝑝𝑞𝑢𝑘𝑢𝑘+1 + 𝑢2

𝑘+1 + 𝑢2
𝑘𝑢2

𝑘+1 + 𝑝𝑢2
𝑘𝑢2

𝑘+1 − 𝑞𝑢2
𝑘𝑢2

𝑘+1 − 𝑝𝑞𝑢2
𝑘𝑢2

𝑘+1 = 0

相邻两个递推关系式相减则有

𝑢𝑘+2 = −𝑢𝑘 + 2𝑝𝑞𝑢𝑘+1
1 + (1 + 𝑝)(1 − 𝑞)𝑢2

𝑘+1

因为结论并不依赖于初值的选取, 我们可以利用图形的对称性减少一半的计算: 取
𝑢1 = −𝑢2 = √ 𝑞+1

𝑞−1 , 则双心 𝑛 边形的闭合条件是：若 𝑛 = 2𝑚 − 1, 则 𝑢𝑚+1 = 0; 若
𝑛 = 2𝑚,则 𝑢𝑚+1 + 𝑢𝑚+2 = 0. 例如:

(1). 若 𝑛 = 3,根据 𝑢3 = 0得到：𝑝 + 𝑞 − 𝑝𝑞 = 0.
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(2). 若 𝑛 = 4,根据 𝑢3 + 𝑢4 = 0得到：𝑝2 + 𝑞2 − 𝑝2𝑞2 = 0.

(3). 若 𝑛 = 5,根据 𝑢4 = 0得到：𝑝3 + 𝑞3 + 𝑝3𝑞 + 𝑝𝑞3 + 2𝑝2𝑞2 − 𝑝2𝑞 − 𝑝𝑞2 − 𝑝2𝑞3 −
𝑝3𝑞2 − 𝑝3𝑞3 = 0.

另外,若记

𝑠 =
√𝑝 − 1√𝑞 + 1 , 𝑘 = √𝑞2 − 1

√𝑝2 − 1
则闭合条件的一个积分表示是：

𝑠

∫
0

1
√(1 + 𝑢2)(1 + 𝑘2𝑢2)

𝑑𝑢 = 𝑚
𝑛

∞

∫
0

1
√(1 + 𝑢2)(1 + 𝑘2𝑢2)

𝑑𝑢

注记 6.11.7 若做代换√ 𝑞+1
𝑞−1 = 𝑡(即 𝑞 = 𝑡2+1

𝑡2−1 )使初值有理化,可以极大地简化运算.

6.11.4 同心椭圆情形 同心椭圆之间的彭赛列闭合也是常见的情形.

若 𝑛边形外切于椭圆 𝑥2
𝑝2 + 𝑦2

𝑞2 = 1并内接于椭圆 𝑥2
𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1,求闭合条件.

解 内椭圆的一个二阶有理参数表示：

𝑥 = 𝑝1 − 𝑢2

1 + 𝑢2 , 𝑦 = 𝑞 2𝑢
1 + 𝑢2

由此诱导出内椭圆外的一点,其有理参数表示是：

𝑥 = 𝑝1 − 𝑢𝑣
1 + 𝑢𝑣 , 𝑦 = 𝑞 𝑢 + 𝑣

1 + 𝑢𝑣

代入外椭圆方程,得到约束条件：

𝑎2𝑏2 −𝑏2𝑝2 −𝑎2𝑞2𝑢2 +2𝑎2𝑏2𝑢𝑣+2𝑏2𝑝2𝑢𝑣−2𝑎2𝑞2𝑢𝑣−𝑎2𝑞2𝑣2 +𝑎2𝑏2𝑢2𝑣2 −𝑏2𝑝2𝑢2𝑣2 = 0
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因而内椭圆上切点的参数 𝑢𝑘 有递推关系：

𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑝2 − 𝑎2𝑞2𝑢2
𝑘 + 2𝑎2𝑏2𝑢𝑘𝑢𝑘+1 + 2𝑏2𝑝2𝑢𝑘𝑢𝑘+1

− 2𝑎2𝑞2𝑢𝑘𝑢𝑘+1 − 𝑎2𝑞2𝑢2
𝑘+1 + 𝑎2𝑏2𝑢2

𝑘𝑢2
𝑘+1 − 𝑏2𝑝2𝑢2

𝑘𝑢2
𝑘+1 = 0

相邻两个递推关系式相减得到：

𝑢𝑘+2 = −𝑢𝑘+2(𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑝2 − 𝑎2𝑞2)𝑢𝑘+1
𝑎2𝑞2 + 𝑏2(𝑝2 − 𝑎2)𝑢2

𝑘+1

同前面一样,根据对称性选取初值：

𝑢1 = −𝑢2 =
√𝑎 + 𝑝√𝑎 − 𝑝

则闭合条件为：若 𝑛 = 2𝑚 − 1,则 𝑢𝑚+1 = 0;若 𝑛 = 2𝑚,则 𝑢𝑚+1 + 𝑢𝑚+2 = 0. 例如

(1). 若 𝑛 = 3,根据 𝑢3 = 0得到：𝑎𝑞 + 𝑏𝑝 − 𝑎𝑏 = 0.

(2). 若 𝑛 = 4,根据 𝑢3 + 𝑢4 = 0得到：𝑎2𝑞2 + 𝑏2𝑝2 − 𝑎2𝑏2 = 0.

(3). 若 𝑛 = 5,根据 𝑢4 = 0得到：𝑎3𝑏3 + 𝑎2𝑏3𝑝 − 𝑎𝑏3𝑝2 − 𝑏3𝑝3 + 𝑎3𝑏2𝑞 − 2𝑎2𝑏2𝑝𝑞 +
𝑎𝑏2𝑝2𝑞 − 𝑎3𝑏𝑞2 + 𝑎2𝑏𝑝𝑞2 − 𝑎3𝑞3 = 0.

另外,若记

𝑠 =
√𝑎 − 𝑝√𝑎 + 𝑝 , 𝑘 = (𝑎2𝑞2 + 𝑝2𝑞2 − 2𝑏2𝑝2)

(𝑎2 − 𝑝2)𝑞2

则闭合条件的一个积分表示是：

𝑠

∫
0

𝑑𝑢√
1 − 2𝑘𝑢2 + 𝑢4 = 𝑚

𝑛

∞

∫
0

𝑑𝑢√
1 − 2𝑘𝑢2 + 𝑢4

6.11.5 光反射多边形 椭圆内的光反射多边形一般是指椭圆的内接最大周长多边
形,它实际上属于同心椭圆的特殊情形. 我们先从基本的表示出发来逐渐深入地探讨这
个问题.

设给定椭圆 Γ的直角坐标方程是: 𝑥2
𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1,求它的内接 𝑛边形的周长最大值所
满足的条件.

解 椭圆的内接多边形的各顶点 𝑃𝑘 有参数表示：

𝑃𝑘 = 𝑎1 − 𝑢2
𝑘

1 + 𝑢2
𝑘

+ 𝑖𝑏 2𝑢𝑘
1 + 𝑢2

𝑘
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因而与 𝑃𝑘 为端点的两边长度之和为:

𝑃𝑘−1𝑃𝑘 + 𝑃𝑘𝑃𝑘+1 =
2√(𝑢𝑘 − 𝑢𝑘−1)2(𝑏2 + 𝑎2𝑢2

𝑘−1 + 2𝑎2𝑢𝑘−1𝑢𝑘 − 2𝑏2𝑢𝑘−1𝑢𝑘 + 𝑎2𝑢2
𝑘 + 𝑏2𝑢2

𝑘−1𝑢2
𝑘)

(1 + 𝑢2
𝑘−1)(1 + 𝑢2

𝑘)

+
2√(𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘)2(𝑏2 + 𝑎2𝑢2

𝑘 + 2𝑎2𝑢𝑘𝑢𝑘+1 − 2𝑏2𝑢𝑘𝑢𝑘+1 + 𝑎2𝑢2
𝑘+1 + 𝑏2𝑢2

𝑘𝑢2
𝑘+1)

(1 + 𝑢2
𝑘)(1 + 𝑢2

𝑘+1)

其余各边边长均与点 𝑃𝑘无关,也即与参数 𝑢𝑘无关,因此当多边形的周长为最大时,上式
也应是 𝑢𝑘 的极值,从而得到极值条件：

𝑏2𝑢𝑘−1 − 2𝑏2𝑢𝑘 − 4𝑎2𝑢3
𝑘 + 2𝑏2𝑢3

𝑘 − 𝑏2𝑢𝑘−1𝑢4
𝑘 + 𝑏2𝑢𝑘+1

+ 4𝑎2𝑢𝑘−1𝑢𝑘𝑢𝑘+1 − 2𝑏2𝑢𝑘−1𝑢𝑘𝑢𝑘+1 + 2𝑏2𝑢𝑘−1𝑢3
𝑘𝑢𝑘+1 − 𝑏2𝑢4

𝑘𝑢𝑘+1 = 0 (6.11.4)

这个极值条件实际上就是光反射条件, 即椭圆在点 𝑃𝑘 处的切线与线段 𝑃𝑘−1𝑃𝑘 和
𝑃𝑘+1𝑃𝑘 之间的夹角相等:

Im ((𝑃𝑘−1 − 𝑃𝑘)
𝑣𝑘𝑣𝑘𝑣𝑘

(𝑃𝑘+1 − 𝑃𝑘)
𝑣𝑘𝑣𝑘𝑣𝑘

) = 0

这里 𝑣𝑘𝑣𝑘𝑣𝑘 是椭圆在点 𝑃𝑘 处的切向量：

𝑣𝑘𝑣𝑘𝑣𝑘 = − 4𝑎𝑢𝑘

(1 + 𝑢2
𝑘)2 + 𝑖2𝑏(1 − 𝑢2

𝑘)
(1 + 𝑢2

𝑘)2

理论上,应用光反射条件式 (6.11.4)可以对椭圆的最大周长内接 𝑛边形问题进行求
解,以 𝑛 = 3, 𝑎 = 2, 𝑏 = 1为例,其极值条件是:

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑢1 − 2𝑢2 + 𝑢3 − 𝑢1𝑢4
2 − 𝑢4

2𝑢3 − 14𝑢3
2 + 2𝑢1𝑢3

2𝑢3 + 14𝑢1𝑢2𝑢3 = 0

𝑢2 − 2𝑢3 + 𝑢1 − 𝑢2𝑢4
3 − 𝑢4

3𝑢1 − 14𝑢3
3 + 2𝑢2𝑢3

3𝑢1 + 14𝑢1𝑢2𝑢3 = 0

𝑢3 − 2𝑢1 + 𝑢2 − 𝑢3𝑢4
1 − 𝑢4

1𝑢2 − 14𝑢3
1 + 2𝑢3𝑢3

1𝑢2 + 14𝑢1𝑢2𝑢3 = 0

由此解出

𝑢1 = −
50𝑢3 + 14

√
13𝑢3 + √7 + 2

√
13√1 + 350𝑢2

3 + 96
√

13𝑢2
3 + 𝑢4

3

−1 + 7𝑢2
3 + 2

√
13𝑢2

3

𝑢2 =
−50𝑢3 − 14

√
13𝑢3 + √7 + 2

√
13√1 + 350𝑢2

3 + 96
√

13𝑢2
3 + 𝑢4

3

−1 + 7𝑢2
3 + 2

√
13𝑢2

3
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因而最大周长的内接三角形有无数个,它们的周长值均为

𝐿𝑚𝑎𝑥 = √280
9 + 104

√
13

9

但是这样求解的计算量太大,并不实用.

事实上,根据彭赛列小定理 (6.7.24),若椭圆 Γ的一个共焦椭圆 Ω与线段 𝑃𝑘−1𝑃𝑘 相
切,则它也将与线段 𝑃𝑘𝑃𝑘+1 相切,

𝑃𝑘

𝑃𝑘+1

𝑃𝑘−1

如此递归,则知椭圆 Ω与椭圆的最大周长内接 𝑛边形均相切. 又根据共焦椭圆的 Graves
定理知,共焦椭圆的任意彭赛列闭合多边形具有相同的周长. 于是有

命题 6.11.8 椭圆的最大周长内接 𝑛边形有无数个,它们是该椭圆的光反射多边形,且
均外切于与该椭圆共焦的另一椭圆.

据此命题,我们就可以给出一个较为容易的计算方案,以 𝑛 = 3为例.

解 设椭圆 𝑥2
𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1的最大周长内接三角形外切于椭圆 𝑥2
𝑝2 + 𝑦2

𝑞2 = 1,根据共焦条件
𝑎2 − 𝑏2 = 𝑝2 − 𝑞2 和彭赛列闭合条件 𝑎𝑞 + 𝑏𝑝 = 𝑎𝑏解出

𝑝 = 𝑎3

𝑏2 +
√

𝑎4 − 𝑎2𝑏2 + 𝑏4 , 𝑞 = 𝑏3

𝑎2 +
√

𝑎4 − 𝑎2𝑏2 + 𝑏4

三角形的顶点设为

𝑃𝑘 = 𝑝1 − 𝑢𝑘𝑢𝑘+1
1 + 𝑢𝑘𝑢𝑘+1

+ 𝑖𝑞 𝑢𝑘 + 𝑢𝑘+1
1 + 𝑢𝑘𝑢𝑘+1

, (𝑘 = 1, 2, 3)

因为初值的选取并不影响最大周长的计算,为简便,可按前面的取法而令

𝑢1 = −𝑢2 =
√𝑎 + 𝑝√𝑎 − 𝑝
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根据对称性又知 𝑢3 = 0. 此时三角形各顶点的表示为

𝑃1 = −𝑎, 𝑃2 = 𝑝 − 𝑖𝑞
√𝑎 + 𝑝√𝑎 − 𝑝 , 𝑃3 = 𝑝 + 𝑖𝑞

√𝑎 + 𝑝√𝑎 − 𝑝

于是椭圆内接三角形的最大周长值

𝐿max = |𝑃1𝑃2| + |𝑃2𝑃3| + |𝑃3𝑃1| = 2(𝑏 + 𝑞)√𝑎 + 𝑝
𝑎 − 𝑝 = 2

√
3(𝑎2 + 𝑏2 +

√
𝑎4 − 𝑎2𝑏2 + 𝑏4)

√𝑎2 + 𝑏2 + 2
√

𝑎4 − 𝑎2𝑏2 + 𝑏4

特别地,若 𝑎 = 2, 𝑏 = 1,则

𝐿max = √280
9 + 104

√
13

9
与前面计算结果相同.

另外,根据 Graves定理,椭圆内接 𝑛边形的最大周长值也可用积分表示为

𝐿max = 2𝑛 𝑏
𝑎

√𝑎2 − 𝑝2 +
2𝜋

∫
0

√𝑝2sin2𝜃 + 𝑞2cos2𝜃𝑑𝜃 − 2𝑛
arccos 𝑝

𝑎

∫
0

√𝑝2sin2𝜃 + 𝑞2cos2𝜃𝑑𝜃

(6.11.5)

6.11.6 闭合条件的加倍关系 前面提到,对于任意的 1 ≤ 𝑘 ≠ 𝑗 ≤ 𝑛,均有

𝑑𝑢𝑘

√𝛼𝑢4
𝑘 + 𝛽𝑢3

𝑘 + 𝛾𝑢2
𝑘 + 𝛿𝑢𝑘 + 𝜀

= 𝑑𝑢𝑗

√𝛼𝑢4
𝑗 + 𝛽𝑢3

𝑗 + 𝛾𝑢2
𝑗 + 𝛿𝑢𝑗 + 𝜀

因而 𝑢𝑘 与 𝑢𝑗 之间满足双纽线方程:

𝐴′(𝑢𝑘𝑢𝑗)2 + 2𝐵′(𝑢𝑘𝑢𝑗)(𝑢𝑘 + 𝑢𝑗) + 𝐶′(𝑢𝑘 + 𝑢𝑗)2 + 2𝐷′(𝑢𝑘 + 𝑢𝑗) + 2𝐸′(𝑢𝑘𝑢𝑗) + 𝐹 ′ = 0

这里系数 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′, 𝐷′, 𝐸′, 𝐹 ′ 的表示,与前面系数 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 的表示 (6.11.2),仅
可能存在𝐾 值的不同.

而对于等差的序列 𝑢𝑘、𝑢𝑘+𝑚、𝑢𝑘+2𝑚、...,相邻两项所满足的代数关系则是相同的,
即

𝐴′(𝑢𝑘+(𝑗−1)𝑚𝑢𝑘+𝑗𝑚)2+2𝐵′(𝑢𝑘+(𝑗−1)𝑚𝑢𝑘+𝑗𝑚)(𝑢𝑘+(𝑗−1)𝑚+𝑢𝑘+𝑗𝑚)+𝐶′(𝑢𝑘+(𝑗−1)𝑚 + 𝑢𝑘+𝑗𝑚)2

+ 2𝐷′(𝑢𝑘+(𝑗−1)𝑚 + 𝑢𝑘+𝑗𝑚) + 2𝐸′(𝑢𝑘+(𝑗−1)𝑚𝑢𝑘+𝑗𝑚) + 𝐹 ′ = 0

对于任意的正整数 𝑗, 𝑚均成立. 通过消元,我们就可以导出闭合条件的加倍关系.
例如对于同心椭圆情形 (§6.11.4), 前面我们已导出相邻切点参数 𝑢、𝑣 之间满足
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关系式

𝑎2𝑏2 −𝑏2𝑝2 −𝑎2𝑞2𝑢2 +2𝑎2𝑏2𝑢𝑣+2𝑏2𝑝2𝑢𝑣−2𝑎2𝑞2𝑢𝑣−𝑎2𝑞2𝑣2 +𝑎2𝑏2𝑢2𝑣2 −𝑏2𝑝2𝑢2𝑣2 = 0

根据 (6.11.2)解出

𝛼 = 𝑞(𝑎2 − 𝑝2)
4𝑝 , 𝛽 = 0, 𝛾 = 2𝑏2𝑝2 − 𝑎2𝑞2 − 𝑝2𝑞2

2𝑝𝑞 , 𝛿 = 0, 𝜀 = (𝑎2 − 𝑝2)𝑞
4𝑝

于是
⎧{{{{{{{{
⎨{{{{{{{{⎩

𝐴′ = (𝑎2 − 𝑝2)(2𝑏2𝑝2 + 2𝐾𝑝𝑞 − 𝑎2𝑞2 − 𝑝2𝑞2)
2𝑝2

𝐵′ = 0

𝐶′ = −(2𝐾𝑝 + 𝑎2𝑞 − 𝑝2𝑞)(2𝐾𝑝 − 𝑎2𝑞 + 𝑝2𝑞)
4𝑝2

𝐷′ = 0

𝐸′ = 𝐾(2𝑏2𝑝2 + 2𝐾𝑝𝑞 − 𝑎2𝑞2 − 𝑝2𝑞2)
𝑝𝑞

𝐹 ′ = (𝑎2 − 𝑝2)(2𝑏2𝑝2 + 2𝐾𝑝𝑞 − 𝑎2𝑞2 − 𝑝2𝑞2)
2𝑝2

从而对任意的正整数𝑚,有

𝑞(2𝐾𝑝+𝑎2𝑞−𝑝2𝑞)(2𝐾𝑝−𝑎2𝑞+𝑝2𝑞)(𝑢1 + 𝑢𝑚+1)2+2(𝑎2−𝑝2)𝑞(𝑎2𝑞2+𝑝2𝑞2−2𝑏2𝑝2−2𝐾𝑝𝑞)(𝑢1𝑢𝑚+1)2

−8𝐾𝑝(2𝑏2𝑝2+2𝐾𝑝𝑞−𝑎2𝑞2−𝑝2𝑞2)(𝑢1𝑢𝑚+1)+2(𝑎−𝑝)(𝑎+𝑝)𝑞(−2𝑏2𝑝2−2𝐾𝑝𝑞+𝑎2𝑞2+𝑝2𝑞2) = 0

𝑞(2𝐾𝑝+𝑎2𝑞−𝑝2𝑞)(2𝐾𝑝−𝑎2𝑞+𝑝2𝑞)(𝑢𝑚+1 + 𝑢2𝑚+1)2+2(𝑎2−𝑝2)𝑞(𝑎2𝑞2+𝑝2𝑞2−2𝑏2𝑝2−2𝐾𝑝𝑞)(𝑢𝑚+1𝑢2𝑚+1)2

−8𝐾𝑝(2𝑏2𝑝2+2𝐾𝑝𝑞−𝑎2𝑞2−𝑝2𝑞2)(𝑢𝑚+1𝑢2𝑚+1)+2(𝑎−𝑝)(𝑎+𝑝)𝑞(−2𝑏2𝑝2−2𝐾𝑝𝑞+𝑎2𝑞2+𝑝2𝑞2) = 0

以上两式消元参数𝐾,得到 𝑢1、𝑢𝑚+1、𝑢2𝑚+1 的关系式. 这个关系式较长,但若取初值
𝑢1 = √ 𝑎+𝑝

𝑎−𝑝 ,则可简化为

4𝑏2(1 − 𝑢2
1)2𝑢2

𝑚+1(𝑢2
𝑚+1 − 𝑢1𝑢2𝑚+1)(1 − 𝑢1𝑢2

𝑚+1𝑢2𝑚+1)
− 𝑞2(𝑢2

1 − 2𝑢2
𝑚+1 + 𝑢2

1𝑢4
𝑚+1 + 𝑢1𝑢2𝑚+1 − 2𝑢3

1𝑢2
𝑚+1𝑢2𝑚+1 + 𝑢1𝑢4

𝑚+1𝑢2𝑚+1)2 = 0

由此即可对闭合条件做快速地计算. 例如,对于同心椭圆的彭赛列闭合 7边形情形:



cre
ass

on

288 第 6章 圆锥曲线

𝑝 = 2.2

𝑞 = 1.84

𝑎 = 2.5

𝑏 = 2

前面已知,若初值设为

𝑢1 = −𝑢2 =
√𝑎 + 𝑝√𝑎 − 𝑝

则闭合条件为 𝑢5 = 0,在上述加倍关系中令𝑚 = 2,即有

4𝑏2(1 − 𝑢2
1)2𝑢4

3 − 𝑞2(𝑢2
1 − 2𝑢2

3 + 𝑢2
1𝑢4

3)2 = 0

代入 𝑢3 的表示

𝑢3 = (𝑎𝑏 + 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞)(𝑎𝑏 + 𝑏𝑝 + 𝑎𝑞)
(𝑎𝑏 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞)(𝑎𝑏 − 𝑏𝑝 + 𝑎𝑞)√𝑎 − 𝑝

𝑎 + 𝑝
后化简并筛选因式,则得到所求闭合条件为:

𝑎6𝑏6 + 2𝑎5𝑏6𝑝 − 𝑎4𝑏6𝑝2 − 4𝑎3𝑏6𝑝3 − 𝑎2𝑏6𝑝4 + 2𝑎𝑏6𝑝5 + 𝑏6𝑝6 + 2𝑎6𝑏5𝑞 − 2𝑎5𝑏5𝑝𝑞
− 2𝑎2𝑏5𝑝4𝑞 + 2𝑎𝑏5𝑝5𝑞 − 𝑎6𝑏4𝑞2 + 2𝑎4𝑏4𝑝2𝑞2 − 𝑎2𝑏4𝑝4𝑞2 − 4𝑎6𝑏3𝑞3 − 4𝑎3𝑏3𝑝3𝑞3

− 𝑎6𝑏2𝑞4 − 2𝑎5𝑏2𝑝𝑞4 − 𝑎4𝑏2𝑝2𝑞4 + 2𝑎6𝑏𝑞5 + 2𝑎5𝑏𝑝𝑞5 + 𝑎6𝑞6 = 0

注记 6.11.9 上述讨论适用于此类双纽线形式的数列

𝐴(𝑎𝑛𝑎𝑛+1)2+2𝐵(𝑎𝑛𝑎𝑛+1)(𝑎𝑛+𝑎𝑛+1)+𝐶(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1)2+2𝐷(𝑎𝑛+𝑎𝑛+1)+2𝐸(𝑎𝑛𝑎𝑛+1)+𝐹 = 0

由此可以导出一些有趣的结果. 例如若数列 {𝑎𝑛}定义为:

𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛−1 = 2𝑎𝑛
4 − 𝑎2𝑛

; 𝑎0 = 0; 𝑎1 = 1
2;

则
(1 − 𝑎4

𝑛)2𝑎2
2𝑛 = 4𝑎2

𝑛 − 16𝑎4
𝑛 + 4𝑎6

𝑛
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6.11.7 闭合多边形的特征点 通过前面的讨论,我们知道,彭赛列闭合多边形可由
单一的参数决定,因而该多边形的特征点的轨迹是一条曲线 (或是一个定点),探讨其表
示和性质是一件有趣的事情. 先从较简单的情形 (𝑛 = 3)开始讨论.

例 6.11.10 若△𝐴𝐵𝐶 外切于圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2,并内接于圆 (𝑥 − 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑅2,求三角
形的重心、垂心等第一类特征点的表示.

𝑑 = 0.5

𝑅 = 2

𝑢 = 0.4

𝐵

𝐴

𝐶

𝐺𝐻

解 闭合条件要求 𝑑2 = 𝑅(𝑅 − 2𝑟),这也正是三角形的欧拉定理. 设三角形的各顶点表
示分别为

𝐴 = 𝑟1 − 𝑢𝑣
1 + 𝑢𝑣 + 𝑟 𝑢 + 𝑣

1 + 𝑢𝑣𝑖, 𝐵 = 𝑟1 − 𝑣𝑤
1 + 𝑣𝑤 + 𝑟𝑣 + 𝑤

𝑣 + 𝑤𝑖, 𝐶 = 𝑟1 − 𝑤𝑢
1 + 𝑤𝑢 + 𝑟 𝑤 + 𝑢

1 + 𝑤𝑢𝑖

则有以下等式

⎧{{{
⎨{{{⎩

(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)(𝑑 − 𝑟 + 𝑅) + 𝑟2(𝑢 + 𝑣)2 + 2(𝑑2 − 𝑟2 − 𝑅2)𝑢𝑣 + (𝑑 + 𝑟 − 𝑅)(𝑑 + 𝑟 + 𝑅)(𝑢𝑣)2 = 0

(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)(𝑑 − 𝑟 + 𝑅) + 𝑟2(𝑣 + 𝑤)2 + 2(𝑑2 − 𝑟2 − 𝑅2)𝑣𝑤 + (𝑑 + 𝑟 − 𝑅)(𝑑 + 𝑟 + 𝑅)(𝑣𝑤)2 = 0

(𝑑 − 𝑟 − 𝑅)(𝑑 − 𝑟 + 𝑅) + 𝑟2(𝑤 + 𝑢)2 + 2(𝑑2 − 𝑟2 − 𝑅2)𝑤𝑢 + (𝑑 + 𝑟 − 𝑅)(𝑑 + 𝑟 + 𝑅)(𝑤𝑢)2 = 0

我们先来简化它们之间的关系,应用闭合条件消元 𝑟:

⎧{{{
⎨{{{⎩

(𝑑 + 𝑅)(𝑑 + 3𝑅) − 2(𝑑2 − 5𝑅2)(𝑢𝑣) + (𝑑 − 3𝑅)(𝑑 − 𝑅)(𝑢𝑣)2 + (𝑑 − 𝑅)(𝑑 + 𝑅)(𝑢 + 𝑣)2 = 0

(𝑑 + 𝑅)(𝑑 + 3𝑅) − 2(𝑑2 − 5𝑅2)(𝑣𝑤) + (𝑑 − 3𝑅)(𝑑 − 𝑅)(𝑢𝑣)2 + (𝑑 − 𝑅)(𝑑 + 𝑅)(𝑣 + 𝑤)2 = 0

(𝑑 + 𝑅)(𝑑 + 3𝑅) − 2(𝑑2 − 5𝑅2)(𝑤𝑢) + (𝑑 − 3𝑅)(𝑑 − 𝑅)(𝑤𝑢)2 + (𝑑 − 𝑅)(𝑑 + 𝑅)(𝑤 + 𝑢)2 = 0

由上面的第一式与第三式相减得

8𝑅2𝑢 + 𝑑2(𝑣 + 𝑤) − 𝑅2(𝑣 + 𝑤) + 𝑑2𝑢2(𝑣 + 𝑤) − 4𝑑𝑅𝑢2(𝑣 + 𝑤) + 3𝑅2𝑢2(𝑣 + 𝑤) = 0
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它与第二式联立即可解出À

⎧{{
⎨{{⎩

𝑣 + 𝑤 = 8𝑅2𝑢
(𝑅 − 𝑑)(𝑅 + 𝑑 + 𝑑𝑢2 − 3𝑅𝑢2)

𝑣𝑤 = (𝑑 + 𝑅)(𝑑 + 3𝑅 + 𝑑𝑢2 − 𝑅𝑢2)
(𝑑 − 𝑅)(𝑑 + 𝑅 + 𝑑𝑢2 − 3𝑅𝑢2)

根据这个关系,就可以导出一些具有对称性质的第一类特征点关于参数 𝑢的有理表示.
重心 𝐺:

𝐺 = 1
3(𝐴 + 𝐵 + 𝐶)

= 𝑑(𝑅2 − 𝑑2 − 𝑑2𝑢2 + 4𝑑𝑅𝑢2 − 3𝑅2𝑢2 − 𝑖𝑑2𝑢 − 4𝑖𝑑𝑅𝑢 − 3𝑖𝑅2𝑢 − 𝑖𝑑2𝑢3 + 𝑖𝑅2𝑢3)
3𝑅(1 − 𝑖𝑢)2(𝑅 + 𝑑 + 𝑖𝑑𝑢 − 𝑖𝑅𝑢)

若转化为直角坐标方程,则有较简单的形式:

(𝑥 − 𝑑
3 )

2
+ 𝑦2 = 𝑑4

9𝑅2

垂心 𝐻:

𝐻 = (𝐵 − 𝐶)(𝐵 + 𝐶 − 𝐴) ̄𝐴 + (𝐶 − 𝐴)(𝐶 + 𝐴 − 𝐵)𝐵̄ + (𝐴 − 𝐵)(𝐴 + 𝐵 − 𝐶) ̄𝐶
(𝐵 − 𝐶) ̄𝐴 + (𝐶 − 𝐴)𝐵̄ + (𝐴 − 𝐵) ̄𝐶

= 𝑑(𝑅2 − 𝑑2 − 𝑑2𝑢2 + 4𝑑𝑅𝑢2 − 3𝑅2𝑢2 − 𝑖𝑑2𝑢 − 4𝑖𝑑𝑅𝑢 − 3𝑖𝑅2𝑢 − 𝑖𝑑2𝑢3 + 𝑖𝑅2𝑢3)
𝑅(1 − 𝑖𝑢)2(𝑅 + 𝑑 + 𝑖𝑑𝑢 − 𝑖𝑅𝑢)

转化为直角坐标方程则是:

(𝑥 + 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑑4

𝑅2

注记 6.11.11 对于△𝐴𝐵𝐶 的非对称特征点 (例如布洛卡点),其轨迹则复杂许多,通常
是高次的非有理曲线.

例 6.11.12 若△𝐴𝐵𝐶 外切于圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2,并内接于圆 (𝑥 − 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑅2,求三角
形的旁心、葛尔刚点等第二类特征点的表示.

解 沿用上例△𝐴𝐵𝐶 的表示,对于第二类特征点,我们先求 𝑠 = tan 𝐴
2 , 𝑡 = tan 𝐵

2 的表
示. 根据内心 𝐼 的表示

→
𝐵𝐼 = 1 − 𝑠𝑡

1 − 𝑖𝑡
→

𝐵𝐶

À另一组解:

⎧{{
⎨{{⎩

𝑣 + 𝑤 = 8𝑅2𝑢
(𝑅 − 𝑑)(𝑅 + 𝑑 + 𝑑𝑢2 − 3𝑅𝑢2)

𝑣𝑤 = 𝑑3 + 𝑑2𝑅 − 𝑑𝑅2 − 𝑅3 + 𝑑3𝑢2 − 3𝑑2𝑅𝑢2 − 9𝑑𝑅2𝑢2 + 27𝑅3𝑢2

(𝑑 − 3𝑅)(𝑑 − 𝑅)(𝑑 + 𝑅 + 𝑑𝑢2 − 3𝑅𝑢2)
并不符合要求.
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其中 𝐼 为内圆的中心,即 𝐼 = 0,于是解出

𝑠 = 𝑅 + 𝑑 + (𝑅 − 𝑑)𝑢𝑤
(𝑅 − 𝑑)𝑢 − (𝑅 + 𝑑)𝑤, 𝑡 = (𝑅 − 𝑑)𝑢 − (𝑅 + 𝑑)𝑤

3𝑅 + 𝑑 + (3𝑅 − 𝑑)𝑢𝑤

根据旁心 𝐼𝐴 的表示
→

𝐵𝐼𝐴 = 𝑠 + 𝑡
𝑖 + 𝑡

→
𝐵𝐶

即可得到

𝐼𝐴 = 𝑟(1 + 𝑖𝑢)(1 + 𝑖𝑤)(𝑑𝑢 − 𝑅𝑢 + 𝑑𝑤 + 𝑅𝑤 + 𝑖𝑑 + 3𝑖𝑅 − 𝑖𝑑𝑢𝑤 + 3𝑖𝑅𝑢𝑤)
(𝑑𝑢 − 𝑅𝑢 + 𝑑𝑤 + 𝑅𝑤)(1 + 𝑢𝑤)

而 𝑤与 𝑢的关系是可由前面 𝑣 + 𝑤和 𝑣𝑤的表示结合韦达定理而得:

(𝑑 − 𝑅)(𝑑 + 𝑅 + 𝑑𝑢2 − 3𝑅𝑢2)𝑤2 + 8𝑅2𝑢𝑤 + (𝑑 + 𝑅)(𝑑 + 3𝑅 + 𝑑𝑢2 − 𝑅𝑢2) = 0

以上两式联立消元 𝑤后得到 𝐼𝐴 与 𝑢的方程

(1 − 𝑖𝑢)(𝑑 + 𝑅 + 𝑖𝑑𝑢 − 𝑖𝑅𝑢)𝐼2
𝐴 + 4𝑅(𝑟 + 2𝑖𝑑𝑢 + 𝑟𝑢2)𝐼𝐴 + 8𝑟𝑅2(1 + 𝑖𝑢)2 = 0

若转化为直角坐标方程,即令 𝐼𝐴 = 𝑥 + 𝑦𝑖,代入后分离实部和虚部后消元参数 𝑢,则得到
其轨迹方程为

(𝑥 − 2𝑑)2 + 𝑦2 = 4𝑅2

同理,根据葛尔刚点的表示

→
𝐵𝐺𝑒 = (1 + 𝑖𝑠)(1 − 𝑖𝑠 − 2𝑖𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

(1 − 𝑖𝑡)2(1 + 𝑠2 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)
→

𝐵𝐶

可导出

𝐺𝑒 = 2𝑑𝑟(𝑑2 + 4𝑑𝑅 + 3𝑅2 + 𝑑2𝑢2 − 9𝑅2𝑢2 + 𝑖𝑑2𝑢 − 9𝑖𝑅2𝑢 + 𝑖𝑑2𝑢3 − 4𝑖𝑑𝑅𝑢3 + 3𝑖𝑅2𝑢3)
(𝑑 − 3𝑅)(𝑑 + 3𝑅)(1 − 𝑖𝑢)2(𝑑 + 𝑅 + 𝑖𝑑𝑢 − 𝑖𝑅𝑢)

转化为直角坐标方程则为

(𝑥 + 6𝑑𝑟𝑅
9𝑅2 − 𝑑2 )2 + 𝑦2 = 4𝑑4𝑟2

(9𝑅2 − 𝑑2)2

上述方法对于一般圆锥曲线情形都是适用的. 我们再举一个示例.

例 6.11.13 若△𝐴𝐵𝐶 是椭圆 𝑥2
𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1的内接最大周长三角形,证明它的 Mitten-
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punkt点 𝑋9 是椭圆的中心.

𝑎 = 2.2

𝑏 = 1.7

𝐴

𝐵

𝐶
𝑋9

证明 (法一) 根据前面的讨论, 椭圆的内接最大周长三角形外切于一个共焦的椭圆
𝑥2
𝑝2 + 𝑦2

𝑞2 = 1,其中 𝑝、𝑞之值满足共焦条件和彭赛列闭合条件:

𝑝2 − 𝑞2 = 𝑎2 − 𝑏2 (1)

𝑎𝑞 + 𝑏𝑝 = 𝑎𝑏 (2)

由此,可设光反射三角形的三个顶点分别为

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝐴 = 𝑝1 − 𝑢𝑣
1 + 𝑢𝑣 + 𝑞 𝑢 + 𝑣

1 + 𝑢𝑣𝑖

𝐵 = 𝑝1 − 𝑣𝑤
1 + 𝑣𝑤 + 𝑞 𝑣 + 𝑤

1 + 𝑣𝑤𝑖

𝐶 = 𝑝1 − 𝑤𝑢
1 + 𝑤𝑢 + 𝑞 𝑤 + 𝑢

1 + 𝑤𝑢𝑖

参数 𝑢、𝑣、𝑤满足以下方程

𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑝2 + (2𝑎2𝑏2 + 2𝑏2𝑝2)𝑢𝑣 + (𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑝2)𝑢2𝑣2 − 𝑎2𝑞2(𝑢 + 𝑣)2 = 0 (3)

𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑝2 + (2𝑎2𝑏2 + 2𝑏2𝑝2)𝑣𝑤 + (𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑝2)𝑣2𝑤2 − 𝑎2𝑞2(𝑣 + 𝑤)2 = 0 (4)

𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑝2 + (2𝑎2𝑏2 + 2𝑏2𝑝2)𝑤𝑢 + (𝑎2𝑏2 − 𝑏2𝑝2)𝑤2𝑢2 − 𝑎2𝑞2(𝑤 + 𝑢)2 = 0 (5)

我们先来简化它们之间的关系. 对 (4)应用 (2)消元 𝑝,化简得到

(2𝑏 − 𝑞)𝑞𝑣2𝑤2 − 𝑞2(𝑣 + 𝑤)2 + 2(2𝑏2 − 2𝑏𝑞 + 𝑞2)𝑣𝑤 + (2𝑏 − 𝑞)𝑞 = 0 (6)

由 (3)与 (5)相减得

2(𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑝2 − 𝑎2𝑞2)𝑢 − 𝑎2𝑞2(𝑣 + 𝑤) + 𝑏2(𝑎 − 𝑝)(𝑎 + 𝑝)𝑢2(𝑣 + 𝑤) = 0
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再应用 (2)消元 𝑝,化简得到

4𝑏2𝑢 − 4𝑏𝑞𝑢 + (−𝑞2 + 2𝑏𝑞𝑢2 − 𝑞2𝑢2)(𝑣 + 𝑤) = 0 (7)

联立 (6)和 (7)即可解得

⎧{{
⎨{{⎩

𝑣 + 𝑤 = 4𝑏(𝑏 − 𝑞)𝑢
𝑞(𝑞𝑢2 − 2𝑏𝑢2 + 𝑞)

𝑣𝑤 = 𝑞𝑢2 − 2𝑏 + 𝑞
𝑞𝑢2 − 2𝑏𝑢2 + 𝑞

根据韦达定理而知, 𝑤与 𝑢的关系是 (𝑣也是同样的):

𝑞(2𝑏 − 𝑞 − 𝑞𝑢2) + 4𝑏(𝑏 − 𝑞)𝑢𝑤 − 𝑞(𝑞 − 2𝑏𝑢2 + 𝑞𝑢2)𝑤2 = 0

接下来我们再求 𝑠 = tan 𝐴
2 , 𝑡 = tan 𝐵

2 的表示. 因为△𝐴𝐵𝐶 的内心 𝐼 也是椭圆在各
顶点处的法线的交点,考虑 𝐴、𝐶 两点处的法线,即可求出

𝐼 = (𝑎2 − 𝑏2)𝑝(1 − 𝑢2)(1 − 𝑢𝑣)(1 − 𝑢𝑤)
𝑎2(1 + 𝑢2)(1 + 𝑢𝑣)(1 + 𝑢𝑤) − 2(𝑎2 − 𝑏2)𝑞𝑢(𝑢 + 𝑣)(𝑢 + 𝑤)

𝑏2(1 + 𝑢2)(1 + 𝑢𝑣)(1 + 𝑢𝑤)𝑖

利用 𝑣、𝑤的关系进一步简化得到它关于单参数 𝑢的表示

𝐼 = 𝑎(𝑏 − 2𝑞)(1 − 𝑢2)(𝑞 − 2𝑏𝑢 + 𝑞𝑢2)(𝑞 + 2𝑏𝑢 + 𝑞𝑢2)
(𝑏 + 𝑞)(1 + 𝑢2)(𝑞2 + 4𝑏2𝑢2 − 8𝑏𝑞𝑢2 + 2𝑞2𝑢2 + 𝑞2𝑢4)

− 2𝑏(𝑏 − 2𝑞)𝑢(𝑞 − 2𝑏𝑢2 + 𝑞𝑢2)(𝑞 − 2𝑏 + 𝑞𝑢2)
(2𝑏 − 𝑞)(1 + 𝑢2)(𝑞2 + 4𝑏2𝑢2 − 8𝑏𝑞𝑢2 + 2𝑞2𝑢2 + 𝑞2𝑢4) 𝑖

从而由
→

𝐵𝐼 = 1−𝑠𝑡
1−𝑖𝑡

→
𝐵𝐶 求解得到À

⎧{{
⎨{{⎩

𝑠 = 𝑏(𝑏 − 𝑞)(4𝑏2𝑢 − 6𝑏𝑞𝑢 + 2𝑏𝑞𝑢3 − 𝑞2𝑤 + 2𝑏𝑞𝑢2𝑤 − 2𝑞2𝑢2𝑤 + 2𝑏𝑞𝑢4𝑤 − 𝑞2𝑢4𝑤)
𝑎(2𝑏 − 𝑞)(𝑞2 + 4𝑏2𝑢2 − 8𝑏𝑞𝑢2 + 2𝑞2𝑢2 + 𝑞2𝑢4)

𝑡 = 𝑎(2𝑏2𝑢 − 2𝑏𝑞𝑢 − 𝑞2𝑤 + 2𝑏𝑞𝑢2𝑤 − 𝑞2𝑢2𝑤)
𝑏(𝑏 − 𝑞)(𝑏 + 𝑞)(1 + 𝑢2)

Mittenpunkt点 𝑋9的表示可查表得到,根据其重心坐标转化而有

→
𝐵𝑋9 = (𝑠 + 𝑡)(1 + 𝑠2 + 𝑖𝑡 − 𝑖𝑠2𝑡 − 2𝑖𝑠𝑡2)

2𝑠(1 − 𝑖𝑡)(1 + 𝑠2 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)
→

𝐵𝐶

将以上表示代入,并利用 𝑤、𝑢的关系化简可得 𝑋9 = 0.

À 注: 这里为了表示的简洁,利用了前面的关系进行化简.
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这个证明是直接的, 但计算量非常大. 如果我们做逆向的考察: “给定一个三角形
△𝐴𝐵𝐶,若它是某个外接椭圆的光反射三角形,则其Mittenpunkt点 𝑋9 为椭圆的中心”.
则证明会容易得多.

证明 (法二) 令 𝑠 = tan 𝐴
2 , 𝑡 = tan 𝐵

2 ,则△𝐴𝐵𝐶 的顶点及其内心有表示:

→
𝐵𝐴 = (𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶,
→

𝐵𝐼 = 1 − 𝑠𝑡
1 − 𝑖𝑡

→
𝐵𝐶

根据 (6.3.3),三角形的外接椭圆可表示为

→
𝐵𝑃 = (1 − 𝑢)(𝑝𝑠 + 𝑝𝑡 − 𝑝𝑠2𝑡 − 𝑝𝑠𝑡2 − 𝑠𝑢 + 2𝑖𝑠𝑡𝑢 + 𝑠𝑡2𝑢)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2(𝑝 − 𝑢 − 𝑝𝑢 + 𝑞𝑢 + 𝑢2)
→

𝐵𝐶

它在各顶点处的一个切向量分别是

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝑣𝐴𝑣𝐴𝑣𝐴 = lim
𝑢→0

𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝑃 = −𝑞𝑠 + 𝑡 − 𝑞𝑡 + 2𝑖𝑠𝑡 − 𝑠2𝑡 + 𝑞𝑠2𝑡 + 𝑞𝑠𝑡2

𝑝𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

𝑣𝐵𝑣𝐵𝑣𝐵 = lim
𝑢→1

𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝑃 = 𝑠 − 𝑝𝑠 − 𝑝𝑡 − 2𝑖𝑠𝑡 + 𝑝𝑠2𝑡 − 𝑠𝑡2 + 𝑝𝑠𝑡2

𝑞𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

𝑣𝐶𝑣𝐶𝑣𝐶 = lim
𝑢→∞

𝑢2 𝑑
𝑑𝑢

→
𝐵𝑃 = 𝑞𝑠 + 𝑝𝑡 + 2𝑖𝑝𝑠𝑡 − 2𝑖𝑞𝑠𝑡 − 𝑝𝑠2𝑡 − 𝑞𝑠𝑡2

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2
→

𝐵𝐶

这三者各自与线段 𝐼𝐴、𝐼𝐵、𝐼𝐶 垂直,由此解出

𝑝 = 𝑠(1 + 𝑡2)
(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡) , 𝑞 = (1 + 𝑠2)𝑡

(𝑠 + 𝑡)(1 − 𝑠𝑡)

椭圆的中心 𝑂的表示恰好就是 𝑋9 的表示

→
𝐵𝑋9 = (𝑠 + 𝑡)(1 + 𝑠2 + 𝑖𝑡 − 𝑖𝑠2𝑡 − 2𝑖𝑠𝑡2)

2𝑠(1 − 𝑖𝑡)(1 + 𝑠2 + 𝑠𝑡 + 𝑡2)
→

𝐵𝐶

注记 6.11.14 对于内切的共焦椭圆,根据 (6.4.9)可设为

→
𝐵𝑃 = 𝜆(−𝑠 + 2𝑖𝑠𝑡 + 𝑠𝑡2 − 𝑠𝑢2𝜇 − 𝑡𝑢2𝜇 + 𝑠2𝑡𝑢2𝜇 + 𝑠𝑡2𝑢2𝜇)

𝑠(𝑖 + 𝑡)2(1 − 2𝑢 + 𝑢2 + 𝜆 + 𝑢2𝜆𝜇)
→

𝐵𝐶

根据共焦的条件,由Marden定理而求解出

𝜆 = 𝑡(𝑠 + 𝑡)
1 − 𝑠𝑡 , 𝜇 = 1 − 𝑠𝑡

𝑠(𝑠 + 𝑡)
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即得内切共焦椭圆的表示

→
𝐵𝑃 = 𝑡(𝑠 + 𝑡)(𝑠 − 𝑖𝑠𝑡 − 𝑖𝑢 + 𝑖𝑠𝑡𝑢)(𝑠 − 𝑖𝑠𝑡 + 𝑖𝑢 − 𝑖𝑠𝑡𝑢)

𝑠(1 − 𝑖𝑡)2(𝑠 + 𝑠𝑡2 − 2𝑠𝑢 + 2𝑠2𝑡𝑢 + 𝑠𝑢2 + 𝑡𝑢2 − 𝑠2𝑡𝑢2 − 𝑠𝑡2𝑢2)
→

𝐵𝐶

对于较小边数的彭赛列多边形,一般可依照上述方法计算求解,但对于任意的 𝑛边
形,还需要利用一些椭圆函数的知识.

例 6.11.15 若 𝑛边形外切于圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2,并内接于圆 (𝑥 − 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑅2,求该 𝑛
边形重心的轨迹.

解 延续前面双心多边形 (6.11.3)的讨论,根据闭合多边形的积分表示,知各切点的参
数 𝑢𝑘 满足

∫
𝑢𝑘+1

𝑢1

1
√1 + 𝑞−1

𝑝−1 𝑢2√1 + 𝑝+1
𝑞+1 𝑢2

𝑑𝑢 = 𝑘
𝑛 ∫

+∞

−∞

1
√1 + 𝑞−1

𝑝−1 𝑢2√1 + 𝑝+1
𝑞+1 𝑢2

𝑑𝑢

它可被改写为

∫
√ 𝑝+1

𝑞+1 𝑢𝑘+1

√ 𝑝+1
𝑞+1 𝑢1

1
√(1 + 𝑡2)(1 + (1 − 𝑚)𝑡2)

= 𝑘
𝑛 ∫

∞

−∞

1
√(1 + 𝑡2)(1 + (1 − 𝑚)𝑡2)

其中𝑚 = 𝑝2−𝑞2

𝑝2−1 ,若令

𝑧 = ∫
√ 𝑝+1

𝑞+1 𝑢1

0

𝑑𝑡
√(1 + 𝑡2)(1 + 𝑡2 − 𝑚𝑡2)

则

𝑢𝑘 = √𝑞 + 1
𝑝 + 1𝑠𝑐 (𝑧 + 2(𝑘 − 1)

𝑛 𝐾(𝑚))

其中 𝑠𝑐(𝑧)是雅克比椭圆函数,它的定义是如下椭圆积分的反演:

𝑧 = ∫
𝑠𝑐(𝑧)

0

𝑑𝑡
√(1 + 𝑡2)(1 + 𝑡2 − 𝑚𝑡2)

而𝐾(𝑚)是第一类完全椭圆函数积分：

𝐾(𝑚) =

𝜋
2

∫
0

𝑑𝜃
√1 − 𝑚sin2𝜃

=
∞

∫
0

𝑑𝑡
√(1 + 𝑡2)(1 − 𝑡2 + 𝑚𝑡2)
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于是, 𝑛边形的重心可表示为

𝑥𝐺 = 𝑟
𝑛

𝑛
∑
𝑘=1

1 − 𝑢𝑘𝑢𝑘+1
1 + 𝑢𝑘𝑢𝑘+1

= 𝑟
𝑛

𝑛−1
∑
𝑘=0

(𝑝 + 1) − (𝑞 + 1)𝑠𝑐(𝑧 + 2𝑘
𝑛 𝐾(𝑚))𝑠𝑐(𝑧 + 2(𝑘+1)

𝑛 𝐾(𝑚))
(𝑝 + 1) + (𝑞 + 1)𝑠𝑐(𝑧 + 2𝑘

𝑛 𝐾(𝑚))𝑠𝑐(𝑧 + 2(𝑘+1)
𝑛 𝐾(𝑚))

𝑦𝐺 = 𝑟
𝑛

𝑛
∑
𝑘=1

𝑢𝑘 + 𝑢𝑘+1
1 + 𝑢𝑘𝑢𝑘+1

= 𝑟
𝑛√(𝑝 + 1)(𝑞 + 1)

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑠𝑐(𝑧 + 2𝑘
𝑛 𝐾(𝑚)) + 𝑠𝑐(𝑧 + 2(𝑘+1)

𝑛 𝐾(𝑚))
(𝑝 + 1) + (𝑞 + 1)𝑠𝑐(𝑧 + 2𝑘

𝑛 𝐾(𝑚))𝑠𝑐(𝑧 + 2(𝑘+1)
𝑛 𝐾(𝑚))

雅克比椭圆函数 𝑠𝑐(𝑧)的实周期和虚周期分别为 2𝐾(𝑚)、4𝑖𝐾(1 − 𝑚),由此易知 𝑥𝐺 与
𝑦𝐺 有相同的周期: 2

𝑛 𝐾(𝑚)和 2𝑖𝐾(1 − 𝑚). 另外二者也有相同的二阶极点:

1
𝑛(2𝑘 + 1)𝐾(𝑚) + (2𝑗 + 1)𝑖𝐾(1 − 𝑚); {𝑘 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑁}

在周期平行四边形内,设两个极点分别为 𝑧1 和 𝑧2. 在 𝑧1 处,它们的洛朗展开分别是:

𝑥𝐺 = −𝜆
(𝑧 − 𝑧1)2 − 𝑎 + ..., 𝑦𝐺 = −𝜆𝑖

(𝑧 − 𝑧1)2 − 𝑏𝑖 + ...

其中 𝜆, 𝑎, 𝑏均为实数. 在 𝑧2 处,洛朗展开又为:

𝑥𝐺 = −𝜆
(𝑧 − 𝑧2)2 − 𝑎 + ..., 𝑦𝐺 = 𝜆𝑖

(𝑧 − 𝑧2)2 + 𝑏𝑖 + ...

因此,构造函数 𝑓(𝑧) = (𝑥𝐺 + 𝑎 − 𝑏)2 + 𝑦𝐺
2,可使得 𝑓(𝑧)的极点消失 À,根据刘维尔定

理,没有奇点的双周期函数必是常数,因此重心的轨迹是一个圆.

À参考: 《Centers of mass of Poncelet polygons, 200 years after》(by Richard Schwartz and Serge Tabachnikov)
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本章我们先介绍一些经典的有理曲线,它们曾是古典几何研究的一部分,亦在某些
方面有切实的应用. 为使行文简洁,我们仅介绍它们的有理参数表示,而不介绍其几何
性质,感兴趣的读者可参阅相关文献资料.

7.1 三次有理曲线

7.1.1 环索线 环索线是著名的三次有理曲线,在工程上也有广泛的应用.

定义 7.1.1 给定直线 𝑙及其上一定点 𝑂,另一定点 𝐴在直线外,动点 𝑃 在直线 𝑙上,在
直线 𝐴𝑃 上的点 𝑄使得 |𝑃𝑄| = |𝑂𝑃 |,则 𝑄点的轨迹称为环索线.

𝑂
𝑃

𝐴

𝑄

𝑄′

解 因为 𝑂 和 𝐴 均是定点, 所以我们选取
→

𝑂𝐴 为基向量. 定直线 𝑙 上的点 𝑃 可视
为由 𝑂𝐴 经固定的角度 𝜃 旋转和任意长度的缩放而得, 故可设

→
𝑂𝑃 = 𝑡𝑒𝑖𝜃 →

𝑂𝐴. 根据
|𝑃𝑄| = |𝑂𝑃 |知 𝑄在以 𝑃 为圆心, 𝑂𝑃 为半径的圆上,又令

→
𝑃𝑄 = 1 + 𝑖𝑢

1 − 𝑖𝑢
→

𝑃𝑂
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将其改写为基向量 𝑂𝐴的表示则是

→
𝑂𝑄 = 2𝑡𝑢

𝑖 + 𝑢𝑒𝑖𝜃 →
𝑂𝐴

由 𝐴、𝑃、𝑄三点共线知

2𝑡𝑢 − 2𝑢 cos 𝜃 − sin 𝜃 + 𝑢2 sin 𝜃 = 0

解出 𝑡,代回则得到点 𝑄的表示

→
𝑂𝑄 = (2𝑢 cos 𝜃 + sin 𝜃 − 𝑢2 sin 𝜃)

𝑖 + 𝑢 𝑒𝑖𝜃 →
𝑂𝐴

若要将上式用有理参数进行表示,可再令 𝑒𝑖𝜃 = 1+𝑖𝑠
1−𝑖𝑠 ,则

→
𝑂𝑄 = 2(𝑠 + 𝑢)(1 − 𝑠𝑢)

(1 − 𝑖𝑠)2(𝑖 + 𝑢)
→

𝑂𝐴 (7.1.1)

当 𝜃 = 𝜋
2 时, 𝑄点的轨迹称为正环索线,其表示为

→
𝑂𝑄 = 1 − 𝑢2

1 − 𝑖𝑢
→

𝑂𝐴

7.1.2 叶形线 叶形线是著名科学家笛卡尔研究一簇花瓣和叶形曲线特征时所列给
出的,它的另一个较为诗意的名字是 “茉莉花瓣曲线”,其中一个定义是

定义 7.1.2 给定以 𝐶 为中心且经过点 𝑂的圆,作 𝐶𝐷⊥𝑂𝐶 交圆于点 𝐷,过 𝑂点的直
线 𝑙与 𝐶𝐷和圆分别交于点 𝐴、𝐵. 在 𝑙上作点𝑀 ,使得 𝑂𝑀 = 𝐴𝐵. 若直线 𝑙上的动点
𝑃 使得 (𝑂𝑀𝑃 𝐴) = −1,则 𝑃 点的轨迹是为叶形线.

𝑂

𝑎 = 2

𝐶

𝐷

𝑢 = 0.5

𝐴

𝐵

𝑀
𝑃
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解 以
→

𝑂𝐶 为基向量,易知
→

𝑂𝐷 = (1 + 𝑖)
→

𝑂𝐶. 根据 (2.2.3)又可设圆上的点 𝐵的表示为:

→
𝑂𝐵 = 2

1 − 𝑖𝑢
→

𝑂𝐶

进而求出 𝑂𝐵与 𝐶𝐷的交点 𝐴为
→

𝑂𝐴 = (1 + 𝑖𝑢)
→

𝑂𝐶

根据 𝑂𝑀 = 𝐴𝐵,若限定𝑀 点在线段 𝑂𝐵内,则又可解出

→
𝑂𝑀 = 1 − 𝑢2

1 − 𝑖𝑢
→

𝑂𝐶

再由 (𝑂𝑀𝑃𝐴) = −1,即 𝑂−𝑃
𝑂−𝐴

𝑀−𝐴
𝑀−𝑃 = −1得到叶形线的表示

→
𝑂𝑃 = (1 + 𝑖𝑢)(1 − 𝑢2)

1 + 3𝑢2
→

𝑂𝐶 (7.1.2)

7.1.3 蔓叶线 据史料记载,早在公元前 250 100年前,古希腊狄克雷斯为了解决倍
立方问题,已对此曲线展开了研究.

定义 7.1.3 给定一个圆,及圆上的两个定点 𝑂和 𝑇 ,设 𝐴是圆上的一个动点,直线 𝑂𝐴
与设圆在 𝑇 处的切线相交于点 𝐵,若直线 𝑂𝐴上的点 𝑃 使得 𝑂𝑃 = 𝐴𝐵,则 𝑃 的轨迹是
一条蔓叶线.

𝑂

𝑇

𝐴

𝐵

𝑃

解 以
→

𝑂𝑇 为基向量,则圆上点 𝐴的表示可设为
→

𝑂𝐴 = 1 + 𝑖𝑠
1 − 𝑖𝑢

→
𝑂𝑇
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圆在 𝑇 处的一个切向量是

𝑣𝑇𝑣𝑇𝑣𝑇 = lim
𝑢→−𝑠

𝑑
𝑑𝑢 ( 1 + 𝑖𝑠

1 − 𝑖𝑢)
→

𝑂𝑇 = 1
𝑠 − 𝑖

→
𝑂𝑇

设
→

𝑂𝐵 = 𝜆
→

𝑂𝐴,根据 𝑣𝑇𝑣𝑇𝑣𝑇 //
→

𝑂𝐵即可解出

𝜆 = 1 + 𝑢2

1 − 𝑠2 − 2𝑠𝑢

再由 𝑂𝑃 = 𝐴𝐵知
→

𝑂𝑃 =
→

𝐴𝐵,从而得到 𝑃 点的参数表示

→
𝑂𝑃 = (1 + 𝑖𝑠)(𝑠 + 𝑢)2

(1 − 𝑖𝑢)(1 − 𝑠2 − 2𝑠𝑢)
→

𝑂𝑇 (7.1.3)

特别地,如果 𝑂𝑇 是圆的直径, 𝑃 点的轨迹称为正蔓叶线. 此时 𝑠 = 0并有

→
𝑂𝑃 = 𝑢2

1 − 𝑖𝑢
→

𝑂𝑇

7.1.4 三等分角线 顾名思义,三等分角线是为了解决 “三等分角难题”而构造出的
曲线. 历史上数学家们曾对此问题的研究非常热衷,虽然现已证明仅用尺规作图无法达
成这一目的,但这些成果却得以保留. 其中,麦克劳林三等分角线是比较知名的,它的表
述如下:

定义 7.1.4 给定一条线段 𝐴𝐵,过端点 𝐴、𝐵分别作直线 𝑙、𝑙′,它们与 𝐴𝐵的夹角分别
为 𝛼、𝛽,若 𝛼 ∶ 𝛽 = 1 ∶ 3,则两直线的交点轨迹为麦克劳林三等分角线.

𝐴

𝑃

𝐵

𝛽
𝛼

解 根据三角形的角角边表示,有

→
𝐴𝑃 = 𝑒𝑖2𝛼(1 − 𝑒−𝑖2𝛽)

1 − 𝑒𝑖(2𝛼−2𝛽)
→

𝐴𝐵 = 𝑒𝑖2𝛼(1 − 𝑒−𝑖6𝛼)
1 − 𝑒−𝑖4𝛼

→
𝐴𝐵
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作代换

𝑒𝑖2𝛼 = 1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢

即可将其化为有理参数表示的形式

→
𝐴𝑃 = 3 − 𝑢2

2(1 − 𝑖𝑢)
→

𝐴𝐵 (7.1.4)

7.2 四次有理曲线

7.2.1 蜗牛线

定义 7.2.1 给定一圆及其上的一个定点 𝑂,任作一条直线 𝑙交圆周于另一点 𝑄. 若在 𝑙
上取点 𝑃 ,使得 𝑃𝑄之长为定值,则 𝑃 点的轨迹称为蜗牛线.

𝑂

𝑄

𝑠 = 1.1

𝑃

𝑃 ′

解 设 𝑂点关于圆的对径点为 𝐴,则圆上的点 𝑄可表示为

→
𝑂𝑄 = 1

1 − 𝑖𝑡
→

𝑂𝐴

又设 |𝑃𝑄|与直径之比为 𝜆,以及
→

𝑂𝑃 = 𝑘
→

𝑂𝑄,不难得到方程:

1 − 2𝑘 + 𝑘2 − 𝜆2 − 𝑡2𝜆2 = 0

为了有理地表示出 𝑘,考虑代换 𝑡 → 2𝑢
1−𝑢2 ,则

𝑘 = 1 ± 𝜆1 + 𝑢2

1 − 𝑢2

因为我们尚未限定 𝑢的取值范围,所以任选其中一解即可,于是就得到了蜗牛线的一个
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参数表示
→

𝑂𝑃 = (1 − 𝑢2) + 𝜆(1 + 𝑢2)
(1 − 𝑖𝑢)2

→
𝑂𝐴 (7.2.1)

式中 𝑢的取值范围是整个实数域.

特别地, 𝜆 = 1时的情形也称为心脏线,其参数表示为

→
𝑂𝑃 = 2

(1 − 𝑖𝑢)2
→

𝑂𝐴

𝑂

𝑄

𝑃

𝑃 ′

7.2.2 水滴线 固定三角形的其中两个顶点,并指定另一个顶点在某条曲线上做运
动,考察它的特征点随之变化所产生的曲线,这是一类比较有意思的问题.

定义 7.2.2 对于△𝐴𝐵𝐶,固定 𝐵、𝐶 两点,若点 𝐴在经过点 𝐵且圆心在 𝐵𝐶 上的一个
圆上做运动,则△𝐴𝐵𝐶 的正布洛卡点所描绘的是一条水滴形曲线.

𝑎 = 2.4

𝑠 = 1.6

𝐵 𝐶

𝑢 = 1.2

𝐴

𝑃

解 我们假设圆的直径与线段 𝐵𝐶 之比为 𝜆,则圆上的点 𝐴可表示为
→

𝐵𝐴 = 𝜆
1 − 𝑖𝑢

→
𝐵𝐶
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根据 (3.4.5), △𝐴𝐵𝐶 的正布洛卡点 𝑃 的表示即为

→
𝐵𝑃 = 𝜆2

1 + 𝑢2 − 𝜆 + 𝜆2 − 𝑖𝑢𝜆
→

𝐵𝐶 (7.2.2)

上述水滴线与直线 𝐵𝐶 的另一个交点 𝑇 是

→
𝐵𝑇 = lim

𝑢→0

→
𝐵𝑃 = 𝜆2

1 − 𝜆 + 𝜆2
→

𝐵𝐶

如果我们考虑以
→

𝐵𝑇 作为基向量,则水滴线的表示可简化为

→
𝐵𝑃 = 1

1 − 2𝑖𝑘𝑣 + 𝑣2
→

𝐵𝑇 (7.2.3)

其中

𝑘 = 𝜆
2
√

1 − 𝜆 + 𝜆2 , 𝑣 = 𝑢√
1 − 𝜆 + 𝜆2

7.3 其他有理曲线

7.3.1 蚌线

定义 7.3.1 设某一曲线 𝐶 和一个定点 𝑂(这一定点称为 “极”),过点 𝑂引一束射线,并
且在每一条射线上从它和已知曲线的交点向两边作等长的线段 𝑙,这些线段末端的轨迹
就是一种新的曲线,叫作原曲线关于已知极的蚌线.

前面所述的蜗牛线即是蚌线的一种. 若 𝐶 是一条直线,对应的是为尼科米兹蚌线.

𝑂
𝑇

𝑄

𝑠 = 1.7

𝑃

若设直线上与 𝑂最近的点是 𝑇 ,线段 𝑙的长度等于 𝜆𝑂𝑇 ,则它的一个参数表示是:

→
𝑂𝑃 = ((1 + 𝑖𝑢)2

1 − 𝑢2 + 𝜆1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢)

→
𝑂𝑇
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又若 𝐶 是一条以 𝑂点为顶点的抛物线,设其焦点为 𝑇 ,线段 𝑙的长度等于 𝜆𝑂𝑇 ,则该蚌
线的一个参数表示是:

→
𝑂𝑃 = (8𝑖𝑢(1 − 𝑖𝑢)2

(1 − 𝑢2)2 + 𝜆 𝑖 + 𝑢
1 + 𝑖𝑢)

→
𝑂𝑇

7.3.2 玫瑰线 玫瑰线曾被中世纪的葡萄牙水手用于航海方向的指引,故又称为 “罗
盘线”. 其一般的表示是极坐标方程：𝜌 = 𝑎 sin 𝑛𝜃,一般这里 𝑛是某个正整数. 我们容易
将其改写为有理参数表示的形式,这只需要令 𝑒𝑖𝜃 = 1+𝑖𝑢

1−𝑖𝑢 即可,其表示为

𝑧 = 𝑎 sin 𝑛𝜃𝑒𝑖𝜃 = 𝑎
2𝑖 ((1 + 𝑖𝑢

1 − 𝑖𝑢)
𝑛+1

− (1 + 𝑖𝑢
1 − 𝑖𝑢)

−𝑛+1
)

𝑛 = 2时,对应的是四叶玫瑰线, 𝑛 = 3时,是三叶玫瑰线.

𝑎 = 2.3

𝑎 = 2.3

7.3.3 旋轮线 旋轮线又称为转迹线或轮转曲线,是指一条动曲线沿一条定曲线无
滑动地滚动时,动曲线上的一定点 (或与之关联的某个定点)𝑇 所形成的轨迹. 它所包含
的内容十分丰富,摆线、外摆线、内摆线、次摆线、渐伸线等等皆属于旋轮线.

我们先来导出旋轮线的一般表示:

设与定曲线关联的一个基向量是
→

𝐴𝐵,定曲线上的任意点𝑃 有表示
→

𝐴𝑃 = 𝑧1(𝑢)
→

𝐴𝐵;

又设动曲线关联的一个基向量是
→

𝐶𝐷,动曲线上的任意点 𝑄有表示
→

𝐶𝑄 = 𝑧2(𝑣)
→

𝐶𝐷,与

之关联的定点 𝑇 有表示
→

𝐶𝑇 = 𝑤
→

𝐶𝐷.
当动曲线沿定曲线作无滑动地滚动时,在相切处 𝑃、𝑄两点重合,此时点 𝑇 以基向

量
→

𝐴𝐵的表示设为
→

𝐴𝑇 = 𝑧
→

𝐴𝐵,则由以上表示知

→
𝑇 𝑃 = (𝑧1 − 𝑧)

→
𝐴𝐵 = (𝑧2 − 𝑤)

→
𝐶𝐷 (a)

定曲线与动曲线在 𝑃 点处的切向量是平行的

𝑑𝑧1
𝑑𝑢

→
𝐴𝐵 = 𝑘𝑑𝑧2

𝑑𝑣
→

𝐶𝐷
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这里的 𝑘应大于 0,因为在滚动时它们行进的方向是一致的. 另外,二者滚动的微元距离
也应相等

𝑑𝑠 = |𝑑𝑧1
→

𝐴𝐵 | = |𝑑𝑧2
→

𝐶𝐷 |

于是由这两式又知

𝑑𝑧1
→

𝐴𝐵 = 𝑑𝑧2
→

𝐶𝐷 (b)

根据 (a)和(b)即得方程
𝑑𝑧1

(𝑧1 − 𝑧) = 𝑑𝑧2
(𝑧2 − 𝑤)

在实际的应用中,通常基向量
→

𝐴𝐵和
→

𝐶𝐷的模长均是单位 1. 因此,我们可在复平面
上重新表述结论如下:

命题 7.3.2 复平面上,若动曲线 𝑧2 沿定曲线 𝑧1 作无滑动地滚动,则与动曲线关联的定
点 𝑇 所形成的轨迹 𝑧为:

𝑧 = 𝑧1 + 𝑑𝑧1
𝑑𝑧2

(𝑇 − 𝑧2); |𝑑𝑧1| = |𝑑𝑧2| (7.3.1)

下面我们来看一些具体的示例.

例 7.3.3 (摆线) 摆线是指一个圆在一条定直线上滚动时,圆周上一个定点的轨迹.

𝑟 = 1

𝑡 = 1.3

解 在复平面上求解: 定直线可表示为 𝑧1 = 𝑢,圆可表示为 𝑧2 = 𝑟𝑒𝑖𝜃,圆周上的定点 𝑇
不妨设为 𝑇 = 𝑟,则有

𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑑𝑢
𝑑𝜃 (1 − 𝑒−𝑖𝜃); |𝑑𝑢| = |𝑟𝑑𝜃|

由此得到摆线的一般表示是

𝑧 = (𝐶 + 𝑟𝜃 − 𝑟 sin 𝜃) + 𝑖𝑟(1 − cos 𝜃)

另一个解
𝑧 = (𝐶 − 𝑟𝜃 + 𝑟 sin 𝜃) − 𝑖𝑟(1 − cos 𝜃)

对应的是圆在直线之下滚动,通常这是不会出现的情形.
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例 7.3.4 (内摆线/外摆线) 一个动圆沿一个定圆作无滑动的滚动,若动圆位于定圆之
内,则动圆上定点的轨迹称为内摆线,反之称为外摆线.

𝑡 = 2.7

𝐶 = 0

𝑟 = 0.7

𝑡 = −3.5

𝐶 = 0.5

𝑟 = 0.45

解 不妨设定圆的表示为 𝑧1 = 𝑅𝑒𝑖𝜃,动圆的表示为 𝑧2 = 𝑟𝑒𝑖𝜑,动圆上的定点 𝑇 = 𝑟,则
根据 (7.3.1)容易得到内摆线的表示

𝑧 = (𝑅 − 𝑟) cos 𝜃 + 𝑟 cos(𝐶 + 𝑅 − 𝑟
𝑟 𝜃) + 𝑖(𝑅 − 𝑟) sin 𝜃 − 𝑖𝑟 sin (𝐶 + 𝑅 − 𝑟

𝑟 𝜃)

和外摆线的表示

𝑧 = (𝑅 + 𝑟) cos 𝜃 − 𝑟 cos(𝐶 − 𝑅 + 𝑟
𝑟 𝜃) + 𝑖(𝑅 + 𝑟) sin 𝜃 + 𝑖𝑟 sin (𝐶 − 𝑅 + 𝑟

𝑟 𝜃)

显然, 当 𝑅 与 𝑟 的比值为有理数时, 内摆线/外摆线是一条有理曲线, 上图所示的是
𝑅 ∶ 𝑟 = 3的情形.

若读者想了解更多的曲线,可前往https://mathcurve.com.

https://mathcurve.com
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