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Rezumat

Bazându-mă pe proprietatea remarcabilă a vectorului lui Darboux de a fi
perpendicular pe normală, definesc un nou triedru asociat curbelor din spat, iu
s, i demonstrez că s, i acest triedru satisface formulele lui Frenet. Spre deosebire
de lucrările anterioare, unde am folosit pentru simplitate forma trigonometrică
a formulelor lui Frenet, ı̂n această lucrare construiesc o demonstrat, ie bazată
doar pe curbură s, i torsiune, respectiv, pe darbuzian s, i lancretian.

1 Introducere

În cele ce urmează voi utiliza notat, iile consacrate din domeniul geometriei diferent, iale
a curbelor ı̂n spat, iu. Astfel, din considerente de claritate, voi nota simplu s, i fără
săgeată deasupra T , N s, i B versorii tangentă, normală s, i, respectiv, binormală,
versori ce pot fi asociat, i oricărei curbe netede din spat, iu s, i oricărei linii de câmp vec-
torial. De asemenea, voi nota cu un punct deasupra derivata mărimilor ı̂n raport cu
parametrul canonic. Mai notez cu κ curbura curbei ı̂ntr-un anumit punct al curbei
s, i cu τ torsiunea curbei ı̂n acelas, i punct.

În aceste condit, ii, se pot scrie matriceal celebrele formule ale lui Frenet, date de Ṫ

Ṅ

Ḃ

 =

 0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0

 ·

T
N
B



Notând T =

T
N
B

 s, i F =

 0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0

,

formulele lui Frenet pot fi scrise mai condensat

Ṫ = F ·T.

Mai reamintesc că vectorul lui Darboux, notat s, i aici cu Ω, este vectorul cu
proprietatea că

Ṫ = Ω× T,
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Ṅ = Ω×N,

Ḃ = Ω×B

s, i poate fi interpretat drept
”
viteză de rotat, ie” a triedrului lui Frenet.

Atunci se poate scrie
Ω = τT + κB,

chestiuni bine cunoscute deja cititorilor avizat, i.
În continuare voi mai nota cu d =

√
κ2 + τ 2 s, i cu l = κ

τ
, numind aces,ti para-

metri
”
darbuzian” s, i, respectiv, ”

lancretian”, ı̂n onoarea matematicienilor francezi
Darboux s, i Lancret a căror contribut, ie la teoria curbelor a fost, după cum bine se
s,tie, covârs, itoare.

2 Definit, ia triedrului de ordinul al doilea

Datorită faptului că vectorul lui Darboux nu are componentă pe normală, fiind
astfel perpendicular pe normală, mi-am pus problema dacă se poate construi un
triedru interesant pornind de la această proprietate remarcabilă. Răspunsul este
pozitiv.

Pentru aceasta, voi defini ca tangentă de ordinul al doilea tocmai versorul vecto-
rului lui Darboux, adică

T2 =
1

d
(τT + κB) =

τ

d
T +

κ

d
B.

Apoi definesc binormala de ordinul al doilea ca fiind opusul normalei, adică

B2 = −N.

În fine, normala de ordinul al doilea va fi dată de produsul vectorial dintre binormala

de ordinul al doilea s, i tangenta de ordinul al doilea, definite mai sus. Adică

N2 = B2 × T2 = −N × (
τ

d
T +

κ

d
B) =

= −τ

d
N × T − κ

d
N ×B =

=
τ

d
B − κ

d
T =

1

d
(−κT + τB) =

1

d
Ṅ.

Sintetizând ı̂n forma matriceală, avem triedrul lui Frenet de ordinul al doileaT2

N2

B2

 =
1

d

 τ 0 κ
−κ 0 τ
0 −d 0

 ·

T
N
B

 ,

relat, ie ce poate fi scrisă s, i mai condensat

T2 =
1

d
A ·T,

unde am notat

A =

 τ 0 κ
−κ 0 τ
0 −d 0

 .
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3 Derivatele versorilor de ordinul al doilea scrise

ı̂n funct, ie de versorii de ordinul ı̂ntâi

Voi calcula acum pe rând derivatele versorilor de ordinul al doilea, ı̂n raport cu
parametrul canonic s, i voi scrie rezultatele ı̂n funct, ie de versorii de ordinul ı̂ntâi.

3.1 Derivata tangentei de ordinul al doilea

Ṫ2 =
d

ds

(τ
d
T +

κ

d
B
)
=

=
τ̇ d− ḋτ

d2
T +

τ

d
Ṫ +

κ̇d− ḋκ

d2
B +

κ

d
Ḃ =

=
τ̇ d− ḋτ

d2
T +

τκ

d
N +

κ̇d− ḋκ

d2
B − τκ

d
N =

=
τ̇ d− ḋτ

d2
T +

κ̇d− ḋκ

d2
B =

=
1

d2
[(τ̇ d− ḋτ)T + (κ̇d− ḋκ)B] =

=
˙(τ
d

)
T +

˙(κ
d

)
B.

3.2 Derivata normalei de ordinul al doilea

Ṅ2 =
d

ds

(τ
d
B − κ

d
T
)
=

=
˙(τ
d

)
B +

τ

d
Ḃ −

˙(κ
d

)
T − κ

d
Ṫ =

=
˙(τ
d

)
B − τ 2

d
N −

˙(κ
d

)
T − κ2

d
N =

=
˙(τ
d

)
B − dN −

˙(κ
d

)
T =

= −
˙(κ
d

)
T − dN +

˙(τ
d

)
B.

3.3 Derivata binormalei de ordinul al doilea

Ḃ2 = −Ṅ = −(−κT + τB) = κT − τB.

3.4 Sinteza matriceală a rezultatelor

Rezultatele precedente pot fi sintetizate matriceal astfel: Ṫ2

Ṅ2

Ḃ2

 =

 ˙( τ
d

)
0 ˙(κ

d

)
− ˙(κ

d

)
−d ˙( τ

d

)
κ 0 −τ

 ·

T
N
B


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4 Derivatele versorilor de ordinul al doilea scrise

ı̂n funct, ie de versorii de ordinul al doilea

Acum voi scrie derivatele versorilor de ordinul al doilea ı̂n funct, ie de versorii de
ordinul al doilea, nu de ordinul ı̂ntâi. As,adar, cum ı̂i putem scrie pe Ṫ2, pe Ḃ2 s, i pe
Ḃ2 ı̂n funct, ie de T2, N2 s, i B2?

Va trebui să inversăm matricea

A =

 τ 0 κ
−κ 0 τ
0 −d 0


de trecere din relat, ia care leagă versorii de ordinul al doilea de versorii de ordinul
ı̂ntâi, adică din relat, ia T2

N2

B2

 =
1

d

 τ 0 κ
−κ 0 τ
0 −d 0

 ·

T
N
B

 .

După ce o vom inversa, vom ı̂nmult, i cu ea la stânga ı̂n această relat, ie s, i vom obt, ine

o relat, ie inversă prin care putem scrie versorii de ordinul ı̂ntâi ı̂n funct, ie de versorii
de ordinul al doilea, relat, ie necesară pentru obiectivul nostru.

4.1 Calculul inversei matricei A

As,adar calculăm A−1.
Avem ı̂ntâi detA = κ2d+ τ 2d = d3.
Apoi

At =

τ −κ 0
0 0 −d
κ τ 0


a11 = τd, a12 = −κd, a13 = 0
a21 = 0, a22 = 0, a23 = −d2

a31 = κd, a32 = τd, a33 = 0
Prin urmare

A∗ =

τd −κd 0
0 0 −d2

κd τd 0

,

ceea ce ne permite să obt, inem matricea inversă căutată:

A−1 =
1

d2

τ −κ 0
0 0 −d
κ τ 0

 =
1

d2
·At.

4.2 Scrierea relat, iei inverse care dau versorii de ordinul ı̂ntâi
ı̂n funct, ie de versorii de ordinul al doilea

Înmult, ind acum la stânga cu matricea A−1 ı̂n relat, iaT2

N2

B2

 =
1

d

 τ 0 κ
−κ 0 τ
0 −d 0

 ·

T
N
B

 ,
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as,a cum ne-am propus, obt, inem

1

d2

τ −κ 0
0 0 −d
κ τ 0

 ·

T2

N2

B2

 =
1

d2

τ −κ 0
0 0 −d
κ τ 0

 · 1
d

 τ 0 κ
−κ 0 τ
0 −d 0

 ·

T
N
B

 ,

deci

1

d2

τ −κ 0
0 0 −d
κ τ 0

 ·

T2

N2

B2

 =
1

d3

d2 0 0
0 d2 0
0 0 d2

 ·

T
N
B

 =
1

d
·

T
N
B

 ,

adică T
N
B

 =
1

d

τ −κ 0
0 0 −d
κ τ 0

 ·

T2

N2

B2


Acum putem rescrie, ı̂n sfârs, it, relat, ia care ne dădea derivatele ı̂n funct, ie de

versorii de ordinul ı̂ntâi Ṫ2

Ṅ2

Ḃ2

 =

 ˙( τ
d

)
0 ˙(κ

d

)
− ˙(κ

d

)
−d ˙( τ

d

)
κ 0 −τ

 ·

T
N
B


astfel  Ṫ2

Ṅ2

Ḃ2

 =

 ˙( τ
d

)
0 ˙(κ

d

)
− ˙(κ

d

)
−d ˙( τ

d

)
κ 0 −τ

 · 1
d

τ −κ 0
0 0 −d
κ τ 0

 ·

T2

N2

B2

 ,

adică  Ṫ2

Ṅ2

Ḃ2

 =
1

d

 ˙( τ
d

)
0 ˙(κ

d

)
− ˙(κ

d

)
−d ˙( τ

d

)
κ 0 −τ

 ·

τ −κ 0
0 0 −d
κ τ 0

 ·

T2

N2

B2

 .

Înmult, ind matricele care apar ı̂n relat, ia precedentă, obt, inem Ṫ2

Ṅ2

Ḃ2

 =
1

d

 τ ˙( τ
d

)
+ κ ˙(κ

d

)
−κ ˙( τ

d

)
+ τ ˙(κ

d

)
0

−τ ˙(κ
d

)
+ κ ˙( τ

d

)
κ ˙(κ

d

)
+ τ ˙( τ

d

)
d2

0 −d2 0

 ·

T2

N2

B2


Dar, având ı̂n vedere relat, ia minunată

τ
˙(τ
d

)
+ κ

˙(κ
d

)
=

τdτ̇ − τ 2ḋ+ κdκ̇− κ2ḋ

d2
=

=
τ τ̇ + κκ̇

d
− (κ2 + τ 2)ḋ

d2
=

=
τ τ̇ + κκ̇

d
− ḋ =
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=
τ τ̇ + κκ̇

d
− d

ds

√
κ2 + τ 2 =

=
τ τ̇ + κκ̇

d
− 2(κκ̇+ τ τ̇)

2
√
κ2 + τ 2

= 0,

obt, inem că ultima relat, ie matriceală devine Ṫ2

Ṅ2

Ḃ2

 =
1

d

 0 −κ ˙( τ
d

)
+ τ ˙(κ

d

)
0

−τ ˙(κ
d

)
+ κ ˙( τ

d

)
0 d2

0 −d2 0

 ·

T2

N2

B2


În fine, dacă notăm κ2 = 1

d
·
(
−κ ˙( τ

d

)
+ τ ˙(κ

d

))
s, i τ2 = d, atunci ultima relat, ie

matriceală se poate scrie sugestiv Ṫ2

Ṅ2

Ḃ2

 =

 0 κ2 0
−κ2 0 τ2
0 −τ2 0

 ·

T2

N2

B2

 ,

relat, ie ı̂n care putet, i recunoas,te us,or formulele lui Frenet de ordinul al doilea care
leagă derivatele versorilor de ordinul al doilea de versorii de ordinul al doilea. Astfel,
am atins obiectivul de a demonstra că nu doar triedrul lui Frenet de ordinul ı̂ntâi
respectă formulele lui Frenet, ci s, i triedrul de ordinul al doilea!

5 Despre curbura de ordinul al doilea

Doresc să mai adaug faptul că curbura de ordinul al doilea, notată cu κ2, se poate
scrie s, i ea ı̂ncă

κ2 =
1

d
·
(
−κ

˙(τ
d

)
+ τ

˙(κ
d

))
=

=
1

d
· −κdτ̇ + κτḋ+ τdκ̇− κτḋ

d2
=

=
−κdτ̇ + τdκ̇

d3
=

−κτ̇ + τ κ̇

d2
=

˙(κ
τ

)
τ 2

d2
=

τ 2

d2
l̇ =

=
1

1 + l2
l̇,

unde, reamintesc, l este lancretianul, iar l̇ este derivata acestuia ı̂n funct, ie de para-
metrul canonic.

Acest ultim rezultat scoate ı̂n evident, ă faptul că curbura de ordinul al doilea
depinde de derivata lancretianului. Altfel spus, dacă lancretianul (raportul dintre
curbură s, i torsiune) este constant, ca ı̂n cazul curbelor numite

”
elice” care păstrează

o direct, ie fixă ı̂n spat, iu, atunci curbura a doua este nulă. Aceasta ı̂nseamnă că
tangenta de ordinul al doilea devine constantă, fiind tocmai versorul acelei direct, ii
fixe ı̂n spat, iu ı̂n jurul căreia precesează tangenta de ordinul ı̂ntâi a elicei.

Desigur, dacă derivata lancretianului nu este nulă, atunci tangenta de ordinul al
doilea nu mai este fixă, ci precesează s, i ea ı̂n jurul unei alte

”
tangente de ordinul al

treilea”, fenomenul fiind recursiv s, i având o importantă semnificat, ie fizică ı̂n studiul
mis,cărilor turbulente.

6



6 Cuvânt de final

Desigur, toate rat, ionamentele prezentate aici pot fi generalizate cu us,urint, ă prin
induct, ie matematică la triedre de ordin superior, deschizându-se noi orizonturi pen-
tru rezolvarea problemelor deschise din teoria curbelor. Dar, mai ales Fizica poate
fructifica drumul pe care l-am deschis, redefinindu-s, i mai riguros not, iunile, ı̂nglobând
apoi aceste rat, ionamente ı̂n studiul mis,cării de orice fel, inclusiv gravitat, ionale, tur-
bulente sau cuantice.

Există o mare de oameni cărora ar trebui să le mult,umesc pentru existent,a acestui
material, fără de care as, fi fost flămând, plictisit sau lipsit de idei. Îi ı̂mbrăt, is,ez tare
pe tot, i cu gândul meu intens.

Fie ca ı̂nsemnările acestea să producă un declic ı̂n mintea vreunui nemult,umit de
lumea ı̂n care trăim s, i să-l ajute astfel să o ı̂mbunătăt,ească.
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