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Rezumat

Bazandu-ma pe proprietatea remarcabila a vectorului lui Darboux de a fi
perpendicular pe normala, definesc un nou triedru asociat curbelor din spatiu
si demonstrez ca si acest triedru satisface formulele lui Frenet. Spre deosebire
de lucrarile anterioare, unde am folosit pentru simplitate forma trigonometrica
a formulelor lui Frenet, in aceastd lucrare construiesc o demonstratie bazata
doar pe curbura si torsiune, respectiv, pe darbuzian si lancretian.

1 Introducere

In cele ce urmeazi voi utiliza notatiile consacrate din domeniul geometriei diferentiale
a curbelor in spatiu. Astfel, din considerente de claritate, voi nota simplu si fara
sageata deasupra 1, N si B versorii tangenta, normala si, respectiv, binormala,
versori ce pot fi asociati oricarei curbe netede din spatiu si oricarei linii de camp vec-
torial. De asemenea, voi nota cu un punct deasupra derivata marimilor in raport cu
parametrul canonic. Mai notez cu k curbura curbei intr-un anumit punct al curbei
si cu T torsiunea curbei in acelasi punct.

In aceste conditii, se pot scrie matriceal celebrele formule ale lui Frenet, date de

T 0 w 0 T
N]l=|- 0 7 N
B 0 —7 0 B
T 0 x 0
Notand T= [N | siF=|—-x 0 71|,
B 0 —7 0

formulele lui Frenet pot fi scrise mai condensat

T=F-T.

Mai reamintesc ca vectorul lui Darboux, notat si aici cu €2, este vectorul cu

proprietatea ca .
T=QxT,
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N=QxN,
B=QxB
si poate fi interpretat drept ,,viteza de rotatie” a triedrului lui Frenet.

Atunci se poate scrie
Q=71T+ kB,

chestiuni bine cunoscute deja cititorilor avizati.

In continuare voi mai nota cu d = vk*+ 72 si cu [ = %, numind acesti para-
metri ,,darbuzian” si, respectiv, ,lancretian”, in onoarea matematicienilor francezi
Darboux si Lancret a caror contributie la teoria curbelor a fost, dupa cum bine se
stie, covarsitoare.

2 Definitia triedrului de ordinul al doilea

Datorita faptului ca vectorul lui Darboux nu are componenta pe normala, fiind
astfel perpendicular pe normala, mi-am pus problema daca se poate construi un
triedru interesant pornind de la aceasta proprietate remarcabila. Raspunsul este
pozitiv.

Pentru aceasta, voi defini ca tangenta de ordinul al doilea tocmai versorul vecto-
rului lui Darboux, adica

1 T K
2 d(T + K ) d + d

Apoi definesc binormala de ordinul al doilea ca fiind opusul normalei, adica

By = —N.
In fine, normala de ordinul al doilea va fi data de produsul vectorial dintre binormala
de ordinul al doilea si tangenta de ordinul al doilea, definite mai sus. Adica

Nngng2:—Nx(§T+gB):

T K
— INxT-"NxB=
T

T K 1 1.

Sintetizand in forma matriceala, avem triedrul lui Frenet de ordinul al doilea

T T 0 T

1
By 0 —d 0 B
relatie ce poate fi scrisa si mai condensat
1
T, = c_iA -T,
unde am notat
T 0 K
A=|l—-x 0 7
0 —d 0



3 Derivatele versorilor de ordinul al doilea scrise
in functie de versorii de ordinul intai

Voi calcula acum pe rand derivatele versorilor de ordinul al doilea, in raport cu
parametrul canonic si voi scrie rezultatele in functie de versorii de ordinul intai.

3.1 Derivata tangentei de ordinul al doilea

= (e 59) -

Fd — dr 7. kd—dr K

= T+ -T B+ —-B=
2 Tt T e Py
id — dr TK id — dk TK
— T+2N B—_N=
d2 d 2 d
id — dr fed — dr
=T Lt B=

_ %[(T'd )T + (kd — dr) B] =

T K
=)+ (3)7
3.2 Derivata normalei de ordinul al doilea

N, d (ZB_ET>:

T ds\d” 4
- G+ - (-3
- (o= G- (Gr-5n-

RODEIOE
o (e

3.3 Derivata binormalei de ordinul al doilea

By=—N=—(—xkT +7B) = kT — 7B.

3.4 Sinteza matriceala a rezultatelor

Rezultatele precedente pot fi sintetizate matriceal astfel:

T 3 o 5\ (T
Nof =1-(5) —d (5)] |V
By K 0 -7 B



4 Derivatele versorilor de ordinul al doilea scrise
in functie de versorii de ordinul al doilea

Acum voi scrie derivatele versorilor de ordinul al doilea in functie de versorii de
ordinul al doilea, nu de ordinul intai. Asadar, cum 1i putem scrie pe T», pe By si pe
Bg in functie de Ty, Ny si By?

Va trebui sa inversam matricea

T 0 K
A=|l-x 0 7
0 —d 0

de trecere din relatia care leaga versorii de ordinul al doilea de versorii de ordinul
intai, adica din relatia

T 1 T 0 =~ T
NQ = E —K 0 7| | N
By 0 —d 0 B

Dupa ce o vom inversa, vom inmulti cu ea la stanga in aceasta relatie si vom obtine
o relatie inversa prin care putem scrie versorii de ordinul intai in functie de versorii

de ordinul al doilea, relatie necesara pentru obiectivul nostru.

4.1 Calculul inversei matricei A

Asadar calculam AL,
Avem intai det A = k2d + 72d = d3.

Apoi
T —k 0
At=(0 0 —d
K T 0
a1 = 7d, a0 = —kd, a13 =0
91 = O, a9 — 0, 93 = —d2

asy = /ﬁld, 39 = Td, as3z = 0
Prin urmare

7d —krd 0
Ar=10 0 —d?|,
kd Td 0
ceea ce ne permite sa obtinem matricea inversa cautata:
1 [T —F 0 1
k 17 0

4.2 Scrierea relatiei inverse care dau versorii de ordinul intai
in functie de versorii de ordinul al doilea

Inmultind acum la stanga cu matricea A~! in relatia

T2 1 T 0 K T
Ny | = p - 0 7]-|NJ,
By 0 —d 0 B



asa cum ne-am propus, obtinem

1 (7 K 0 T 1 (T K 0 17
— 10 0 —d No|l==10 0 —-d|-=1|—-k
d? d? d
K T 0 By K T 0 0
deci
1 (T K 0 T 1 Z? 0 0 T
7z 0 0 —d Ny = 0 & 0 N
K T 0 B, 0 0 & B
adica
T 1 (T K 0 T
B K T 0 B,

Acum putem rescrie, in sfarsit, relatia care ne dadea derivatele in functie de

versorii de ordinul intai

1, (5 0 () (7T
V) =) e @)Y
By K 0 -7 B

astfel . _ )
P (5) 0 (g) LT E 0
R f=1-G) — @)l 2 ¢
By K 0 -7 ko1 0

adica _ ) .
T 1 &) 0 (%) T -k 0
Pf=g|-@ — @] %2 7

B, d K 0 -7 k 1 0

T\ TG +R(E) —w(E) +T(
o) =G| (@@ w()+7G) @
B, 0 —d? 0

Dar, avand in vedere relatia minunata

d

T<T>+h(h> rdi — 72d + kdik — k2d
\d

— >

T+ rk (K24 712)d

d d?




T+ Kk d
= ,l<“/2—|—7'2:

d ds

7T+ KK 2(KK 4 TT)
- d 2V K2 + 72

obtinem ca ultima relatie matriceala devine

=0,

B\ (0 k() erd) o) (T
Ny | == —7(&) 4+ w(% 0 el IR A
5] (gz)0 (2) o "1\

In fine, daca notam ko =

Ul

. (—/ﬁ(s) + T(g)) si 7o = d, atunci ultima relatie

matriceala se poate scrie sugestiv

1 0 kK O Ty
Nol=1|—-ra 0 7| -|NoJ,

relatie in care puteti recunoaste usor formulele lui Frenet de ordinul al doilea care
leaga derivatele versorilor de ordinul al doilea de versorii de ordinul al doilea. Astfel,
am atins obiectivul de a demonstra ca nu doar triedrul lui Frenet de ordinul intai
respecta formulele lui Frenet, ci si triedrul de ordinul al doilea!

5 Despre curbura de ordinul al doilea

Doresc sa mai adaug faptul ca curbura de ordinul al doilea, notata cu ks, se poate

scrie si ea inca ) )
Ko = % (—H(%) +T<g>) =

1 —kdi + krd + 7dis — KkTd B

d &

—rdi +7dic  —ki+7h  (5)TP T
ST F & e R
1 .

RSl

unde, reamintesc, [ este lancretianul, iar [ este derivata acestuia in functie de para-
metrul canonic.

Acest ultim rezultat scoate in evidenta faptul ca curbura de ordinul al doilea
depinde de derivata lancretianului. Altfel spus, daca lancretianul (raportul dintre
curbura si torsiune) este constant, ca in cazul curbelor numite ,elice” care pastreaza
o directie fixa in spatiu, atunci curbura a doua este nula. Aceasta inseamna ca
tangenta de ordinul al doilea devine constanta, fiind tocmai versorul acelei directii
fixe in spatiu in jurul careia preceseaza tangenta de ordinul intai a elicei.

Desigur, daca derivata lancretianului nu este nula, atunci tangenta de ordinul al
doilea nu mai este fixa, ci preceseaza si ea in jurul unei alte ,tangente de ordinul al
treilea”, fenomenul fiind recursiv si avand o importanta semnificatie fizica in studiul
miscarilor turbulente.



6 Cuvant de final

Desigur, toate rationamentele prezentate aici pot fi generalizate cu usurinta prin
inductie matematica la triedre de ordin superior, deschizandu-se noi orizonturi pen-
tru rezolvarea problemelor deschise din teoria curbelor. Dar, mai ales Fizica poate
fructifica drumul pe care l-am deschis, redefinindu-si mai riguros notiunile, ingloband
apoi aceste rationamente in studiul miscarii de orice fel, inclusiv gravitationale, tur-
bulente sau cuantice.

Exista o mare de oameni carora ar trebui sa le multumesc pentru existenta acestui
material, fara de care as fi fost flamand, plictisit sau lipsit de idei. Ii imbratisez tare
pe toti cu gandul meu intens.

Fie ca insemnarile acestea sa produca un declic in mintea vreunui nemultumit de
lumea in care traim si sa-1 ajute astfel sa o imbunatateasca.
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