Collatz Problemi Ispati
Mesut Kavak[a]

Collatz Problemi ile ilgili soru olduk¢a agik:

"Pozitif bir tam say: secildiginde, say: cift ise 2’ye boliiniir; aksi takdirde 3
ile carpilir ve bundan sonra sonuca 1 eklenir. Sonucun tek veya cift olmasi
sartindan dolayt problemin gerekli secenegi ile ayni islem tekrarlandiginda,
0 ve 1’den farkli olan her pozitif tamsay: 1’e indirgenebilir mi?"
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L. Giris

Teori Eger girilen sayi, yalnizca 2° gibi bir ¢ift pozitif tam sayt degilse;
islem adedi "c" olmak iizere, girilen sayt ¢ kere 2 ile yani dogruca
29 ile béliiniirse her ¢ift sayi, 2o+ 1)-2° seklinde yazilabilecegin-
den mutlaka bir tek sayiya donecektir; bu nedenle bu problemde ilk
bastan yalnizca olasi tiim tek sayilarla ¢alisilmalidir.

I olmak zorundadir. f(x)=3x-1 fonksiyonunabagl
olan bu sayilardan a, sayisini bir tek say1 ya-
o xc 7t pan sayilar, f(x)=6x-1 fonksiyonuna bagl olmak
izere sirasiyla
x>0
ane1 ={5,11,17,....,6x—1}
tanimuiicin,
ve apy sayisim bir tek sayr yapan sayilar
ise f(x)=4x-1 fonksiyonuna bagh olmak iizere
3an + 1 y &
ang] = n2 (1) sirasiyla
] ) apn=1{3,7,11,15,....,4x-1}
(1) denklemi tizerinden,
olmak zorundadir. "T" tek say1 ve "C" cift say1ol-
ane1 =1{2,5,8,11,....,3x—1} makiizere asagidabu durumun tablosu mevcuttur.

an 37 11 15 19 23
antl 5 11 17 23 29 35
an42 T ¢ T ¢ T
TabloI.
IL. f(x)=12x-1fonksiyonunabaglisayilaricin(1)

Tablo iizerinde a,,; satirinda sirastyla Uzerinden(3)olusur veher "x" degeriiginsonucu,
f(x)=12x-7 ve f(x)=12x-1 gibi 2 fonksiyonabagh mutlakabirtek sayidir.
olan sayilar mevcuttur yalnizca.

f(x)=12x-7fonksiyonunabaglisayilaricin(1)
tizerinden (2) olusur ve her "x" degerii¢in sonucu, 18x-1=
mutlaka bir ¢ift sayidir.

3(12x-1)+1

5 3)

18x—10:% @)



I1. Sorular

Soru I.

Bu durumda ilk olarak su soru sorulsun ki; (4) icin, ayyp bir

"cift sayt" oldugunda ve 2° ile boliindiigiinde olusan "tek sayt",
tek sayilar kiimesinde daima a,,| tek sayisindan kiiciik ve sayi
dogrusundaki siralamaya gore once mi yer alir yoksa daha biiyiik

bir tek sayi olusabilir mi?

3an+1 +1
29+l T2 4
5 4)

Cevaba gelinirse; (4) operasyonunun sonucu
ciftolursaeger,

Ap42 =

(3ans1 +1)/2
20
operasyonunun sonucu a,, tek sayisindan dnce
olmast i¢in bu say1ya esit ya da bu sayidan biiyiik

olamayacagindan (5) kosulu mutlaka saglan-
malidir.

(3ane1 +1)/2
20
an+1

&)

1>

Soru I1.

Eger (5) diizenlenirse (6) olur,

1 1
1 3 )
> 20+1( + an+1 (6)

(6) esitsizligi, o > 0 ve a1 > 1 kosullartyla bunu
daimasaglar.

Sonug olarak a,,p sayisi, (1) ya da dogru-
dan iligkili olarak (4) kuraliyla bir tek sayiya in-
dirgendiginde bu tek say1, a, . sayisini olusturan
an4 tek sayisindan daha kiigiiktiirtiir daima. Bu
kural, a3 ve diger tekrarlari¢in de gecerlidir.

Su durumda ikinci bir soru sorulmalidir ki; (1) kuralinin sonsuz

tekrarinda siirekli biiyiiyen ve bir tek sayt olamayan bir sayt var mi?

Cevaba gelince, agagida ilk tabloda olmayan
sayilar i¢in bagka ve ikinci bir tablo var. Eger bu
tablodaki sayilar, ilk tabloya eklenirse toplamda

5 9 13 17 21

tek sayilar kiimesi elde edilmis olur; dolayisi
ile hesaplamalara dahil olmayan bir tek say1
kalmamus olacaktir.

25 29 4x+1

TabloI1.

Kalinyazilmigsayilar,ilk tablodaa, | satirina
aitsayilardir. Digerleriiseilk tablodaolmayan tek
sayilardir.

Eger ikinci tabloda f(x)=4x+1 fonksiyonuna
bagli sayilaricin baz1 gruplar yapilmasi gerekirse
yalnizca agagidaki fonksiyonlara baglh olan "3
grup" olusacaktir:

o f(x)=12x-3
o f(x)=12x+1
o f(x)=12x-7

an4+1 = 12x—3i¢in (7) daima ¢ift sonug verir.

3(12x=3)+1

18x—8 =
x 2

(7

II.

apy = 12x+ 1 i¢in (8) de daima ¢ift sonug
Verir.

C3(12x+ 1) +1

18x+2
X+ 3

®)

I11.

an4+1 = 12x—"7i¢inzaten (2) sonucu olarak ¢ift
say1oldugu soylendi yukarida.



II1. Coziim

Teori

Cift tamsayilara gelince onlar, daha yukarida gosterildigi gibi her

zaman kendisinden daha kiiciik bir tek sayiya indirgenebilir (1) op-
erasyonuyla; bu nedenle eger (1) tekrar edildiginde a, = 4x —1
sayilarindan her biri bir tek sayiya doniiserek daima biiyiimiiy-
orsa bu, 0 ve 1 hari¢ her pozitif tam sayimin (1) kuralt ile 1’e in-

dirgenebilecegi anlamina gelir.

I

Tablo I.’de a, satirindan 8x — 35 sayilari, (4) iiz-
erinden a,, sayilarina doniisiir; bu nedenle (1)
sonsuz tekrarinda her zaman yalnizca tek sayi
sonucu alinmasi i¢in tek ihtimal 8x — 1 sayilarinin
kullanilmasidir. Bunun gergeklesmesi icin Tablo
I’dea, ;1 satirinda ay, sayilar1 belirmelidir. Ayrica
bunlarin arasindan tek say1 sonucu verenler be-
lirmelidir a,,, | satirinda.

4x —1 ve 6x— 1 operasyonlari a, ve a,, 4 verir

(1) tizerinden; bu nedenle beklenen dongii olusur
ya da olugsmaz bunu (9) gosterir4x; —1 = 6x,—1
esitligi tizerinden.

6X2
=_= 9

X1 4 ( )
(9) igin t € Z* At > 0 kosuluyla x; = 3t ve

Xy = 2t olur; bu nedenle tiim problem, hemen
asagidaki Tablo II1.’in kuralina indirgenmis olur.

2t 2 4 6 8 10 12
3t 3 6 9 12 15 18
Tablo I11.

4x —1 ve 6x —1 tizerindeki her say1, ayni1 za-
manda Tablo III. {izerinde a, ve a4 sira numar-
alaridir; bu nedenle Tablo I11.’de a, ya da 2t satir1
izerinde 3tsiranumarasinasahipolansayivea, |
ya da 3t satir1 iizerinde 2t sira numarasina sahip
olan sayilar ayni sayilardir.

II.

Tablo III. tizerinde 3t satirindaki tek sayailar,
Tablo I. iizerinde ¢ift tam say1 sonucu veren a, |
sayilarioldugundan elenirler ve Tablo III., hemen
asagidaki Tablo I'V.’e doniisiir.

4t 4 8 12 16 20 24
6t 6 12 18 24 130 36
TabloIV.
Tablo IV. iizerinde sonsuz dongiiniin saglan-
mast i¢in bir "4t" sayis1 se¢ildiginde hemen altin- 6t ¢
daki "6t" satirindaki "6t" sayisi da ¢ift olmali ve thele= lim 1 (10)
’ n—o0

aynizamandabu "6t" sayis1dahailerde tekrar "4t"

satirinda belirmeli. Collatz kuralinin kirilmasi
icin bu kosul 1 ya da daha fazla say1 i¢in saglan-

malidir; ki bu durumda 1 ya da daha fazla say1
I’eindirgenemez demek olur. Buiseimkansizdir;

ciinkiit >0 A t,n € Z* kosuluile her "t" tam sayisi

. th.. .
icintyq = Tuzerlnden,

th,t = 4t; "n", her "t" sayisi i¢in (10) operasy-
onunun tekrar sayist; t, dongii olusturmasi bek-
lenen sayinin sira numarasi olmak iizere ve (11)
kosuluile (10) saglanmalidir.

Y

(11) kosuluna gelince bu kosul, her "t" say1s1
i¢insaglanamaz. Ornegint; ; =4i¢in6t] | =4ty ;

th,t, th+1,6 € z*



ve sonugta tp 1 = 6 olur; tp | = 6 iginse ayn1 gek-
ilde 6ty | = 4t3 1 ve sonugtat3 ; =9olur;t3 1 =9
iginse 6t3 1 = 4t4 1 ve sonugta t4 1 = 27/2 olur.

Goriildiigii gibits ; ¢ Z* olacagindan (11) kosulu
saglanamaz.

IV. Sonuc¢

I

(10) operasyonu, sonsuz bir dongiiye gire-
mez; ¢iinkii bunun i¢in 6rnegin 4 ya da (2x +
1) - 4% gibi sonsuz sayida ortak boleni olan hay-

Sonug¢

ali sayilar gerekmektedir. Goriilebilecegi gibi
m>0Am € Z" kosuluyla4™ gibibir "t" sayisikul-
lanarak yalnizca tekrar sayis1 artirilabilir; ki eger
"m" artarsatekrarartar; fakataslasonsuz bir tekrar
olusmaz.

Her pozitif tam sayi, girilen sayrya gore degisebilecek tekrar

sayilariyla birlikte probleme konu olan "Collatz Operasyonu" ile
mutlaka en sonunda 1’e indirgenebilir.

II.

(1) tekrarlar1 igin m > 0 A m € Z* kosuluyla
2™ Tablo I. iizerinde se¢ilen a, sayisinin sira nu-

marasiolmak iizere (1) operasyonu, m + 2 tane tek
say1 verir ve sonuncusu ¢ift sayidir. Tablo V. iiz-
erinde bunun temsili vardir.

m an

1 T— 11— 17

2 15— 23— 35— 53

3 31— 47— 71— 107— 161
Tablo V.

Ayrica hem tekrar sayilari hem de diger 6zellikler icin farkli operasyonlar yazilabilir. Hemen
asagida (12), bunlardan birisidir. (12) i¢inilk girilen say1a = ag olmak iizere "m+1" tane tek say1 yada

tekrar olusur (1) tizerinde.

m
a=7+22m
m=3

(12)
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