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ABSTRACT: In this note, we present Runge’s phenomenon concerning the approxi-
mation of a function by polynomials.

RESUME : Dans cette note, on présente le phénomene de Runge concernant 1'ap-
proximation d’une fonction par des polynomes.
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1 INTRODUCTION

On pourrait penser, au vu des formules donnant 'erreur ¢(x) de l'interpolation
polynomiale d'une fonction que, pour avoir une trés bonne approximation il suf-
fit d’augmenter le nombre n + 1 des points choisis, si 'on veut ¢(z) trés petit, il
faut prendre n + 1 trés grand; ce qui amene a dire si 1'on fait n — +o0, alors
supsepanle(z)| — 0.

Ceci est completement faux, méme pour les des fonctions tres régulieres ( pour
des fonctions anlytiques réelles dans (a, b]). Un exemple est donné par le phénomene
de Runge.

2 EXEMPLE DE RUNGE

Soit a > 0 un nombre réel, considérons la fonction :

1
@)= oy
2 . : 2k
Sur l'intervalle [—1, +1], prenons pour points g, z1,. .., z, les points + avec
2m = n + 1 (on suppose n impair) etk = 0,1,...,m — 1.

Posons :

H(x) =(x—zo)(x—21)... (T — )

n

Le polyndme d’interpolation de Lagrange s’écrit :

N (z)
Z I—%) H ()

=0



Nous allons étudier la différence f(1) — P,(1) quand n — +o0.

Calculons la différence f(x) — P,(z). Ce calcul est un peu délicat car il utilise un
calcul par résidu.

Soit z € C, considérons la fonction complexe :

1
22_’_&2

f(z) =

Cette fonction n’est pas définie aux points ia, —ic. C’est une fonction holomorphe
dans tout le plan C sauf aux deux poles simples ia et —iax (f est dite fonction méro-

morphe). Fixons un point = € [—1, +1], x # x¢, 21, . .., . Soit -y le cercle de centre O
et de rayon R dans C avec R > |z|, R > «, R > |z;| et considérons l'intégrale :
1 d
2mi ), (z —x) IL.(2)

f)11.(x)
(z = 2)[1.(2)

Le résidu de la fonction intégrée g(z) = au pole z est f(x), en chacun

des poles z; il est égal a :

f(z) I, (2)
(x; — ) IT,,(25)
Le résidu en i« est :
[L.(2)
2ia(iocc — ) [ [, (i)
en —ia est:
[L.(2)

2ia(ioc+ ) [ [, (—icr)
Le calcul de [ ], (i) donne :

[Ga) = (1" <a2 + 4%”2) (a2 + 4%&2) S (a2 + —(2727;2”2)

n

Prenons le module de 1’équation (2.1), nous obtenons :

1 ([ (2)dz] _ 1
2mi /7 (z—2)[L,(») =

ou (1, Cy sont deux constantes.

1 1 1 Cy
or a2 U Rp TS R




Donc si R — +o00, l'intégrale (2.1) tend vers 0. Appliquons maintenant le théo-
réme des résidus a I'équation (2.1), on obtient :

L [ fOIL@)dz ) [1@) 1 L=

2mi L (2 —=2)].(2) - = (z; —2) T (=) /@) z? +a? [, (ia)

Si n — 400, nous obtenons :

f(o) - Pafa) = -+ 1@

22+ a2 '], (ia)

et:
1 3 5 4m — 1

H(l) = —— ..
2m 2m2m 2m

A l’aide de la formule de Sterling :

pl &~ \2mpP 1267 quand p — +00

on montre que [] (1) ~ V2 (2> .

e

D’autre part,

k=m-—1
= Log (a2 +
k=0

[ (o)

n

L
%9 4m?

1)

A T’aide de la formule d’Euler-Maclauren [1], on montre que :

[

n

! 1 bo2dt
Logf3 = / Log(t* + o?)dt = [tLog(t* + 042)}0 - 2/
0

0 t2+a2

~ (Cp", C = constante # 0

1
= Log(1 + a?) — 2 + 2aArctg—
o

Remarque que si « — 0, Log3 — —2. Dong, il existe a > 0 tel que Logf < Log% =
Log2 — 1.

De 14, prenant un tel o :




2 2 2\"
Mais Log— = Log2—Logf—1>0= — >1let| — | — +ooquandn — +oc.
ef ef ef

D’ou:
|f(1) = Py(1)] — 400 quand n — 400

Ce phénomene se produit pour 'extrapolation, mais on a le phénomene analogue
pour l'interpolation en modifiant I'exemple ci-dessus.

Prenons, dans l'intervalle [—1, 3] la fonction f(x) =

m siz € [—1,+1] et la

fonction obtenue par symétrie dans l'intervalle [+1, +3].

Si l'on prend pour ¢,(z) = P,(x) si z € [—1,+1] et la fonction obtenue par sy-
métrie pour = € [+1,+3], on se trouve dans le cas de l'interpolation (au sens stricte)
et cependant :

[f(1) = dn(1)] — +o0

quand on fait tendre le nombre 2n de points vers l'infini.
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