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Se presenta un procedimiento de cdlculo para el desplazamiento en frecuencia gravitacional al
amparo de la relatividad especial de campos. Se ofrecen algunas implicaciones a otros campos.
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Introduccion

En el modelo mecénico sin cdlculo de frecuencia de los fotones!'! usamos las ecuaciones de Euler-
Lagrange con la restriccion de relatividad especial de constancia de la velocidad de la luz.

Ese procedimiento es util cuando los fotones no viajan perpendicularmente a las lineas de potencial,
esto es, en la direccion de alejarse/acercarse hacia la masa gravitacional. El modelo también es
inestable numéricamente cuando esto pasa.

Vamos a ver un nuevo modelo que, en la misma linea, ahora permite el cdlculo en cualquier caso y,
ademds, permite evaluar la variacion de frecuencia sin recurrir a relatividad general, usaremos los
resultados de relatividad especial de campos!'?. Para un anélisis mds conciso del experimento de
Pound & Sneider, consultar el documento consolidado de relatividad especial de campos, en la
referencia [10]. Aqui vamos a tratar el problema de modo mas general, planteando y resolviendo el
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) que exige relatividad especial de campos.

Definiciones

La ecuacion de la energia cinética para las ondas electromagnéticas seria,
— 2 _
E.=mc;,,=hf. (1)
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No podemos usar en (1) una expresion relativista (con el factor de Lorentz) porque los fotones viajan
a la velocidad de la luz, y esa expresion ya coincide con la definicién de energia cinética del fotdn;
su onda asociada se desplaza a velocidad c,,. Y en el lado derecho vemos la energia, en funcién de la
frecuencia, de dicha onda. El no usar esta expresion asi, va en contra del resultado de los
experimentos?HeH7],

La relatividad especial de campos en campo gravitatorio requiere que la velocidad del foton sea c,,
Vv=c )
Dado un campo de fuerzas, para la particula de masa m, la aceleracién que se produce es,
a=FIm.

Podemos obtener su descomposicion en aceleracion tangencial, paralela a la direccién de
movimiento,

t 2 ’
Cm
y normal,
q,=i-a
La fuerza con componente tangencial serfa,
F,=mad,.

Esta descomposicién permite calcular el desplazamiento en frecuencia, definido como el trabajo de
la fuerza tangencial, e igual a la variacion de frecuencia por la constante de Planck,

dw, 1 -

st=5F di=hdf.

El factor un medio aparece por el hecho de que las ondas electromagnéticas tienen dos
polarizaciones susceptibles de capturar energia , y esta energia se reparte equitativamente (en
principio) entre las dos polarizaciones. Implicitamente hemos supuesto que ambas polarizaciones
poseen la misma frecuencia f.

Despejando en (1) la masa y sustituyendo en la anterior, ya con el valor de la fuerza tangencial, nos
queda,

h
2—f25i,-d3c:hdf.
Cm

que nos da la variacién de la frecuencia con el tiempo,

d_f_igi.;;
dt ¢

o, sustituyendo la expresion de la aceleracion tangencial y usando (2),

a _ | ..
E:Fa'v. (3)

m

Y no depende de la constante de Planck.
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Como el trabajo de la aceleracion tangencial se invierte exclusivamente en la variacién de
frecuencia, es la aceleracion normal la que define la trayectoria del foton.

De este modo, las ecuaciones diferenciales ordinarias salen de introducir la fuerza normal en la ley

de Newton,
.. d’F
F,=ma,=m—~,
dt
que no depende de la masa del fotén, como cabria esperar,
d’F .

El conjunto final de EDOs es el dado por (3) y (4).

Aplicacion al experimento de Pound et al

Redshift
Dado por™,

o
z= 7 1.

Donde f, es la frecuencia inicial, y f la que se observa en el punto de recogida de 1a medicion.

Ecuaciones

En campo gravitatorio la aceleracion es,

- - X -y
a=GM , ,
[x2+y2]3/2 [x2+y2]3/2)
la aceleracién tangencial,
&,_—GM Xx+yy (x )
! 2631 [x2+y2]3/2 »Y)s
y llamando, por simplificar,
GM 1
G,.= ,
r Ci [x2+y2:|3/2

la aceleracion normal queda,

c’[nZG,((xx+yj7))'c—xci,(xx+yj)))'7—yc,2n ,

0, agrupando términos,

@,=G,[yyi+x(’=cp), xxy+y(3’—c})].

Para la (4), las EDOs quedan,

#=G,[yyi+x(i—c,)],

=G, |xxy+y(3’—c,)].
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Para la (3), con,

G-5=-GM [;:Z]f,g),
queda,

df _—GMf | xx+yy
0,

& _~fG,

v A) ( XX+ y y ) .
Si expresamos todas las EDOs en el espacio de estados,

p==G,|x(ch,—p" )=y pal.
q=—G,|—xpg+ylc,—q°)),
xX=p,
/G
f=—5—(xp+yq).

este sistema se integra con las condiciones en t=0,

Il
o

3
-

IRETR T
=Rl

S x9S
o

Hacemos coincidir con el eje x la direccion de partida del foton. Con el origen de coordenadas en el
centro de la masa gravitacional, de masa M y radio R. El foton partird desde su superficie
paralelamente a la gravedad.

y

Puesto que hemos alineado el eje x con la direccion en que los fotones se emiten alejandose del
campo gravitatorio, el sistema de ecuaciones se simplifica a,
P=Cp;
q=0,
x=c,t+R,
y=0,
._—f
f = T G S XP.

sustituyendo en la dltima G,
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f==r ) Ci 7P
E integrando con el valor de x(t),
f_ GM 1 1

T, P 22\ ¢, t+R R
Siendo ‘exp’ la funcién exponencial.
Y el redshift queda,

_ —-GM 1 1 1

L=exp 202 \e t+R R||

Como lo que estd en el interior de la exponencial es muy pequefio comparado con 1 en ambas de las
dos expresiones anteriores, podemos aproximarlas,

_—GM 1 1
T2 |\, *RR) ©)
y para la frecuencia,
f .. GM 1 1
o2\ RTR) ©)

Resultados

En el experimento,
c, t=h,

m
Usando la aproximacién de que el radio de la tierra es muy superior a h,
R>h,

(5) queda,
. GMh
T 2R’c’

y sustituyendo por la aceleracion de la gravedad,

GM
g= R2’
resulta,
g
275 ¢’
que, en funcion a la velocidad del foton,
h
s~
c

Noétese que Pound y Snider calcularon el redshift del camino de ida y vuelta de los fotones!'!,
redshift-blueshift, como el blueshift es negativo e igual al redshift,

Zexp = Zredshift — Zblueshift — 2 Z edshift +
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Hay que multiplicar por dos el resultado de los célculos.

Sustituyendo los valores del experimento de Pound y Snider (1965),

h=22.5552m,

2=9.82 m/s’,
c=299,792.458 m/s,

R=6.371¢"m,
queda,

z.. =4.905¢ "7,

exp

Zoo=4.9296¢".

Aceleracion centripeta terrestre
Un célculo rdpido sobre la aceleracion centripeta terrestre arroja,

27

4=\ 243600

2
) R=0.034m/s>,

Con R el radio de la tierra. Si restamos esta aceleracion a la de la gravedad, el nuevo redshift es,

Zoo=4.9120e".

nos aproxima mads al valor del experimento.

Masa del foton

Noétese que (1) parece predecir una masa para el foton*"*H81 Que varia, ademads, con la frecuencia de
la onda electromagnética,

2hf
m= -,
c
Expresado en funcién de la velocidad de la luz.
Para la temperatura de T=1e3K, la ley de Wien"),
Amax T =D,

con,
b=2.898¢ "m-K.

Nos da una frecuencia maxima de los fotones de,

Lo que nos da una masa estimada de,

2hT _ _
m="p-=15253¢ "kg>le kg,

que ya debiera haberse detectado. Lo que no deja claro como interpretar la masa en (1).
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Radio de Schwarzschild
Vamos a definir el radio de Schwarzschild, sobre la prediccién de agujeros negros, en base a (6).

Imaginemos un fotén que se aleja del campo gravitatorio hasta perder toda su energia. Si en la
expresion (6) hacemos,

t>00,f20,

entonces, invirtiendo el orden de los términos de la ecuacion para tener el cero a la derecha,
GM _

1 - 2 — O s
2Rc;,
Podemos despejar el valor del radio R,
GM
R=—
2¢c,,
En funcién a la velocidad de la luz,
GM
R=—>—.
c

Que es la mitad del radio de Schwarzschild, obtenida con consideraciones solo sobre energia de los
fotones. Notese que en éste caso el infinitésimo de la exponencial tiene bastante error, y es mejor
usar una aproximacion mas precisa como,
_2GM
= -
10-¢

Por lo que este razonamiento nos lleva a dos conclusiones:

- El radio de Schwarzschild parece estar sobreestimado en un factor de 10.

- Los agujeros negros dejarian de emitir radiacion sélo en el limite del infinito, o sea, que con el
instrumento lo bastante preciso, tiene que detectarse radiacion.
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