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Calcularemos la deflexion de los fotones a su transito junto al sol por varios procedimientos. El célculo
de la deflexion de fotones se realiza al estilo Soldner.
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Introduccion

La prediccion de la deflexion de fotones en campo gravitatorio es un test clasico de relatividad general
(), Para obtener el resultado de relatividad general vamos a imponer las restricciones de relatividad
especial de campos®, sin realizar desplazamiento temporal, ya que no estamos interesados en el tiempo
que invierte el rayo de luz en realizar el transito. Para comprobar el resultado, obtendremos una
expresion analitica mediante las ecuaciones de una 6rbita hiperbélica®©.

Vamos a realizar el cdlculo numérico por tres procedimientos:

- usando el lagrangiano newtoniano imponiendo a los fotones la restriccion de la relatividad especial,
esto es, sujetos a desplazarse a velocidad constante igual a c,,.

- usando las ecuaciones de relatividad especial.

- usando la ecuacion del versor velocidad integrada mediante cuaternios.

Realizaremos el cédlculo al estilo Soldner®, esto es, suponiendo el fotén partiendo tangencialmente al

sol desde su ecuador y calculando la deflexion al alejarse al infinito. La desviacion total serd el doble de
la calculada con éste procedimiento.
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Orbitas elipticas

En este apartado vamos a usar la notacion de las referencias (4) y (5). Siendo,
n=GMi,

la constante gravitatoria por la masa del sol.

Las orbitas elipticas cumplen que la excentricidad e>1; siendo el vector excentricidad,
C

//I )

e=

Y,

~ | Sy

C=VAh—u

>

’

el vector de Laplace-Runge-Lenz o vector de Laplace. Y,
h=F AV,

el vector momento cinético o momento de la cantidad de movimiento.

Sustituyendo hacia atrds en la expresion del vector excentricidad,
VAR T

U r

e=

Como en el punto de mdxima aproximacion del rayo al sol, el vector velocidad es ortogonal al vector de
posicién (que vale el radio del sol de médulo),

2>
- vVr o r ( vo o1
e=———=yp|———
U r u r
Cuyo médulo,
2
v'r
e=——-—1
U
Donde sabemos que se cumple (sin mds que sustituir valores en el punto de interés),
v
—>1.
U
Por lo que,
Vir
e~N—.
U

Mientras que el dngulo de deflexion en funcién de la excentricidad,

5=2asen(é)~%.

Cuando 1/e = 0. Esto nos lleva a la deflexion, con r igual al radio del sol para considerar que el rayo
pasa por la superficie del sol,

2/9



2GM,
5: 2 .
R.v

Si la velocidad que sustituimos es la de la luz, obtenemos el resultado newtoniano.
2GM,

newton = 2
R.c

Pero si sustituimos la velocidad de los gravitones (como exige la relatividad especial de campos), el
resultado es igual al de relatividad general (expresando la velocidad en funcién de la velocidad de la
luz),

_4GM,

= =
R,c

GR

Para,
¢=299,792.458 m/s,

c,=cl/V2,
R,=6.371¢’m,
GM,=3.986¢" m’/s’.

Para expresar en arcosegundos el resultado, hay que multiplicar por,
648¢’

T

Obteniendo,

delta_newton
0.874840664697201
delta_ GR
1.7496813293944

Para los datos indicados.

Mecanica newtoniana

Como se ha comentado, vamos a realizar los calculos al amparo de relatividad especial de campos.
Este método de integracién parece mejor cuando aparecen potenciales que no son newtonianos y no
queremos usar la ecuacion con cuaternios. Los potenciales no newtonianos aparecen en problemas que
aplican el principio de equivalencia, como el del ‘rotor mossbauer’.

Ecuaciones de modelado mecanico

Si se toma como sistema de referencia el baricentro del sol y usamos coordenadas cartesianas; el
potencial en su entorno queda,
-G M,

V= .
Vx'+y?
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Siendo G la constante de la gravedad de Newton y Ms la masa del sol.

La energia cinética de un fotén sera,

1

sz(vi+vi).

Y la restriccion, de relatividad especial de campos, respecto a la velocidad constante,
Vavi=c?,

Con esto, construimos del lagrangiano del fotén,
L=T-V.

Que queda,
1 GM, 1
5 A(ViHvi—ch).

L=~ (vi+v})+
AT )
Aplicando la ecuacion de Euler-Lagrange para cada variable,

oL d oL
5q @5y =0 a=le vl vi=lv ),

obtenemos las tres ecuaciones,

-GM,x d

T al+anl=o.

-GM,y d

e l(1+4)v,]=0,

(x +yg 2 2
vitv,—c,=0.

Integracion de las EDO en el espacio de estados
Si definimos las variables de estado, para la integracidn,
p=v,(1+41), (1)

Y
g=v,(1+2), (2)

las tres ecuaciones nos quedan,
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2
p + q =2

(1+4) (1) ™

Despejando es esta tltima para 1+A y tomando el signo positivo de la raiz,

=1+

o=
%
(S

3

podemos sustituir en las (1) y (2) despejando las derivadas de x e y,

. PCn

X = ,
VP tq

. q4Cm

y=

;

pHq

Que nos completa el sistema de EDO de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas en p, g, X, Y,
_ —GMx

APy

._ —GM,y

p cm

p+q
qc.,

p +

"g.

~—

x=

;

>

;

Si deseamos considerar fuerzas adicionales, las incluimos en las dos primeras ecuaciones. Las dos
ultimas s6lo permiten realizar el calculo de modo que se mantenga la restriccion de velocidad.

Condiciones iniciales

Para t=0, x=0, y=-Rs, p=c,, q=0.
Siendo Rs el radio del sol.
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Suponemos que el fotén avanza inicialmente en la direccién del eje x y que A=0.

Se realiza la integracion hasta que gq/p es sensiblemente constante. Esto pasa, en la prictica, cuando el
tiempo de transito alcanza los 600 segundos.

Deflexion
Para el dngulo de deflexion tenemos,

d
5=2atan(d—§;)

0=2atan (1)
p
Con 6=0.875 arcosegundos para una deflexion debida sélo a la gravedad de Newton. Y, para relatividad
especial de campos, una deflexion d=1.7497 arcosegundos.

Mecanica relativista en campo gravitatorio

Este método parece ser el mejor cuando todos los potenciales que aparecen son newtonianos. Si hay
potenciales no newtonianos, en general, el resultado es poco preciso.
Describiremos aqui las ecuaciones de relatividad especial de campos como se dieron en la referencia
(3). El sistema de ecuaciones diferenciales queda,
. 2 2
p=—G,(x(c,—p’)-ypa),
=G 2 2
4==G,|-xpq+y(cn—q’)|.
X=p,
y=q.

siendo,

Y las condiciones iniciales,
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Que da una deflexioén 6=1.7497 arcosegundos.

Mecanica relativista en campo gravitatorio con cuaternios

Este método es el resolutor del ‘caso general’, donde los otros métodos no se pueden aplicar facilmente.
En este caso vamos a partir de la ecuacion,

d3_
ac=v
4v_p GF)Y
T C

dx
aTr=CnV:
dv 1 = =\
d—T—q(F—(V'F)V)

Y vamos a transformar la segunda de ellas a una ecuacién de cuaternios. Si atendemos a la identidad,
AA(BAC)=B(A-C)-C(A-B).

Identificando,

Podemos reescribir la ecuacion como,

dv 1, - .

F:C_V/\(F/\V)
Que, en forma de cuaternios,

dv 1 o ~ -

d—T:C—V®(F®V).

Donde el gorro curvado indica que el vector es cuaternio (y v unitario) y, el producto encerrado en el
circulo, el producto de cuaternios. Que puede resumirse,
wee=(w,e,—e)+w,ete,w+wxe.

Siendo las componentes con subindice cero la parte real del cuaternio, y las partes con vectores las
imaginarias.

Los cuaternios serian,
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Desarrollando el producto para obtener una expresion cerrada,
—(FXV1+FyV2+FZV3)
VOFX+FyV3_FZV2
VoF +F,vi—F, v,
v, F,+F,v,—F v,

Fev=

—(ZVOVIFx+2VOV2Fy+2VOV3FZ)
FX(V(Z)—V%+V§+V§)—2V1Vsz—2V1V3FZ

Ve(Fev)= S0
_2V1V2Fx+Fy(VO_V2+V1+V3)_2V2V3FZ
2 2 2 2
—2VlV3Fx—2V2V3Fy+FZ(V0—V3+V1+V2>
Dando el sistema,
v, —(2V0V1Fx+2VOV2Fy+2V0V3FZ)
d 1| F (vi=vi+vi+v3)—2v,v,F,—2v,v,F
S Vi|=— | Ex\Vo=V TV, TV, Vv Iy vyvilb,
2 2 2 2 :
dt|v,|” cm —2V1VZFX+Fy(VO—V2+Vl+V3)—2V2V3FZ
2 2 2 2
\E —2V1V3FX—2V2V3Fy+FZ(VO—V3+V1+V2)

y del cuaternio del versor, sacamos el versor como,

R 1 Vi 1 Vi
V=— Vy = V, |-
51n(acos(v0)) Vi 1—v, Vj
Junto con,
d|*| ¢, [
CH e

Para el caso que nos ocupa, podemos prescindir de la componente z,
—2VO(V1FX+V2Fy)

d Vo —_ 1 2 2 2
x| Vit FX(VO—V]+V2)—2V1V2Fy )
Va _2V1V2Fx+Fy(Vi_V§+V%)
drx —_Sm vy
dt|y| Ji=v2|v,
Con,
P -GM,x ., —GM,y

Ty T T
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Y con las condiciones iniciales,

v,=1,
v,=Vv,=0,
x=0,
y=—R,.

Que da una deflexién 6=1.7497 arcosegundos.

Comentarios finales

Con todos los procedimientos obtenemos los mismos resultados, si bien es cierto que unos métodos son
mads aptos que otros segtn el caso de resolucion.

Si el problema requiere la integracion de una trayectoria en campos gravitatorios (inicamente)
newtonianos intentariamos el segundo procedimiento. Si aparecen potenciales no newtonianos, es mejor
usar el primer caso. Y donde arrastrar la restriccion de la velocidad en el lagrangiano no es viable,
usariamos el tercer procedimiento (caso general).

Notese que, en el primer método, hemos usado una expresion de energia newtoniana en vez de
relativista. Esto plantea una cierta incongruencia con la deduccién de la expresion de la ecuacion del
redshift que se di6 en (3) que parece indicar que hay algo que no termina de cuadrar en la teoria.
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