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Lemma I.2.2.4-(BAc2r4): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D1

�
D3

� � D2

�
D0

� � D3

�
D1

� � D0

�
D2

� �
0 0

0 0

Proof:

D1

�
D3

� � D2

�
D0

� � D3

�
D1

� � D0

�
D2

� �
D1m

� 0

0 D1m
�

0 D3n
�

D3n
� 0

�
D2m

� 0

0 D2m
�

D0n
� 0

0 D0n
�

�
D3m

� 0

0 D3m
�

0 D1n
�

D1n
� 0

�
D2m

� D0n
� � D0m

� D2n
� D1m

� D3n
� � D3m

� D1n
�

D1m
� D3n

� � D3m
� D1n

� D2m
� D0n

� � D0m
� D2n

�

�
��2 � m2���0 � m0� � ��0 � m0���2 � m2� ��1 � m1���3 � m3� � ��3 � m3���1 � m1�

��1 � m1���3 � m3� � ��3 � m3���1 � m1� ��2 � m2���0 � m0� � ��0 � m0���2 � m2�

�
��m2 � m2��0 � �m0 � m0��2 � �m2m0 � m0m2� ��m3 � m3��1 � �m1 � m1��3 � �m1m3 � m3m1�

��m3 � m3��1 � �m1 � m1��3 � �m1m3 � m3m1� ��m2 � m2��0 � �m0 � m0��2 � �m2m0 � m0m2�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.2.3.1-(BAc3r1): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D0D2
� � D3

�D1
� � D2

�D0

� � D1D3

� �
0 0

0 0

Proof:

�D0D2
� � D3

�D1
� � D2

�D0

� � D1D3

� � �
D0m

� 0

0 D0m
�

0 D2n
�

D2n
� 0

�
0 D3m

�

D3m
� 0

0 D1n
�

D1n
� 0

�
0 D2m

�

D2m
� 0

D0n
� 0

0 D0n
�

4



�
�D3m

� D1n
� � D1m

� D3n
� �D0m

� D2n
� � D2m

� D0n
�

�D0m
� D2n

� � D2m
� D0n

� �D3m
� D1n

� � D1m
� D3n

�

�
���3 � m3���1 � m1� � ��1 � m1���3 � m3� ���0 � m0���2 � m2� � ��2 � m2���0 � m0�

���0 � m0���2 � m2� � ��2 � m2���0 � m0� ���3 � m3m���1 � m1� � ��1 � m1���3 � m3�

�
��m3 � m3��1 � �m1 � m1��3 � �m3m1 � m1m3� ��m2 � m2��0 � �m0 � m0��2 � �m0m2 � m2m0�

��m2 � m2��0 � �m0 � m0��2 � �m0m2 � m2m0� ��m3 � m3��1 � �m1 � m1��3 � �m3m1 � m1m3�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.2.3.2-(BAc3r2): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D3
�D2

� � D0D1
� � D1

�D0

� � D2D3

� �
0 0

0 0

Proof:

�D3
�D2

� � D0D1
� � D1

�D0

� � D2D3

� � �
0 D3m

�

D3m
� 0

0 D2n
�

D2n
� 0

�
D0m

� 0

0 D0m
�

0 D1n
�

D1n
� 0

�
0 D1m

�

D1m
� 0

D0n
� 0

0 D0n
�

�
�D3m

� D2n
� � D2m

� D3n
� D0m

� D1n
� � D1m

� D0n
�

D0m
� D1n

� � D1m
� D0n

� �D3m
� D2n

� � D2m
� D3n

�

�
���3 � m3���2 � m2� � ��2 � m2���3 � m3� ��0 � m0���1 � m1� � ��1 � m1���0 � m0�

��0 � m0���1n � m1� � ��1 � m1���0 � m0� ���3 � m3���2 � m2� � ��2 � m2���3 � m3�

�
��m3 � m3��2 � �m2 � m2��3 � ��m3m2 � m2m3� ��m1 � m1��0 � �m0 � m0��1 � ��m0m1 � m1m0�

��m1 � m1��0 � �m0 � m0��1 � ��m0m1 � m1m0� ��m2 � m3��2 � �m3 � m2��3 � ��m3m2 � m2m3�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.2.3.3-(BAc3r3): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D2
�D2

� � D1
�D1

� � D0D0

� � D3D3

� �
��2�2 � �1n�1n � �0�0 � �3�3� � �m2m2 � m1m1 � m0m0 � m3m3� 0

0 ��2�2 � �1�1n � �0�0 � �3�3� � �m2m2 � m

Proof:

D2
�D2

� � D1
�D1

� � D0D0

� � D3D3

� �
0 D2m

�

D2m
� 0

0 D2n
�

D2n
� 0

�
0 D1m

�

D1m
� 0

0 D1n
�

D1n
� 0

�
D0m

� 0

0 D0m
�

D0n
� 0

0 D0n
�

�
D2m

� D2n
� � D1m

� D1n
� � D0m

� D0n
� � D3m

� D3n
� 0

0 D2m
� D2n

� � D1m
� D1n

� � D0m
� D0n

� � D3m
� D3n

�

�
��2 � m2���2 � m2� � ��1 � m1���1 � m1� � ��0 � m0���0 � m0� � ��3 � m3���3 � m3�

0 ��2 � m2���2 � m

�
��2�2 � �1�1n � �0�0 � �3�3� � �m2 � m2��2 � �m1 � m1m��1 � �m0 � m0��0 � �m3 � m3��3 � �m2m2 � m

0

�
��2�2 � �1�1 � �0�0 � �3�3� � �m2m2 � m1m1 � m0m0 � m3m3� 0

0 ��2�2 � �1�1 � �0�0 � �3�3� � �m2m2 �

�

Lemma I.2.3.4-(BAc3r4): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0
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then:

�D1

�
D2

� � D2

�
D1

� � D3

�
D0

� � D0

�
D3

� �
0 0

0 0

Proof:

�D1

�
D2

� � D2

�
D1

� � D3

�
D0

� � D0

�
D3

� � �
D1m

� 0

0 D1m
�

0 D2n
�

D2n
� 0

�
D2m

� 0

0 D2m
�

0 D1n
�

D1n
� 0

�
D3m

� 0

0 D3m
�

D0n
� 0

0 D0n
�

�
D3m

� D0n
� � D0m

� D3n
� �D1m

� D2n
� � D2m

� D1n
�

�D1m
� D2n

� � D2m
� D1n

� D3m
� D0n

� � D0m
� D3n

�

�
�3�0 � �3m0 � m3�0 � m3m0 � �0�3 � �0m3 � m0�3 � m0m3 ��1�2 � �1m2 � m1�2 � m1mm2 � �2�1

��1�2 � �1m2 � m1m�2 � m1m2 � �2m�1 � �2m1 � m2�1 � m2m1 �3�0 � �3m0 � m3�0 � m3m0 � �0�3 �

�
��m3 � m3��0 � �m0 � m0��3 � ��m3m0 � m0m3� ��m2 � m2��1 � �m1 � m1��2 � ��m1m2 � m2m1�

��m2 � m2��1 � �m1 � m1m��2 � ��m1m2 � m2m1� ��m3 � m3��0 � �m0 � m0��3 � ��m3m0 � m0m3�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.2.4.1-(BAc4r1): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D0D1 � D3
�D2 � D2

�D3 � D1D0� �
0 0

0 0

Proof:

�D0D1 � D3
�D2 � D2

�D3 � D1D0� �
D0m

� 0

0 D0m
�

D1n
� 0

0 D1n
�

�
0 D3m

�

D3m
� 0

D2n
� 0

0 D2n
�

�
0 D2m

�

D2m
� 0

D3n
� 0

0 D3n
�

�
D0m

� D1n
� � D1m

� D0n
� �D3m

� D2n
� � D2m

� D3n
�

�D3m
� D2n

� � D2m
� D3n

� D0m
� D1n

� � D1m
� D0n

�

�
��0 � m0���1 � m1� � ��1 � m1���0 � m0� ���3 � m3���2 � m2� � ��2 � m2���3 � m3�

���3 � m3���2 � m2� � ��2m � m2���3 � m3� ��0 � m0���1 � m1� � ��1 � m1���0 � m0�

�
��m1 � m1m��0 � �m0 � m0��1 � ��m0m1 � m1m0� ��m3 � m3��2 � �m2 � m2��3 � ��m3m2 � m2m3�

��m3 � m3��2 � �m2m � m2��3 � ��m3m2 � m2m3� ��m1 � m1��0 � �m0n � m0��1 � ��m0m1 � m1m0�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.2.4.2-(BAc4r2): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D3
�D1 � D0D2 � D1

�D3 � D2D0� �
0 0

0 0

Proof:

�D3
�D1 � D0D2 � D1

�D3 � D2D0� �
0 D3m

�

D3m
� 0

D1n
� 0

0 D1n
�

�
D0m

� 0

0 D0m
�

D2n
� 0

0 D2n
�

�
0 D1m

�

D1m
� 0

D3n
� 0

0 D3n
�

�
D0m

� D2n
� � D2m

� D0n
� D3m

� D1n
� � D1m

� D3n
�

D3m
� D1n

� � D1m
� D3n

� D0m
� D2n

� � D2m
� D0n

�

�
��0 � m0���2 � m2� � ��2 � m2���0 � m0n� ��3 � m3���1 � m1� � ��1 � m1���3 � m3�

��3 � m3���1 � m1� � ��1 � m1m���3 � m3� ��0 � m0���2 � m2� � ��2m � m2���0 � m0�

�
��m2 � m2��0 � �m0 � m0��2 � �m0m2 � m2m0n� ��m3 � m3��1 � �m1 � m1��3 � �m3m1 � m1m3�

��m3 � m3��1 � �m1 � m1��3 � �m3m1 � m1mm3� ��m0 � m0��2 � �m2 � m2��0 � �m0m2 � m2m0�

�
0 0

0 0

�
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Lemma I.2.4.3-(BAc4r3): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

��D2
�D1 � D1

�D2 � D0D3 � D3D0� �
0 0

0 0

Proof:

��D2
�D1 � D1

�D2 � D0D3 � D3D0� � �
0 D2m

�

D2m
� 0

D1n
� 0

0 D1n
�

�
0 D1m

�

D1m
� 0

D2n
� 0

0 D2n
�

�
D0m

� 0

0 D0m
�

D3n
� 0

0 D3n
�

�
D0m

� D3n
� � D3m

� D0n
� �D2m

� D1n
� � D1m

� D2n
�

�D2m
� D1n

� � D1m
� D2n

� D0m
� D3n

� � D3m
� D0n

�

�
��0 � m0���3 � m3� � ��3 � m3���0 � m0� ���2 � m2���1 � m1� � ��1 � m1���2 � m2�

���2m � m2���1 � m1� � ��1 � m1���2 � m2� ��0 � m0���3 � m3� � ��3 � m3���0 � m0n�

�
��m3 � m3��0 � �m0 � m0��3 � �m0m3 � m3m0� ��m2 � m2��1 � �m1 � m1��2 � �m1m2 � m2mm1�

��m1 � m1��2 � �m2 � m2m��1 � �m1m2 � m2m1� ��m3 � m3��0 � �m0n � m0��3 � �m0m3 � m3m0�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.2.4.4-(BAc4r4): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D1

�
D1 � D2

�
D2 � D3

�
D3 � D0

�
D0 �

��1�1 � �2�2 � �3�3 � �0�0� � �m1m1 � m2m2 � m3m3 � m0m0� 0

0 ��1�1 � �2�2 � �3�3 � �0�0� � �m1m1 � m2m2 �

Proof:

D1

�
D1 � D2

�
D2 � D3

�
D3 � D0

�
D0 �

D1m
� 0

0 D1m
�

D1n
� 0

0 D1n
�

�
D2m

� 0

0 D2m
�

D2n
� 0

0 D2n
�

�
D3m

� 0

0 D3m
�

D3n
� 0

0 D3n
�

�
D1m

� D1n
� � D2m

� D2n
� � D3m

� D3n
� � D0m

� D0n
� 0

0 D1m
� D1n

� � D2m
� D2n

� � D3m
� D3n

� � D0m
� D0n

�

�
��1 � m1���1 � m1� � ��2 � m2m���2 � m2� � ��3m � m3���3 � m3� � ��0 � m0���0 � m0�

0 ��1 � m1���1

�
��1n�1 � �2�2 � �3�3 � �0�0� � �m1 � m1��1 � �m2 � m2��2 � �m3 � m3��3 � �m0n � m0��0 � �m1m1 � m

0

�
��1�1 � �2�2 � �3�3 � �0�0� � �m1m1 � m2m2 � m3m3 � m0m0� 0

0 ��1�1 � �2�2 � �3�3 � �0�0� � �m1m1 �

�

Lemma I.3.1.1-(ABc1r1): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D0

�
D0 � D3

�D3
� � D2

�D2
� � D1D1

� �
��0�0 � �3�3 � �2�2 � �1�1� � �m0m0 � m3m3 � m2m2 � m1m1� 0

0 ��0�0 � �3�3 � �2�2 � �1�1� � �m0m0 � m3m

Proof:

D0

�
D0 � D3

�D3
� � D2

�D2
� � D1D1

� �
��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�

��0 � m0m� 0

0 ��0 � m0�
�

0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0

0 ��3 �

��3 � m3� 0

�
��0 � m0���0 � m0� � ��3 � m3���3 � m3� � ��2 � m2���2m � m2m� � ��1 � m1���1 � m1�

0 ��0 � m0���0

7



�
��0�0 � �3�3 � �2�2 � �1�1� � �m0 � m0��0 � �m3 � m3��3 � �m2 � m2��2 � �m1 � m1��1 � �m0m0 � m3

0

�
��0�0 � �3�3 � �2�2 � �1�1� � �m0m0 � m3m3 � m2m2 � m1m1� 0

0 ��0�0 � �3�3 � �2�2 � �1�1� � �m0m0 �

�

Lemma I.3.1.2-(ABc1r2): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D3
�D0 � D0

�
D3

� � D1
�D2

� � D2D1

� �
0 0

0 0

Proof:

�D3
�D0 � D0

�
D3

� � D1
�D2

� � D2D1

� � �
0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0

��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�
�

��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�

0 ��3m

��3 � m3�

�
���1 � m1���2 � m2� � ��2 � m2���1 � m1� ���3 � m3���0 � m0� � ��0 � m0���3m � m3�

���3 � m3���0 � m0� � ��0 � m0���3 � m3� ���1 � m1���2 � m2� � ��2 � m2���1 � m1�

�
�m2 � m2��1 � �m1 � m1��2 � ��m1m2m � m2m1� �m3 � m3��0 � �m0 � m0��3 � ��m3m0 � m0m3�

�m3 � m3��0 � �m0 � m0��3 � ��m3m0 � m0m3� �m2 � m2��1 � �m1 � m1��2 � ��m1m2 � m2m1�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.1.2-(ABc1r2)a: For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D3
�D0 � D0

�
D3

� � D1
�D2

� � D2D1

� �
0 0

0 0

Proof:

�D3
�D0 � D0

�
D3

� � D1
�D2

� � D2D1

� � �
0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0

��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�
�

��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�

0 ��3

��3 � m3�

�
���1 � m1���2 � m2� � ��2 � m2���1 � m1� ���3 � m3���0 � m0� � ��0 � m0���3 � m3�

���3 � m3���0 � m0� � ��0 � m0���3 � m3� ���1 � m1���2 � m2� � ��2 � m2���1 � m1�

�
��m2 � m2��1 � ��m1 � m1��2 � ��m1m2 � m2m1� ��m3 � m3��0 � ��m0n � m0��3 � ��m3m0n � m0m

��m3 � m3m��0 � ��m0 � m0��3 � ��m3m0 � m0m3� ��m2 � m2��1 � ��m1 � m1��2 � ��m1m2 � m2m

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.1.3-(ABc1r3): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D2
�D0 � D1

�D3
� � D0

�
D2

� � D3D1

� �
0 0

0 0

Proof:

D2
�D0 � D1

�D3
� � D0

�
D2

� � D3D1

� �
0 D2n

�

D2n
� 0

D0m
� 0

0 D0m
�

�
0 D1n

�

D1n
� 0

0 D3m
�

D3m
� 0

�
D0n

� 0

0 D0n
�

0 D2m
�

D2m
� 0

�
�D1n

� D3m
� � D3n

� D1m
� D2n

� D0m
� � D0n

� D2m
�

D2n
� D0m

� � D0n
� D2m

� �D1n
� D3m

� � D3n
� D1m

�

8



�
���1 � m1���3 � m3� � ��3 � m3���1 � m1� ��2 � m2���0 � m0� � ��0 � m0���2 � m2�

��2 � m2���0 � m0� � ��0 � m0���2m � m2� ���1 � m1���3 � m3� � ��3 � m3���1 � m1�

�
��m3 � m3��1 � �m1 � m1��3 � ��m1m3 � m3m1� ��m2 � m2��0 � �m0 � m0��2 � ��m2m0 � m0m2�

��m2 � m2��0 � �m0 � m0��2 � ��m2m0 � m0m2� ��m3 � m3��1 � �m1m � m1��3 � ��m1m3 � m3m1�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.1.4-(ABc1r4): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D1

�
D0 � D2

�
D3

� � D3

�
D1

� � D0D1

� �
0 0

0 0

Proof:

D1

�
D0 � D2

�
D3

� � D3

�
D1

� � D0D1

� �
D1n

� 0

0 D1n
�

D0m
� 0

0 D0m
�

�
D2n

� 0

0 D2n
�

0 D3m
�

D3m
� 0

�
D3n

� 0

0 D3n
�

0 D2m
�

D2m
� 0

�
D1n

� D0m
� � D0n

� D1m
� D2n

� D3m
� � D3n

� D2m
�

D2n
� D3m

� � D3n
� D2m

� D1n
� D0m

� � D0n
� D1m

�

�
��1 � m1n���0 � m0� � ��0 � m0���1 � m1� ��2 � m2���3 � m3� � ��3 � m3���2 � m2�

��2 � m2���3m � m3� � ��3 � m3���2 � m2� ��1 � m1���0 � m0� � ��0 � m0���1 � m1�

�
��m1 � m1��0 � �m0 � m0��1 � ��m1m0m � m0m1� ��m3 � m3��2 � �m2 � m2��3 � ��m2m3 � m3m2�

��m3 � m3��2 � �m2 � m2��3 � ��m2m3 � m3m2� ��m1 � m1m��0 � �m0 � m0��1 � ��m1m0 � m0m1�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.2.1-(ABc2r1): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D0

�
D3

� � D3
�D0 � D2

�D1
� � D1D2

� �
0 0

0 0

Proof:

�D0

�
D3

� � D3
�D0 � D2

�D1
� � D1D2

� � �
��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�

0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0
�

0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0

��0 � m0� 0

0 ��0 � m

�
���2 � m2���1 � m1� � ��1 � m1���2m � m2� ���0 � m0���3 � m3� � ��3 � m3���0 � m0�

���0 � m0���3 � m3� � ��3 � m3���0 � m0� ���2 � m2���1 � m1m� � ��1 � m1���2 � m2�

�
��m2 � m2��1 � ��m1 � m1��2 � ��m2m1m � m1m2� ��m3 � m3��0 � �m0 � m0��3 � ��m0m3 � m3m

��m3 � m3��0 � ��m0 � m0��3 � ��m0m3 � m3m0� ��m2 � m2��1 � �m1 � m1��2 � ��m2m1 � m1m

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.2.2-(ABc2r2): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D3
�D3

� � D0

�
D0 � D1

�D1
� � D2D2

� �
��3�3 � �0�0 � �1�1n � �2�2� � �m3m3 � m0m0 � m1m1 � m2m2� 0

0 ��3�3 � �0�0 � �1�1 � �2�2� � �m3m3 � m0m

Proof:
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D3
�D3

� � D0

�
D0 � D1

�D1
� � D2D2

� �
0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0

0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0
�

��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�

��0 � m0� 0

0 ��0 � m0

�
��3 � m3���3 � m3� � ��0 � m0���0 � m0� � ��1 � m1���1 � m1� � ��2 � m2���2 � m2�

0 ��3 � m3���3 � m

�
��3�3 � �0�0 � �1n�1 � �2�2� � �m0 � m0��0 � �m1 � m1��1n � �m2 � m2��2 � �m3 � m3��3 � �m3m3 �

0

�
��3�3 � �0�0 � �1�1 � �2�2� � �m3m3 � m0m0 � m1m1 � m2m2� 0

0 ��3�3 � �0�0 � �1�1 � �2�2� � �m3m3

�

Lemma I.3.2.3-(ABc2r3): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D2
�D3

� � D1
�D0 � D0

�
D1

� � D3D2

� �
0 0

0 0

Proof:

�D2
�D3

� � D1
�D0 � D0

�
D1

� � D3D2

� � �
0 ��2 � m2�

��2 � m2� 0

0 ��3 � m3�

��3m � m3� 0
�

0 ��1 � m1�

��1 � m1� 0

��0 � m0� 0

0 ��0 �

�
���2 � m2���3 � m3� � ��3 � m3���2 � m2� ���1 � m1���0 � m0� � ��0 � m0���1 � m1�

���1 � m1���0 � m0� � ��0 � m0���1 � m1m� ���2 � m2���3 � m3� � ��3 � m3���2 � m2�

�
��m3 � m3��2 � �m2 � m2��3 � ��m2m3 � m3m2� ��m1 � m1��0 � �m0m � m0��1 � ��m1m0 � m0m1

��m1 � m1��0 � �m0 � m0��1 � ��m1m0 � m0m1� ��m3 � m3��2 � �m2 � m2��3 � ��m2m3 � m3m2

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.2.4-(ABc2r4): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D1

�
D3

� � D2

�
D0 � D3

�
D1

� � D0D2

� �
0 0

0 0

Proof:

�D1

�
D3

� � D2

�
D0 � D3

�
D1

� � D0D2

� �
��1 � m1� 0

0 ��1 � m1�

0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0
�

��2 � m2� 0

0 ��2 � m2�

��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�

�
��2 � m2���0 � m0� � ��0 � m0���2 � m2� ��1 � m1���3 � m3� � ��3 � m3���1 � m1�

��1 � m1���3 � m3� � ��3 � m3���1 � m1� ��2 � m2���0 � m0� � ��0 � m0���2 � m2�

�
��m2 � m2��0 � �m0 � m0��2 � ��m2m0 � m0m2� ��m3 � m3��1 � �m1 � m1��3 � ��m1m3 � m3m1�

��m3 � m3��1 � �m1 � m1m��3 � ��m1m3 � m3m1� ��m2 � m2��0n � �m0 � m0��2 � ��m2m0 � m0m2�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.3.1-(ABc3r1): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D0

�
D2

� � D3
�D1

� � D2
�D0 � D1D3

� �
0 0

0 0

Proof:
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D0

�
D2

� � D3
�D1

� � D2
�D0 � D1D3

� �
��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�

0 ��2 � m2�

��2 � m2� 0
�

0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0

0 ��1 � m1

��1 � m1� 0

�
���3 � m3���1 � m1� � ��1 � m1���3 � m3� ��0 � m0���2 � m2� � ��2 � m2���0 � m0�

��0 � m0���2 � m2� � ��2 � m2���0 � m0m� ���3 � m3���1 � m1� � ��1 � m1���3 � m3�

�
��m3 � m3��1 � �m1 � m1��3 � ��m3m1 � m1m3� ��m2 � m2��0 � �m0m � m0��2 � ��m0m2 � m2m0�

��m2 � m2��0 � �m0 � m0m��2 � ��m0m2 � m2m0m� ��m3m � m3��1 � �m1m � m1��3 � ��m3m1 � m1m3

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.3.2-(ABc3r2): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D3
�D2

� � D0

�
D1

� � D1
�D0 � D2D3

� �
0 0

0 0

Proof:

�D3
�D2

� � D0

�
D1

� � D1
�D0 � D2D3

� � �
0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0

0 ��2 � m2�

��2 � m2� 0
�

��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�

0 ��1 � m

��1 � m1� 0

�
���3 � m3���2 � m2� � ��2 � m2���3 � m3� ���0 � m0���1 � m1� � ��1 � m1���0 � m0�

���0 � m0���1 � m1� � ��1 � m1���0 � m0� ���3 � m3���2 � m2� � ��2 � m2���3 � m3�

�
��m3 � m3��2 � �m2 � m2��3 � ��m3m2 � m2m3� ��m1 � m1��0 � �m0 � m0m��1 � ��m0m1 � m1m

��m1 � m1��0 � �m0 � m0��1 � ��m0m1 � m1m0m� ��m3 � m3��2 � �m2 � m2��3 � ��m3m2 � m2m

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.3.3-(ABc3r3): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D2
�D2

� � D1
�D1

� � D0

�
D0 � D3D3

� �
��2�2 � �1�1 � �0�0 � �3�3� � �m2m2 � m1m1 � m0m0 � m3m3� 0

0 ��2�2 � �1�1 � �0�0 � �3�3� � �m2m2 � m1m

Proof:

DAnDBm � D2
�D2

� � D1
�D1

� � D0

�
D0 � D3D3

� �
0 ��2 � m2�

��2 � m2� 0

0 ��2 � m2�

��2 � m2� 0
�

0 ��1 � m1�

��1 � m1� 0

�
��2 � m2���2 � m2� � ��1 � m1���1 � m1� � ��0 � m0���0 � m0� � ��3 � m3���3 � m3m�

0 ��

�
��2�2 � �1�1 � �0�0 � �3�3� � �m2 � m2��2 � �m1 � m1��1 � �m0 � m0��0 � �m3 � m3��3 �

0

�
��2�2 � �1�1 � �0�0 � �3�3� � �m2m2 � m1m1 � m0m0 � m3m3�

0 ��2�2 � �1�1 � �0�0 � �3�

�

Lemma I.3.3.4-(ABc3r4): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D1

�
D2

� � D2

�
D1

� � D3

�
D0 � D0D3

� �
0 0

0 0

Proof:
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�D1

�
D2

� � D2

�
D1

� � D3

�
D0 � D0D3

� � �
��1 � m1� 0

0 ��1 � m1�

0 ��2 � m2�

��2 � m2� 0
�

��2 � m2� 0

0 ��2 � m2�

0 ��1 � m1

��1 � m1� 0

�
��3 � m3���0 � m0� � ��0 � m0���3 � m3� ���1 � m1���2 � m2� � ��2 � m2���1 � m1�

���1 � m1���2 � m2� � ��2 � m2���1 � m1� ��3 � m3���0m � m0� � ��0 � m0���3 � m3�

�
��m3 � m3��0 � �m0 � m0��3 � ��m3m0 � m0m3� ��m2 � m2��1 � �m1 � m1��2 � ��m1m2 � m2m1�

��m2 � m2��1 � �m1 � m1��2 � ��m1m2 � m2m1� ��m3 � m3��0 � �m0 � m0��3 � ��m3m0m � m0m3�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.4.1-(ABc4r1): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D0

�
D1 � D3

�D2 � D2
�D3 � D1D0

� �
0 0

0 0

Proof:

D0

�
D1 � D3

�D2 � D2
�D3 � D1D0

� �
��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�

��1 � m1� 0

0 ��1 � m1�
�

0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0

��2 � m2� 0

0 ��2m � m2�

�
��0 � m0���1 � m1� � ��1 � m1���0 � m0� ��3 � m3���2 � m2� � ��2 � m2���3 � m3�

��3 � m3���2m � m2� � ��2 � m2���3m � m3� ��0 � m0���1 � m1� � ��1 � m1���0m � m0�

�
��m1 � m1��0 � �m0 � m0��1 � ��m0m1 � m1m0� ��m3 � m3��2 � �m2 � m2��3 � ��m3m2 � m2m3�

��m3 � m3��2 � �m2 � m2��3 � ��m3m2 � m2m3� ��m1 � m1��0 � �m0 � m0��1 � ��m0m1 � m1m0�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.4.2-(ABc4r2): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

�D3
�D1 � D0

�
D2 � D1

�D3 � D2D0

� �
0 0

0 0

Proof:

�D3
�D1 � D0

�
D2 � D1

�D3 � D2D0

� � �
0 ��3 � m3�

��3 � m3� 0

��1 � m1� 0

0 ��1 � m1�
�

��0 � m0� 0

0 ��0 � m0�

��2 � m2� 0

0 ��2m � m

�
��0 � m0���2 � m2� � ��2 � m2���0m � m0� ���3 � m3���1 � m1� � ��1 � m1���3 � m3�

���3 � m3���1 � m1� � ��1 � m1���3 � m3� ��0 � m0���2m � m2� � ��2 � m2���0 � m0�

�
��m2 � m2��0 � �m0 � m0��2 � ��m0m2m � m2m0� ��m3 � m3��1 � �m1 � m1��3 � ��m3m1 � m1m3�

��m3 � m3��1 � �m1 � m1��3n � ��m3m1 � m1m3� ��m2 � m2��0 � �m0 � m0��2 � ��m0m2 � m2m0m

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.4.3-(ABc4r3): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D2
�D1 � D1

�D2 � D0

�
D3 � D3D0

� �
0 0

0 0

Proof:

12



D2
�D1 � D1

�D2 � D0

�
D3 � D3D0

� �
0 ��2 � m2�

��2 � m2� 0

��1 � m1� 0

0 ��1 � m1�
�

0 ��1 � m1�

��1 � m1� 0

��2 � m2� 0

0 ��2 � m2�

�
��0 � m0���3 � m3� � ��3 � m3���0 � m0� ��2 � m2���1 � m1� � ��1 � m1���2m � m2�

��2 � m2���1 � m1� � ��1 � m1���2 � m2� ��0 � m0���3m � m3� � ��3 � m3���0 � m0�

�
��m3 � m3��0 � �m0 � m0��3 � ��m0m3 � m3m0� ��m2 � m2��1 � �m1 � m1��2 � ��m2m1 � m1m2�

��m2 � m2��1 � �m1 � m1��2 � ��m2m1 � m1m2� ��m3 � m3��0 � �m0 � m0��3 � ��m0m3 � m3nm0�

�
0 0

0 0

�

Lemma I.3.4.4-(ABc4r4): For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

D1

�
D1 � D2

�
D2 � D3

�
D3 � D0D0

� �
��1�1 � �2�2 � �3�3 � �0�0� � �m1m1 � m2m2 � m3m3 � m0m0� 0

0 ��1�1 � �2�2 � �3�3 � �0�0� � �m1m1 � m2m2 �

Proof:

D1

�
D1 � D2

�
D2 � D3

�
D3 � D0D0

� �
��1 � m1� 0

0 ��1 � m1�

��1 � m1� 0

0 ��1 � m1�
�

��2 � m2� 0

0 ��2 � m2�

��2 � m2� 0

0 ��2m � m2�

�
��1 � m1���1 � m1� � ��2 � m2���2 � m2� � ��3 � m3���3m � m3� � ��0 � m0���0m � m0�

0 ��1 � m1���1

�
��1�1 � �2�2 � �3�3 � �0�0� � �m1 � m1��1 � �m2 � m2��2 � �m3 � m3��3 � �m0 � m0��0 � �m1m1 � m2

0

�
��1�1 � �2�2 � �3�3 � �0�0� � �m1m1 � m2m2 � m3m3 � m0m0� 0

0 ��1�1 � �2�2 � �3�3 � �0�0� � �m1m1 �

�

Theorem II.1: Given: B-factors & A-factors: DB & DA ,

BA-factorizations & AB-factorizations are equal: DBDA � DADB ;

i.e.: BA-factorizations & AB-factorizations are commutative.

Proof:

From Theorem I.1:

DBDA �

D0D0

� � D3
�D3

� � D2
�D2

� � D1D1

�
D0D3

� � D3
�D0

� � D2
�D1

� � D1D2

� �D0D2
� � D3

�D1
� � D2

�D0

� � D1D3

� �D0D1 � D3
�D

D3
�D0

� � D0D3
� � D1

�D2
� � D2D1

�
D3

�D3
� � D0D0

� � D1
�D1

� � D2D2

� �D3
�D2

� � D0D1
� � D1

�D0

� � D2D3
� �D3

�D1 � D0D

�D2
�D0

� � D1
�D3

� � D0D2
� � D3D1

� �D2
�D3

� � D1
�D0

� � D0D1
� � D3D2

�
D2

�D2
� � D1

�D1
� � D0D0

� � D3D3

� ��D2
�D1 � D1

�D

D1

�
D0

� � D2

�
D3

� � D3

�
D2

� � D0

�
D1

�
D1

�
D3

� � D2

�
D0

� � D3

�
D1

� � D0

�
D2

� �D1

�
D2

� � D2

�
D1

� � D3

�
D0

� � D0

�
D3

�
D1

�
D1 � D2

�
D

DADB �

D0

�
D0 � D3

�D3
� � D2

�D2
� � D1D1

� �D0

�
D3

� � D3
�D0 � D2

�D1
� � D1D2

�
D0

�
D2

� � D3
�D1

� � D2
�D0 � D1D3

�
D0

�
D1 � D3

�D2

�D3
�D0 � D0

�
D3

� � D1
�D2

� � D2D1

�
D3

�D3
� � D0

�
D0 � D1

�D1
� � D2D2

� �D3
�D2

� � D0

�
D1

� � D1
�D0 � D2D3

� �D3
�D1 � D0

�
D

D2
�D0 � D1

�D3
� � D0

�
D2

� � D3D1

� �D2
�D3

� � D1
�D0 � D0

�
D1

� � D3D2

�
D2

�D2
� � D1

�D1
� � D0

�
D0 � D3D3

�
D2

�D1 � D1
�D

D1

�
D0 � D2

�
D3

� � D3

�
D1

� � D0D1

� �D1

�
D3

� � D2

�
D0 � D3

�
D1

� � D0D2

� �D1

�
D2

� � D2

�
D1

� � D3

�
D0 � D0D3

�
D1

�
D1 � D2

�
D2

So, from Lemmas I.2 & I.3:

� DBDA �

�� � |m|
2 � 0

0 �� � |m|
2 �

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

�� � |m|
2 � 0

0 �� � |m|
2 �

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

�� � |m|
2 � 0

0 �� � |m|
2 �

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

�� � |m|
2 � 0

0 �� � |m|
2 �

13



� DADB �

�� � |m|
2 � 0

0 �� � |m|
2 �

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

�� � |m|
2 � 0

0 �� � |m|
2 �

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

�� � |m|
2 � 0

0 �� � |m|
2 �

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

�� � |m|
2 � 0

0 �� � |m|
2 �

� �� � |m|
2 �

I2 0 0 0

0 I2 0 0

0 0 I2 0

0 0 0 I2

� DBDA

where: � � �
j�0

4�1

�j
2 & |m|

2 � �
j�0

4�1

mj
2

�

Theorem III.1: For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

then:

DiDj
� � Dj

�
Di � Dj

�Di
� DiDj

� � Dj
�Di

�
Di

�
Dj

� � Di
�Dj � Dj

�Di � Dj
�
Di

�

Di
�
Dj � DjDi

� � Di
�Dj

� Di
�
Dj

� � Dj
�
Di

�
Di

�Dj � Dj
�Di � Di

�
Dj

� � Dj
�
Di

�

DiDj
� � Dj

�
Di � Dj

�Di
� DiDj � DjDi

Proof:

DiDj �
Di

� 0

0 Di
�

Dj
� 0

0 Dj
�

�
Di

�Dj
� 0

0 Di
�Dj

�
� DjDi

DiDj
� �

Di
� 0

0 Di
�

Dj
� 0

0 Dj
�

�
Di

�Dj
� 0

0 Di
�Dj

�
� Dj

�
Di � Dj

�Di
�

DiDj
� �

Di
� 0

0 Di
�

0 Dj
�

Dj
� 0

�
0 Di

�Dj
�

Di
�Dj

� 0
� Dj

�Di
�

Di
�
Dj �

Di
� 0

0 Di
�

Dj
� 0

0 Dj
�

�
Di

�Dj
� 0

0 Di
�Dj

�
� DjDi

� � Di
�Dj

�

Di
�
Dj

� �
Di

� 0

0 Di
�

Dj
� 0

0 Dj
�

�
Di

�Dj
� 0

0 Di
�Dj

�
� Dj

�
Di

�

Di
�
Dj

� �
Di

� 0

0 Di
�

0 Dj
�

Dj
� 0

�
0 Di

�Dj
�

Di
�Dj

� 0
� Di

�Dj � Dj
�Di

� Dj
�
Di

�

Di
�Dj �

0 Di
�

Di
� 0

Dj
� 0

0 Dj
�

�
0 Di

�Dj
�

Di
�Dj

� 0
� Dj

�Di � Di
�
Dj

�

� Dj
�
Di

�

Di
�Dj

� �
0 Di

�

Di
� 0

Dj
� 0

0 Dj
�

�
0 Di

�Dj
�

Di
�Dj

� 0
� DjDi

�

Di
�Dj

� �
0 Di

�

Di
� 0

0 Dj
�

Dj
� 0

�
Di

�Dj
� 0

0 Di
�Dj

�
� Di

�
Dj � DjDi

�

� Dj
�Di

�

�

definiton 1: For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�
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Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

and:

DB �

�D0 D3
� �D2

� �D1

�D3
� �D0 D1

� �D2

D2
� �D1

� �D0 �D3

�D1

� �D2

� �D3

�
D0

�

& DA �

�D0

� �D3
� D2

� �D1

D3
� �D0

� �D1
� �D2

�D2
� D1

� �D0

� �D3

�D1

� �D2

� �D3

�
D0

then:

DB �

�D0

�
D3

� �D2
� �D1

�D3
� �D0

�
D1

� �D2

D2
� �D1

� �D0

� �D3

�D1

� �D2

� �D3

�
D0

& DA �

�D0 �D3
� D2

� �D1

D3
� �D0 �D1

� �D2

�D2
� D1

� �D0 �D3

�D1

� �D2

� �D3

�
D0

�

(ie.: DB & DA are transformations of DB & DA where D0 & D0

�
are exchanged )

Theorem IV.1: For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

and:

DB �

�D0

�
D3

� �D2
� �D1

�D3
� �D0

�
D1

� �D2

D2
� �D1

� �D0

� �D3

�D1

� �D2

� �D3

�
D0

& DA �

�D0 �D3
� D2

� �D1

D3
� �D0 �D1

� �D2

�D2
� D1

� �D0 �D3

�D1

� �D2

� �D3

�
D0

�

then:

DBDA �

D0

�
D0 � D3

�D3
� � D2

�D2
� � D1D1

�
D0

�
D3

� � D3
�D0 � D2

�D1
� � D1D2

� �D0

�
D2

� � D3
�D1

� � D2
�D0 � D1D3

�
D0

�
D1 � D3

�D2

D3
�D0 � D0

�
D3

� � D1
�D2

� � D2D1

�
D3

�D3
� � D0

�
D0 � D1

�D1
� � D2D2

� �D3
�D2

� � D0

�
D1

� � D1
�D0 � D2D3

�
D3

�D1 � D0

�
D2

�D2
�D0 � D1

�D3
� � D0

�
D2

� � D3D1

� �D2
�D3

� � D1
�D0 � D0

�
D1

� � D3D2

�
D2

�D2
� � D1

�D1
� � D0

�
D0 � D3D3

� �D2
�D1 � D1

�D

D1

�
D0 � D2

�
D3

� � D3

�
D2

� � D0D1

�
D1

�
D3

� � D2

�
D0 � D3

�
D1

� � D0D2

� �D1

�
D2

� � D2

�
D1

� � D3

�
D0 � D0D3

�
D1

�
D1 � D2

�
D2

DADB �

D0D0

� � D3
�D3

� � D2
�D2

� � D1D1

� �D0D3
� � D3

�D0

� � D2
�D1

� � D1D2

�
D0D2

� � D3
�D1

� � D2
�D0

� � D1D3

� �D0D1 � D3
�D2

�D3
�D0

� � D0D3
� � D1

�D2
� � D2D1

�
D3

�D3
� � D0D0

� � D1
�D1

� � D2D2

� �D3
�D2

� � D0D1
� � D1

�D0

� � D2D3

� ��D3
�D1 � D0D2

D2
�D0

� � D1
�D3

� � D0D2
� � D3D1

� �D2
�D3

� � D1
�D0

� � D0D1
� � D3D2

�
D2

�D2
� � D1

�D1
� � D0D0

� � D3D3

� �D2
�D1 � D1

�D

D1

�
D0

� � D2

�
D3

� � D3

�
D2

� � D0

�
D1

� �D1

�
D3

� � D2

�
D0

� � D3

�
D1

� � D0

�
D2

� �D1

�
D2

� � D2

�
D1

� � D3

�
D0

� � D0

�
D3

�
D1

�
D1 � D2

�
D2

and:

DBDA � DADB � �� � |m|
2 �

I2 0 0 0

0 I2 0 0

0 0 I2 0

0 0 0 I2

� DBDA � DADB

where: � � �
j�0

4�1

�j
2 & |m|

2 � �
j�0

4�1

mj
2

Proof:

By theorem III.1

DiDj
� � Dj

�
Di � Dj

�Di
� DiDj

� � Dj
�Di

�
Di

�
Dj

� � Di
�Dj � Dj

�Di � Dj
�
Di

�

Di
�
Dj � DjDi

� � Di
�Dj

� Di
�
Dj

� � Dj
�
Di

�
Di

�Dj � Dj
�Di � Di

�
Dj

� � Dj
�
Di

�

DiDj
� � Dj

�
Di � Dj

�Di
� DiDj � DjDi

�

DBDA

D0

�
D0 � D3

�
D3 � D2

�
D2 � D1

�
D1 � �

j�0

4�3 Dj
�Dj

� 0

0 Dj
�Dj

�
D3

�
D3 � D0

�
D0 � D1

�
D1 � D2

�
D2 � �

j�0

4�3 Dj
�Dj

� 0

0 Dj
�Dj

�
D2

�
D2 � D1

�
D1 � D0

�
D0 � D

D3
�D0 � D0

�
D3

� � D1
�D2

� � D2D1

� � 0 � 0 D0

�
D3

� � D3
�D0 � D2

�D1
� � D1D2

� � 0 � 0 �D0

�
D2

� � D3
�D1

� � D2
�D0 � D1D3

� � 0 � 0 D

�D2
�D0 � D1

�D3
� � D0

�
D2

� � D3D1

� � 0 � 0 �D2
�D3

� � D1
�D0 � D0

�
D1

� � D3D2

� � 0 � 0 �D3
�D2

� � D0

�
D1

� � D1
�D0 � D2D3

� � 0 � 0 D

D1

�
D0 � D2

�
D3

� � D3

�
D2

� � D0D1

� � 0 � 0 D1

�
D3

� � D2

�
D0 � D3

�
D1

� � D0D2

� � 0 � 0 �D1

�
D2

� � D2

�
D1

� � D3

�
D0 � D0D3

� � 0 � 0 �D
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�

DADB

D0D0

� � D3D3

� � D2D2

� � D1

�
D1 � �

j�0

4�3 Dj
�Dj

� 0

0 Dj
�Dj

�
D3D3

� � D0D0

� � D1D1

� � D2D2

� � �
j�0

4�3 Dj
�Dj

� 0

0 Dj
�Dj

�
D2D2

� � D1D1

� � D0D0

� � D

�D3
�D0

� � D0D3
� � D1

�D2
� � D2D1

� � 0 � 0 �D0D3
� � D3

�D0

� � D2
�D1

� � D1D2

� � 0 � 0 D0D2
� � D3

�D1
� � D2

�D0

� � D1D3

� � 0 � 0 �D0

D2
�D0

� � D1
�D3

� � D0D2
� � D3D1

� � 0 � 0 �D2
�D3

� � D1
�D0

� � D0D1
� � D3D2

� � 0 � 0 �D3
�D2

� � D0D1
� � D1

�D0

� � D2D3

� � 0 � 0 ��D

D1

�
D0

� � D2

�
D3

� � D3

�
D2

� � D0

�
D1

� � 0 � 0 �D1

�
D3

� � D2

�
D0

� � D3

�
D1

� � D0

�
D2

� � 0 � 0 �D1

�
D2

� � D2

�
D1

� � D3

�
D0

� � D0

�
D3

� � 0 � 0 �D2
�

So:

DBDA � DADB � �� � |m|
2 �

I2 0 0 0

0 I2 0 0

0 0 I2 0

0 0 0 I2

� DBDA � DADB

where: � � �
j�0

4�1

�j
2 & |m|

2 � �
j�0

4�1

mj
2

�

Theorem V.1: For mi constants:

and:

Di
� � ��i � mi� , Di

� � ��i � mi�

Di �
Di

� 0

0 Di
�

, Di
� �

Di
� 0

0 Di
�

, Di
� �

0 Di
�

Di
� 0

, Di
�� �

0 Di
�

Di
� 0

and:

f �

f1

f2

f3

f0

, fj �
f�
j

f�
j

then:

DBf �

�D0

�
D3

� �D2
� �D1

�D3
� �D0

�
D1

� �D2

D2
� �D1

� �D0

� �D3

�D1

� �D2

� �D3

�
D0

f1

f2

f3

f0

�

�D0

�
f1 � D3

�f2 � D2
�f3 � D1f0

�D3
�f1 � D0

�
f2 � D1

�f3 � D2f0

D2
�f1 � D1

�f2 � D0

�
f3 � D3f0

�D1

�
f1 � D2

�
f2 � D3

�
f3 � D0f0

�

E1 � B�
1

E2 � B�
2

E3 � B�
3

�D1

�
f1 � D2

�
f2 � D3

�
f3 � D0f0

� E � B�

�

Note: the 0th component: �D1

�
f1 � D2

�
f2 � D3

�
f3 � D0f0 represents the guage of the electromagnetic-nuclear field.

Bote the variousness of the � and field-potentials are harmonious with legacy electromagnetic field potentials

and Helmholtz and Klein-Gordon differential equations under appropriate x0 transformations

(such as: �ict,�ct, etc.)
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