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Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

Ñ. ß. Êîòêîâñêèé

Íà îñíîâàíèè àíàëèçà áèêâàòåðíèîííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ïîëÿ ïî-

êàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà âîçíèêàþò êàê ñëåäñòâèå ïðèíöèïà ñî-

õðàíåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ïðè

ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ïðèíöèï ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå áîëåå

îáùèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëÿ. Êëàññè÷åñêèå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà îñîáûì îáðàçîì âëîæåíû â íîâûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è

ÿâëÿþòñÿ èõ ÷àñòíûì ñëó÷àåì. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå âàæíûõ ñëó÷àåâ

íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â îòëè÷èå îò ëèíåéíûõ äîïóñêàþò ðåøåíèÿ, îá-

ëàäàþùèå çàêðó÷åííîñòüþ ïîòîêà ýíåðãèè. Ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ íàìè

óðàâíåíèé äàþò âîçìîæíîñòü âîëíîâîãî îïèñàíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â

ðàìêàõ íåëèíåéíîé êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Îñîáîå âíèìàíèå â

ðàáîòå óäåëÿåòñÿ ïðîáëåìå ðàçäåëåíèÿ ïîëÿ íà ¾ñîáñòâåííîå¿ ïîëå çàðÿ-

æåííîé ÷àñòèöû è ¾âíåøíåå¿ ïî îòíîøåíèþ ê íåìó ïîëå. Èç íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ïîëÿ ñëåäóþò êàê ñàìè êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà,

òàê è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà ïîä äåéñòâèåì ñèëû Ëîðåíöà. Òàêèì

îáðàçîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëÿ, âêëþ-

÷àþùèõ â ñåáÿ âçàèìîäåéñòâèå. Â ðàìêàõ íàøåãî ïîäõîäà çàðÿä ÷àñòèöû

ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûì (êîìïëåêñíîçíà÷íûì), ïåðèîäè÷åñêè ïðîõî-

äÿùèì ðàçëè÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî

çàðÿäîâ îò ÷èñòî ýëåêòðè÷åñêîãî äî ÷èñòî ìàãíèòíîãî. Â ðåàëüíûõ ïðî-

öåññàõ èãðàåò ðîëü íå ñàì çàðÿä ÷àñòèöû, à åãî ñîîòíîøåíèå ïî ôàçå ñ

äðóãèìè çàðÿäàìè è ïîëÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, íåëèíåéíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà, âåêòîð Ðèìàíà-Çèëüáåðøòåéíà, òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, ñèíãóëÿðíîñòè,

áèêâàòåðíèîíû, ðåãóëÿðíûå òîêè, êóëîíîâñêàÿ âîëíà.

1. Ââåäåíèå

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïî ïðàâó çàíèìàþò îäíî èç öåíòðàëüíûõ ìåñò â êëàññè÷å-

ñêîé è ñîâðåìåííîé ôèçèêå. Îäíàêî äî ñèõ ïîð îíè îñòàâàëèñü â ñòàòóñå ïîñòóëàòà,

îáîáùàþùåãî ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î ÿâëåíèÿõ ýëåêòðîìàãíåòèçìà. Íå ïðè-

âîäèëîñü âûâîäà ýòèõ óðàâíåíèé èç áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðèíöèïîâ. Ñòîÿùàÿ

çäåñü ïåðåä íàìè öåëü åñòü àêñèîìàòè÷åñêèé âûâîä óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî
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ïîëÿ íà îñíîâàíèè áàçîâîãî ïðèíöèïà ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ â

ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè.

Êëàññè÷åñêàÿ, à âñëåä çà íåé è êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà ðàññìàòðèâàþò ýëå-

ìåíòàðíûå çàðÿäû (ýëåêòðîíû è ïîçèòðîíû) è ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå (äàëåå ïîëå)

êàê äâå âçàèìîäåéñòâóþùèå ìåæäó ñîáîé, íî ðàçäåëüíûå ñóùíîñòè. Èññëåäîâà-

íèå ïîâåäåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è ïîëÿ ðåøàåòñÿ ïóòåì ñîâ-

ìåñòíîãî ðàññìîòðåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî çàðÿäàìè, è

ëàãðàíæèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ è ïîëÿ. Âìåñòå ñ òåì ìíîãèìè àâòîðàìè óæå

äàâíî ïðåäëàãàëîñü ðàññìàòðèâàòü çàðÿäû êàê ñèíãóëÿðíîñòè ïîëÿ, à íå êàê îò-

äåëüíûå îáúåêòû (íàïð.[1]). Ìû òàêæå ñòðîèì íàø ïîäõîä íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

çàðÿæåííûå ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèíãóëÿðíîñòè ïîëÿ, ïðè÷åì èñõîäíûì

òðåáîâàíèåì ñëóæèò òî, ÷òî òîëüêî ÷åðåç ýòè ñèíãóëÿðíîñòè ïîëå ìîæåò òåðÿòü èëè

ïðèîáðåòàòü ýíåðãèþ-èìïóëüñ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿ è åãî ëîðåíöåâîé ñòðóêòóðû ìû çàäåéñòâóåì ìàòåìàòè÷å-

ñêèé àïïàðàò áèêâàòåðíèîíîâ. Áèêâàòåðíèîíû îïèñûâàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåí-

öà â ïðîñòîé è óäîáíîé ôîðìå áèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ [2]. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òðåõìåðíîãî êîìïëåêñíîçíà÷íîãî âåêòîðà.

Íàèáîëüøåãî óñïåõà, íà íàø âçãëÿä, â ïðèìåíåíèè áèêâàòåðíèîííîãî àíàëèçà ê

îïèñàíèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äîñòèã Ê.Èìàåäà, äàâøèé íîâóþ ôîðìóëèðîâ-

êó ýëåêòðîäèíàìèêè íà îñíîâå ââåäåííîé èì áèêâàòåðíèîííîé àíàëèòè÷íîñòè [5].

Êîíöåïòóàëüíûé øàã, ñäåëàííûé ýòèì èññëåäîâàòåëåì, çàêëþ÷àåòñÿ â óòâåðæäåíèè

åäèíñòâà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Óðàâíå-

íèÿ Ìàêñâåëëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå íåçàâèñèìûé ïîñòóëàò, à ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâè-

åì ëîðåíöåâîé ñòðóêòóðû ïîëÿ. Â ñâîåé ðàáîòå Èìàåäà èññëåäóåò ôóíêöèîíàë îò

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, îáðàçîâàííîé áèêâàòåðíèîííîé ôóíêöèåé ïîëÿ, è ñâÿçàííóþ

ñ íèì ôóíêöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ. Óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè ïîëÿ äàþò

îäíîâðåìåííî êàê óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, òàê è óðàâíåíèå äëÿ ñèëû Ëîðåíöà, äåé-

ñòâóþùåé íà çàðÿä â ýòîì ïîëå. Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ìû ñëåäóåì ìåòîäó

Èìàåäû èçó÷åíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ îò êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîëÿ,

íî ïðè ýòîì îñíîâûâàåìñÿ íà äðóãèõ èñõîäíûõ ïðèíöèïàõ è ïðèõîäèì ê ïðèíöèïè-

àëüíî íîâûì ðåçóëüòàòàì.

Îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ â ñîñòàâå ñàìèõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, èõ

íåçàìêíóòîñòü, åñòü îäèí èç ãëàâíûõ ïîñûëîâ ê ïîèñêó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ [3],[4]. Â ñàìîì äåëå, ëèíåéíîñòü óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàåò íåçà-

âèñèìîñòü êàæäîãî èç åãî ðåøåíèé, ïîñêîëüêó ñóììà ðåøåíèé àâòîìàòè÷åñêè ñòà-

íîâèòñÿ íîâûì ðåøåíèåì. Êàæäîå èç ðåøåíèé ïðè ýòîì íå âëèÿåò íà äðóãîå; èíà-

÷å ãîâîðÿ, â óðàâíåíèÿõ ïîëÿ îòñóòñòâóåò èõ âçàèìîäåéñòâèå. Îáû÷íî ïîñëåäíåå

ââîäèòñÿ îòäåëüíî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèåé èëè ñèëó Ëî-

ðåíöà. Äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé äèëåììû À.À.×åðíèöêèì áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëü-

çîâàòü íåëèíåéíóþ ìîäåëü Áîðíà-Èíôåëüäà [3]. Â ýòîì íàïðàâëåíèè èì áûë ïî-

ëó÷åí ðÿä óñïåøíûõ ðåøåíèé, òàêèõ êàê ïîëåâûå ñîëèòîíû. Â öåëîì óðàâíåíèÿ

Áîðíà-Èíôåëüäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðâóþ ïîïûòêó íåëèíåéíîãî îáîáùå-

íèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

Â íàøåì ïîäõîäå ìû ñëåäóåì òîé æå èäåîëîãèè åäèíîãî íåëèíåéíîãî ïîëÿ, â

êîòîðîé çàðÿæåííûå ÷àñòèöû åñòü îñîáûå ñèíãóëÿðíûå êîíôèãóðàöèè ýòîãî ïî-

ëÿ, íî íå ïðèáåãàåì ê ìîäåëè, à âûâîäèì óðàâíåíèÿ èç óíèâåðñàëüíûõ ïðèíöè-
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ïîâ. Ìû èñõîäèì èç ôóíäàìåíòàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ïðèíöèïà ñîõðàíåíèÿ ñîõðàíå-

íèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñêîëüêî åãî âòåêàåò â çàäàíííûé 4-îáúåì,

ñòîëüêî äîëæíî è âûòåêàòü [6]. My èùåì îïèñàíèå äâèæåíèÿ ýòîé ¾ðåêè¿ ýíåðãèè-èìïóëüñà

â ëîðåíö-êîâàðèàíòíûõ ïîëåâûõ ñòðóêòóðàõ â èõ áèêâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ïîëó÷åíèå ïðè ýòîì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îêàçûâàåòñÿ ïðèÿòíûì ñþðïðèçîì. Â

òî æå âðåìÿ íå óòðà÷èâàåòñÿ êðàñîòà êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

- îíè îêàçûâàþòñÿ âëîæåííûìè â íîâûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ.

Ðàçäåë 2 êðàòêî çíàêîìèò ÷èòàòåëÿ ñ ìàòàïïàðàòîì è îñíîâàìè ïîäõîäà. Ðàç-

äåëû 3-10 ïîñâÿùåíû âûâîäó è àíàëèçó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñâîáîäíîãî ïîëÿ.

Â ðàçäåëå 5 ìû ïðèâîäèì âûâîä ýòèõ óðàâíåíèé â áîëåå îáùåïðèíÿòîé òåíçîðíîé

ôîðìå. Â ðàçäåëàõ 12-14 èçó÷àþòñÿ íåëèíåéíûå ïîëÿ ÷àñòèö è èõ âçàèìîäåéñòâèå.

2. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì áèêâàòåðíèîííûì ïðîñòðàí-

ñòâîì1 Z = (t, r). Îñíîâíûå îïåðàöèè ñ áèêâàòåðíèîíàìè ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè

1 (òàêæå ñì. [8]). Îáùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, âêëþ÷à-

þùèå â ñåáÿ áóñòû è ïîâîðîòû, èìåþò âèä áèêâàòåðíèîííîãî ïðîèçâåäåíèÿ [2]:

Z ′ = U∗ZU, (2.1)

ãäå U - íåêîòîðûé óíèòàðíûé áèêâàòåðíèîí: |U |2 = 1. U ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

U = eθ = ch θ +
θ

θ
sh θ, (2.2)

ãäå θ - ïðîèçâîëüíûé òðåõìåðíûé êîìïëåêñíûé âåêòîð íåíóëåâîé âåëè÷èíû θ (θ2 ̸=
0). Âåùåñòâåííûå θ çàäàþò ÷àñòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (áóñòû), â òî âðåìÿ

êàê ìíèìûå θ çàäàþò ïðîñòðàíñòâåííûå ïîâîðîòû.

Â ÷àñòíîñòè áóñò ñî ñêîðîñòüþ V, ò.å. ïåðåõîä â ñèñòåìó îòñ÷åòà, äâèæóùóþñÿ

ñî ñêîðîñòüþ (−V), èìååò âèä áèêâàòåðíèîíà:

U = (

√
γ + 1

2
,
V

V

√
γ − 1

2
), (2.3)

ãäå ñòàíäàðòíî îáîçíà÷åíî γ = 1√
1−V 2

. Ïàðàìåòð θ ñâÿçàí ñî ñêîðîñòüþ áóñòà ñîîò-

íîøåíèåì: V = th 2θ = θ
θ th 2θ.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû íåêîòîðîé ìàññû. Å¼ ýíåðãèÿ-èìïóëüñ P = (ϵ,p)
ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäîáíî Z, ò.å. ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì:

P ′ = U∗PU (2.4)

Íàä Z ìîæíî ââåñòè êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïîëå, îïèñûâàþùåå ýëåêòðîìàãíèò-

íîå ïîëå (âåêòîð Ðèìàíà-Çèëüáåðøòåéíà) [9] (ñ.8-9):

F = F(Z) = E+ iH, (2.5)

1Ìû èñïîëüçóåì ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà ðàâíà åäèíèöå: c = 1.
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ñîñòàâëÿþùèå êîòîðîãî E è H åñòü íàïðÿæåíííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî

ïîëåé ñîîòâåòñòâåííî.2 Ëîðåíöåâû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëÿ F èìåþò âèä:

F′ = UFU, (2.6)

ãäå U îáîçíà÷àåò áèêâàòåðíèîí, ñîïðÿæåííûé áèêâàòåðíèîíó U . Äëÿ U = (s,u):
U = (s,−u).

Ïðèâåäåííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ î ëîðåíöåâîé ñòðóêòóðå ïîëÿ è ÷àñòèö, âìåñòå ñ

öåíòðàëüíûì ïðèíöèïîì - çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè,

à òàêæå òðåáîâàíèå êâàäðàòè÷íîñòè ýíåðãèè ïî ïîëþ, è ñîñòàâëÿþò àêñèîìàòèêó íà-

øåãî ïîäõîäà.

Îïèøåì âêðàòöå íàø ìåòîä. Ñíà÷àëà, íà îñíîâå âåêòîðíîãî ïîëÿ F(Z) ìû íà-

õîäèì âèä âåùåñòâåííîé áèêâàòåðíèîííîé êâàäðàòè÷íîé ïî ïîëþ ôîðìû, êîòîðàÿ

âåä¼ò ñåáÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà ïîäîáíî ýíåðãèè-èìïóëüñó. Òàêàÿ ñòðóê-

òóðà îïðåäåëåíà â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è âûðàæàåòñÿ â âèäå äèôôå-

ðåíöèàëà íåêîòîðîé áèêâàòåðíèîííîé ôóíêöèè Σ(Z), êîòîðàÿ èìååò ñìûñë ïîòîêà

ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ. Â òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè Σ(Z) ñîîòâåòñòâóåò

òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ.

Çàòåì, ìû ôîðìóëèðóåì ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ Σ(Z) â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, êî-

òîðûé âûðàæàåòñÿ â ðàâåíñòâå íóëþ èíòåãðàëà îò dΣ ïî ëþáîé çàìêíóòîé ãèïåðïî-

âåðõíîñòè ÷åòûðåõìåðíîãî ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïîëüçóÿñü áèêâàòåðíè-

îííîé âåðñèåé ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà, ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìû çàìåíÿåì

íà èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáëàñòè, îêðóæåííîé äàííîé ãèïåðïî-

âåðõíîñòüþ. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ, êîòîðûå è

ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

3. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ

Ñèíãóëÿðíîñòÿìè ïîëÿ ìû íàçîâ¼ì òå åãî ó÷àñòêè, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â áåñ-

êîíå÷íîñòü âíóòðè êîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî îáúåìà. Â ýòîì ðàçäåëå

ìû âûâåäåì óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ (èëè ïîëÿ â ïóñòîòå), ò.å. ïîëÿ, íå èìåþùåãî

â äàííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñèíãóëÿðíîñòåé. Óòî÷íèì, ÷òî íàøå îïðå-

äåëåíèå ñâîáîäíîãî ïîëÿ íå îäíî è òîæå ñ îïðåäåëåíèåì ñâîáîäíîãî ïîëÿ â êëàññè-

÷åñêîé ëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå, ãäå ïîä ñâîáîäíûì ïîëåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîëå,

íå ñâÿçàííîå íè ñ îäíèì èñòî÷íèêîì.

Ýíåðãèÿ-èìïóëüñ ñâîáîäíîãî ïîëÿ äîëæíà ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè, çíà÷èò, íå ïåðåõîäèòü â äðóãèå âèäû ýíåðãèè, êàê ýòî èìååò ìåñòî ïðè íà-

ëè÷èè ñèíãóëÿðíîñòåé, èãðàþùèõ ðîëü êàíàëîâ îáìåíà ýíåðãèåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè

âèäàìè äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü (òðåõìåð-

íîå ìíîãîîáðàçèå) S3. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ìîæíî îïðå-

äåëèòü áèêâàòåðíèîí dZ îðòîãîíàëüíûé ê íåé, âåëè÷èíà êîòîðîãî ðàâíà 3-îáúåìó

ýëåìåíòà ãèïåðïîâåðõíîñòè3.

2Çäåñü è äàëåå ëþáàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé Z âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàâèñèìîñòü êàê
îò Z, òàê è îò Z, äðóãèìè ñëîâàìè îçíà÷àåò ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ t è r.

3Ïîäðîáíî âíåøíèå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû êâàòåðíèîíîâ èçó÷åíû â ðàáîòå
[14]. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé âåùåñòâåííûõ áèêâàòåðíèîíîâ ïðèâåäåíî â ðàáîòå [5].
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Äëÿ ïîëÿ F íà ïðîèçâîëüíîì ó÷àñòêå ãèïåðïîâåðõíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü âåùå-

ñòâåííîçíà÷íóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, âåäóùóþ ñåáÿ ïðè ëîðåíöåâûõ ïðåîáðàçîâà-

íèÿõ ïîäîáíî ýíåðãèè-èìïóëüñó ÷àñòèöû (2.4)4:

dΣ =
1

2
F∗dZF (3.1)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñîãëàñèè ñ (2.1), dZ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê

dZ ′ = U∗dZU (3.2)

è ñ ó÷åòîì (2.6) âåëè÷èíà dΣ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê

dΣ′ =
1

2
U∗F∗U∗U∗dZUUFU = U∗ 1

2
F∗dZFU (3.3)

èëè

dΣ′ = U∗dΣU, (3.4)

÷òî ñîâïàäàåò ïî ôîðìå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà ýíåðãèè-èìïóëüñà (2.4).

Ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ, ÷òî êðîìå (3.1) äðóãèõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ

êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ïîëÿ, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïîäîáíî ýíåðãèè-èìïóëüñó, íå ñóùå-

ñòâóåò5. Íàïðèìåð, ôîðìà âèäà dΣ = 1
2FF

∗dZ íå îáëàäàåò ïîäîáíûì ñâîéñòâîì.

Âåëè÷èíà Σ èìååò ñìûñë ïîòîêà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ, êîòîðûé âêëþ÷àåò â

ñåáÿ êàê ïðîñòðàíñòâåííûå ïëîòíîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà ïîëÿ, òàê è èõ ïîòî-

êè â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü Σ ïîòîêîì ýíåðãèè

ïîëÿ. Ôîðìóëà (3.1) ñâÿçûâàåò òðè ôóíäàìåíòàëüíûõ âåëè÷èíû: ýíåðãèþ, ïîëå

è ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Ñîãëàñíî (3.1) ýíåðãèÿ ôàêòîðèçóåòñÿ ïîëåì, îñóùåñòâëÿÿ

ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå íàïîëíåíèå. Áîëåå ïîäðîáíî ñòðóêòóðà ïîòîêà

ýíåðãèè dΣ ðàññìîòðåíà â Ïðèëîæåíèè 6.

Ïîòðåáóåì íåïðåðûâíîñòè (ñîõðàíåíèÿ) ïîòîêà Σ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ýòî

áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñóììàðíûé ïîòîê Σ ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ

ãèïåðïîâåðõíîñòü S3 ðàâåí íóëþ:∮
S3

dΣ =
1

2

∮
S3

F∗dZF = 0 (3.5)

Ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà, ïðè óñëîâèè íeïðåðûâíîé ïî-êîîðäèíàòíîé

äèôôåðåíöèðóåìîñòè êîìïîíåíò ôóíêöèè F, èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.5)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî ÷åòûðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó

îáúåìó V4, îêðóæåííîìó ãèïåðïîâåðõíîñòüþ S3 (ñì. Ïðèëîæåíèå 2):∮
S3

F∗dZF =

∫
V4

(F∗DF)dV4 (3.6)

ãäå (F∗DF) îáîçíà÷àåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó:

(F∗DF) = 2Re{F∗(DF)} = F∗(DF) + (F∗D)F, (3.7)

4Ìíîæèòåëü 1
2 ââåäåí íàìè äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñ îáùåïðèíÿòûì îïðåäåëåíèåì âåê-

òîðà Óìîâà-Ïîéíòèíãà (ñì. äàëåå (4.4)).
5ñì. Ïðèëîæåíèå 6
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a D = (∂t,∇) åñòü áèêâàòåðíèîíûé ãðàäèåíò, äåéñòâèå êîòîðîãî íà íåêîòîðûé áè-

êâàòåðíèîí (s,u) ñëåâà è ñïðàâà âûðàæàåòñÿ ïî ïðàâèëàì áèêâàòåðíèîííîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ (14.24) êàê:

D(s,u) = (∂t,∇)(s,u) = (∂ts+∇ · u, ∂tu+∇s+ i∇× u) (3.8)

(s,u)D = (s,u)(∂t,∇) = (∂ts+∇ · u, ∂tu+∇s− i∇× u) (3.9)

ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèå (3.5) çàïèøåòñÿ â âèäå:∫
V4

(F∗DF)dV4 = 0 (3.10)

Ïîñêîëüêó ýòî óñëîâèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî 4-îáúåìà V4,

òî â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè èìååì:

(F∗DF) = 0 (3.11)

èëè

Re{F∗(DF)} = 0 (3.12)

Ðàñïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â âèäå:{
Re{(∂tF) · F∗ − i[∇F] · F∗} = 0

Re{(∇F)F∗ + i(∂tF)× F∗ + [∇F]× F∗} = 0
(3.13)

èëè áîëåå ðàçâåðíóòî:{
E · (∂tE−∇×H) +H · (∂tH+∇×E) = 0

E(∇ ·E) +H(∇ ·H) = E× (∂tH+∇×E)−H× (∂tE−∇×H)
(3.14)

Óðàâíåíèÿ (3.14) åñòü íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ. Â ñèëó

ñâîåãî ïîñòðîåíèÿ ýòè óðàâíåíèÿ ëîðåíö-êîâàðèàíòíû: îíè ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåõî-

äå â ëþáóþ äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Êàæäîå èç óðàâíåíèé (èëè ñèñòåì óðàâíåíèé)

(3.11),(3.12),(3.13) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì (3.14), òåì ñàìûì ÿâëÿÿñü àëüòåðíà-

òèâíûìè çàïèñÿìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

4. Ýíåðãåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

Óðàâíåíèÿ (3.14) ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â âèäå:{
1
2∂t(E

2 +H2) +∇ · (E×H) = 0

∂t(E×H) = (E · ∇)E+ (H · ∇)H
(4.1)

Â ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿõ ôèãóðèðóþò ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ W

è å¼ ïîòîê S (ïëîòíîñòü èìïóëüñà, èëè âåêòîð Óìîâà-Ïîéíòèíãà), âìåñòå îáðàçóþ-

ùèå áèêâàòåðíèîí ïëîòíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà:

P = (W,S) =
1

2
FF∗ (4.2)
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W = 1

2F · F∗ = 1
2 (E

2 +H2)

S = i
2F× F∗ = E×H

(4.3)

Ñ ïîìîùüþ W,S (4.1) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ýíåðãåòè÷åñêîì âèäå:{
∂tW +∇ · S = 0

∂tS+∇W = Q,
(4.4)

ãäå îáîçíà÷åíî:

Q =
(
(∇ ·E) +E · ∇

)
E+

(
(∇ ·H) +H · ∇

)
H (4.5)

Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (4.4) åñòü óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ (íåïðåðûâíîñòè) ïëîòíîñòè

ýíåðãèè ïîëÿ, à âòîðîå - ïëîòíîñòè åãî èìïóëüñà. Êàê ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ðàç-

äåëå, ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì íåïðåðûâíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà,

ñëåäóþùèì èç êëàññè÷åñêîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ îáû÷íûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íå

ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî (4.4). Íàëè÷èå ïîñëåäíåãî

ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, èñêëþ÷èòåëüíûì ñâîéñòâîì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëÿ.

5. Âûâîä íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé èç òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà

Ïî ìíåíèþ Çîììåðôåëüäà òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ èìååò áîëåå íåïîñðåä-

ñòâåííîå îòíîøåíèå ê ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè, ÷åì ñàìè ïîëåâûå âåëè÷èíû, à ñâÿ-

çàííûå ñ ýòèì òåíçîðîì óðàâíåíèÿ èìåþò áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð, ÷åì

óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà [12] (ñ.64).

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ T ik îáëàäàåò ïÿòüþ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè,

â òî âðåìÿ êàê ñàìî ïîëå - øåñòüþ, ÷òî êîñâåííî ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè åùå

îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû. Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè ò.í. äóàëüíûå ïîâîðîòû [12], êîòîðûå

ñâîäÿòñÿ ê óìíîæåíèþ âñåõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé íà íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé,

îäèí è òîò æå âñþäó è äëÿ âñåõ ïîëåé ôàçîâûé ìíîæèòåëü. Äóàëüíûå ïîâîðîòû

ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ â òåîðèè íàðÿäó ñ ñóùåñòâóþùèìè ýëåêòðè÷åñêèìè òàêæå

è ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ. Êàê îêàçûâàåòñÿ, òàêàÿ òåîðèÿ îïèñûâàåò òå æå ñàìûå íà-

áëþäàåìûå ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé è çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ÷òî è òåîðèÿ

îäíîçàðÿäîâàÿ, îïåðèðóþùàÿ îäíèì òîëüêî ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì.

Â ðàçäåëå 14 ìû âûÿñíèì, ÷òî äóàëüíûé ïîâîðîò íå îáÿçàí áûòü ãëîáàëüíûì -

ïîñòîÿííûì âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè è äëÿ âñåõ ÷àñòèö. Â èçó÷åííîì íàìè

äàëåå ñëó÷àå äâóõ ÷àñòèö äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ òåîðèè ñóùåñòâóþùèì íàáëþäaåìûì

ýôôåêòàì äîñòàòî÷íî ëèøü îïðåäåë¼ííîãî ñîãëàñîâàíèÿ äóàëüíûõ ïîâîðîòîâ ïîëåé

ýòèõ ÷àñòèö. Íà ïðèìåðå äóàëüíûõ ïîâîðîòîâ, êàê èçâåñòíûõ ãëîáàëüíûõ, òàê è

ââîäèìûõ çäåñü ëîêàëüíûõ, ìû âèäèì, ÷òî êëàññè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

ïîëÿ ðàçðåøàåò áîëåå øèðîêèé ÷åì îáùåïðèíÿòî êëàññ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé.

Ïîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü áèêâàòåðíèîííîãî ïîòîêà ýíåðãèè-èìïóëüñà Σ, ââåäåí-

íîãî íàìè â ðàçäåëå 3, êëàññè÷åñêèìó òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà T ik. Äëÿ ýòîãî ìû

ïðèâåä¼ì äðóãîé âûâîä óðàâíåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëÿ (3.14) - èç êëàññè÷å-

ñêîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Â îòëè÷èå îò îñíîâíîé ÷àñòè ñòàòüè â ýòîì ðàçäåëå

ìû ñëåäóåì òåíçîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîëÿ è òåðìèíîëîãèè [10]6.
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Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ èìååò âèä [10](32.15):

T ik =


W Sx Sy Sy

Sx −σxx −σxy −σxy

Sy −σyx −σyy −σyz

Sz −σzx −σzy −σzz

 (5.1)

ãäå W è S - ïëîòíîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà ïîëÿ, îïðåäåë¼ííûå íàìè âûøå â (4.3),

à σαβ - ìàêñâåëëîâñêèé òåíçîð íàïðÿæåíèé [10](33.3):

σαβ = EαEβ +HαHβ − 1

2
δαβ(E

2 +H2) (5.2)

Â óðàâíåíèÿõ (5.1),(5.2) ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå è ïðîáå-

ãàþò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 3, òîãäà êàê ãðå÷åñêèå èíäåêñû ÷èñòî ïðîñòðàíñòâåííûå è

ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3.

Óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëó÷àþòñÿ ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ îïå-

ðàöèè äèâåðãåíöèè ê òåíçîðó T ik [10](32.4):

∂T k
i

∂xk
= 0 (5.3)

Ðàçäåëÿÿ ýòî óðàâíåíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì è âðåìåííûì êîìïîíåíòàì, ïîëó÷àåì

âìåñòî íåãî äâà äðóãèõ óðàâíåíèÿ ( [10] (32.12)):

∂T 00

∂t
+

∂T 0α

∂xα
= 0 (5.4)

∂Tα0

∂t
+

∂Tαβ

∂xβ
= 0 (5.5)

Ñîãëàñíî çíà÷åíèÿì êîìïîíåíò òåíçîðà T ik â (5.1) óðàâíåíèå (5.4) ïðèíèìàåò âèä:

∂tW +∇ · S = 0 (5.6)

÷òî ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì èç íàøèõ óðàâíåíèé (4.4).

Ïåðåéä¼ì òåïåðü êî âòîðîìó èç óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè - óðàâíåíèþ (5.5).

Âîçüì¼ì, ê ïðèìåðó, ýòî óðàâíåíèå äëÿ êîîðäèíàòû x:

∂Sx

∂t
−∇ · χ = 0, (5.7)

ãäå χ åñòü ñëåäóþùèé âåêòîð:

χ =

σxx

σxy

σxz

 =

 1
2 (E

2
x − E2

y − E2
z +H2

x −H2
y −H2

z )

ExEy +HxHy

ExEz +HxHz

 (5.8)

Äàëåå,

∇ · χ = Ex(∂xEx + ∂yEy + ∂zEz) + Ey(∂yEx − ∂xEy) + Ez(∂zEx − ∂xEz)+

+Hx(∂xHx + ∂yHy + ∂zHz) +Hy(∂yHx − ∂xHy) +Hz(∂zHx − ∂xHz) (5.9)

6Íàøè åäèíèöû èçìåðåíèÿ ïîëåâûõ âåëè÷èí îòëè÷àþòñÿ îò ïðèíÿòûõ â [10] íà
ìíîæèòåëü 1

4π , à òàêæå â íàøåé ñèñòåìå åäèíèö ñêîðîñòü ñâåòà c = 1.
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Óðàâíåíèå (5.7) ïðèîáðåòàåò âèä:

∂Sx

∂t
= Ex(∂xEx + ∂yEy + ∂zEz) + Ey(∂yEx − ∂xEy) + Ez(∂zEx − ∂xEz)+

+Hx(∂xHx + ∂yHy + ∂zHz) +Hy(∂yHx − ∂xHy) +Hz(∂zHx − ∂xHz) (5.10)

Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñî âòîðûì èç íàøèõ óðàâíåíèé (4.4) äëÿ

x-êîìïîíåíòû. Äåéñòâèòåëüíî:

(∇W )x = Ex∂xEx + Ey∂xEy + Ez∂xEz + Ex∂xEx + Ey∂xEy + Ez∂xEz (5.11)

Qx = (∂xEx + ∂yEy + ∂zEz + Ex∂x + Ey∂y + Ez∂z)Ex+

+(∂xEx + ∂yEy + ∂zEz + Ex∂x + Ey∂y + Ez∂z)Ex (5.12)

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñîâïàäåíèå âòîðîãî èç óðàâíåíèé (4.4) è óðàâíå-

íèÿ (5.10) äëÿ x-êîìïîíåíò. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò è äëÿ y è z

êîìïîíåíò, à, çíà÷èò, ñîâïàäàþò âîîáùå. Ìû óáåäèëèñü, ÷òî âòîðîå èç òåíçîðíûõ

óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè (5.5) ýêâèâàëåíòíî âòîðîìó èç óðàâíåíèé (4.4):

∂tS+∇W = Q (5.13)

Èòàê, íàìè ïîêàçàíî, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (4.4) ýêâèâàëåíòíû óðàâíå-

íèÿì íåïðåðûâíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà (5.4), (5.5), ñâÿçàííûì ñ êëàññè÷åñêèì òåí-

çîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà. Íî ýòî îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ìàêñâåëëà (3.14) òåíçîðíîìó óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà (5.3), ÷òî

ìû è õîòåëè äîêàçàòü.

6. Ñòðóêòóðà ïîòîêîâ ýíåðãèè ïîëÿ. Ðàçíîíàïðàâëåííîñòü

âî âðåìåíè ïîòîêîâ ýíåðãèè ÷àñòèöû è ïîëÿ.

Äåòàëüíî, íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ñòðóêòóðà ïîòîêà ýíåðãèè-èìïóëüñà

ïîëÿ èññëåäîâàíà â êíèãå [6](ñ.174-181). Çäåñü ìû äàäèì ïðîñòóþ ñõåìó, äàþùóþ áà-

çîâîå ïîíèìàíèå ýòîé ñòðóêòóðû. Ïîòîê ýíåðãèè dΣ, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç îðèåíòèðî-

âàííóþ òðåõìåðíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè dS3, äà¼òñÿ ôîðìóëîé

(3.1):

dΣ =
1

2
F∗dZF (6.1)

¾Ïëîùàäêà¿ dS3 âûðàæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì áèêâàòåðíèîíà dZ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñêà-

ëÿðíàÿ ÷àñòü dΣ ðàâíà ïîòîêó ýíåðãèè, à âåêòîðíàÿ - ïîòîêó èìïóëüñà. Ðèñóíîê

6 óñëîâíî èçîáðàæàåò äâà îñîáûõ ñëó÷àÿ ïîòîêà dΣ, î êîòîðûõ ïîéä¼ò ðå÷ü íèæå.

Ïî àáñöèññå - ïðîñòðàíñòâî (ñõåìàòè÷íî òðè ïðîñòðàíñòâåííûõ èçìåðåíèÿ ñæàòû â

îäíî), ïî îðäèíàòå - âðåìÿ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïëîùàäêà dZV - íåêîòîðûé òðåõìåðíûé îáú¼ì, ¾îðèåíòèðîâàí-

íûé¿ âïåð¼ä ïî âðåìåíè, à dΣT - âðåìåíèïîäîáíûé ïîòîê.

dΣT =
1

2
F∗dZV F = (Wdt,−Sdt) (6.2)

Ãèïåðïëîùàäêà dZT , âûðàæàåìàÿ ÷åðåç íàïðàâëåííûé ýëåìåíò âðåìåíè dt, îðòî-

ãîíàëüíà âñåì ïðîñòðàíñòâåííûì èçìåðåíèÿì. Íåïðåðûâíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè â
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Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðà ïîòîêà ýíåðãèè ïîëÿ.

äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå ýíåðãèè è èìïóëüñà âî âðåìåíè. ¾Ïëîùàäü¿

ãèïåðïëîùàäêè dZT (îáîçíà÷àåìàÿ âåëè÷èíîé dt!) ðàâíà òðåõìåðíîìó îáú¼ìó dV ,

÷åðåç êîòîðûé ïðîõîäèò ïîòîê. Ýòèì ïîäòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû W è −S âû-

ðàæàþò ïðîñòðàíñòâåííûå ïëîòíîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà ïîëÿ.

dΣT ýòî ¾âåðòèêàëüíûé¿ ïîòîê ýíåðãèè-èìïóëüñà îáðàòíûé âî âðåìåíè, ÷òî âû-

ðàæàåòñÿ çíàêîì ¾-¿ ïåðåä âåêòîðîì Óìîâà-Ïîéòèíãà S. Îáðàòíûé âî âðåìåíè

õàðàêòåð èìïóëüñà-ýíåðãèè ïîëÿ îáóñëîâëåí âèäîì äèôôåðåíöèàëà ïîòîêà ýíåðãèè

(3.1). Â êà÷åñòâå äèôôåðåíöèàëà ïîòîêà ýíåðãèè ìîæíî áûëî áû âûáðàòü âåëè-

÷èíó ñîïðÿæ¼ííóþ (3.1): dΣS = dΣ = 1
2FdZF∗. Òàêîé ïîòîê ýíåðãèè ïîëÿ áûë

áû íàïðàâëåí ïî âðåìåíè, à íå îáðàòíî åìó. Îäíàêî dΣS ïðåîáðàçóåòñÿ íå êàê

4-èìïóëüñ ýíåðãèè-èìïóëüñà, à êàê ñîïðÿæ¼ííûé åìó áèêâàòåðíèîí7. Çíà÷èò, òà-

êîé âûáîð íåïðàâîìî÷åí, åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû îáùàÿ âåëè÷èíà ýíåðãèè-èìïóëüñà

ïîëÿ è ÷àñòèöû ñîõðàíÿëà ñâîéñòâà ëîðåíöåâà 4-âåêòîðà. Îòñþäà ñëåäóåò âàæíûé

âûâîä: ýíåðãèÿ ïîëÿ ÷àñòèöû òå÷¼ò â íàïðàâëåíèè âðåìåíè ïðîòèâîïîëîæíîì òîìó,

â êîòîðîì òå÷¼ò ýíåðãèÿ ñàìîé ÷àñòèöû.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ãèïåðïëîùàäêà dZS èìååò â êà÷åñòâå ¾ðåáåð¿ ïðîìåæóòîê âðå-

ìåíè dt è ó÷àñòîê îðèåíòèðîâàííîé äâóõìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïîâåðõíîñòè (âåê-
òîð dr). Ïîòîê ýíåðãèè-èìïóëüñà dΣS âðåìåíèïîäîáåí.

dΣS = (Wdt+ (Sdr),−Sdt+E(Edr) +H(Hdr)−Wdr) (6.3)

Ñëàãàåìûå Wdt è −Sdt èìåþò òîò æå ñìûñë ïîòîêîâ âî âðåìåíè, ÷òî è â ïåð-

âîì ñëó÷àå. Âåëè÷èíà (Sdr) îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ýíåðãèè çà ñ÷åò ïåðåíîñà å¼

â ïðîñòðàíñòâåííîì èçìåðåíèè. Ýòî îòâå÷àåò òîìó èçâåñòíîìó ôàêòó, ÷òî âåê-

òîð Óìîâà-Ïîéíòèíãà åñòü ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè â ïðîñòðàíñòâå. Âåëè÷èíà

E(Edr)+H(Hdr)−Wdr äà¼ò ïåðåíîñ èìïóëüñà â ïðîñòðàíñòâå. Îíà îòâå÷àåò ìàêñ-
âåëëîâñêîìó òåíçîðó íàïðÿæåíèé.

7Áèêâàòåðíèîííîå ñîïðÿæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò êîâàðèàíòíûõ ê êîíòð-
âàðèàíòíûì 4-âåêòîðàì â òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè.
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7. Ðåãóëÿðíûå òîêè

Â âûâåäåííûõ íàìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ïîëÿ îñîáóþ ðîëü èãðàåò áèêâàòåð-

íèîííàÿ âåëè÷èíà 4-òîêà äàííîãî ïîëÿ:

J ≡ DF = (∇ · F, ∂tF+ i∇× F) (7.1)

Äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ 4-òîê, êàê è ñàìî ïîëå, åñòü ðåãóëÿðíàÿ (íå ñèíãóëÿðíàÿ) ôóíê-

öèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîîðäèíàòû Z. Òàêîé íåñèíãóëÿðíûé òîê ìû íàçî-

â¼ì ðåãóëÿðíûì òîêîì. J åñòü íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ Z, îïðåäåëÿåìàÿ
ñàìèì ïîëåì F.

4-òîê ðàñêëàäûâàåòñÿ â âèäå ñóììû êîìïëåêñíûõ çàðÿäà è òîêà:

J = (e0 + ig0,J0 + iI0) (7.2)

e0 è J0 åñòü ðåãóëÿðíûå ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä è òîê, g0 è I0 - ðåãóëÿðíûå ìàãíèòíûé
çàðÿä è òîê, îïðåäåëÿåìûå êàê:

e0 = ∇ ·E
g0 = ∇ ·H
J0 = ∂tE−∇×H

I0 = ∂tH+∇×E

(7.3)

Â òåðìèíàõ ðåãóëÿðíîãî 4-òîêà íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ (3.11) çàïèøóòñÿ êàê:

Re{F∗J } = 0, (7.4)

èëè â ðàñêðûòîì âèäå:{
J0 ·E+ I0 ·H = 0

e0E+ g0H− J0 ×H+ I0 ×E = 0
(7.5)

Çàìåòèì, ÷òî íàøè îïðåäåëåíèÿ (7.3) ñîâïàäàþò ïî ôîðìå ñ êëàññè÷åñêèìè óðàâ-

íåíèÿìè Ìàêñâåëëà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ â ñèììåòðè÷íîé ýëåêòðîäèíàìèêå, äîïóñêàþ-

ùåé çàðÿäû è òîêè, êàê ýëåêòðè÷åñêîãî, òàê è ìàãíèòíîãî òèïîâ [12]. Ê òîìó æå,

ëåãêî óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè äëÿ ðåãóëÿðíûõ çàðÿäîâ è

òîêîâ: {
∂e0
∂t +∇ · J0 = 0
∂g0
∂t −∇ · I0 = 0

(7.6)

Îáû÷íûå (òî÷å÷íûå) çàðÿäû è òîêè ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ðåãóëÿðíûõ

çàðÿäîâ è òîêîâ ñâîèì ñèíãóëÿðíûì õàðàêòåðîì. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ ïîäîáèå ðåãó-

ëÿðíûõ è îáû÷íûõ çàðÿäîâ è òîêîâ, ìîæíî óâèäåòü â óðàâíåíèÿõ (7.5) òîò ôàêò,

÷òî ñâîáîäíîå ïîëå íå ñîâåðøàåò ðàáîòû íàä ñâîèìè ðåãóëÿðíûìè òîêàìè (ïåðâîå

óðàâíåíèå), è ÷òî ñóììàðíàÿ ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ñî ñòîðîíû ïîëÿ ê åãî ðåãóëÿðíûì

çàðÿäàì è òîêàì, ðàâíà íóëþ (âòîðîå óðàâíåíèå). Ýòî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñëåä-

ñòâèåì èñõîäíîãî ïðèíöèïà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîëÿ. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ

(3.14) ÿâëÿþòñÿ ðåêóðñèâíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî èñòî÷íèêàìè ñâîáîäíîãî ïîëÿ ìî-

ãóò áûòü åãî ñîáñòâåííûå íåñèíãóëÿðíûå ñòðóêòóðû - ðåãóëÿðíûå òîêè, ñ êîòîðûìè

ýòî ïîëå âçàèìîäåéñòâóåò, íå ñîâåðøàÿ íàä íèìè ðàáîòû.
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Âàæíî íå ïóòàòü ââåäåííûå íàìè ðåãóëÿðíûå çàðÿäû è òîêè ñ ïðîñòðàíñòâåí-

íîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäîâ è òîêîâ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè [11], íåñìîòðÿ

íà èõ êàæóùóþñÿ áëèçîñòü. Â ýëåêòðîäèíàìèêå ñïëîøíûõ ñðåä ìû èìååì äåëî ñ

óñðåäíåííûìè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ðàñïðåäåëåííûìè òî÷å÷íûìè çàðÿäàìè

è òîêàìè, â òî âðåìÿ êàê ðåãóëÿðíûå çàðÿäû è òîêè íå åñòü ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ.

Äàëåå (â ðàçäåëå Âûâîäû) óêàçàíî, ÷òî ðåãóëÿðíûå òîêè ìîãóò ñëóæèòü êëàññè÷å-

ñêèì àíàëîãîì âàêóóìíûõ òîêîâ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.

8. Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà êàê ëèíåéíûé ïðåäåë

Èñõîäÿ èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé, åñëè èìåþò ìåñòî íåêîòîðûå íåëèíåéíûå óðàâíå-

íèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äîëæíû áûòü

èõ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì [4] (ñ.6). Ïðè ýòîì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðåñòàþò ðà-

áîòàòü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Â íàøåì ñëó÷àå

èìåííî òàê è ïðîèñõîäèò: êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå ÿâëÿþòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì íåëèíåéíûõ (3.12) ïðè íóëåâûõ ðåãóëÿðíûõ 4-òîêàõ:

DF = 0 (8.1)

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (3.9), ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (8.1) â

ðàçâåðíóòîì âèäå âûãëÿäèò êàê:
∂tE−∇×H = 0

∂tH+∇×E = 0

∇ ·E = 0

∇ ·H = 0

(8.2)

Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ (3.14) âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè êëàññè÷åñêèõ

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (8.2), íî îáðàòíîå íåâåðíî. Ïðèìåðû íåëèíåéíûõ ïîëåé, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåëèíåéíûå, íî íå âûïîëíÿþòñÿ îáû÷íûå óðàâíåíèÿ Ìàêñ-

âåëëà, ïðèâåäåíû íèæå â ðàçäåëå 9.

Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ íàøèõ óðàâíåíèé ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ïåðåñòà¼ò ðàáîòàòü

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ (3.12) ëèíåà-

ðèçóþòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïîëíîãî òîêà:

|DF| < δ (8.3)

ãäå δ íåêîòîðàÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ òî÷íîñòüþ êîíêðåòíîãî íàáëþäåíèÿ;

îöåíêà ïî ìîäóëþ îòíîñèòñÿ êàê ê ñêàëÿðíîé, òàê è ê âåêòîðíîé ñîñòàâëÿþùèì

òîêà. Óðàâíåíèÿ (3.14) ïðèáëèæåííî âûïîëíÿþòñÿ ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïîëÿ, ïðè

êîòîðûõ:

|F∗(DF)| ≪ 1 ⇔ |F| ≪ 1

δ
(8.4)

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ |F| > 1
δ ëèíåéíîå

ïðèáëèæåíèå ïåðåñòà¼ò âûïîëíÿòüñÿ.
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9. Ñîïóòñòâóþùèå ïîëÿ

Ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.14), êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ ðå-

øåíèÿìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (8.2), ìû íàçîâ¼ì íåëèíåéíûìè ïîëÿìè. Êàê ïðà-

âèëî ñóììà äâóõ èëè áîëåå íåëèíåéíûõ ïîëåé óæå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîëåâûõ

óðàâíåíèé (3.14).

Ïóñòü F0 åñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (8.2), à (ω1,k1) íåêîòîðûé
4-âåêòîð. Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî ìîæíî ïîñòðîèòü ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ:

f(t, r) = ei(ω1t−k1·r) (9.1)

Òîãäà

F = F0f(t, r) = F0e
i(ω1t−k1·r) (9.2)

åñòü ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.14). Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíûå ïîëÿ ìîæ-

íî ïîëó÷àòü èç ëèíåéíûõ óìíîæåíèåì ïîñëåäíèõ íà ëîðåíö-èíâàðèàíòíûé ôàçî-

âûé âîëíîâîé ìíîæèòåëü f(t, r). Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì íåëèíåéíîå ïîëå F
ìû íàçîâ¼ì ñîïóòñòâóþùèì ëèíåéíîìó ïîëþ F0. Âíóòðè âîëíîâîé ôàçû â (9.2)

ìîæíî âçÿòü è çíàê ¾ïëþñ¿, íî ñâÿçàííûå ñ ýòèì ýôôåêòû áóäóò âàæíû ëèøü â

äàëüíåéøåì - ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëåé ñèíãóëÿðíîñòåé, ïîýòîìó çäåñü ìû äëÿ ïðî-

ñòîòû îãðàíè÷èâàåìñÿ çíàêîì ¾ìèíóñ¿. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áîëåå îáùèé ÷åì

(9.2) âèä ðåøåíèé ñîïóòñòâóþùåãî òèïà: F = F0e
iΦ(t,r), ãäå Φ(t, r) - íåêîòîðûé

ëîðåíö-èíâàðèàíò.

Ïîëå F0 óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà (8.1): DF0 = 0. Ïîñëå
ïðîñòûõ âûêëàäîê ìû ïîëó÷àåì:

DF = (F0 · ∇f, F0 ∂tf − iF0 ×∇f), (9.3)

ãäå ìû ó÷ëè. ÷òî ∂tf = iωf , ∇f = −ifk, ff∗ = 1. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿ

F â âèäå (3.13) äàþò:{
Re{iω1(F0F

∗
0) + [F0F

∗
0] · k1} = 0

Re{ik(F0F
∗
0) + ω[F0F

∗
0]− i(F0k1)F

∗
0 − i(F∗

0k1)F0} = 0
(9.4)

Ñ ó÷åòîì âåùåñòâåííîñòè âåëè÷èí 1
2F · F∗, i

2F × F∗ è (F0k1)F
∗
0 + (F∗

0k1)F0 îáà èç

ýòèõ óðàâíåíèé î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿþòñÿ.

Èç (9.3) ñëåäóåòDF ̸= 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå F (9.2) â îáùåì ñëó÷àå íå óäîâëå-

òâîðÿåò îáû÷íûì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà (8.1) è, ñòàëî áûòü, ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì

ïîëåì.

Èñõîäÿ èç (9.3) 4-òîê ñîïóòñòâóþùåãî ïîëÿ èìååò âèä:

J = DF = f
(
− i(F0k1), iω1F0 + [F0k1]

)
= ifF0K1 (9.5)

10. Íåëèíåéíàÿ ïëîñêàÿ âîëíà

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå èñõîäíîãî êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ F0 â (9.2) ëèíåéíóþ ïëîñêóþ

âîëíó ñ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé

F0 = Aei(ω0t−k0·r), A2 = 0, A = const (10.1)
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Âîëíîâîé 4-âåêòîð ëèíåéíîé âîëíû (10.1) (ω0,k0) èçîòðîïåí: ω2
0 = k2

0, è ýòà âîëíà

ïîïåðå÷íà: k0 ⊥ A. Ðåøåíèe ñîïóòñòâóþùåå (10.1) ñ ôàçîâûì ìíîæèòåëåì f =
ei(ω1t−k1·r) èìååò âèä:

F = fF0 = Aei(ωt−k·r) (10.2)

ãäå {
ω = ω0 + ω1

k = k0 + k1

(10.3)

Âîëíîâîé 4-âåêòîð íåëèíåéíîé âîëíû (ω,k) òàêæå äîëæåí áûòü èçîòðîïåí, ÷òî òðå-
áóåòñÿ ðàâåíñòâîì ôàçîâîé ñêîðîñòè âîëíû ñêîðîñòè ñâåòà (1 â íàøèõ åäèíèöàõ

èçìåðåíèÿ): ω2 = k2. Åñëè k1 ïàðàëëåëåí k0, òî â êà÷åñòâå F ìû ñíîâà ïîëó÷àåì

îáû÷íóþ ïîïåðå÷íóþ ëèíåéíóþ âîëíó. Åñëè æå âåêòîðû k1, k0 íå ïàðàëëåëüíû, òî

k óæå íå áóäåò ïîïåðå÷åí ïî îòíîøåíèþ ê A. Ñëåäîâàòåëüíî, â îòëè÷èå îò êëàññè-

÷åñêîãî ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ ïëîñêèõ âîëí, íåëèíåéíàÿ ïëîñêàÿ âîëíà (10.2) ìîæåò è

íå áûòü ïîïåðå÷íîé.

Îïðåäåëèì 4-òîê íåëèíåéíîé âîëíû (10.2). Ñîãëàñíî (9.5):

J = DF =
(
− i(Fk1), iω1F+ [Fk1]

)
(10.4)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êðèòåðèåì ïîïåðå÷íîñòè âîëíû (10.2) k1||k2 ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå

òîêà: J = 0.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå ïðîäîëü-

íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, íî èñêëþ÷èòåëüíî ïðè íàëè÷èè ðåãóëÿðíûõ òîêîâ.

Íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé âîëíû â òàêèõ ðåøåíèÿõ ìîæåò íå ñîâïà-

äàòü ñ íàïðàâëåíèåì ïåðåíîñà ýíåðãèè, îïðåäåëÿåìûì âåêòîðîì Óìîâà-Ïîéíòèíãà.

11. Çàêðó÷åííîñòü ïîòîêà ýíåðãèè

Çàêðó÷åííîñòüþ ïîòîêà ýíåðãèè ìû íàçîâ¼ì ðîòîð âåêòîðà Óìîâà-Ïîéíòèíãà S,

îïðåäåëÿåìîãî ñîãëàñíî (4.3):

Ω = ∇× S = ∇× [EH] =
(
(∇ ·H) +H · ∇

)
E−

(
(∇ ·E) +E · ∇

)
H (11.1)

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ îïðåäåë¼ííîãî, äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ñâî-

áîäíûõ ïîëåé çàêðó÷åííîñòü ïîòîêà ýíåðãèè íåâîçìîæíà äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ìàêñâåëëà, íî âîçìîæíà äëÿ íåëèíåéíûõ. Â êà÷åñòâå òàêîãî êëàññà ïîëåé ìû ðàñ-

ñìîòðèì ïëîñêèå íîðìàëüíûå ïîëÿ. Íîðìàëüíûì ïîëåì ìû íàçîâ¼ì ïîëå, êîìïî-

íåíòû êîòîðîãî ðàâíû ïî âåëè÷èíå è ïåðïåíäèêóëàðíû äðóã äðóãó: E = H,E ⊥
H. Â áèêâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè íîðìàëüíîå ïîëå F ýòî íóëüâåêòîðíîå ïî-

ëå: F2 = 0. Â ñèëó âàæíûõ ïðè÷èí, â ïåðâóþ î÷åðåäü òðåáîâàíèÿ íóëåâîé ìàññû,

äëÿ îïèñàíèÿ ñâåòîâûõ âîëí òðåáóþòñÿ èìåííî íîðìàëüíûå ïîëÿ. Ïëîñêèì ïî-

ëåì ìû íàçîâ¼ì ïîëå, âñåãäà îñòàþùååñÿ â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòè P:

E,H ∈ P ⇔ F ∈ P. Ïðèìåðîì ëèíåéíûõ ïëîñêèõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå

ïëîñêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Íåëèíåéíûé ïðèìåð íîðìàëüíîãî ïëîñêîãî ïîëÿ

áûë ðàññìîòðåí â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ïëîñêîå íîðìàëüíîå ïîëå â îáùåì âèäå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê:{
E = (acosφ+ bsinφ)f

H = (asinφ− bcosφ)f,
(11.2)
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ãäå a è b - äâà ôèêñèðîâàííûõ âåùåñòâåííûõ âçàèìíî-ïåðïåíäèêóëÿðíûõ åäèíè÷-

íûõ âåêòîðà, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè P, à f è φ - íåêîòîðûå ñêàëÿðíûå äèôôåðåí-

öèðóåìûå ôóíêöèè t è r. Ïî-äðóãîìó (11.2) ìîæíî çàïèñàòü êàê:

F = (aeiφ + be−iφ)f (11.3)

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ (11.1) ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ çàêðó÷åííîñòè ïîëÿ

(11.2):

Ω = 2f(bfx − afy), (11.4)

ãäå fx = ∂f
∂x è fy = ∂f

∂y .

Íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîãî òðóäà óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî, åñëè íîðìàëüíîå ïëîñêîå

ïîëå óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà (8.2), òî ó íåãî îòñóòñòâóåò

çàêðó÷åííîñòü: Ω = 0. Â òî æå âðåìÿ íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ (3.14) äîïóñêàþò ðåøå-

íèÿ âèäà (11.2), äëÿ êîòîðûõ Ω ̸= 0. Òàêèå ðåøåíèÿ èìåþò âèä âîëíû, äëÿ êîòîðîé
f = f1(t±z)f2(x, y), â ÷¼ì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ýòîãî

ðåøåíèÿ â óðàâíåíèÿ.

Âûâîä ýòîãî ðàçäåëà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ðÿäå âàæíûõ ñëó÷àåâ íåëèíåéíûå

óðàâíåíèÿ â îòëè÷èå îò ëèíåéíûõ äîïóñêàþò ðåøåíèÿ, îáëàäàþùèå çàêðó÷åííî-

ñòüþ ïîòîêà ýíåðãèè. Íåëèíåéíîñòü çäåñü ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ñïîñîáíîñòü ê îáðàçî-

âàíèþ âèõðåâûõ ñòðóêòóð ïîòîêà ýíåðãèè-èìïóëüñà, ïîñêîëüêó ýòîò ïîòîê âî ìíî-

ãîì îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì Óìîâà-Ïîéíòèíãà (ñì. Ïðèëîæåíèå 6) - çàêðó÷åííîñòü

îïðåäåëåíà íàìè â âèäå ðîòîðà ýòîãî âåêòîðà. Ïðèâåä¼ííûé çäåñü àíàëèç ñëóæèò

ëèøü äëÿ äåìîíñòðàöèè íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ïðèíöèïèàëüíîãî îòëè÷èÿ ðåøå-

íèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ïëàíå âîçìîæíîñòè

ñóùåñòâîâàíèÿ âèõðåâûõ ñòðóêòóð ñâîáîäíîãî ïîëÿ.

12. Öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ïîëå

Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ (3.13) âûâåäåíû íàìè äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ áåç ñèíãóëÿð-

íîñòåé. Îäíàêî, â ñèëó ñâîåãî âûâîäà, îíè òàêæå ðàáîòàþò â ëþáîé 4-îáëàñòè, ëåæ-

ùåé âíå ñèíãóëÿðíîñòåé (õîòÿ ïðè íàëè÷èè ñèíãóëÿðíîñòåé òàêîå ïîëå óæå íåëüçÿ

íàçâàòü ñâîáîäíûì). Îáðàòèìñÿ ê ïîèñêó öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî (â íåêîòîðîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà) ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé.

F = f(t, r) r (12.1)

ãäå f(t, r) - íåêîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî îáîèì àðãóìåíòàì êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ

ôóíêöèÿ. Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, â öåíòðàëüíîé òî÷êå r = 0 òàêîe ïîëå

îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ïîýòîìó ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (12.1) â îáëàñòè

âíå öåíòðà-ñèíãóëÿðíîñòè.

Äëÿ ïîëÿ (12.1) ïðè r ̸= 0 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

g ≡ ∇f = fr
r

r

∂tF = ftr

(∇F) = 3f + (gr)

[∇F] = [gr] (12.2)
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Ïðè ïîäñòàíîâêå (12.1) â (3.13) ïîñëå ïðîñòûõ âûêëàäîê ïîëó÷àåì:{
Re{f∗ ft} = 0

Re{f∗(3f + frr)} = 0
(12.3)

Âòîðîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

Re{f∗fr} = −3|f |2

r
(12.4)

Ïðåäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ f â âèäå:

f(t, r) = seiφ, s(t, r) ∈ R, φ(t, r) ∈ R (12.5)

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (12.4) ê âèäó:

Re{sr
s

+
3

r
} = iφr (12.6)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè îáîèõ åãî ñòîðîíàõ ðàâíûõ 0, îòêóäà

ñëåäóåò:

φr = 0 ⇒ φ = φ(t) (12.7)

sr
s

= −3

r
⇒ s =

α

r3
, α = const ∈ R (12.8)

f =
α

r3
eiφ(t) (12.9)

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, äëÿ f â (12.9) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è ïåðâîå èç óðàâíåíèé
(12.3).

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå (3.13) èìååò âèä îáû÷-

íîãî êóëîíîâñêîãî ïîëÿ ñ ôàçîâûì ìíîæèòåëåì eiφ(t):

F =
αr

r3
eiφ(t) (12.10)

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå (12.10) íàéäåíî íàìè â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, òî íåîáõîäè-

ìî ïðèâåñòè åãî ëîðåíö-êîâàðèàíòíóþ ôîðìó. Òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ:

F = F0e
iΦ (12.11)

ãäå F0 îáû÷íîå êóëîíîâñêîå ïîëå, ïðåîáðàçîâàííîå ê äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ñî-

ãëàñíî (2.6), à Φ - íåêîòîðûé ëîðåíö-èíâàðèàíò. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòü â

öåíòðå ïîëÿ (12.11) ñâÿçàíà ñ íåêîòîðûì âåùåñòâåííûì 4-âåêòîðîì K = (ω,k), òî

ëîðåíö-èíâàðèàíò èìååò âèä: Φ = ωt ± k · r, à íåëèíåéíîå êóëîíîâñêîå ïîëå (12.11)
èìååò âîëíîâîé õàðàêòåð:

F = F0e
i(ωt±k·r) (12.12)

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòî åñòü ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåå îáû÷íîìó êóëîíîâñêîìó ïîëþ

â ñìûñëå, îïðåäåë¼ííîì íàìè âûøå â (9.2).

Ïîëó÷åííîå ïîëå ñâÿçàíî ñ íåêîòîðîé ñèíãóëÿðíîñòüþ, ò.å. ñ íåêîòîðîé çàðÿæåí-

íîé ÷àñòèöåé. Îïðåäåëèì, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé 4-èìïóëüñ ýòîé êóëîíîâñêîé
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÷àñòèöû P è âîëíîâîé 4-âåêòîð K. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà ïîêîÿ ÷àñòèöû âñå íàïðàâ-

ëåíèÿ îäèíàêîâû. Ïîýòîìó â íåé k1 = 0, è ïîëå èìååò âèä: F = F0e
iωt = αr

r3 e
iωt

Ïðè ïåðåõîäå â ñèñòåìó îòñ÷åòà, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ V, F0 ïðåîáðàçóåòñÿ â

êóëîíîâñêîå ïîëå äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v = −V çàðÿäà. 4-âåêòîð ïðè ýòîì

ïðåîáðàçóåòñÿ òàê, ÷òî k = ωv. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò:

K = λP (12.13)

ãäå λ - îïðåäåëåííàÿ äëÿ äàííîé ÷àñòèöû âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà.

Íåëèíåéíîå êóëîíîâñêîå ïîëå (12.10) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êóëîíîâñêîå

ïîëå êîìïëåêñíîãî çàðÿäà q:

F =
qr

r3
, (12.14)

Êîìïëåêñíîçíà÷íûé çàðÿä q èìååò ñìûñë ýëåêòðîìàãíèòíîãî çàðÿäà, ïåðåìåííî ñî-
÷åòàþùåãî â ñåáå ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèòíûé çàðÿäû:

q = αeiφ(t) (12.15)

Ïðè ëèíåéíî èçìåíÿþùåéñÿ ôàçå êîìïëåêñíûé çàðÿä ïåðèîäè÷åñêè ïðîõîäèò âñå

êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ çàäàííîé âåëè÷èíû. Ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ q ñòàíî-

âèòñÿ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì, à ïðè ìíèìûõ çíà÷åíèÿõ ìàãíèòíûì. Îäíàêî, êàê

îêàçûâàåòñÿ, ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ äðóãèìè çàðÿäàìè âàæíà íå ñàìà ôàçà çàðÿäà, à

òî, êàê ôàçû ðàçëè÷íûõ çàðÿäîâ ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íè-

æå (Ðàçäåë 14), ïðîñòåéøåå ñîãëàñîâàíèå ïîëåé äâóõ çàðÿäîâ ïðèâîäèò ê ñîãëàñîâà-

íèþ èõ ôàç, âûëèâàþùåìóñÿ â ýôôåêòèâíîå ýëåêòðè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó

íèìè.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìû ïðî-

äëèì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå âíå ñèíãóëÿðíîñòè íà ñàìó ñèíãóëÿðíîñòü.

13. Óðàâíåíèÿ ñ îäíîé ñèíãóëÿðíîñòüþ

Â ðàçäåëå 3 ìû âûâåëè óðàâíåíèÿ ïîëÿ â ïóñòîòå, ò.å. â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé

îáëàñòè, íå ñîäåðæàùåé ñèíãóëÿðíîñòåé ïîëÿ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè èìååòñÿ îäíà òî÷å÷íàÿ (öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ) ñèíãó-

ëÿðíîñòü. Ïðè íàëè÷èè ñèíãóëÿðíîñòè ýíåðãèÿ ïîëÿ â îáëàñòè, ñîäåðæàùåé ýòó

ñèíãóëÿðíîñòü, óæå íå ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ íàãëÿäíàÿ ìîäåëü ýíåðãî-

îáìåíà ìåæäó äâóìÿ âèäàìè, èëè ïëàíàìè äâèæåíèÿ: ïîëåâûì è êèíåìàòè÷åñêèì.

Ïîëåâàÿ ñèíãóëÿðíîñòü èãðàåò ðîëü êàíàëà, ïî êîòîðîìó ýíåðãèÿ ìîæåò ïåðåòåêàòü

èç ïîëåâîãî ïëàíà â êèíåìàòè÷åñêèé è îáðàòíî. Â êèíåìàòè÷åñêîì ïëàíå ñèíãó-

ëÿðíîñòü ïîëÿ ïðåäñòàâëåíà ÷àñòèöåé8. Ìû ïðåäïîëàãàåì, è ýòî â çíà÷èòåëüíîé

ñòåïåíè ïîäòâåðæäàåòñÿ îïûòîì, ÷òî êðîìå ñèíãóëÿðíîñòåé äðóãèõ êàíàëîâ îáìåíà

ýíåðãèåé ìåæäó ïîëåâûì è êèíåìàòè÷åñêèì ïëàíàìè íåò. Ïîýòîìó ÷åðåç ðåãóëÿð-

íûå òîêè ýíåðãèÿ èç ïîëÿ âûòåêàòü íå ìîæåò.

Êàê ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âíå òî÷å÷íîé ñèíãóëÿðíîñòè ïîëå åñòü

êóëîíîâñêîe ñ ôàçîâûì ìíîæèòåëåì (12.12). Â êà÷åñòâå ÷åòûðåõìåðíîé îáëàñòè,

ñîäåðæàùåé ëèíèþ ñèíãóëÿðíîñòè, ìû âîçüìåì íåêîòîðûé ãèïåðöèëèíäð V4 ¾âû-

ñîòû¿ (â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà) ∆t = t2 − t1, îãðàíè÷åííûé ¾ñâåðõó è ñíèçó¿

äâóìÿ âðåìåííûìè ñðåçàìè, ò.å. ïðîñòðàíñòâåííûìè îáúåìàìè S
(1)
3 è S

(2)
3 (Ðèñ.2).
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Ðèñ. 2. Îáëàñòü ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ

Ñêîðîñòü ïåðåòåêàíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà îò ïîëÿ ê ÷àñòèöå èëè îò ÷àñòèöû ê

ïîëþ â 4-îáúåìå V4 îïðåäåëÿåòñÿ êàê dP
dt ∆t, ãäå P = (ϵ,p) - 4-èìïóëüñ ÷àñòèöû.

Äëÿ áàëàíñà ýíåðãèè âìåñòî (3.5) ìû ïîëó÷àåì:

1

2

∮
S3

F∗dZF =
dP

dt
∆t (13.1)

ãäå S3 - ïîëíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ V4.

Áèêâàòåðíèîííàÿ ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà (14.37), ñôîðìóëèðîâàííàÿ äëÿ

íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà ñëó÷àé ñèíãó-

ëÿðíûõ ôóíêöèé ïðè ïîìîùè àïïàðàòà îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ðàññìàòðèâàÿ ôóíê-

öèþ F(Z) â (13.1) êàê îáîáùåííóþ, ìîæíî ïåðåïèñàòü èíòåãðàë ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè
S3 â âèäå èíòåãðàëà ïî 4-îáúåìó, êàê ìû ýòî äåëàëè âûøå â (3.6) äëÿ ðåãóëÿðíîé

ôóíêöèè: ∮
S3

F∗dZF =

∫
V4

(F∗DF)dV4 (13.2)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âðåìåííîé èíòåðâàë ∆t äîñòàòî÷íî ìàë, ÷òîáû ìîæíî áûëî

ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì (F∗dZF) íà í¼ì, èíòåãðàë (13.2) ìîæíî âûðàçèòü, êàê ïðî-

èçâåäåíèå èíòåãðàëà ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó îáúåìó V3 = S
(1)
3 = S

(2)
3 íà âðåìÿ:∫

V4

(F∗DF)dV4 = ∆t

∫
V3

(F∗DF)dV3 (13.3)

Òîãäà (13.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:∫
V3

(F∗DF)dV3 =
dP

dt
(13.4)

Â çàäàííîé 4-îáëàñòè (íå ñîäåðæàùåé äðóãèõ ñèíãóëÿðíîñòåé) âî âñåõ òî÷êàõ âíå

òðàåêòîðèè ñèíãóëÿðíîñòè r1(t) ôóíêöèÿ (F∗DF) îáðàùàåòñÿ â 0. Ýòî ïîçâîëÿåò

8Çäåñü è äàëåå ïîä ÷àñòèöåé ïîíèìàåòñÿ òî÷å÷íàÿ çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà.
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çàìåíèòü íåîïðåäåë¼ííóþ â öåíòðå ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ (F∗DF) íà îáîáùåííóþ

δ-ôóíêöèþ:
(F∗DF) = A(t) δ(r− r1(t)) (13.5)

ãäå A(t) - íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè. Ïîäñòàâëÿÿ (13.5) â (13.4), íà-

õîäèì ýòó ôóíêöèþ: A(t) = dP
dt , è â ðåçóëüòàòå èç (13.4) ïîëó÷àåì:

(F∗DF) =
dP

dt
δ(r− r1(t)) (13.6)

Ýòî åñòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, ñëóæàùåå àíàëîãîì

óðàâíåíèÿ (3.11) â ïðèñóòñòâèè ñèíãóëÿðíîñòè.

Â óðàâíåíèè (13.6) ïîëå F åäèíîå - â í¼ì íåò ðàçäåëåíèÿ íà ïîëå ÷àñòèöû è âíåø-

íåå ïîëå. Òàêîå óñëîâíîå ðàçäåëåíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü â êâàçèëèíåéíîì ñëó÷àå,

êîãäà îáùåå ïîëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïîëåé ÷àñòèöû F1 è âíåøíåãî

ïîëÿ Fe:

F = F1 + Fe (13.7)

òàê, ÷òî êàæäîå èç íèõ â îòäåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ â ïó-

ñòîòå (3.11), {
(F∗

1DF1) = 0

(F∗
eDFe) = 0

(13.8)

à ñóììàðíîå ïîëå F óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ (13.6).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîáñòâåííîå ïîëå çàðÿäà F1, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå ïåðâîìó èç óðàâíåíèé (13.8), äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå

ðåøåíèå (12.12) íóëåâûì çíà÷åíèåì â öåíòðå ñèíãóëÿðíîñòè: F1(t, r1(t)) = 0. Ïî-

ñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñàìîäåéñòâèÿ. Òîãäà, ýíåðãîîáìåí ÷åðåç ñèí-

ãóëÿðíîñòü, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì (13.4), ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ, ñîäåðæàùåìó

òîëüêî âçàèìîäåéñòâèå ïîëåé:

1

2
(F∗

1DFe) + (F∗
eDF1) =

dP

dt
δ(r− r1(t)) (13.9)

èëè

Re{F∗
eJ1 + F∗

1Je} =
dP

dt
δ(r− r1(t)) (13.10)

ãäå J1 = DF1 - òîê ÷àñòèöû (êîòîðûé äëÿ íåëèíåéíûõ ðåøåíèé ñîäåðæèò â ñåáå

êàê ñèíãóëÿðíóþ, òàê è ðåãóëÿðíóþ ÷àñòè), Je = DFe - ðåãóëÿðíûé òîê âíåøíåãî

ïîëÿ. Êàæäûé èç ÷ëåíîâ âèäà F∗J â (13.10) åñòü âûðàæåíèå ðàáîòû (â åäèíèöó

âðåìåíè) ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ íàä ¾ïðîòèâîïîëîæíûì¿ òîêîì.

Ïðåäñòàâèì òîê J1 â âèäå ñóììû ñèíãóëÿðíîãî è ðåãóëÿðíîãî òîêîâ:

J1 = J1sng + J1reg (13.11)

è ñîîáðàçíî ýòîìó ðàçäåëèì óðàâíåíèå (13.10) íà ñèíãóëÿðíóþ è ðåãóëÿðíóþ ÷àñòè:{
Re{F∗

eJ1sng} = dP
dt δ(r− r1(t))

Re{F∗
eJ1reg + F∗

1Je} = 0
(13.12)

Ñìûñë ïåðâîãî èç óðàâíåíèé (13.12) îáû÷íûé è ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåäà÷à ýíåðãèè

çàðÿæåííîé ÷àñòèöå ðàâíà ðàáîòå âíåøíåãî ïîëÿ íàä çàðÿäîì. Âòîðîå æå èç ýòèõ



20 Ñ.ß. ÊÎÒÊÎÂÑÊÈÉ

óðàâíåíèé èìååò ÷èñòî íåëèíåéíóþ ïðèðîäó è îçíà÷àåò âçàèìíóþ êîìïåíñàöèþ ðà-

áîò ïîëÿ ÷àñòèöû è âíåøíåãî ïîëÿ íàä ¾ïðîòèâîïîëîæíûì¿ ðåãóëÿðíûì òîêîì.

Ïðîñëåäèì, êàê èç óðàâíåíèé (13.12) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ îáû÷-

íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå. Äëÿ ýòîãî íàäî

âçÿòü ëèíåéíîå âíåøíåå ïîëå: Je = 0, è ÷èñòî ýëåêòðè÷åñêèé òîê ñèíãóëÿðíîñòè:

ImJ1 = 0. Ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ, âòîðîå óðàâíåíèå (13.12) âûïîëíÿåòñÿ òðèâè-

àëüíî, a èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (13.12) è ñîîáðàæåíèé ëîðåíö-êîâàðèàíòíîñòè äëÿ

4-òîêà ñèíãóëÿðíîñòè ïîëó÷àåì:

J1sng = eγ(1,v)δ(r− r1(t)) (13.13)

ãäå v = dr1
dt - ñêîðîñòü ñèíãóëÿðíîñòè, γ = 1/

√
1− v2, a e - íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ

ïîñòîÿííàÿ. Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (13.12) ïðèîáðåòàåò èçâåñòíûé âèä ñèëû Ëîðåíöà

è å¼ ðàáîòû â åäèíèöó âðåìåíè íàä ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì âåëè÷èíû e ñî ñòîðîíû
âíåøíåãî ïîëÿ Fe = Ee + iHe:{

ev ·Ee = dϵ
dt

eEe + ev ×He = dp
dt

(13.14)

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî ïîëå ñèíãóëÿðíîñòè èìååò öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé âèä

(12.10). Èç òîæäåñòâà9

∇ · r

r3
= 4πδ(r) (13.15)

ñëåäóåò, ÷òî òîê äëÿ ïîëÿ (12.10), ïðîäîëæåííûé â öåíòðàëüíóþ òî÷êó, â ñèñòåìå

îòñ÷åòà ïîêîÿ ðàâåí:

J1sng = DF = ∇ · αr
r3

= 4παδ(r) (13.16)

Ñîïîñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ñ (13.13), ïîëó÷àåì:

e = 4πα (13.17)

Ïîñòîÿííàÿ α â (12.10) ñîâïàäàåò ñ çàðÿäîì e â (13.13) (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ

4π, ÷òî îáóñëîâëåíî íàøèì âûáîðîì ñèñòåìû åäèíèö). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà

çàðÿäà ÷àñòèöû êàê èñòî÷íèêà ïîëÿ ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé å¼ ¾ïðîáíîãî¿ çàðÿäà âî

âíåøíåì ïîëå.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ñêîðîñòü ñèíãóëÿðíîñòè v ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû p
ϵ . Èç

ïîñòîÿíñòâà ìàññû ÷àñòèöû ϵ2 − p2 = m2 ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå:

ϵ
dϵ

dt
= p · dp

dt
(13.18)

Óìíîæàÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé (13.14) íà ϵ, à âòîðîå ñêàëÿðíî íà p è ïðèìåíÿÿ

(13.18), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

Ee · (ϵv − p) = p · [vHe] (13.19)

Ýòî ñîòíîøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì âíåøíåì ïîëå Ee,He, ÷òî âîçìîæ-

íî òîëüêî ïðè v = p
ϵ .

9Ýòî òîæäåñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî áîëåå èçâåñòíîìó òîæäåñòâó ∆ 1
r =

−4πδ(r)
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Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ê îáû÷íûì óðàâíåíèÿì äëÿ çàðÿäà âî âíåøíåì ïîëå. Ïðè

òàêîì ïåðåõîäå âìåñòî îäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ó íàñ îêàçûâàåòñÿ äâà ðàç-

äåëüíûõ óðàâíåíèÿ: êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (êîòîðîå

â íàøåì ñëó÷àå åñòü îïðåäåëåíèå òîêà) è óðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà èëè

ñèëû Ëîðåíöà.

14. Ñîãëàñîâàííûå ïîëÿ

Ïðèìåíèì òå æå ðàññóæäåíèÿ, ê êîòîðûì ìû ïðèáåãëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå

ïðè âûâîäå ôîðìóëû (13.6), ê ñëó÷àþ, êîãäà â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè èìååò-

ñÿ n ñèíãóëÿðíîñòåé, îïèñûâàåìûõ òðàåêòîðèÿìè ri(t). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì

ëîðåíö-êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå:

1

2
(F∗DF) =

n∑
i=1

dPi

dt
δ(r− ri(t)) (14.1)

ãäå Pi - 4-èìïóëüñû êàæäîé èç ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ñèíãóëÿðíîñòÿì.

Ðàññìîòðèì êâàçèëèíåéíûé ñëó÷àé äâóõ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö. Ïðè ýòîì áóäåì

èñõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî îáùåå ïîëå F ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ñóììà

ïîëåé F1 è F2 îò êàæäîé ñèíãóëÿðíîñòè â îòäåëüíîñòè:

F = F1 + F2 (14.2)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ 4-îáëàñòü, ëåæàùóþ âíå òðàåêòîðèé îáåèõ ñèíãóëÿðíîñòåé.

Â êà÷åñòâå èíäèâèäóàëüíûõ ïîëåé êàæäîé èç ñèíãóëÿðíîñòåé ìû âîçüìåì èõ âîë-

íîâûå êóëîíîâñêèå ïîëÿ (12.12):{
F1 = f1F10 , f1 = eiφ1 = F10e

i(ω1t±k1·r)

F2 = f2F20 , f2 = eiφ2 = F20e
i(ω2t±k2·r)

(14.3)

ãäå F10 è F20 îáû÷íûå êóëîíîâñêèå ïîëÿ êàæäîé èç ÷àñòèö â ðàññìàòðèâàåìîé ñè-

ñòåìå îòñ÷åòà. Çíàê ïëþñ èëè ìèíóñ âíóòðè âîëíîâûõ ôàç äëÿ êàæäîãî èç ïîëåé

áóäåò îïðåäåë¼í íèæå.

Ïî àíàëîãèè ñî âòîðûì óðàâíåíèåì (13.12) íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ïîëåé (âíå

ñèíãóëÿðíîñòåé) çàïèøåòñÿ êàê:

Re{F∗
1J2 + F∗

2J1} = 0 (14.4)

ãäå J1 = DF1 è J2 = DF2 - ðåãóëÿðíûå òîêè êàæäîé èç ÷àñòèö. Èñõîäÿ èç (9.5) è

(14.3) äëÿ òîêà J1 ïîëó÷àåì:

J1 = if1F10K1 (14.5)

ãäå K1 = K1(t) = (ω1,k1). Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ òîêà J2.

Óðàâíåíèå (14.4) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê:

Im{fA+ f∗B} = 0 (14.6)

ãäå f = f2f
∗
1 è {

A = F20K2F
∗
10

B = F10K1F
∗
20

(14.7)
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Ðèñ. 3. Äâà çàðÿäà

Îáîçíà÷èì ∆K = K2 −K1. Òîãäà A ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê:

A = F20(K1 +∆K)F∗
10 = B∗ + F20∆KF∗

10 (14.8)

Â ðåçóëüòàòå (14.6) âûðàçèòñÿ êàê:

Im{fB∗ + f∗B + fF20∆KF∗
10} = 0 (14.9)

èëè

Im{fF20∆KF∗
10} = 0 (14.10)

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèö â ñèñòåìå èõ öåíòðà ìàññ. Ïîñêîëüêó ÷àñòèöû ïðåä-

ïîëàãàþòñÿ îäèíàêîâûìè, òî 4-õ èìïóëüñ è âîëíîâîé 4-âåêòîð êàæäîé èç íèõ ñâÿ-

çàíû ñîîòíîøåíèåì (12.13) ñ îäíèì è òåì æå λ. Ñëåäîâàòåëüíî, k1 = −k2 = k,
ω1 = ω2, ∆K = −2k.

fF20∆KF∗
10 = −2f

(
i[F∗

10F20 ] · k, (F20k)F
∗
10 + F20(F

∗
10k)− k(F∗

10F20)
)

(14.11)

Ïîëÿ äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ F10 ,F20 ïîëó÷àþòñÿ èç ïîëåé

ïîêîÿùèõñÿ çàðÿäîâ F1r ,F2r ñ ïîìîùüþ äâóõ ïîäõîäÿùèõ áóñòîâ ïðîòèâîïîëîæíûõ

ñêîðîñòåé V è −V (2.6):{
F10 = ch 2θF1r − 2 sh2 θ(F1rn)n+ i sh 2θ[F1rn]

F20 = ch 2θF2r − 2 sh2 θ(F2rn)n− i sh 2θ[F2rn]
(14.12)

ãäå ïàðàìåòðû áóñòà n è θ ñâÿçàíû ñ åãî ñêîðîñòüþ ñîîòíîøåíèåì V = n th 2θ.
Î÷åâèäíî, k ∥ n.

F1r è F2r - îáû÷íûå (âåùåñòâåííûå) êóëîíîâñêèå ïîëÿ êàæäîé èç ÷àñòèö, âçÿ-

òûå êàæäîå â ñèñòåìå ïîêîÿ ñâîåé ÷àñòèöû, â êîòîðûõ îíè íàïðàâëåíû ïî ñâî-

èì ðàäèóñ-âåêòîðàì. Ïîñëåäíèå ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-

ðåíöà (2.1) ÷åðåç êîîðäèíàòû ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè (t, r). Òàê, îòíîñèòåëüíûé

ðàäèóñ-âåêòîð R′
1 äëÿ F1r =

αR′
1

R′
1
3 ðàâåí

R′
1 = r′ − r′1 = R1 − n(t sh 2θ − 2(R1n) sh

2 θ) (14.13)
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ãäå R1 = r − r1 - ðàäèóñ-âåêòîð â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ. Ïîäîáíîå æå âûðàæåíèå

èìååì è äëÿ R′
2 - ðàäèóñ-âåêòîðà, çàäàþùåãî F2r . Âàæíî, ÷òî âåêòîðà F1r è F2r

ëåæàò â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ r è n, èçîáðàæåííîé íà Ðèñ.3. Ýòî âïîëíå î÷åâèäíî

èç òîãî, ÷òî ýòè âåêòîðà íàïðàâëåíû ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ðàäèóñàì-âåêòîðàì R′
1 è

R′
2 â ñâîèõ ñèñòåìàõ ïîêîÿ, à ðàäèóñ-âåêòîð ïðè ïðåîáðàçîâàíèè â ñèñòåìó îòñ÷åòà

öåíòðà ìàññ íå ïðèîáðåòàåò ïîïåðå÷íîé ïî îòíîøåíèþ ê n ñîñòàâëÿþùåé. Èç ýòîãî,

ñîãëàñíî (14.12), ñëåäóåò: {
[F∗

10F20 ] · k = 0

Im{(F∗
10F20)} = 0

(14.14)

Òîãäà, ñ ó÷åòîì (14.11) óñëîâèå (14.10) ñâîäèòñÿ ê âåùåñòâåííîñòè ôóíêöèè f :

Imf = 0 (14.15)

Ò.ê.

f = ei(φ2(t,r)−φ1(t,r)) (14.16)

òî óñëîâèå (14.15) îçíà÷àåò ñîãëàñîâàíèå ïî ôàçå âîëíîâûõ ïîëåé ñèíãóëÿðíîñòåé

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t è r:
φ1(t, r) = φ2(t, r) (14.17)

Êàê âèäíî èç äàëüíåéøåãî, äîïîëíèòåëüíûé íåíóëåâîé ñäâèã ïî ôàçå 2πn íåâîçìî-

æåí.

Òåïåðü ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê âîïðîñó, êàêîé çíàê (¾ïëþñ¿ èëè ¾ìèíóñ¿) ñëåäóåò

âûáèðàòü äëÿ ôàç êàæäîé èç ÷àñòèö â èõ âîëíîâûõ ôóíêöèÿõ (14.3). Âîçüì¼ì äëÿ

ïåðâîé ÷àñòèöû çíàê ¾ìèíóñ¿:

φ1 = ω1t− k1 · r (14.18)

Îòñþäà, èç (14.17) â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ äëÿ âòîðîé ÷àñòèöû ïîëó÷àåì:

φ2 = φ1 = ω2t+ k2 · r (14.19)

ò.å. â å¼ ôàçå äîëæåí áûòü âûáðàí çíàê ¾ïëþñ¿. Ìû ïðèõîäèì ê âàæíîìó âûâîäó,

÷òî äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïîëåé ÷àñòèö èõ âîëíîâûå ôàçû äîëæíû áûòü ñîïðÿæåíû:

çíàêó ¾ìèíóñ¿ ïåðâîé ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâóåò çíàê ¾ïëþñ¿ âòîðîé, è íàîáîðîò -

çíàêó ¾ïëþñ¿ ïåðâîé ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâóåò çíàê ¾ìèíóñ¿ äëÿ âòîðîé ÷àñòèöû.

Ïåðâûé èç ýòèõ âàðèàíòîâ çàïèñûâàåòñÿ êàê:{
F1 = F10e

i(ω1t−k1·r)

F2 = F20e
i(ω2t+k2·r)

(14.20)

Èç âûøåïðèâåä¼ííîãî ðàçáîðà ñëåäóåò, ÷òî ñîãëàñîâàíèå ïîëåé ïî ôàçå òðåáóåò-

ñÿ äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáùåãî ïîëÿ â âèäå ñóììû ïîëåé êàæäîé èç

÷àñòèö (14.2). Åñëè æå ïîëÿ íå ñîãëàñîâàíû, òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåâîçìîæíî,

÷òî ýôôåêòèâíî òðåáóåò ââåäåíèÿ â ñóììå òðåòüåãî ïîëÿ, êîòîðûì äîëæíî áûòü

ïîëå èçëó÷åíèÿ. Ðàáîòó ïî êîìïåíñàöèè ýòîãî ïîëÿ ìîæíî îöåíèòü êàê ëåâóþ ÷àñòü

(14.4), êîòîðàÿ ïîýòîìó èãðàåò ðîëü íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íåñîãëàñîâàííûõ

ïîëåé. Èñõîäÿ èç ñêàçàííîãî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñîãëàñîâàííûå ïîëÿ ìèíè-

ìèçèðóþò íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå, êîòîðîå â ñëó÷àå ðàññîãëàñîâàíèÿ ïðèâîäèò

ê èçëó÷åíèþ.
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Çíàêè ¾ìèíóñ¿ è ¾ïëþñ¿ âíóòðè ôàçû âîëíû î÷åâèäíî îïèñûâàþò âîëíû, áå-

ãóùèå ïî íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè ÷àñòèöû è â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïðè ñîãëàñîâàíèè ôàç ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, èõ

âîëíû îêàçûâàþòñÿ áåãóùèìè â îäíîì íàïðàâëåíèè.

Âûøå ìû èññëåäîâàëè ñîâìåñòíîå ïîëå äâóõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö â êâàçèëè-

íåéíîì ñëó÷àå â îáëàñòè âíå ñèíãóëÿðíîñòåé. Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèñõîäèò

íà ñàìèõ ñèíãóëÿðíîñòÿõ. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (13.12), ïðèìåíåííîãî ê ïåðâîé èç

ñèíãóëÿðíîñòåé, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ å¼ ÷àñòèöû:

Re{F∗
2J1sng} =

dP1

dt
δ(r− r1(t)) (14.21)

Íî ïîñêîëüêó ôàçû J1sng è F2 äëÿ ñîãëàñîâàííûõ ïîëåé êîìïåíñèðóþò äðóã äðó-

ãà, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ îäíîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì

ýëåêòðè÷åñêîãî êóëîíîâñêîãî ïîëÿ äðóãîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, êîòîðûå èìåþò ìå-

ñòî â îáû÷íîé ýëåêòðîäèíàìèêå.

Êâàçèëèíåéíîå ñîãëàñîâàíèå ïîëåé ¾ñêðàäûâàåò¿ íåëèíåéíûå ýôôåêòû â íàáëþ-

äåíèè äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, è âìåñòî âàçèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ

çàðÿäîâ ìû â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì âçàèìîäåéñòâèå îáû÷íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿ-

äîâ, êàê ýòî áûëî çàÿâëåíî âûøå â êîíöå Ðàçäåëà 12. Îäíàêî, â ïðèíöèïå âîçìîæ-

íû áîëåå ñëîæíûå íåëèíåéíûå ñëó÷àè âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ, ïðè êîòîðûõ ìîæåò

ïðîÿâëÿòüñÿ èõ ýëåêòðîìàãíèòíûé õàðàêòåð. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû íå ðàññìàò-

ðèâàåì òàêèå ñëó÷àè, îñòàâëÿÿ èõ èññëåäîâàíèå íà áóäóùåå.

Âûâîäû

Ãëàâíàÿ öåëü, ïîñòàâëåííàÿ â ýòîé ðàáîòå, çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü,

÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà åñòü ñëåäñòâèå ïðèíöèïà ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè ïîëÿ.

Îäíàêî, ðåøàÿ ýòó çàäà÷ó, ìû ïîëó÷èëè áîëåå øèðîêèå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. Â

îáùåì âèäå, âêëþ÷àþùåì óðàâíåíèÿ (3.11) äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ è óðàâíåíèÿ (14.1)

äëÿ ïîëÿ ñ n ñèíãóëÿðíîñòÿìè, ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

1

2
(F∗DF) =

n∑
i=1

dPi

dt
δ(r− ri(t)), n > 0 (14.22)

Ñóùåñòâåííî, ÷òî â ýòèõ óðàâíåíèÿõ F åñòü åäèíîå ïîëå, íå ðàçäåëåííîå íà ñâîáîä-

íûå ïîëÿ è ïîëÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö.

Êëàññè÷åñêèå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà îêàçûâàþòñÿ îñîáûì îáðàçîì âëî-

æåíû â ýòè íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ èõ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì. Ôèçè÷åñêèé

ñìûñë ïîëó÷åííûõ íàìè óðàâíåíèé ñâîáîäíîãî ïîëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòî ïî-

ëå ìîæåò ñîçäàâàòüñÿ ñâîèìè æå ñòðóêòóðàìè-èñòî÷íèêàìè, íàä êîòîðûìè îíî íå

ñîâåðøàåò ðàáîòû. Òàêîå âçàèìîîòíîøåíèå ìåæäó ïîëåì è åãî ñîáñòâåííûìè èñ-

òî÷íèêàìè ìû îïðåäåëèëè êàê ðåêóðñèâíîå.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñâåò ñóùåñòâåííî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ÿâëåíèå, â

êîòîðîì íåâîçìîæíî îòäåëèòü ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå êîìïîíåíòû äðóã îò

äðóãà. Íî â êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà äëÿ ïîëÿ â ïóñòîòå (8.2) îïåðàòîðû

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå è ïî âðåìåíè ëèíåéíî ðàçäå-

ëåíû (âõîäÿò êàê ñëàãàåìûå). Â òî æå âðåìÿ àíàëîãè÷íûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ
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(3.14) õàðàêòåðèçóþòñÿ íåðàçäåëèìîñòüþ ýòèõ îïåðàòîðîâ, ïîñêîëüêî îíè âõîäÿò â

óðàâíåíèÿ â áîëåå ñëîæíîì âèäå, ÷åì ïðîñòàÿ ñóììà. Ýòî ãîâîðèò â ïîëüçó áîëüøåé

ïðèãîäíîñòè íåëèíåéíûõ, ÷åì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíîãî ñâåòà.

Ñîáñòâåííûå èñòî÷íèêè ïîëÿ ìû íàçâàëè ðåãóëÿðíûìè çàðÿäàìè è òîêàìè â îò-

ëè÷èå îò îáû÷íûõ ñèíãóëÿðíûõ çàðÿäîâ è òîêîâ. Êëàññè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà

èìååò äåëî ëèáî ñ ñèíãóëÿðíûìè èñòî÷íèêàìè, ëèáî ñ ïîëíûì îòñóòñòâèåì èñòî÷íè-

êîâ. Íàøå èññëåäîâàíèå ðàññìàòðèâàåò òåîðåòè÷åñêóþ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ

íåñèíãóëÿðíûõ (ðåãóëÿðíûõ) èñòî÷íèêîâ ïîëÿ.

Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ äîïóñêàþò ñðåäè ñâîèõ ðåøåíèé íå ïîë-

íîñòüþ ïîïåðå÷íûå, îáëàäàþùèå ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé, ïëîñêèå âîëíû. Êðèòå-

ðèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íåíóëåâîãî ðåãóëÿðíîãî òîêà.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìååì îáû÷íóþ ïîïåðå÷íóþ âîëíó. Íàëè÷èå ïðîäîëüíîé ñî-

ñòàâëÿþùåé ó âîëí ñâåòà ìîæåò îáúÿñíèòü òîò ôàêò, ÷òî ñâåò îáëàäàåò ñîáñòâåííûì

ìîìåíòîì èìïóëüñà, ÷òî íåâîçìîæíî â ñëó÷àå ÷èñòî ïîïåðå÷íûõ âîëí.

Â ðàçäåëå 11 âûÿñíåíî, ÷òî åñëè îãðàíè÷èòü ðàññìîòðåíèå ïëîñêèìè íîðìàëüíû-

ìè ïîëÿìè, òî íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â îòëè÷èå îò ëèíåéíûõ äîïóñêàþò ðåøåíèÿ,

îáëàäàþùèå çàêðó÷åííîñòüþ ïîòîêà ýíåðãèè. Íåëèíåéíîñòü çäåñü ïðîÿâëÿåòñÿ êàê

ñïîñîáíîñòü ê îáðàçîâàíèþ âèõðåâûõ ñòðóêòóð ïîòîêà ýíåðãèè-èìïóëüñà, êîòîðûé

âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì Óìîâà-Ïîéíòèíãà - çàêðó÷åííîñòü îïðåäåëåíà íà-

ìè â âèäå ðîòîðà ýòîãî âåêòîðà. Íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíî ïðèíöèïèàëüíîå

îòëè÷èå ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ïëàíå

âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ âèõðåâûõ ñòðóêòóð ñâîáîäíîãî ïîëÿ.

Îñîáîå âíèìàíèå â ðàáîòå óäåëÿåòñÿ ïðîáëåìå ðàçäåëåíèÿ ïîëÿ íà ¾ñîáñòâåííîå¿

ïîëå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû è ¾âíåøíåå¿ ïî îòíîøåíèþ ê íåìó ïîëå. Èç íåëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé ïîëÿ ñëåäóþò êàê ñàìè êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, òàê è

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà ïîä äåéñòâèåì ñèëû Ëîðåíöà. Òàêèì îáðàçîì íàìè

äàíî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé âî ââåäåíèè çàäà÷è íàõîæäåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ïîëÿ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ âçàèìîäåéñòâèå. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäè-

íàìèêè, èç íàøèõ óðàâíåíèé îò÷åòëèâî âèäíî, ïî÷åìó ïðîáíûé çàðÿä ÷àñòèöû è

å¼ çàðÿä êàê èñòî÷íèêà ïîëÿ ñîâïàäàþò. Åùå îäíèì âàæíûì ñëåäñòâèåì âêëþ-

÷åííîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ â ôóíäàìåíòàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå

íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà.

Íàèáîëåå ïðîñòûì è â òî æå âðåìÿ âàæíûì êëàññîì íåëèíåéíûõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ

ñîïóòñòâóþùèå ðåøåíèÿ âèäà (9.2), êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáû÷íûå ìàêñâåë-

ëîâñêèå ïîëÿ, íàäåëåííûå âîëíîâûì ìíîæèòåëåì. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðåøåíèé

ïîêàçûâàåò, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ èçó÷åííîãî íàìè ñëó÷àÿ äâóõ ÷àñòèö, ÷òî èçâåñò-

íûå ãëoáàëüíûå äóàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ [12] èìåþò îáîáùåíèå â âèäå ëîêàëüíûõ

ôàçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïîÿâëåíèå ïîëåâûõ ðåøåíèé âèäà êóëîíîâñêîé âîëíû (12.12), îáúåäèíÿþùèõ â

ñåáå ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà è âîëíó, ñáëèæàåò ìåæäó ñîáîé êëàññè÷åñêóþ ýëåêòðî-

äèíàìèêó è êâàíòîâóþ ìåõàíèêó è óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî

îïèñàíèÿ äåáðîéëåâñêîé âîëíû ýëåêòðîíà. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ãîâîðèòü îá èíîì

âçãëÿäå íà êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé äóàëèçì. Ïîíÿòèå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â

íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå, òàêèì îáðàçîì, íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ñâåòîì, íî îòíî-

ñèòñÿ è ê ïîëÿì ÷àñòèö. Ïðè ýòîì âîëíû, îïèñûâàþùèå ýòè äâà ôóíäàìåíòàëüíûõ

òèïà ñòðóêòóð ïîëÿ, ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íû.
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Â ðàáîòàõ [9],[13] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñàìî ïîëå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â îïðå-

äåë¼ííîì ñìûñëå èãðàåò ðîëü êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé âîëíîâîé ôóíêöèè ôîòîíà:

êâàäðàò å¼ ìîäóëÿ îïðåäåëÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè (à íå

ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû ôîòîíà, ÷òî íåâîçìîæíî) â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ïîëó-

÷åííîå íàìè íåëèíåéíîå ðåøåíèå (12.12) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî è äëÿ çàðÿæåííîé

÷àñòèöû ïîäîáíàÿ ¾ýíåðãåòè÷åñêàÿ¿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò çàäàâàòüñÿ å¼ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíà ñâîäêà îñíîâíûõ îòëè÷èé ýëåêòðîäèíàìèêè, ïîëó÷àþùåé-

ñÿ íà îñíîâå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (14.22), îò êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé ýëåêòðîäè-

íàìèêè10.

Òàáëèöà 1

Ëèíåéíàÿ ÝÄ Íåëèíåéíàÿ ÝÄ

Áàçîâûå ïðèíöèïû óð. Ìàêñâåëëà + âçàèìîäåéñòâèå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

Ýíåðãåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå íåò åñòü

Ïðîñòð. è âðåì. îïåðàòîðû ðàçäåëåíû íåðàçäåëèìû

Îïèñàíèå ÷àñòèö è ïîëÿ ðàçäåëüíîå ñîâìåñòíîå

Ñâåò ïîïåðå÷íûå âîëíû + ïðîäîëüíûå âîëíû

Çàêðó÷åííîñòü ïîòîêà ýíåðãèè íåò åñòü

Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà òî÷å÷íàÿ ñèíãóëÿðíîñòü + âîëíà

Çàðÿäû è òîêè ñèíãóëÿðíûå + ðåãóëÿðíûå

Çàðÿäû ýëåêòðè÷åñêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå

Âçàèìîäåéñòâèå çàðÿäîâ êóëîíîâñêîå + ôàçîâîå

Ïîìèìî îïèñàíèÿ ÷àñòèöû â âèäå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, íåëèíåéíàÿ ýëåê-

òðîäèíàìèêà, îñíîâàííàÿ íà óðàâíåíèÿõ (14.22), îáíàðóæèâàåò ðÿä äðóãèõ îáùèõ

÷åðò ñ êâàíòîâîé òåîðèåé ïîëÿ. Òàê, ñîãëàñîâàíèå ïî ôàçå äëÿ äâóõ òîæäåñòâåííûõ

çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì àíàëîãîì ïðèíöèïà Ïàóëè: ïîëÿ ýòèõ

÷àñòèö ñîãëàñîâàíû, êîãäà èõ ôàçû ñîïðÿæåíû.

Ñîãëàñîâàíèå ïî ôàçå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ íàðÿäó ñ îáû÷íûì êóëîíîâñêèì

åùå è ôàçîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîäîáíîãî êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîìó ñïèíîâîìó, èëè

îáìåííîìó, âçàèìîäåéñòâèþ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âçàèìîäåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ïåðå-

êðûòèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé. Çíàê ¾±¿ âíóòðè âîëíîâîé ôàçû

âûðàæàåò ñîáîé äèñêðåòíóþ ñòåïåíü ñâîáîäû, ïîäîáíóþ ïîëóöåëîìó ñïèíó.

Êîìïëåêñíîçíà÷íîñòü çàðÿäà è íàëè÷èå ó íåãî ôàçû ýòî, ïîæàëóé, íàèáîëåå ÿðêîå

ñëåäñòâèå íåëèíåéíîñòè ïîëó÷åííûõ íàìè óðàâíåíèé ïîëÿ. Â ðàìêàõ íàøåãî ïîäõî-

äà çàðÿä ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûì, ïåðèîäè÷åñêè ïðîõîäÿùèì ðàçëè÷-

íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî çàðÿäîâ îò ÷èñòî ýëåêòðè-

÷åñêîãî äî ÷èñòî ìàãíèòíîãî. Â ðåàëüíûõ ïðîöåññàõ âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿæåííûõ

÷àñòèö ìåæäó ñîáîé è ïîëåì èãðàåò ðîëü íå ñàì çàðÿä ÷àñòèöû, à åãî ñîîòíîøåíèå

ïî ôàçå ñ äðóãèìè çàðÿäàìè è ïîëÿìè. Òàêèì îáðàçîì ðàçðåøàåòñÿ ñòàðàÿ çàãàäêà

¾îòñóòñòâèÿ¿ â ïðèðîäå ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ ïðè èõ íàëè÷èè â òåîðèè.

10Ïîä çàêðó÷åííîñòüþ ïîòîêà ýíåðãèè ïîíèìàåòñÿ ðîòîð âåêòîðà
Óìîâà-Ïîéíòèíãà, à âîçìîæíûå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû êëàññîì íîðìàëüíûõ
ïëîñêèõ ïîëåé.
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Íà ñàìîì äåëå íåò íè ÷èñòî ýëåêòðè÷åñêèõ, íè ÷èñòî ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ. Îáû÷-

íîå âçàèìîäåéñòâèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, â ñèëó òðåáîâàíèé ýíåðãåòè÷åñêîé ýôôåê-

òèâíîñòè, ñâîäèòñÿ ê âçàèìîäåéñòâèþ ïîäîáíîìó êóëîíîâñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ ýëåê-

òðè÷åñêèõ çàðÿäîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåêòðîìàãíèòíûå çàðÿäû ¾â îáû÷íîé æèç-

íè¿ âûãëÿäÿò êàê ýëåêòðè÷åñêèå. Ïðè âñåì ïðè ýòîì ìîæíî îæèäàòü íàáëþäåíèÿ

íîâûõ ôèçè÷åñêèõ ýôôåêòîâ íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, â êîòîðûõ ïðîÿâèòñÿ

ýëåêòðîìàãíèòíûé õàðàêòåð çàðÿäîâ � âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðîì ôàçû ÷àñòèö

íå óñïåâàþò ïîäñòðàèâàòüñÿ äðóã ïîä äðóãà.

Ñîãëàñíî êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ñèëüíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ ïîëÿðèçóþò âà-

êóóì, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïîïðàâîê â ìàêñâåëëîâñêîì ëàãðàí-

æèàíå ýòèõ ïîëåé [17]. Ó÷åò ýôôåêòîâ ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà ìîæíî òðàêòîâàòü êàê

íåëèíåéíîñòü ýëåêòðîäèíàìèêè. ¾Êâàíòîâûå ýôôåêòû ñîçäàþò îòëè÷íóþ îò íóëÿ

ïðàâóþ ÷àñòü (òîê) äàæå ïðè îòñóòñòâèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â èñõîäíîì ñîñòîÿ-

íèè¿ [18]. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîîòíåñòè íàøè ðåãóëÿðíûå òîêè ñ âàêóóìíûìè òîêàìè.

È òå è äðóãèå òîêè îêàçûâàþò äîïîëíèòåëüíûé ýôôåêò ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè

¾âíåøíèìè¿ òîêàìè.

Ìåæäó òåì, èìååò ìåñòî ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ. Â íà-

øåì ñëó÷àå íåïðåðûâíûå òîêè ñóùåñòâóþò èçíà÷àëüíî â íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ

Ìàêñâåëëà, â òî âðåìÿ êàê â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåë-

ëà äîïîëíÿþòñÿ òîêàìè, ïîñòðîåííûìè íà ñóììèðîâàíèè ìíîæåñòâà äèñêðåòíûõ

ñîáûòèé ðîæäåíèÿ ïàð ÷àñòèöà-àíòè÷àñòèöà.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû èçó÷èëè ñèíãóëÿðíîñòè öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî òè-

ïà, êîòîðûì îòâå÷àåò çàðÿä ÷àñòèö. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû òðåáóåòñÿ èññëåäîâàíèå

îñåöåíòðè÷íîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåãî ìàãíèòíûé ìîìåíò

÷àñòèöû. Â ýòîé æå ïëîñêîñòè ëåæàò âîïðîñû î ñâÿçè ïîëó÷åííûõ íàìè íåëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è åãî ñïèíîì. Òàêæå

åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì òåìû äîëæíî ñòàòü íåëèíåéíîå îïèñàíèå ïðîöåññîâ èç-

ëó÷åíèÿ. Ðàñêðûòèå ýòèõ è äðóãèõ âîïðîñîâ ïîìîæåò âûÿâèòü áîëåå ãëóáîêèå ñâÿçè

êëàññè÷åñêîé íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è â ïîëíîé ìå-

ðå èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è èõ îáîáùåíèé.

Àâòîð áëàãîäàðèò À.Â.Ãîðþíîâà çà îáñóæäåíèå è ïîëåçíûå ñîâåòû.

Ïðèëîæåíèÿ

1. Àëãåáðà áèêâàòåðíèîíîâ. Êàê è â íàøåé ðàáîòå [15](ñ.160) ìû èñïîëüçóåì

ñêàëÿðíî-âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå áèêâàòåðíèîíîâ, â êîòîðîì áèêâàòåðíèîí B åñòü

ñâÿçêà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà s è òð¼õìåðíîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðà u:

B = (s,u) ≡ s+ u, s ∈ C,u ∈ C3 (14.23)

à ïðîèçâåäåíèå äâóõ áèêâàòåðíèîíîâ B1 = (s1,u1) è B2 = (s2,u2) îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

B1B2 = (s1s2 + (u1 · u2), s1u2 + s2u2 + i(u1 × u2)), (14.24)

ãäå (u1·u2) è (u1×u2)� ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ u1 è u2 ñîîòâåòñòâåííî.

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè êâàòåðíèîíû, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé áèêâàòåðíèîíîâ, èìåþò

âèä:

Q = (α, ia), α ∈ R,a ∈ R3 (14.25)
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Âàæíî îòëè÷àòü êâàòåðíèîíû îò âåùåñòâåííûõ áèêâàòåðíèîíîâ, êîòîðûå èìåþò

âèä:

B = (α,a), α ∈ R,a ∈ R3 (14.26)

Âåùåñòâåííûå áèêâàòåðíèîíû èãðàþò îñîáóþ ðîëü â íàøåì ïîäõîäå, ïîñêîëüêó

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà Z è ýíåðãèÿ-èìïóëüñ K ÿâëÿþòñÿ èìåííî

òàêèìè âåëè÷èíàìè.

Ïðîñòðàíñòâî áèêâàòåðíèîíîâ îáëàäàåò áàçèñîì [5](ñ.141) en, n = 0, 1, 2, 3: e0 = 1

è ïðè k > 0: {
e2k = 1

eiej = −ejei = iek,
(14.27)

ãäå i, j, k åñòü öèêëè÷åñêè ïåðåñòàíîâî÷íûå èíäåêñû 1,2,3. Áàçèñíûå áèêâàòåðíèîíû

en âåùåñòâåííû. Ïðîèçâîëüíûé áèêâàòåðíèîí B ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ýòîìó áàçèñó:

B =

3∑
n=0

enbn, bn ∈ C (14.28)

Òàê, äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîîðäèíàòû Z ìû èìååì:

Z = (t, r) =

3∑
n=0

enxn, (14.29)

ãäå x0 = t, (x1, x2, x3) = r.
Áèêâàòåðíèîí, ñîïðÿæåííûé äàííîìó U = (s,u), åñòü U = (s,−u). Êîìïëåêñíîå

÷èñëî

∥B∥ = BB = s2 − u2 (14.30)

åñòü ìåðà, èëè êâàäðàò ìîäóëÿ, áèêâàòåðíèîíà B = (s,u). Âåëè÷èíà áèêâàòåðíèîíà
B åñòü

√
∥B∥

Áèêâàòåðíèîí, ìåðà êîòîðîãî ðàâíà 1, íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì.

Îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ è êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, ïðèìåíåííûå ê ïðîèçâåäåíèþ

áèêâàòåðíèîíîâ, ìåíÿþò ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé:

B1B2 = B2 B1 (14.31)

(B1B2)
∗ = B∗

2 B∗
1 (14.32)

Äâà áèêâàòåðíèîíà B1 è B2 îðòîãîíàëüíû, åñëè Sc(B1B2) = 0.

2. Áèêâàòåðíèîííûå ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà. Äëÿ êâàòåðíèîí-

íûõ ôóíêöèé f(Q) êâàòåðíèîííîãî àðãóìåíòà11 Q = (t, r), íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìûõ ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò t, x, y, z âíóòðè íåêîòîðîé îáëàñòè V4 ïñåâäî-

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è íà åãî ãðàíèöå S3 = ∂V4 , èìåþò ìåñòî ôîðìóëû òèïà

Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà [7],[14]:∮
S3

f dQ =

∫
V4

fD̂ dV4 (14.33)

11Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå êâàòåðíèîíà, îòëè÷aþùååñÿ îò (14.25) îòñóò-
ñòâèåì ìíîæèòåëÿ i ïåðåä âåêòîðíîé ÷àñòüþ.



ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÌÀÊÑÂÅËËÀ 29∮
S3

dQ f =

∫
V4

D̂f dV4 (14.34)

ãäå D̂ = ∂
∂t + i ∂

∂x + j ∂
∂y + k ∂

∂z , i, j,k - áàçèñíûå êâàòåðíèîíû, Q = t+ ix+ jy + kz. Â

(14.33) îïåðàòîð D̂ äåéñòâóåò âëåâî îò ñåáÿ, à â (14.34) - âïðàâî.

Â [5] äîêàçàíî, ÷òî àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû èìåþò ìåñòî è äëÿ áèêâàòåðíèîííûõ

ôóíêöèé F âåùåñòâåííîãî áèêâàòåðíèîííîãî àðãóìåíòà Z:∮
S3

F dZ =

∫
V4

(FD) dV4 (14.35)

∮
S3

dZ F =

∫
V4

(DF ) dV4 (14.36)

Çäåñü D îáîçíà÷àåò áèêâàòåðíèîííûé ãðàäèåíò12: D = (∂t,∇)
Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå ýòèõ ôîðìóë íà ñëó÷àé äâóõ ôóíêöèé

F (Z), G(Z) âåùåñòâåííîãî áèêâàòåðíèîííîãî àðãóìåíòà Z.∮
S3

FdZG =

∫
V4

(FDG)dV4 (14.37)

ãäå

(FDG) = (FD)G+ F (DG) (14.38)

ÎïåðàòîðD ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áèêâàòåðíèîííîìó áàçèñó (14.27) êàê: D =
3∑

k=0

ek∂k,

à äèôôåðåíöèàë êîîðäèíàòû êàê: dZ =
3∑

i=0

eidxi. Ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (14.36) âû-

ðàçèòñÿ êàê:∮
S3

dZ F =

∮
S3

(
3∑

i=0

eidxi) F =

∮
S3

3∑
i=0

(eiF )dxi =

∮
S3

3∑
i=0

Fidxi (14.39)

ãäå îáîçíà÷åíî: Fi = eiF . Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (14.36) ïîëó÷àåì:∫
V4

(DF ) dV4 =

∫
V4

(

3∑
k=0

ek∂k)F dV4 =

∫
V4

3∑
k=0

∂k(ekF ) dV4 =

∫
V4

3∑
k=0

∂kFk dV4 (14.40)

T.o. (14.36) ìîæíî âûðàçèòü â âèäå, ñòàíäàðòíîì äëÿ âåêòîðíîãî àíàëèçà:∮
S3

3∑
i=0

Fidxi =

∫
V4

3∑
k=0

∂kFk dV4 (14.41)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû Fi = (si,Fi) ñàìè ÿâëÿþòñÿ áèêâàòåðíèîíàìè.

Ïðè ýòîì âîîáùå ãîâîðÿ íå òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè F : Fi = eiF , à äî-

ñòàòî÷íî ëèøü íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè êàæäîé èç ÷åòâåðêè ôóíêöèé Fi

12Íàøå îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåìîãî â ñòàòüå [5], ãäå
D îáîçíà÷àåò (∂t,−∇).
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ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ôîðìóëó (14.41) â ÷àñòíîñòè

äëÿ ñêàëÿðíûõ êîìïîíåíò si:∮
S3

3∑
i=0

sidxi =

∫
V4

3∑
k=0

∂ksk dV4 (14.42)

Ýòî åñòü ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà â 4-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ

âåêòîðíîé ôóíêöèè, èìåþùåé êîìïîíåíòû si. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ôîðìóëà

(14.41) âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ êàæäîé èç âåêòîðíûõ êîìïîíåíò Fi.

Ïðèìåíèì ýòîò æå ïðèåì ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû

(14.37). Åãî ëåâàÿ ÷àñòü:∮
S3

FdZG =

∮
S3

F (
3∑

i=0

eidxi)G =

∮
S3

3∑
i=0

(FeiG)dxi =

∮
S3

3∑
i=0

Akdxi, (14.43)

ãäå îáîçíà÷åíî Ak = FeiG. Ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó ïðèìåíèìà ôîðìóëà (14.41):∮
S3

3∑
i=0

Akdxi =

∫
V4

3∑
k=0

∂kAk dV4 =

∫
V4

(FDG) dV4, (14.44)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî:

3∑
k=0

∂kAk =
3∑

k=0

∂

∂xk
(FekG) =

3∑
k=0

(
∂F

∂xk
ekG+ Fek

∂G

∂xk
) =

= (

3∑
k=0

∂F

∂xk
ek)G+ F (

3∑
k=0

ek
∂G

∂xk
) = (FDG) (14.45)

Òåì ñàìûì ôîðìóëà (14.37) äîêàçàíà.

Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà

è Ñòîêñà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì îáùåé òåîðåìû î âíåøíåé ïðîèçâîäíîé [16] (ñ.154).

Çàìå÷àòåëüíûì îáñòîÿòåëüñòâîì îêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî áèêâàòåðíèîííàÿ ôîðìóëà

(14.35), ïðèìåíåííàÿ ê âåêòîðíûì ôóíêöèÿì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äà¼ò îä-

íîâðåìåííî îáå ýòè ôîðìóëû. Åñëè âçÿòü â (14.35) F = F(r), òîãäà èíòåãðèðîâàíèå

ïî âðåìåííîé êîîðäèíàòå ñâåäåòñÿ ê óìíîæåíèþ íà ñîîòâåòñòâóþùèé âðåìåííîé

èíòåðâàë ∆t, è ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

∆t

∮
S2

(F · dr, iF× dr) = ∆t

∫
V3

(∇ · F,−i∇× F) dV3, (14.46)

êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ íà ñêàëÿðíóþ è âåêòîðíóþ ÷àñòè:∮
S2

F · ds =
∫
V3

(∇ · F) dV3 (14.47)

∮
S2

ds× F =

∫
V3

(∇× F) dV3, (14.48)

Â ôîðìóëå (14.47) ìû çàìåíèëè dr íà ds, ò.ê. çäåñü dr èìååò ïðèâû÷íûé â âåêòîðíîì

àíàëèçå ñìûñë îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäêè äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè S2: ds = nds, ãäå
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n - íîðìàëü ê ýòîé ïîâåðõíîñòè. (14.47) åñòü êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà.

(14.48) åñòü îáîáùåííàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà äëÿ òðåõìåðíîãî îáúåìà, êîòîðàÿ, êàê

ìîæíî ïîêàçàòü, ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé ôîðìóëå Ñòîêñà äëÿ öèðêóëÿöèè ïî ãðàíè-

öå äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè.
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