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Abstract
This paper explores how to solve the the Navier Stokes equations. A procedure reduces the equations to a single
equation, then the reverse procedure gives the fluid motion variables.

Introduccidn.

Se propone un procedimiento para encontrar soluciones particulares de las ecuaciones de
Navier Stokes. Las tres ecuaciones N-S y la de continuidad se reducen a una sola ecuacion, a las
soluciones se aplica el procedimiento inverso para obtener las variables que definen el
movimiento del fluido . La investigacion en este campo es importante en ingenieria aeronautica,

naval y en otras ramas de la Tecnica y la Ciencia.

1 -Las ecuaciones de Navier Stokes.

du/odt +uV.u — vAu= —Vp (D

Vu=0 (2)
En notacidn vectorial u es la velocidad en un punto, p es la presidon y ves la viscosidad, el fluido
se supone incompresible y con densidad igual a uno. (1) es la ecuacién de Navier Stokes
vectorial y (2) es la ecuacion de continuidad. El simbolo V es el operador nabla y A es el
laplaciano. En p se incluye el campo gravitatorio.

Las tres componentes de (1) segin los ejes X, Y, Z son:

U FU U, +VUy + WU, — V(U + Uyy U, ) = —Dy 3)
vetuv, +vv, +Vv, V(U 1, + V) = —Dx 4)
We tuwy +vwy, Fww, — V(Wi Wy, W 4, ) =—px (5)

2 -Reducci6n a una sola ecuacion.

Dadas las constantes a, b, c se multiplican (3), (4), (5) por cada una de ellas respectivamente y

sumando resulta:

Us +uly +vU,+wU, — v(Uyx+Uy,+U,,)= — (apy +bp,+cpy, (6)
U=au+bv+cw (7)
Con las constantes A, B, C: X=Ax+By+Cz (8)




Las derivadas de U respecto ax,y,z son U, =AUy, U, =BUy, U,=CUy 9
Sustituyendo las derivadas de U respecto ax,y,z, con Uy factor comun:

U, +UyUy —v(A% + B2 + C?) Uyy = — (Aa+Bb+Cc)py (10)
Uy = Au+Bv+Cw (11)
Por la ecuacion de continuidad:
Uy + vy, + w, = Auy +Buy+Cwy =Upx =0 (12)
Por lo que resulta: U,= Constante o F(t) (13)

La ecuacioén (10) se simplifica si hacemos uno (=1) los paréntesis eligiendo las constantes

adecuadas.
U +UgUx —vUxx = —px (14)
Las ecuaciones de Navier Stokes se reducen a una sola ecuacion lineal.

3 -Significado de Uy de X.
U es el producto escalar del vector velocidad (u, v, w) por el vector (a, b, c) y U, es el

producto escalar del vector (u, v, w) por (A, B, C). X es el producto escalar de los vectores (x, y,

z)y (A, B, C).

4 - Las ecuaciones de Euler y la viscosidad.

Si en las ecuaciones anteriores hacemos que sea v=0 ( viscosidad) tenemos las ecuaciones
descubiertas por Leonhard Euler, el famoso matematico del siglo XVIII. En muchos casos se
utilizan estas ecuaciones, la viscosidad solo es importante en la proximidad de las superficies de
cuerpos sumergidos en un fluido en movimiento. Pero al ignorar la viscosidad de los fluidos esto
dio lugar a la paradoja de D’Alambert, la teoria predice que un fluido en movimiento no actda
sobre los cuerpos cuando en realidad sucede lo contrario. Sin viscosidad los aviones y las aves
no podrian volar y los peces nadar. Por esta razon fue necesario afiadir en las ecuaciones de
Euler términos que incluyen la viscosidad, asi se plantearon las ecuaciones de Navier Stokes

nombradas por los cientificos que las propusieron.
5 -Ecuaciones de Euler.

Son tres ecuaciones mas la ecuacién de continuidad.



U Fuuy, +vu, + wu,=—py (15)

vetuv , +vv, +wu, = —p, (16)

W + uwy + vwy, tww, = —p, (17)

Uy +v, +w, =0 (18)

Ecuacion reducida: du/ot + U, 0U/0X =—0dp/oX (19)

La ecuacion anterior es lineal pues lo es el segundo término convectivo, la resolucion no debe

ofrecer dificultad.

6 -Ecuacién reducida de las ecuaciones de Navier Stokes.

0U/ot+ U, dU/dX =—0p/dX +v 0% U/dX*> (20)
Pueden plantearse estas dos ecuaciones:

dU/ot—v 0? U/ 0X? =F(t, X) (21)

F(t, X)= — (Uy U/ 0X + 0dp/0X) (22)

La primera ecuacion es la ecuacidn del calor, no homogénea, de la que se conocen numerosas

soluciones, la segunda se integra inmediatamente y se sustituye el valor de U de la anterior para
obtener la presion p.

7- Determinar las componentes de la velocidad en dos dimensiones.
Se plantean las ecuaciones:

U=au+bv (23)
Uy=Au+Bv (24)
Resolviendo el sistema de ecuaciones para las componentes u, v de la velocidad:
u=(BU—-bU,)/(Ab-Ba) (25)
v=(—AU+aU,)/(Ab—Ba) (26)
Resueltas la ecuaciones (20) y (21) se sustituyen Uy U, en las dos anteriores para obtener

las componentes del campo de velocidad. (Ab—Ba) puede hacerse 1 con las constantes

adecuadas.

Comprobacidn: u, +v, =BUxA—AUxB =0 (27)
Pay — Pyx = Pxx (AB—BA)=0 (28)

8- Componentes de la velocidad en cada punto en tres dimensiones.

Se plantean las ecuaciones siguientes:
U= au+bv+cw (29)

Uy = Au+Bv+Cw (30)

3



Con 2 ecuaciones y 3 incognitas no hay solucién definida, pero se puede dar valores a una
variable, por ejemplo la w, y estariamos en el caso anterior.

9-Observacion.
La ecuacion (20) es lineal, esto permite superponer diferentes soluciones con distintos valores
de X para unas mismas coordenadas (x, y, z)

U:f(t, X1 ,Xz,Xg. . ) (31)

10 -Condiciones iniciales y de contorno.

du /0t +(u. V)u = —Vp+vAu (32)
Vu =0 (33)
u(d 2)=0 (34)
u(t=0) (35)

Este es el conjunto completo de ecuaciones necesarias en forma vectorial, hasta ahora solo se
han considerado las dos primeras. La tercera es la condicion de contorno, si el espacio ocupado
por el fluido es  entonces 0 es la superficie del cuerpo sumergido, en esta superficie la
velocidad es cero debido a la viscosidad. La cuarta ecuacion es la condicidn inicial, por lo que es
necesario conocer todo el campo de velocidades. No es suficiente encontrar una solucién para
las 3+1 ecuaciones, hay que resolver, ademas, las condiciones iniciales y de contorno. Este es un
problema que tiene su propia complejidad.
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