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Résumé

Ce papier concerne I'étude des erreurs systématiques dans la combinaison
des données Doppler et les observations terrestres classiques dans la com-
pensation des réseaux géodésiques. Cette étude est extraite du mémoire de
fin d’études intitulé " La Combinaison des Données Doppler et les Observa-
tions Terrestres Classiques dans la Compensation des Réseaux Géodésiques
" présenté en octobre 1986 pour l'obtention du diplome d’Ingénieur Géo-
graphe Civil de I'Ecole Nationale des Sciences Géographiques (ENSG/IGN
France).

Abstract

This paper concerns the study of systematic errors in the combination of
Doppler data and classical terrestrial observations in the compensation of
geodetic networks. This study is taken from the thesis presented in October
1986 for obtaining the Civil Geographic Engineer diploma from the National
School of Geographic Sciences (ENSG / IGN France).
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CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LES ERREURS SYSTEMATIQUES
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1.1 INTRODUCTION

L'un des problémes fondamentaux rencontrés dans la compensation des ré-
seaux géodésiques est'accumulation des erreurs systématiques. Pour les ré-
seaux Doppler, le probleme est de moins en moins présent avec I’améliora-
tion des modeles de calcul et 'augmentation de la précision des résultats.

Les données Doppler sont nécessaires a la détection des erreurs systéma-
tiques d’orientation, de mise a I’échelle et de position des réseaux géodé-
siques terrestres (D. B. Thomson,1976).
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1.2 ORIGINES DES ERREURS SYSTEMATIQUES

Les sources des erreurs systématiques dans les réseaux géodésiques sont
nombreuses (V. Ashkenazi, 1981; D.B. Thomson, 1976; T. Vincenty, 1985),
nous citons les plus importantes :

- la non modélisation des erreurs systématiques des observations de direc-
tions, de distances et des distances zénithales,

- la réfraction atmosphérique,
- les erreurs inconnues des observations astronomiques,

- les erreurs sur les altitudes orthométriques et 'imprécision des hauteurs
du géoide et des composantes des déviations des verticales,

- la propagation des erreurs lors de la réduction des observations,

- la calibration des appareils de mesures.

1.3 DEFINITIONS

Dans ce paragraphe, nous rappellons quelques définitions sur les erreurs.
Soit .# la valeur nominale d'une grandeur que nous cherchons a estimer (co-
ordonnées, angles, distances, ...) et .Z un estimateur de .£.

Lerreur sur . est:
eg=L—-% (1.1)

Lerreur e » est la somme de 2 termes (P. Hottier,1978) :

ey =es+by (1.2)
ou:
ey : erreur dite d’observation ou accidentelle,

b : un biais di au fait que la grandeur Z est mal définie, aux caractéris-
tiques du processus de mesure et a ses imperfections.

Lerreur accidentelle représente les fluctuations de I'estimateur ou de 1'ob-
servable par rapport a la valeur moyenne de la grandeur, soit :
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€A :y—E(?) (1.3)
avec E(.) I'opérateur moyenne. De ona:
E(es) =0 (1.4)

ex : est appelée aussi le bruit de I'estimation ou erreur résiduelle de I'obser-
vation (P. Hottier,1978).

Les erreurs accidentelles sont des erreurs centrées et qu'on suppose indé-
pendantes. Par suite, le biais b o s’écrit :

by =E(Z)-% (1.5)

Dans (1.5), on ne considere que les effets résiduels des erreurs systéma-
tiques, la partie principale de ces erreurs est supposée éliminée.

Le biais b est considéré plutd6t comme une constante dépendante du sys-
teme de mesure c’est-a-dire 'ensemble incluant la grandeur . et l'instru-
ment (I'observateur et la procédure et les conditions expérimentales).
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ANALYSE DES ERREURS SYSTEMATIQUES DANS LES
RESEAUX GEODESIQUES TERRESTRES
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Avant d’étudier les erreurs systématiques dans les réseaux géodésiques ter-
restres suite a la compensation des données Doppler avec les observations
terrestres, on analyse les erreurs systématiques dans les réseaux géodésiques
sans les données Doppler.

En gardant les mémes notations, on al’équation des observations terrestres :
Ayx;+Ayx, =L+V; poidsP (2.1)

avec la matrice de variance :
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¥?=og.p! (2.2)

et o le facteur de variance unitaire. Les équations (2.1) et (2.2) constituent
les modeles fonctionnel et stochastique.

En général, les parametres définissent I’échelle du réseau terrestre ou la ca-
libration des appareils de mesure des distances sont introduits comme des
inconnus dans I’équation (2.1).

Malgré cela, il reste des effets résiduels qui sont dis a I'insuffisance du mo-
dele stochastique ou encore a I'imprécision de la modélisation des erreurs
entrant en jeu dans la compensation.

2.1 SUR LUORIENTATION DU RESEAU GEODESIQUE TERRESTRE

2.1.1 Le choixde (¢,1,H) au point fondamental

Au point fondamental d'un réseau géodésique, on a déterminé par des ob-
servations astronomiques la latitude et la longitude (¢,,4,) astronomiques
et 'azimut Az, astronomique d’'une direction donnée. En ce point, le choix
des coordonnées géodésiques ¢, 1 et de 'azimut géodésique Az, correspon-
dant a Az, est varié.

2.1.1.1 Choixde ¢,1 et Az,

a - On peut choisir les valeurs de ¢, A proches de ¢,, 2, et en déduire 'azimut
géodésique Az, en utilisant 'équation de Laplace généralisée soit :

Q= Qq (2.3)
A=A, (2.4)

Azg = Az + (A — Ag)sin@ + ((A — Ay)cos@sinAz, + (¢ — @, ) sinAz, ) cotgz (2.5)
2=Z+ (A —Ay)cos@sinAz, — (@ — @, )cosAz, (2.6)



2.1. SUR L'ORIENTATION DU RESEAU GEODESIQUE TERRESTRE 7
Z et z sont des distances zénithales astronomique et géodésique.
b - On peut prendre :
Azg ~ Az, 2.7)
A=A, (2.8)
et on obtient ¢ a partir de (2.5) soit :
sin@y cosQ, Azg —Azq
=@,—(A—4 2.9
9=~ ( a) (sinAzacoth tgAz, ) sinAzqcotgZ 2.9)
pour sinAzgcotgZ # 0 (2.10)
¢ - On peut choisir :
Azy = Az, (2.11)
P~ Qg (2.12)
PR (9, —‘(p)sinAzacoth—f—Azg — Az, 2.13)
SinQ + cos@QcosAz,cotgZ
avec sinQ + cos@QcosAz,cotgZ # 0 (2.14)

d - Les composantes de la déviation de la verticale au point fondamental

sont:

5 =@ —0
N = (A, —A)cos@

et la désorientation dans le plan horizontal local est :
£ = (Aa—A)sing = nige
Si on choisit @, et Az, telles que :
(00— @)+ (A —A)* + (Az, — Azg)* minimum
avec I'équation de Laplace (2.5), on obtient :

O =@q
A=A
Aze = Az,

(2.15)
(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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En pratique, ce sont les cas a et d qui sont choisis si on adopte un point fon-
damental.

Si on observait plusieurs points de Laplace dans le réseau géodésique, on
obtient les azimuts géodésiques observés Az, en utilisant (2.5), par le calcul,
on a les azimuts géodésiques calculés Az,.. En I'absence d’erreurs dans les
observations et le calcul, on obtient pour chaque point de Laplace :

Azge = AZgo (2.20)

Malheureusement, il ya des erreurs, I'équation (2.20) devient une équation
d’observation et non plus une équation de condition dans la compensation
du réseau géodésique, comme suit :

dAzg = Azge —AZgo +v (2.21)

ou v est le résidu.

Aulieu de (2.21), il serait mieux d’écrire :
dAzg — dAzgy = Azge — Azgo + V' (2.22)

ol dAzg, est une inconnue due aux erreurs inconnues dans les observations
astronomiques de ¢,, A, et Az, qui se propagent par I'équation (2.5).

Les effets de choix de (¢,A,H) au point initial

Soit P le point initial ou fondamental d'un réseau géodésique ayant un ellip-
soide de référence E(a,e) ol a et e sont respectivement le demi-grand axe et
la premiere excentricité.

On considére en ce point 2 choix des valeurs des coordonnées géodésiques :

choixa : (¢,1) Azg
H : altitude ellipsoidique = (X,Y,Z) H=h+N (2.23)

choix b : (¢’,1) Az;
H': altitude ellipsoidique = (X,Y,Z) H =W +N' (2.24)
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On considére que les altitudes orthométriques sont égales :
h="n
On a les composantes de la déviation de la verticale :
5 =0a— ¢
N = (A —A)cos@
E'=0.—¢
n' = (Aa—A')cosq’ (2.25)
et les désorientations dans les plans horizontaux locaux de P :
¢ = (Aa—A)sing, (2.26)
§' = (Aa—2A/)sing, (2.27)
Posons :
dAzg = Azfg —Az,
d(p = (p/ -0 (2.28)
dA =21 -1
alors :
dAzg = sin@,dA + (cosQcosAz,dA + sinAz,d@)cotgZ (2.29)
est la variation de I'équation de Laplace.
Posons :
dE =& ¢
dn=mn- r” (2.30)
d’ou
dé =—do
dn = —cos@,dA (2.31)
alors:
O = \/d? + cos?@,dA? (2.32)
ol O est 'angle des 2 normales au point P. On a aussi :
dé =& —& = —dAzy = —sin@,dA (2.33)
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si on néglige le terme en corgZ dans (2.29).

A partir des équations (2.23),(2.24),(2.26),(2.27) et (2.29) on peut énoncer que
le choix des coordonnées géodésiques ¢,A et H au point fondamental du
réseau affecte les valeurs numériques :

- du hauteur du géoide : équations (2.23) et (2.24).
- des composantes de la déviation de la verticale : équations (2.24) et (2.25).
- de I'équation de Laplace (2.29).

De plus, soit 0" 'origine du repeére géocentrique, O et O’ sont respectivement
les positions de I'ellipsoide E dans les choix a et b.

On a la relation vectorielle :

X —X dT
00=|Y-v |=|dry (2.34)
7 -7 dTy

en supposant que tous les reperes ont les axes respectifs paralleles et qu'on
néglige les échelles.

L'équation (2.34) montre une variation du vecteur translation du repeére tri-
dimensionnel géodésique au repere géocentrique.

Une question qui se pose : est ce que l'orientation du réseau est touchée?
Pour répondre a cette question, on transforme le probleme du tridimension-
nel en bidimensionnel par le biais des représentations planes conformes.

On considere ici une représentation plane conforme de I'ellipsoide sur le
plan:
K:a (p,A)—X=X(@,A),Y=Y(p,A) (2.35)

ol X,Y sont les fonctions définissant la représentation K. Aux azimuts géo-
désiques, on fait correspondre les gisements G. Soit P le point fondamental

duréseau :
P(e,A)— p(X,Y) € K image de E

Azg— G le gisement

(2.36)
P(¢',A") — p'(X',Y') € K' image de E
Azy — G le gisement
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2

Fig. 2.1 Les effets de choix de (9,1, H) au point initial

On suppose qu’'on a mesuré une distance PS dans la direction de 1'azimut
géodésique (Azg,Az,). Soit d cette distance réduite a la représentation. Les
valeurs de (¢; 1) et (¢',A’) étant trés proches, d ala méme valeur.

Les coordonnées des images du point S sont :

seR[WINHNG g [N XS g
de plus:
G=Azg+g+dV
G'=Az +g +dV’ 2.38)
ol:

- g,¢' :les gisements des images du méridiens passant par P.
- dV,dV' :les corrections angulaires arc-corde.

d’oli en négligeant dV et dV' :

G —G=Az—Azg+g —g=dAzg+4 —¢ (2.39)
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Dans la plan OXY (Figl2.1), on a les composantes des vecteurs ps et p’s’:

dsinG - dsinG'
ps= (dcosG) > P8 = (dcosG’) (2.40)
Soit s un point de OXY telque p’s” est parallele a ps, on a alors :
dsinG
’s” = 2.41
ps ( dcosG ) (241)

Entre p’s” et p’s’ on a la relation :
p’s” =R(1).p’s (2.42)

ol R(¢) est la matrice de rotation suivante :

cost —sint
R([) o <sint cost ) (2.43)
et:
t=G -G
Onadonc:
ps'=pp’ +R(G—G').ps (2.44)

I'équation (2.44) montre que le réseau obtenu a partir du point p’ est sem-
blable a une rotation et une translation pres a celui obtenu par p :

réseau origine p ‘ — ‘ translation de vecteur pp’ ‘ — ‘ rotation d’angle G — G’ ‘

— ‘ réseau origine p’

Le vecteur translation et la rotation ne dépendent que de d¢ et de dA (dAz,
est fonction de d¢ et dA). Par suite, on ne peut déceler une erreur d’orienta-
tion du réseau (T. Vincenty, 1985).

2.1.1.2 Variations des coordonnées géodésiques dues a une rotation
autour de la normale d’un point

Soit P le point de coordonnées géodésiques (¢y, Ay, Hy = 0) et de coordon-
nées 3D (Xo,Yy,Zo)g. On considere un point P(¢,A,H = 0) sur l'ellipsoide de
référence et (X,Y,Z), ses coordonnées 3D. Au point P, soit le repére 3D local
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(Py,x,y,z). On note par (x,y,z)” les composantes de PyP.

L
>

}\0 ©Lo

Xg

Fig. 2.2 Rotation autour de la normale

Si on effectue au point P, une rotation d’angle r autour de la normale a savoir
I'axe Pyz, les composantes (x,y,z)" de PP deviennent (Figi2.2) :

/ cost —sint 0 X
Y| =1\ sint cost 0].|y (2.45)
7 0 0 1 z
t étant petit en général, on a:
X =x—ty
Y =y+ix (2.46)
7=z

Les variations des composantes de PyP sont :
dx=—ty;, dy=tx; dz=0 (2.47)

Entre (dx,dy,dz) et (dX,dY,dZ), on alarelation :
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ax dx dx
dy =Ro.| dy | =Ro. | dy (2.48)
dz dz 0

8

avec Ry la matrice donnée par :

—sinA  —cosA.sing cosA.cosQ
Ro=| cosA  —sinA.sinQ sinA.cos@ (2.49)
0 cosQ sin@ 0

appliquée au point Py. Mais on peut aussi écrire :

dX Ncos@dA
dy =R. pdo (2.50)
z/ dH ),
On obtient donc :
Ncos@dA dx —y
pdo =RT'Ry.|dy | =tRTRy. [ x (2.51)
dH P 0 0
Calculons (x,y). Posons :
AX X —Xo
AY =(Y—-X (2.52)
Yy A/
on a alors la relation :
X AX
=Rl | AY (2.53)
z AZ

ce qui donne :

x = —AXsinAy + AycosAy
y = (=AXcosAy — AY sinkg)sin@y + AZcos @y (2.54)
Finalement en remplagant (2.54) dans (2.51) et en calculant le produit matri-
ciel R” Ry, on obtient les variations des coordonnées géodésiques (d¢,dA,dH )

par:
NcosodA =t((AXcosA + AY sind)singy — AZcos@ycosl) (2.55)

avec:

l=1—-% (2.56)
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p.de = t(AX (—sin@sinAsin@y — cos@sinAycos@y)

+AY (sin@cosA.sin@y + cos@cos@ocoshy) + AZsinpcos@ysinl)  (2.57)
dH = t(AX (cos@sinAsin@y — sin@sinAycos@y)

+AY (—cos@cosh.sin@y + sin@cos@ocosAy) — AZcospcos@ysinl)  (2.58)

Ces relations montrent que les variations (d¢,dA,dH ) sont a un facteur mul-
tiplicatif fonctions de ¢ angle de rotation de la normale au point P. 7 peut étre
considérée comme une variation d’azimut r = —dAz (t et dAz sont de signes
opposés).

Si on suppose que les points Py et P ne sont pas sur l'ellipsoide de référence
(H # 0), il suffit de remplacer dans les formules précédentes N par N + H,
p par p + H et tenir compte des altitudes ellipsoidiques dans le calcul de
(X,Y,Z)g et (X(),Y(),Zo)g.

Exprimons maintenant les variations (dX,dY,dZ), des coordonnées 3D (X,Y,Z),
du point P. Al'aide de (2.48),on a:

ax —t.y -y 0-10 X
ay =Rp. | tx =t.Rp. | x =tRy| 10 O y (2.59)
dz . 0 0 00 0 4
ou encore :
dX 0-10 AX
dy | =tRo[ 10 0 |.R| AY (2.60)
dz . 00 0 AZ
soit:
17).¢ 0 —singo sindocos@y AX
dy =t.| singy 0 —coshgcos@y | . | AY (2.61)
dz . —sindocos@y cosApcos@y 0 AZ
On peut écrire (2.61) sous la forme :
dax 0 —AZ AY —tcos@ocosiy
dy =1 AZ O —AX | .| —tcos@ysinig (2.62)

dz . —AY AX O —tsingyg

(2.62) exprime les variations des coordonnées dues a la rotation de vecteur
ROT = (rx, 1y, rz)T durepére tridimensionnel translaté au point Py. Le vecteur
ROT est donné par :
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rx —tcosPocosiy dAzcos@ycoshy
ROT = | ry | = | —tcos@psinky | = | dAzcos@ysindy (2.63)
rz —tsin@y dAzsin@g

On retrouve les formules de T. Vincenty (1985).

On considere que By est un point particulier du réseau géodésique terrestre,
par exemple le point fondamental o1 on a défini un azimut géodésique ini-
tial a partir de I'observation d’'un azimut astronomique Az,. On suppose que
cet azimut Az, est entaché d'une erreur dAz,. Pour corriger I'orientation de
I'ellipsoide de référence par rapport au repére géocentrique on effectue au-
tour de la normale en P la rotation d’angle :

t = —dAz

Cette rotation va "basculer" I'ellipsoide initial sur un autre ellipsoide (de
mémes dimensions) dont les axes (X’,Y’,Z"), se déduisent des anciens axes
par la rotation de vecteur ROT donné par et par une translation de
'origine O des axes donnés par :

dX -YZ 0 rx
dy =X 0 -Z | ry (2.64)
dz o 0 —-XY p, \IT

Pour calculer les coordonnées des points dans le nouveau repere il suf-
fit d’ajouter les corrections (d¢,dA,dH) exprimées par les formules (2.55),

2.57) et (2.58).

En général, les parties principales des erreurs sont corrigées mais il reste des
effets résiduels qui font que le parallélisme entre les axes de I'ellipsoide de
référence du réseau géodésique terrestre et ceux du référentiel géocentrique
n’est jamais obtenu parfaitement (P. Vanicek & G. Carrera, 1985).

2.1.2 Sur la variation de U'azimut

Dans ce paragraphe, on va étudier I'effet des rotations des axes de l'ellipsoide
de référence du réseau géodésique sur 'azimut géodésique.
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Soit (0,X,Y,Z) lerepere 3D géodésique ou1 est défini I'ellipsoide de référence.
En un point Py du réseau géodésique, on a un azimut géodésique d'une di-
rection PyP. Dans (0,X,Y,Z)ona:

Py(X,Y,Z)o — | équation (3-1) |— (@,A,H)o
P(X,Y,Z) —| équation (3-1) |- (9,4, H) (2.65)

Posons :
AX X=X x = —sin@y(AXcoshy + AY sindy) + AZcosgy
AY | =Y -Y —  AXsindo + AYcosh (2.66)
AZ 7_ ZO y= sSin cos
Lazimut calculé en Py est donné par :
Yy
18(Azg) = . (2.67)

On suppose que les axes OX,0Y,0Z, sont mal orientés. On fait subir au re-
pere (0,X,Y,Z) trois rotations infinitésimales de vecteur ROT = (rx,ry,rz)’
donné. Dans (0,X,Y,Z), on a Az, par suite on obtient dans (0,X’,Y’,Z") I'azi-
mut Az, + dAz,. Nous allons calculer dAz, en fonction de rx, ry, rz.

Dans (0,X',Y',Z')ona:

X' X +dX o4 Qo+do
B:|Y =|Y+dY ; A =| A+dA (2.68)
! !
Z 0 Z+dzZ 0 H 0 H-+dH 0
avec:
dx -YZ7Z 0 rx rx
dy =X 0 —Z]| .|ry|=U|ry (2.69)
dz o 0 XY o \72 rz
et:
(N +H)cospdA dX rx
(p+H).de =R [dy | =RV .Uy. | ry (2.70)
dH 0 az 0 rz
soit:

(No + Ho)cos@od Ay = (cosAorx+ sindory)Z — rz(No + Ho ) cos @
2
(po -+ Ho)dpy = (—rxsin)xo—l-rycos).())(;— +Hy) (2.71)
0

dHy = (—rxsindo + rycoslo)Noezsin(pocos(po
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Pour le point P, on a dans (0,X',Y’,Z') :

X' X+dX o o+do
P:|Y |=|Y+dY |; A= A+dAr (2.72)
4 Z+dzZ H' H+dH
avec:
ax rx
dy | =U. | ry (2.73)
dz rz

La différentielle de donne:

xdy —ydx

d(Az,) = ———— 2.74

( Zg) 2 +y2 ( )
Le calcul de x> 4 y* donne :

X2 +y% = AX?(1 — cos®* Agcos* @) + AY* (1 — sin® Agcos* @y ) + AZ*cos> @y
—2AXAY sinAgcoshgcos@y — 2AY AZsinAgsin@ocos @y
—2AZAX cosAysin@ycosy (2.75)

Le calcul de xdy — ydx donne :

—AZcos@y(AX coshy + AY sinko) + singo(AX2+AY)\ T [ d2y

xdy — ydx = cos@o((AY? — AX?)sindgcosho + AXAY cos2)y) | deg
0 dHy
AYsingo — AZsindgcos@y \ | [ dX —dXo
+ | —AXsingy+ AZcoshycos@y | .| dY —dYy (2.76)
—ycos@g dZ —dz,
avec en utilisant (2.69) et (2.73) :
dX —dXy —AY AZ O rx —rxAY +ryAZ
dy —dyy | =11 AX 0 —AZ .| ry | =| AX —rzAZ 2.77)
dZ —dZ 0 —AX AY rz —ryAX +rzAY

Due alarotation de vecteur (rx, ry, rz) T I'azimut géodésique dans la direction
PyP va varier de dAz,. Lexpression de dAz, est de la forme :

dAzg = ayrx+axry +asrz (2.78)

ol les coefficients a;,a; et a; sont fonctions de (@g, A9, Hy) et de (@,A,H). On
peut alors introduire dans chaque équation d’observation d’'un azimut as-
tronomique le terme :
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—ayrx —axry —asrz (2.79)

Dans (2.79), rx,ry et rz ne doivent étre confondues avec les parameétres du
modele de Bursa-Wolf.

T. Vincenty (1982,1985) proposait I'introduction dans ’équation d’observa-
tion d’'un azimut un terme similaire mais avec des coefficients différents ob-
tenus avec une autre approche.

Z. Zhou (1983) a étudié les systématismes de I'orientation de I'ellipsoide a
partir de I'expression de 'azimut géodésique donnée par (2.67) et de (2.74).

Exemple numérique :

Dans le tableau ci-dessous, on donne les variations de 1'azimut géodé-
sique dues a la rotation (rx,ry,rz) utilisant l'ellipsoide de Clarke Francais
1880. Ce tableau montre qu'une rotation rz n’a pas d’effet sur 'azimut. Par

©=40gr,A =10gr rx ry rz dAz,
H=100m (dmgr) (dmgr) (dmgr) (dmgr)
Azg = 56.6052¢gr

1.00 0.00 0.00 1.32
1.00 1.00 0.00 1.35
1.00 1.00 1.00 1.35
2.00 1.00 1.00 2.67
2.00 2.00 1.00 2.70
2.00 2.00 2.00 270
3.00 0.00 0.00 3.96
0.00 3.00 0.00 0.09
0.00 0.00 3.00 0.00
3.00 3.00 0.00 4.05
0.00 5.00 0.00 0.15

Tableau 2.1 Les Variations de I’Azimut Géodésique

contre une variation de rx fait varier I'azimut géodésique d'une quantité sen-
siblement égale.
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2.1.3 Sur l'inconnue d’orientation

Parmi les inconnues qui jouent un role fondamental dans I'orientation d'un
réseau géodésique terrestre sont celles d’orientation des observations angu-
laires azimutales.

Par manque d’observations d’azimuts astronomiques en chaque point du
réseau géodésique, les inconnus d’orientation TH jouent le role d’ "observa-
tions” d’azimuts géodésiques.

Enl’absence des erreurs, I'inconnue d’orientation 7H en une station et 1’azi-
mut géodésique d’'une direction Az, sont liés par une relation linéaire a sa-
VOIr :

Azgy =TH+L (2.80)

N

ou:

L: différence de lectures angulaires horizontales réduites au plan horizontal
géodésique local.

AN

Azg, : I'azimut géodésique "observé" inconnu.

De I'erreur sur I'azimut géodésique est composée de 2 erreurs : 'une
provient de la détermination de TH par le calcul de la compensation, I'autre
est due aux mesures et a la réduction des observations angulaires. On peut
écrire :

€Az, = €eTH T eL (2.81)

e; peut-étre la résultante de 4 erreurs :

e =ey te,te, tep (2.82)

avec: ¢y, : erreurs dues a la mise en station et a 'appareil de mesures.
er, - erreurs dues a I'observation.
er, : erreurs dues au point visé (décentrage, excentrement,...).

ey, : erreurs dans la réduction des observations.
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En pratique, la partie principale de ¢, est éliminée par les procédés connues,
mais il reste toujours un effet résiduel.

En ce qui concerne l'erreur sur 'inconnue d’orientation TH on a:
erTH :ﬁ—TH (283)

avec :
TH :lavaleur de TH déterminée par la compensation.

TH : la valeur nominale de TH.

Généralement, on utilise une valeur moyenne 7 H,, comme valeur approchée
de TH. On fixera un seuil 7 tel que :

si |THo—TH, >t lavisée estrejetée

E. Grafarend (1985) a montré que si on fixait dans un réseau géodésique
I’échelle, I'orientation et la position d'un point et si on effectuait sur I'en-
semble des points du réseau les observations angulaires azimutales et ver-
ticales, alors les éléments (¢,,A,, TH) seraient déterminés en tout point du
réseau.

Ce résultat montre le role que peut jouer les inconnues d’orientation dans le

calcul d'un réseau géodésique.

En négligeant les erreurs systématiques sur les lectures L, on peut écrire :
dTH = dAz, (2.84)

On peut donc inclure dans chaque équation d’observation angulaire hori-
zontale les termes de systématismes d’orientation donnés par (2.79).
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2.2 SUR LA MISE A 'ECHELLE D’UN RESEAU GEODESIQUE

2.2.1 Introduction

Avant de voir la question de la mise a I’échelle, nous revenons sur les défini-
tions des facteurs d’échelle que P. Vanicek (1975) présentait dans son rapport
sur les datums géocentriques et géodésiques.

En effet, il y a 2 choix : soit de dire que le facteur d’échelle d'un systeme
de coordonnées est donné indépendamment des mesures de distances ou
qu’il soit déterminé a partir d’observations de distances. En d’autres termes
I'échelle définie a partir de mesures (de distances) peut-étre considérée
comme le résultat d'une distorsion d’échelle du réseau géodésique ( respec-
tivement géocentrique) sans aucune influence du systeme des coordonnées
géodésiques (respectivement géocentriques), ou qu'en moyenne la distor-
sion d’échelle peut étre interprétée comme un influengnt I'échelle du sys-
teme de coordonnées.

Par exemple, considérons un systeme de coordonnées géodésiques (0,X,Y,Z),
ayant la base (Ex,Ey,Ez) telle que :
El'E;=§&, i,j=X,Y,Z; §; :lesymbole de Kroneker (2.85)

Dans ce systeme, le facteur d’échelle s vaut 1. On définit dans ce systeme de
coordonnées un réseau géodésique. Pour sa définition on introduit la condi-
tion :

distance observée entre 2 points A, B = distance calculée entre les points A,B
soit :
%
Dops=| Y, (Xa—Xp)* (2.86)
XY.Z
De (2.86), le facteur d’échelle en A et B vaut :
s(A,B) =1 (2.87)

La propagation des erreurs dans le réseau fait que le facteur d’échelle du sys-
téme s passe de la valeur 1 a la valeur :
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s=14m (2.88)

donc cette distorsion du facteur d’échelle va jouer sur le facteur d’échelle du
systéme de coordonnées qui va se définir par :

ETE;=(14+m')*§; (2.89)

ol m’ est I'’échelle moyenne sur le réseau géodésique.

En utilisant les notations du paragraphe 3 de ce chapitre, considérons la re-
lation entre les vecteurs X, et X’ définis respectivement dans les systemes
géodésique et géocentrique, on a:

(1+m")X' =T+14+m)| =~ 1 —rz| X (2.90)
—ry 1z 1

avec :
1+ m" le facteur d’échelle dans le systeme géocentrique.

1 + mle facteur d’échelle dans le systeme géodésique.

L'équation (2.90) décrit le cas ol les réseaux respectifs ont le méme facteur
d’échelle que celui des systemes de coordonnées .

L'équation (2.90) ne change pas si on écrit (le terme m”.T est négligable ).
(1+m") (X' =T) = (1+m)J(rx,ry,rz) X, (2.91)
avec J(rx,ry,rz) la matrice donnée par :

1 —rx ry
J= rx 1 —rz |. (2.92)
—ry rz 1

Si on considere le point initial du réseau géodésique de rayon vecteur X,,
dans le systeme de coordonnées géodésiques, on peut écrire vectorielle-
ment :

Xy = X, + AX, (2.93)

L'équation (2.91) devient :

(1+m") (X' —T) = (1+m)J Xy + (1+m).J.AX, (2.94)



24 2. ANALYSE DES ERREURS SYSTEMATIQUES DANS LES RESEAUX GEODESIQUES TERRESTRES

Si on interprete le facteur d’échelle 1+ m comme influengant seulement le
réseau géodésique, on pourra écrire (2.94) comme suit :

(1+m") (X' —T) =J Xg, + (1 +m).J.AX, (2.95)

En pratique, on calcule un seul facteur d’échelle :

1+m
s=1+n T (2.96)
par:
X' =T+JXgy+(14n)JAX, ou X' =T+ (1+n).JX, (2.97)

On consideére que les 2 systemes de coordonnées géocentriques et géodé-
siques ont un méme facteur d’échelle égal a 1 et que n est une distorsion
d’échelle dans le réseau géodésique (P. Vanicek, 1975).

2.2.1.1 Modélisation du facteur d’échelle dans la compensation du réseau
géodésique

Afin de rendre homogene le facteur d’échelle sur ’ensemble du réseau géo-
désique, on introduit dans les équations d’observations de distances un fac-
teur d’échelle correspondant a chaque type d’appareils utilisés comme suit :

dD+ D¢y — (1 ~|»m)D0bs =v

soiten 3-D:
AX;;
Z Df (dX, — de) +mD;; = DObs,-_,- — DCal,-_,' + vij (2.98)
XY Z t

avec:
AX,']' :X,'—Xj

Dans I’équation (2.98) m n’est pas I’échelle du réseau géodésique.

Entre 2 points M, M’ du réseau, on peut définir le facteur d’échelle par :

D Dea — Dops
_ Pcal =14 Cal Ob: (2.99)

s=1+m=
Dops Dops

avec:
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D¢, : la distance MM’ calculée a partir des coordonnées géodésiques ter-
restres compensées. Doy : la distance MM’ observée avec un instrument
"parfait".

On désigne par un instrument "parfait" un instrument qui donne la distance
Doy avec une erreur non sensible par le réseau géodésique.

Pour les grandes distances, la méthode Doppler est un instrument "parfait”.
Dops peut-étre calculée a partir des coordonnées Doppler.

Pour les réseaux Doppler, le VLBI constitue un instrument "parfait".

(2.99) donne I’échelle du réseau par :

_ Dcai = Dops 2.100)
Dops
en omettent les indices on peut écrire :
D
m= d— (2.101)
D

soit pour le couple (M, M’) :

1
mM,M") = E(AX(dX’ —dX)+AY(dY' —dY)+AZ(dZ —dZ))  (2.102)
avec:
AX =X'-X;AY =Y -Y;:AZ=7'-Z

supposant que le point M est exempt d’erreurs on a :
dX =dY =dZ=0
I’échelle devient :
1
m= -3 (AXdX'+ AYdY' + AzdZ')

Pour le point M’, on suppose qu'il se trouve a I'intérieur d'un ellipsoide d’er-
reurs avec dX',dY’ et dZ' vérifiant I'équation :

j=3 3
ZajjdX/2+22aijdX/dY/+C<0 (2.103)

j=1 i<j
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ou les coefficients g;;,c sont fonctions des éléments de la matrice variance
du point M.

la condition (2.103) limite les valeurs de 1’échelle m.

2.2.2 Expression de l'échelle en fonction des coordonnées
géodésiques (¢, A, H)

Ona:
D> = MM'" MM’ = MM'"* (2.104)

En différenciant (2.104), on obtient :
D.dD = MM'" (dM' —dM) = MM'" dM' - MM'" .dM (2.105)

On va exprimer les produits scalaires MM’ .dM' et MM'" .dM respective-
ment dans les repéres géodésiques locaux de M’ et de M.

Dans le repére géodésique local de M, on a:

(N+H).cospdA AX
dM=| (p+H).de ;. MM =R(M)".| AY (2.106)
dH AZ
Soit :
(N+H).cospdA
MM'" dM = (AX,AY,AZ)T R(M). | (p+H).do (2.107)
dH

De méme on obtient :

(N'+H').cos@'d\
MM .dM' = (AX,AY,AZ)" RM'). | (p'+H').d¢' (2.108)
dH’

Lexpression (2.105) devient :
D.dD=ddA' +bdo' +dH' —adl —bdo — cdH (2.109)

avec les coefficients a,b et ¢ (resp @', b’ et ¢')sont :
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a= (N+H)cos@(—AXsinA + AY cosA)
b=—(p+H)(sinp(AXcosA + AY sinL) — AZcos@) (2.110)
¢ = cos@(AXcosA + AYsind) + AZsing
doum: .
m= E(a/dl’—l—b/d(p/—kc/dH/—adl—bd(p—cdH) (2.111)

Si on fait intervenir la distance zénithale Z de M sur M’, on peut écrire msous
la forme :

m = mysin*Z + mycos’Z (2.112)
avec :
1
mi = (d'dA' +b'de’' —ad) —bde) (2.113)
h
1
my = ﬁ(c/dH’—cdH) (2.114)
et
Dy = D.sinZ; D, = D.cosZ (2.115)

Ecrivons le facteur d’échelle s :
s=1+m= sH.sinZZ—i— sv.c0s22 (2.116)

avec :
sg=14+myg; sy=1+my (2.117)

sy et sy : sont des pseudo-facteurs d’échelle respectivement horizontal et
vertical.
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Dans la section précédente, on a traité les erreurs systématiques dans les
réseaux géodésiques sans l'introduction des données Doppler. Nous ver-
rons ci-apres les erreurs systématiques dans les réseaux géodésiques obte-
nus par la combinaison des données Doppler avec les observations géodé-
siques classiques.

Entre les rayons vecteurs géocentriques Doppler X’ et géodésiques X, d'un
point, on a la relation vectorielle en utilisant le modele de Bursa-Wolf :

X'=T+ (14+m).J(rx, ry,rz).X, 3.1

29
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avec J la matrice définie par (2.92).

Considérons les 2 cas suivants :

-i) Les points du réseau géodésique terrestre sont positionnés correctement
dans le référentiel géodésique, mais ce dernier présente une désorientation
par rapport au référentiel géocentrique.

-ii) Les points du réseau géodésique sont mal positionnés et que l'orienta-
tion interne du réseau n'est pas soignée dans le référentiel géodésique, lui
méme paralléle convenablement au référentiel géocentrique Doppler.

En pratique, c’estle cas ii qu’on trouve. Lorientation du réseau est faite a par-
tir d’observations astronomiques. Malgré l'utilisation de 1'équation de La-
place, I'orientation reste insuffisante.

Les données Doppler ont le réle de :
- positionner les points du réseau géodésique terrestre,
- orienter le référentiel géodésique terrestre,

- améliorer la mise a I’échelle du réseau géodésique terrestre.

3.1 ORIENTATION DU REFERENTIEL GEODESIQUE

Dans ce paragraphe nous étudions le cas i. On suppose que les points M
d’'un réseau géodésique terrestre sont bien positionnés. On détermine les
éléments de la transformation (3.1) et en particulier les angles de rotations
(rx,ry,rz). On peut trouver un point M, tel qu’en faisant la rotation autour de
la normale en ce point, on va mettre I'’ensemble du réseau dans un repére
parallele au repére géocentrique Doppler.

Entre (rx,ry,rz) et (px, py, pH) on a la relation :

px rx
py | =R [ ry

pH rz
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avec Ry donnée par (2.49).

On pose alors :

px=py=0 3.2)
d’otu:
pH = \/rx> +ry? 4 rz? (3.3)
et:
px rx 0
py | = Rg. ry | = 0 (3.4)
pH rz pH
En notant:
p=/r 41 (3.5)

et en résolvant (3.4), on trouve (T. Vincenty, 1985) :

= sinkg = r—; coshy = r;x (3.6)

. y
*SINQPy = ——3
PH p

Sans tenir compte de la translation, on obtient les coordonnées des points
dans le nouveau repere géodésique (parallele au repere géocentrique) par :

Xo = (14m).J(rx,ry,rz).X, 3.7
Ayant X, on calculera (¢,A,H).

Il serait intéressant de voir les écarts de I'’équation da Laplace appliquée aux
points de Laplace du réseau géodésique.

3.1.1 Orientation du référentiel géodésique et mise en place
du réseau géodésique

Ici, on étudie le cas ii. Les points du réseau géodésique sont mal positionnés.
Au lieu d’avoir X, on a X, tel que::

(N + H)cospdA
X, = X, +dX, = Xy + Ro. (p+H)do 3.8)
dH .
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3.1.2 Influence de Ualtitude ellipsoidique sur les parametres
du modele Bursa-Wolf

Dans ce cas, on adA = d¢ = 0. La relation devient :

cosQpcosi
Xo =X,, +dH. | sinA.cos@ (3.9
sin@ 0

En remplacant X, donnée par (3.9) dans la relation (3.1) on obtient :

cosQcosi
X'=T+(1 +m).J Xg, +dH.(14+m).J. | cos@.sinA (3.10)
sin@ 0
Le terme m.J.(cosAcos@,sindcos@,sing)! est négligable, I'équation de-
vient :
cosQcosA
X' =T+ (14+m)J Xy, +dH. | cos@.sinA (3.11)

sin@ 0

Une correction de I'altitude ellipsoidique en un point se traduit par une cor-
rection du vecteur translation 7 de :

cos@cosi
dT =dH. | cos@.sinA (3.12)
sin@ 0
Numériquement, on a le tableau 3.1 qui donne les corrections des compo-
santes du vecteur translation en fonction de celles de I'altitude ellipsoidique
pour ¢y = 40.00gr, Ay = 10.00gr et Hy = 100m.
Les résultas ci-dessous montrent que les composantes Tx et Tz sont les plus
sensibles aux variations de 'altitude ellipsoidique. D’ot1 la nécessité d’avoir
une mesure sur le géoide.

3.1.3 Influence de la longitude géodésique

On suppose que d¢ = dH = 0. Léquation devient :
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dH (m) dTx(m) dTy(m) dTz(m)
0.001 0.001 0.000 0.001
0.010 0.008 0.001 0.006
0.100 0.080 0.013 0.059
0.200 0.160 0.025 0.018
0.500 0.400 0.063 0.294
0.750 0.599 0.095 0.441
1.000 0.799 0.127 0.588
1.500 1.199 0.190 0.882
1.750 1.398 0.221 1.029
2.000 1.598 0.253 1.176
5.000 3.995 0.633 2.939
10.000 7.991 1.266 5.878

Tableau 3.1 Les Variations du vecteur Translation

—(N + H)sinAcospd A
X' =T+ (1+m)J(rx,ry,rz) Xg, + (1 +m).J. | —(N+ H)cosAcospdA
0

En négligeant les termes en rx.dA,ry.dA et rz.dA, on obtient :

1 —rx—dA ry
X'=T+({1+m). | —(rx+dA) 1 —rz | X (3.13)
—ry rz 1

Une correction dA de la longitude géodésique se traduit par une correction
dA del'angle de rotation rx.

3.1.3.1 Influence de la latitude géodésique

On consideére que dA = dH = 0. Détaillons I'expression de dX,, on a:

—CosAsing
dX, = (p+H)do. | —sindsing (3.14)
cos® 0
On peut écrire que :
p=N(1—e*)+8N (3.15)

ou:
SN =Nt(1—)(1+1+12+0(%)); 1=e*sin*p
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Utilisant (3.15), 'équation (3.14) devient :

0 0 —cosAd —ON.cosAsing
dX,= | 0 0 —sinAde | Xy, +do.| —ON.sinAsing (3.16)
cosAd@ sinAdo 0 0 (8N —Ne?).cose 0
ou encore :
dXy = dJ X, +dX,, (3.17)
En remplacant (3.17) dans (3.1), on obtient :
X' =T+ (1+m).(J+dJ)Xe, + (1 +m).J.dXg, (3.18)

(3.18) montre qu'une correction de d¢ fait changer les angles des rotations

de:
rx = rx — sinAd ¢

rx = ry+cosAdo (3.19)
rz=rz

et le vecteur translation de dX,,.

do (dmgr) dTx(m) dTy(m) dTz(m) drx (dmgr) dry (dmgr)
0.10 -0.001 0.000 -0.004 -0.016 0.099
0.50 -0.007 -0.001 -0.018 -0.078 0.494
1.00 -0.014 -0.002 -0.036  -0.156 0.988
1.50 -0.020 -0.003 -0.054 -0.235 1.482
2.00 -0.027 -0.004 -0.072 -0.313 1.975
2.50 -0.034 -0.005 -0.091 -0.391 2.469
3.00 -0.041 -0.006 -0.109 -0.469 2.963
4.00 -0.055 -0.009 -0.145 -0.626 3.951
5.00 -0.068 -0.011 -0.181 -0.782 4.983
10.00 -0.136 -0.022 -0.362 -1.564 9.877

Tableau 3.2 Influence de la latitude géodésique

Avec les mémes données, on obtient les valeurs numériques dans le tableau
ci-dessus. De ces valeurs, on remarque que les composantes de la trans-
lation varient seulement de quelques cm.
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