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Abstract
In this paper, we give another proof of the formula of sinus of spherical trigonometry.

1 Position du Probleme

On va voir ici une autre démonstration de la formule des sinus:

sin(a)  sin(b)  sin(c)

On note H le projeté orthogonal de A, sur le plan OBC et B’ et C’ les
projetés orthogonaux de H respectivement sur les droites OB et OC.
1. Ecrire les longueurs AB’ et AC” en fonction de c et b, respectivement.
2. (a) Expliquer pourquoi I'angle AB'H est égal a B.
(b) En déduire AH en fonction de AB’ et de B.
3. Ecrire de la méme maniére AH en fonction de AC” et de C.
4. Déduire finalement que:

sin(c)sin(B) = sin(b)sin(C)

2 Données

On considere un repere orthonormé R(O, 4,7, k) et une sphere de rayon 1,
centrée au point O. Soit le triangle sphérique ABC' tel que:

- A au pole,

- B sur le méridien origine,

- (' dans le premier quadrant.
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Figure 1: Le Triangle Sphérique ABC



Calculons les coordonnées des points A, B, C:

sine sinbcos A
0 , C =] sinbsinA (1)
cosc cosb

Calculons les composantes des vecteurs OB et OC, on a :

0
A=101|, B=
1
sinc
OB =|0
coSsc

Soit N un vecteur normal au plan OBC"

N

sinbcosA
, 0OC = | sinbsinA (2)
cosb
o
=|p (3)
~

On détermine les composantes de N:

N.OB =0 = asinc + ycosc =0
N.OC = 0= asinbcosA + fsinbsinA + ycosb = 0

D’ou les composantes de N':

sinA
tgc
tgb

cosA —

tgesinA
tgc

cosA — o

Prenons § =1, d’ou les composantes d’un vecteur normal au plan OBC:"

sinA
tgc
tgb

cosA —

tgcsinA
tgc

cosA — Igb



3 Question 1

On va calculer les coordonnées du point H projection de A sur le plan OBC.
Ecrivons I’équation de la droite passant par A de vecteur directeur N, on
obtient:

r =0+ ta
y=0+1p3 (8)
z=1+1y

Soit M = (z,y,2)" un point du plan OBC, alors '’équation du plan OBC
est:

a(z—0)+By—0)+v(z-1)=0= (9)
sinA tgesinA - tgesinA
r tgc Tyt tgc tgc
cosA — — cosA — —  cosA— =
tgb tgb tgb
t t
—xsinA +y (cosA - tilﬁ) + ztgesinA = cosA — tiﬂi (10)

Pour obtenir les coordonnées de H, on remplace (13) dans (10), on obtient:

t t
—tawsinA +t [ cosA — 25N + (14 ty)tgesinA = cosA — toe
tgb tgb

t t
t(—asinA + cosA — % + ytgesinA) = cosA — % — tgcsina (11)
g 9

On obtient t:

(12)

t= (cogA _ th) (COSA - % - thSina)
1

tgb tg*c 5 cosAtgc

— tg*csin® A
tg?b tgb ttg




D’ou les coordonnées de H:

(—sinacosA + Locoina 4 tgcsz'n%)
r=0+ta= 5 7
1+tgc QCos‘Atgcht2 24
— csin
tgb tgb g

tgce .
tgc (cosA — i~ tgcsma)
H—|y=0+1t8= (COSA_tgb> .1

tg?c cosAtgc
| tg%e _ g

2 tgcsin® A
tgb tgb Tty
(cosA — ?’—Z — tgcsina)
z=1+1ty=1+4tgcsinA. 5 g
1+tgc 2cosAzfgc+tQ 2 4
— csin
tg%b tgb g

Calculons les longueurs OB’ et OC’, on a :

|OB'|| = OB.OH = tasinc+ (1 + tvy)cosc
|OC'|| = OC.OH = tasinbcosA + tsinbsinA + (1 + t7y)cosb

Utilisant les équations (4) et (5), on obtient:

||OB'|| = cosc
|OC’|| = cosb
On obtient alors les coordonnées de B’ et C":
sinc sinbcosA
OB’ = ||OB’||| 0 , 0C'=|0C"||| sinbsinA
cosc cosb

Calculons les composantes de AB’ et AC':

coscsinc cosb.sinb.cos A
AB' =0 ., AC' = cosb.sinb.sinA
—sin’c —sin?b
Par suite:
||AB'||* = cos’c.sin’c + sin*c = sin’(c) =
|AB'|| = sinc
I|JAC'||* = sin®b.cos®b.cos® A + sinb.cosb.sin* A + sin*b = sin®(b) =
|AC'|| = sinb

(19)



4 Question 2
a) Calculons le produit scalaire: AB’.OB:
AB'.OB = (AH + HB').OB = AH.OB + HB'.OB (22)

Comme OB est dans le plan OBC', et AH est dans le plan orthogonal au
plan OBC' donc le produit scalaire AH.OB = 0. Pour HB'.OB, on a B’
c’est la projection de H sur OB, d'on HB'.OB = 0. Par suite AB’ est
orthogonal & OB donc a OB', et HB' orthogonal & OB’ donc AB'H clest
I’angle diedre entre les plans OBA et OBC donc AB'H =B.

b)- On a AH> = AH.AH = (AB' + B’'H).AH = AB' AH +
B’H.AH or BPBH.AH = 0 car le vecteur AH est perpendiculaire au
vecteur B’H. 1l reste: AH.AH = AB'.AH. Le triangle AB'H est rect-
angle en H, donc I'angle B'AH = w/2 — B, dow:

AH.AH = ||AH|* = ||AB'||.|AH||.cos(r/2 — B) =
||AH|| = ||AB’||sinB = sinc.sinB (23)

5 Question 3

De la méme maniere, on trouve:

|AH|| = ||AC||sinC = sinb.sinC' (24)

6 Question 4

Par suite, on retrouve donc la formule des sinus:

) ) ) ) sinB  sinC sinA
sinc.sinB = sinb.sinC = = =

- = 25
sinb sinc sina (25)

C.Q.F.D



