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1. Grundlagen

Die Berechnungen basieren auf einem von mir in [1] verdffentlichten Modell. Die Idee
dafiir stammt von Cornelius LANCZOS, welche er auf einem Vortrag anldBlich des Einstein-
Symposiums 1965 in Berlin umrissen hatte. Der Vortrag ist der Arbeit in [1] vorangestellt.
Das Modell definiert die Expansion des Universums als Folge der Existenz eines Vierbein-
Wellenfelds, das gleichzeitig Ursache fiir alle relativistischen Effekte, sowohl SR, als auch
GR, sein soll. Die Zeitfunktion dieses Felds basiert auf der Hypergeometrischen Funktion
oF1=Jo+/2K0t/gy, verwendet in Form der Hankelfunktion. Die besonderen Eigenschaften
dieser Funktion fiihren zu einer Zunahme der Wellenldnge. Eine besondere Rolle spielt dabei
der Phasenwinkel 2mot=Qp, der identisch mit dem Bezugssystem ist und damit alle
GroBenverhiltnisse innerhalb dieses Systems beeinflu3t. Der Wert o, entspricht hierbei der
PLANCKschen Frequenz. Diese Ausgabe beriicksichtigt die Korrektur eines Rechenfehlers in
[1], der Auswirkungen auf den Frequenz- und Phasengang sowie die Phasen- und
Gruppenlaufzeit hat. Weiterhin kommt ein aktualisierter Wert von Hy, basierend auf der
Elektronenmasse, berechnet in [6] zur Anwendung. Im Anhang wird das Konzertierte
Einheitensystem aus [6] verwendet, was aber keine Auswirkungen auf das Ergebnis hat.

Es wurde eine spezielle Losung der MAXWELLschen Gleichungen fiir die Hankelfunktion
mit liberlagerter Storfunktion gefunden, die die Wellenausbreitung im Vakuum beschreibt
und die Expansion mit einschlie8t. Diese Losung verfiigt {iber eine eigene Ausbreitungs-
geschwindigkeit gegeniiber dem leeren Raum (Subraum), die heute fast Null ist.

Eine SchluBfolgerung aus dem Modell ist die Existenz einer oberen Grenzfrequenz des
Vakuums, die bisher nicht nachgewiesen werden konnte, da ihr Wert um GréBenordnungen
iiber dem technisch machbaren liegt. Eine andere Schlul3folgerung aus dem Modell ist die
Vermutung, daBl jedes Photon reell oder/und virtuell mit einem Ursprung bei Q =Y
verbunden ist. Das ist die Frequenz, bei der die bei der Bildung der metrischen
Wellenfunktion iiberschiissige Energie in ebendiese als liberlagerte Welle eingekoppelt wird,
wo sie bis heute als kosmologische Hintergrundstrahlung beobachtet werden kann. Weiterhin
konnte festgestellt werden, daB3 der Verlauf im unteren Frequenzbereich exakt dem eines
Schwingkreises der Giite 2 entspricht, was mit den Bedingungen zum Zeitpunkt der
Einkopplung iibereinstimmt. Ziel dieses Artikels ist es daher, festzustellen, ob sich die
PLANCKsche Kurve durch Anwendung des durch das Modell gegebenen Frequenzgangs auf
das Spektrum eines Schwingkreises der Giite 2 modellieren 148t, weiterhin der Vergleich der
berechneten Strahlungstemperatur mit der gemessenen.

Da die kosmologische Hintergrundstrahlung mehr oder weniger exakt der PLANCKschen
Strahlungsformel gehorcht, muf dies aufgrund der Ununterscheidbarkeit einzelner Photonen
fiir jeden beliebigen schwarzen Strahler gelten. Daraus ergibt sich die Vermutung, daf3 der
Abfall im oberen Frequenzbereich Ursache der Existenz einer oberen Grenzfrequenz des
Vakuums sein konnte. In [1] wurde bereits ein einfacher Versuch einer Approximation
vorgenommen, wobei mehrere Werte des zeitabhédngigen Frequenzgangs A(w):-cos¢ mit der
Ausgangsfunktion multipliziert wurden, was zu einer, gemessen am einfachen Verfahren,
guten Ubereinstimmung fiihrte.

Zu beachten ist bei dem Modell, da3 mit wenigen Ausnahmen (c pg, €, Ko, k) die meisten
fundamentalen Naturkonstanten zeit- und bezugssystemabhdngig (~) sind. Und es gibt eine
von Null verschiedene Leitfahigkeit des Subraums xk,. Das Modell geht von den
PLANCKschen Einheiten, die man aus den lokal meB3baren GroBen (z.B. w) bestimmen kann,
aus. Es 146t von diesen in die eine Richtung auf die Grofen fiir das Universum als ganzes
(z.B. Hy), in die andere Richtung auf die Gréen des sogenannten Subraums (z.B. r;=const)
schlieen. Das ist das Medium, in dem sich das metrische Wellenfeld ausbreitet. Der
Proportionalitétsfaktor ist der Phasenwinkel der Zeitfunktion Q,=2m,t.



2. WIiENsches Verschiebungsgesetz und Ausgangsfunktion

Bei der Betrachtung des WiENschen Verschiebungsgesetzes féllt ins Auge, daB3 die Ver-
schiebung genau an der unteren Flanke der PLANCKschen Strahlungsformel geschieht, die in
diesem Teil mit der Flanke eines Schwingkreises der Giite 1/2 zusammenfillt. In den Verot-
fentlichungen wird die Kurve meist anders dargestellt. Ich bevorzuge aber die doppelt-
logarithmische Darstellung, da wird aus der Kurve eine Gerade.

Wenn wir das WIENsche Verschiebungsgesetz (902)' genauer betrachten, so fillt vor allem
der Faktor X = 2,821439372 auf. Bei einem Schwingkreis mit der Giite %2 wiirde ich eher den
Faktor 2v/2 erwarten, wobei die 2 von der Ausgangsfrequenz 2, stammen konnte, der Aus-
druck v2 von einer Drehung des Koordinatensystems um m/4.

Nun ist die Giiltigkeit des WIENschen Verschiebungsgesetzes kurz nach dem Urknall bisher
nicht genauer untersucht worden und weder die PLANCKsche Strahlungsformel noch das
WIiENsche Verschiebungsgesetz enthalten irgendwelche Informationen dariiber, wie sich die
Temperatur dndert, wenn sie sich dndert. In [1] hatte ich folgende Beziehungen fiir die
Berechnung der Temperatur herausgearbeitet:
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Der Ausdruck g, ist der Absorptionskoeffizient des Vakuums. Die Berechnung von T} nach

dem Modell in [1] ergibt einen Wert von 2,79146K, der 0,06598K {iber der gemessenen Tem-
peratur der kosmischen Hintergrundstrahlung (2,7250K) liegt. Siehe auch Abschnitt 4.

Bei einer Recherche im Internet habe ich eine ausfiihrliche Ableitung des WiENschen Ver-
schiebungsgesetzes gefunden [2]. Den Faktor 2,821439372 erhilt man durch die Bestimmung
des Maximums der PLANCKschen Strahlungsformel. Wir gehen von (382) aus:
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dsS, = @ o€ do PLANCKsche Strahlungsformel ([171382)
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! Dreistellige Numerierungen beziehen sich immer auf [1]



y+3 _

ye'” = ye'e’ = -3 ye' = —3e” (6)
X = 3+1x(-3¢”) = ¥ = 2,821439372 Ix(xe*) = x (7)

Ix ist LAMBERTs W-Funktion (ProductLog[#]). Nach Einsetzen in den mittleren Ausdruck von
(1) erhalten wir schlieBlich das WIENsche Verschiebungsgesetz:

h(;)max = 2,821439372 kT WIieNsches Verschiebungsgesetz (8)

Wenn es uns gelinge, das gleiche auch fiir die Ausgangsfunktion bei Q=Y durchzufiihren,
und wir dabei dasselbe Ergebnis erhielten, wiren wir einen Schritt weiter bei der Beantwor-
tung der Frage: Ist der Verlauf der Planckschen Strahlungsfunktion das Resultat der Existenz
einer oberen Grenzfrequenz des Vakuums? Zundchst miissen wir jedoch die Ausgangs-
funktion in eine fiir die weitere Bearbeitung geeignete Form bringen. Wir gehen von (380)
aus und substituieren:

P 1
S v=2 9 0=20, Q=2=--2 (9
1+v°Q ®w, 0, 20,

Der Ausdruck stammt aus der Elektrotechnik und beschreibt die Verlustleistung P, eines
Schwingkreises der Giite Q bei der Frequenz o (siehe [3]), v ist die Verstimmung. Die Giite
ist bekannt und betrigt Q=" bei ws=2w,. Der rechte Ausdruck ergibt sich direkt aus dem
Abtasttheorem. Die Grenzfrequenz des Subraums w; ist der Wert o, bei Q=1. Nach
Einsetzen erhalten wir die folgenden Ausdriicke:

1 1 1

v=0-0 vi= Q'+ Q7-2 viQi= —Q¥+-Q7%2——  (10)
4 4 2
P 4Q° Q’ o Y
P=r oo - i g = R [—2j (1D
QO +;Q7+5 4Q Q" +207 +1 1+Q

Dieser Ausdruck ist ja mehrfach in [1] aufgetreten, u.a. auch bei der Gruppenlaufzeit Tor
(152), die wir allerdings fiir eine Frequenz ®; bestimmt hatten. Fiir eine Frequenz 2w, gilt
fiir Tor und die Energie Wy:

T - 9B _1[ Q 2 W = LlpT :%&[ Q jz (12)
o do o, | 1+Q? O 30, (1+Q?

Der Faktor % stammt von der Aufspaltung der Energie auf 4 Linienelemente sowie der
Multiplikation mit dem Faktor %; aufgrund der Brechung bei Einkopplung in das metrische
Transportgitter. Er kommt hiufig in thermodynamischen Beziehungen vor, was nicht verwun-
dert. Die Gesamtenergie der CMBR bei Einkopplung ergibt sich damit als das Produkt aus
Verlustleistung und Gruppenlaufzeit, das ist die mittlere Zeit, die sich die Welle innerhalb des
MLE aufhilt. Dies aber nur nebenbei. Mit Hilfe von (11) erhalten wir:

QY o )
P, = 4bP, (1 sz P, = 512b hw; [WJ (13)
+ +

b ist ein Faktor, den wir spdter bestimmen wollen. Setzen wir ihn zuerst gleich Eins. Den
Wert von Pg haben wir mit Hilfe von (394) bestimmt, wobei wir die Werte zum Zeitpunkt
Q=% eingesetzt haben. Interessanterweise ist der HUBBLE—Parameter H, zum Zeitpunkt t, s
grofler als ; und w,,. Fiir ein einzelnes Linienelement gilt:
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Ausdruck (13) ist sehr gut fiir die Beschreibung der Verhiltnisse an der Signalquelle
geeignet. Hier macht die Leistung mehr Sinn als der POYNTING—Vektor Sk. Fiir einen
Vergleich mit (382) bendtigen wir aber gerade einen Ausdruck fiir Sk, quasi eine Art
PLANCKsches Strahlungsgesetz flir technische Signale mit der Bandbreite 2w,/Qs=4w;.
Dieses wiirde dann in etwa so aussehen:

Q
1+ Q2

2
ds, = 4bA[ ) e, dQ (16)

Den Faktor A bestimmen wir durch Koeffizientenvergleich mit (3). Wir gehen davon aus, das
WiENsche Verschiebungsgesetz (8) wiirde gelten und substituieren folgendermal3en:

1 k'’
A e c=0,QrQ (17
In den Ausdruck k*77 setzen wir die Frequenz 2v2, als Ausgangsfrequenz ein. Dies ist von
Vorteil, wie wir noch sehen werden. Bei dieser Frequenz handelt es sich allerdngs nicht um
eine metrische (0y~Q "), sondern um eine iiberlagerte Frequenz (o~Q *%). Bei der
Rot—verschiebung des Ausgangssignals wird ebenfalls nicht der Faktor 2,821439372, sondern
2+/2 wirksam. Daher gilt:
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Dies ergibt allerdings nur den Ausdruck ohne Berticksichtigung der Rotverschiebung. Die tat-
sdchlichen Werte zum Zeitpunkt der Einkopplung bestimmen wir wieder, indem wir die
Werte zum Zeitpunkt Q=" einsetzen. Es gilt:

1 ON O 28 ptel 128 ho! 22)
4n° 1Q 0w, Q Q" 4z’ h3032r2 T 4nr’
512 ho? 512b hw? Q )
4A = =L ds, = A ‘7[ jedQ 23
T dnr’ « T 47cr]2Q 1+Q*) (23)

b wird zu einem spéteren Zeitpunkt bestimmt. Man sieht, der POYNTING—Vektor ist gleich
dem Quotienten einer Leistung Py bzw. Ps und der Oberfldche einer Kugel mit dem Radius R
(Weltradius), exakt nach Definition. L4Bt man die Fliche weg, miiite man direkt die Sende-
leistung P, erhalten. In obengenannten Ausdriicken ist die parametrische Ddmpfung von
INp/R (Np=Neper) nicht enthalten, die bei der Ausbreitung im Raum auftritt. Diese mul3
ggf. extra beriicksichtigt werden.



Nun haben wir die wesentlichen Voraussetzungen geschaffen und konnen den néchsten
Schritt wagen, den Nachweis der Giiltigkeit des WIENschen Verschiebungsgesetzes bei star-
ken Gravitationsfeldern. Grundidee war ja, daf sich die Plancksche Strahlungsformel (382)
durch Anwendung der Grenzfrequenz der Metrik (302) auf die Funktion der Verlustleistung
P, eines Schwingkreises der Giite Q=" (13) ergeben soll. Wir gehen analog (2) vor, indem
wir die erste Ableitung des Klammerausdrucks (23) gleich Null setzen. Eine Substitution wie
in (1) ist nicht mehr notwendig, da der Ausdruck bereits korrekt ist. Es gilt:

i[ Q )2_ 20 4@’ _20(-9) _ (24)
do\1+0?) — (1+Q?)* (1+Q*)°  (1+QY)°
2Q) (I—Qz) =0 Q, =0 Minimum Q,;=%1 Maximum (25)

Die erste Losung ist trivial, die zweite und dritte sind identisch, wenn man negative
Frequenzen zulidft (eingehender und ausgehender Vektor). Nun miissen wir nur noch eine
Substitution fiir Q finden, bei der (382) und (23) im unteren Bereich zur Deckung kommen.
Dies wire dann das Verschiebungsgesetz fiir das Ausgangssignal (22). Da der Anstieg beider
Funktionen im unteren Bereich gleich groB ist, gibt es theoretisch eine unendliche Anzahl von
Uberlagerungen, wobei nur eine davon sinnvoll ist. Als weiteres Kriterium fiihren wir daher
ein, dal beide Maxima bei derselben Frequenz angesiedelt sein sollen. Das
Verschiebungsgesetz fiir das Ausgangssignal wiirde dann folgendermaf3en lauten:

hwmax = akT Verschiebungsgesetz Ausgangssignal (26)

wobei wir den Faktor a noch bestimmen miissen. Wie sich zeigt, miissen wir auch die
Ausgangsfunktion selbst noch mit einem bestimmten Faktor b multiplizieren, um eine
Deckung zu erreichen. Die 4 hatten wir ja bereits herausgezogen. Wir setzen fiir a
nacheinander den Wert 2v/2 und 2,821439372 ein und bestimmen b numerisch mit Hilfe der
Beziehung und der Funktion FindRoot[#] mit Hilfe der Substitution 2x=ay:

a

2
Y - —
( ) —4bL 5 J -0 y=1075 b—>2 fiir 3—2\/5 (27)
1+(%) b—>2,009918917 fir a=2,821439372

In beiden Féllen liegen die Maxima exakt ilibereinander. Der untere Wert a ist gleich dem
Faktor aus (903). Daher scheint es, da3 bei Bezligen bis auf den Ursprung jeder Welle bei
2w,, multipliziert mit v2, das durch die Drehung des Koordinatensystems um m/4 bedingt ist,
cher die Niherungslosungen mit dem Faktor 2v2 gelten. Bei niedrigeren Frequenzen gilt
dann aber wieder der Faktor 2,821439372 des WIENschen Verschiebungsgesetzes.

Zur Beantwortung unserer Frage reicht dieser Ansatz jedoch nicht aus. Wir miissen auch
nachweisen, daf3 sich das Maximum der PLANCKschen Strahlungsfunktion exakt gemaf3 dem
WiENschen Verschiebungsgesetz verhdlt, d.h. die Approximation und die Zielfunktion
miissen exakt zur Deckung kommen. Da der Unterschied zwischen einem Faktor 2v2 und
2,821439372 immerhin 0,5% betrdgt, werden wir die Untersuchung mit beiden Werten
durchfiihren. Dargestellt sind nur die Beziehungen fiir b=2+v2. Nun kdnnen wir darangehen,
die einzelnen Beziehungen aufzustellen:

h(;)max = 2'\/§kT Verschiebungsgesetz Ausgangssignal (28)
1 1

o le _ 1 e x _y y=2 b= (29)
20, 242kl a 2 o,

Damit haben wir unsere Ausgangsfunktion gefunden. In y lautet sie folgendermal3en:
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as, = 1070
T 4R

2
Yy
R ] e, dy R fiir Q»1 (30)
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Uns interessiert aber nicht der absolute Wert, sondern nur der relative Pegel:

2
Yy
dS, = 8§|—2<| d 31

| {Hz)ZJY .

Die Approximation wollen wir mit dSz bezeichnen. Fiir die Zielfunktion dSs erhalten wir:

¥y \3
_ (2521439 %)

3 2,821439%
e R |

ds dy (32)

Im Bild 1 ist der Verlauf der Ausgangsfunktion und der PLANCKschen Kurve dargestellt.
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Bild 1
Plancksche Strahlungsformel und Ausgangsfunktion
in der Uberlagerung (logarithmisch, relativer Pegel)
3. Losung und Auswertung

In diesen Beziehungen ist natiirlich keine Verschiebungsinformation y(Q) enthalten. Da es
sich bei dem betrachteten System um ein Minimalphasensystem handelt, miissen wir nun die
Ausgangsfunktion dS; mit dem Amplitudengang A(w) multiplizieren. Das Ergebnis ist unsere
Approximation dSz. Diese gilt aber nur fiir ein einzelnes Linienelement, das von dem Signal
in der Zeit ro/c durchmessen wird. Dabei ist r, gleich der PLANCKschen Lénge und identisch
mit der Wellenlidnge o.g. metrischer Wellenfunktion. D.h. man muf3 die Multiplikation mit
A(m) beliebig oft durchfiihren, solange, bis sich das Ergebnis (fast) nicht mehr &dndert.

Dabei nimmt aber sowohl die Frequenz der Ausgangsfunktion als auch die Grenzfrequenz
(Frequenzgang) stetig ab. Daher ist es angebracht, anstatt die Lage der Ausgangsfunktion an-
dauernd zu verschieben, dies erst ganz am Ende beim Ergebnis dS: (Approximation)
vorzunehmen (Frequenz und Amplitude). Fiir den Nachweis unserer Hypothese ist diese
letzte Verschiebung allerdings nicht von Belang, so dall wir sie hier nicht vornehmen werden.
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Ein weiteres Problem gibt es beim Amplitudengang A(®) und beim Phasenwinkel ¢. Da sich
auch die Grenzfrequenz w,=f(Q, ®,) und die Frequenz ® nach unterschiedlichen Funktionen
andern, bereitet es Schwierigkeiten, einen brauchbaren Algorithmus aufzustellen. Wir nutzen
daher die Tatsache, dal es keinen Unterschied macht, ob man bei gleichbleibender Grenzfre-
quenz die Frequenz der Eingangsfunktion verringert oder bei gleichbleibender Eingangs-
frequenz die Grenzfrequenz nach oben verschiebt. Dies entspricht aber einer Vertauschung
der Integrationsgrenzen. Wir wihlen diesen zweiten Weg incl. Verschiebung der Approx-
imation an das Ende der Berechnung. Dies umso mehr, da wir es ansonsten mit zwei unter-
schiedlich zeitabhéngigen Groflen zu tun hétten. Fiir die Approximation gilt:

)

ds, = 8( 2 ZJ*A(Y) cos ¢(y) dy dy (33)
1+(3)

Qo

Ausdruck (33) sieht vielleicht etwas merkwiirdig aus. Es handelt sich hierbei um ein
Produktintegral, d.h. anstatt zu summieren, mufl man multiplizieren. Der Buchstabe d ist
dann nicht der Differential-, sondern der... nennen wir ihn Divisional-Operator. Ich will das
hier nicht weiter Vertlefen da wir Ausdruck (332 zur Fortsetzung ohnehin umwandeln
miissen. Wir verwenden Q,=8,34047113224285-10°° aus [ J als den aktualisierten Wert der
Giite und des Phasenwinkels der metrischen Wellenfunktion'. Er bestimmt die obere Grenze
der Multiplikation bzw. Summation. Gliicklicherweise 148t sich der Frequenzgang als e-
Funktion darstellen, so daf}3 sich das Produkt in eine Summe verwandelt. Wir miissen dann
nur den Exponenten ganz normal integrieren. Den Frequenzgang inclusive Phasenkorrektur
erhalten wir mit Hilfe der komplexen Ubertragungsfunktion (150) zu:

A((O) : COS(p((O) = ew‘*’) (O B((O) Frequenzgang eines Linienelements (34)

Der Tatsache, da3 nur der Wirkanteil (Realteil) libertragen wird, wird durch Multiplikation
von A(w) mit dem Ausdruck cos¢ Rechnung getragen. Fiir ¥(w) verwenden wir (302) aus
[1]. Leider ist der dort angegebene Ausdruck falsch, da ich mich leider im Abschnitt 4.3.2.
verrechnet habe und den Fehler erst jetzt aufdecken konnte. Immerhin stand die dort
bestimmte Funktion in keiner Korrespondenztabelle und erst jetzt war ich in der Lage, die
inverse Laplace-Transformation zur Verifizierung durchzufiihren.

Der Fehler liegt in (139) und (140) und wird in einem Korrekturartikel [7] demnéichst
veroffentlicht. Eine korrigierte Version von [1] ist leider nicht mdglich, da ich meine 5
erlaubten Replacements bereits ausgeschopft habe. Gliicklicherweise habe ich fiir den Rest
der Arbeit einen anderen Losungsweg verwendet, der keinen Fehler enthilt. Betroffen ist nur
Abschnitt 4.3.2. Mit w;=1/(2t;)=xo/go lautet Ausdruck ([1] 140) korrekt:

J.de Cc -2 a -2+C 1 1ic
= P = = P = —_ P = _— 2pty
y(p) = ¢ D © - ot e ([7] 140)

Wegen cos(¢)=cos(—) erhalten wir folgenden korrigierten Ausdruck (302):

2

Q
1+Q?

1
Y(w) = —Eln(1+§22)+ 5 O

+Incos (arctan Q- 0 J ([71302)

Als néchstes substituieren wir Q durch y mit Hilfe von (29):

Y(o) = —%m{ng]z

Gy y_ 3
+ —2~—— + Incos| arctan = — —=2 (35)
() 214G

' Die Gleichheit von Gite Q, und Phasenwinkel 2wt ist eine spezielle Eigenschaft dieser Funktion
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Der Wert w im Zéhler von y stellt die jeweilige Frequenz der kosmologischen Hintergrund-
strahlung dar, fiir die wir gerade die Amplitude bestimmen wollen. Er ist identisch mit dem o
in der PLANCKschen Strahlungsformel. Dabei handelt es sich um eine {iberlagerte Frequenz
die in der Naherung proportional Q ~* ist. Die Frequenz oy, ist exakt proportional Q.

Anstelle des Werts ®; im Nenner miiflite beim Frequenzgang eigentlich die PLANCKsche
Frequenz wo stehen, das ist auch die Grenzfrequenz bei der Ubertragung von einem
Linienelement auf ein anderes. Bei einer Gilite Q=1 ist wc aber genau gleich w;, wobei
o sich mit der Zeit dndert, w; aber durch Gréf3en des Subraums fest definiert ist und daher
einen konstanten Wert hat. Es gilt o= w/Q. Das bedeutet, dal auch y zeitabhédngig und
proportional Q" ist.

Nun wollen wir den Wert ® einfrieren, zumindest bis zum Ende der Berechnung, was zur
Folge hat, da3 wir y durch eine zusitzliche Funktion & dividieren miissen, die proportional
Q"2 ist. Es gilt E=cQ!? und

V(o) = RSN WS DAY -V ) + Incos| arctan YL — Xl%
2 28 1+( 1y 22

Der Faktor ¢ ergibt sich aus den Ausgangsbedingungen bei Q="2 (Resonanzfrequenz 2w,
Grenzfrequenz 1) zu c=4 (Im Programm cc=y/2):

] (36)

_3
2

2 1
y = (D— ~— = — é’;= 4—\/Q Né&herung (37)
®w, 2° 4

Zusammen mit der 2 von y/2 kommen wir damit auf genau denselben Faktor 8 wie bei der
Ausgangsfunktion (31). Die Approximation dSz berechnet sich dann folgendermaflen:

o), G

X%) A1V
26 ]+(Ylj 2
o

Q
° (38)
arctanEg - 2‘5 j

1+(2L

ds, —8{

1+( )?

Das negative Vorzeichen vor dem Integral ergibt sich aus dem Riicktausch der
Integrationsgrenzen. Fiir die Bestimmung des Integrals geniigt hier ein Wert von 10° als obere
Grenze. Dariiber hinaus dndert es sich kaum noch Bei den nachfolgenden Darstellungen
wurde daher mit einer oberen Grenze von 3-10° gearbeitet. Das Integral 1iBt sich nur
numerisch bestimmen und zwar mit Hilfe der Funktion NlIntegrate[ f(Q), {Q, 1/2, 3x10°}].
Der Quotient aus y/2 und & Ausdruck (37) beschreibt aber die Abhéngigkeit y(Q) nur in der
Niherung. Es gibt auch noch eine exakte Losung. Nach [1] (209), (299) und (509) gilt:

_a1RQ [B-1 « gt
&_bQR(Q) Bj—l mit Q 5 und (39)

Q
R(Q) = 3r,Q* j Q mit p,=4(1-A%+B%)’+(2AB)>  (40)
0 pO
_1(Q1,(Q+ Y (QY,(Q) g 1(QY,(Q-1,(QY,(Q) @
JHQ)+Y; (Q) JHQ)+Y;(Q)

Der Faktor b ergibt sich aus der Forderung, da3 die exakte Funktion & und ihre Nidherung
bei groBeren Werten von Q gleich grof3 sein sollen. Den Faktor a werden wir wieder spéater
bestimmen. Die Funktionen in (41) sind Besselfunktionen.

Problematisch in (40) und (45) ist das Integral, da3 sich ebenfalls nur numerisch bestimmen
1aft. Um die numerische Berechnung eines Integrals innerhalb der numerischen Berechnung
eines anderen Integrals zu vermeiden, ist es angebracht, den Integranden durch eine
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Interpolationsfunktion (BRQ1) zu ersetzen und zwar inclusive des Faktors b. Der Wert 1
kiirzt sich wegen (39) heraus. Wir wiéhlen Stiitzstellen mit logarithmischem Abstand:

brq = {{0, 8}};

For[s =-8;i=0, <25, (++), ® +=.1;

AppendTolbrg, {104, NIBROP[10"4]/BGN/(2.5070314770581117*10"%) 1}11
BRQO = Interpolation[brql;

BRQ1 = Function[If[# < 18°15, BRQO[#], Sqrt[#]]];

Die Funktion BRQP ist gleich dem Produkt aus Q, Wurzelausdruck und Integral im Nenner
von (45). Der Wert BGN ist gleich dem Startwert desselben Produkts bei Q='2. Das
komplette Programm finden Sie im Anhang. Der Faktor b ergibt sich zu 2,5(0703). Nach
(211), (482) und (623) gilt weiter:

B, = ler:l(; Y, = argc-+arccos [CC—Msinoc]+% (43)
Y
T 3 1 2 2 :
o = Z—argg =Z7c+§arg((l—A +B%)+j2AB) CM=|§| (44)
Q
3 1 J‘dQ 3\/_ -1 4 J‘dQ
_ - _ 2207 g =1 | == 45
: 056408b By AR ! Py )

¢ ist die komplexe Ausbreitungsgeschwindigkeit des metrischen Wellenfelds. Als néchstes
wollen wir einen Vergleich der beiden Funktionen Q "2 und BRQI1 vornehmen (Bild 2):

f(Q Igf(Q)5
8 4
6 exact 3 exact
2
4 1
/ 1gQ
2 // 2 4 6 8 10
approx. 1
05 Q approx.
2 4 6 8 10 -2
Bild 2

Funktion BRQ1 exakt und N&herung

Aufgrund der Forderung, dal das Ergebnis beider Funktionen bei Q» 1 gleich sein muB,
wihlen wir den Faktor a zu rr. Hierbei ist zu anzumerken, daB3 der exakte Wert eigentlich bei
V3,5 liegt. Da wir am Ende aber ohnehin keine exakte Ubereinstimmung im Verlauf beider
Funktionen finden werden, sollte diese kleine ,,Mogelei“ in den Ausgangsbedingungen
erlaubt sein. Der Wert /i fiihrt ndmlich zu dem Ergebnis mit der geringsten Abweichung, so
daB wir folgende endgiiltige Beziehung fiir § erhalten:

Q
3 _1 4 J’dQ 3

=242 2B 11— ==/2rn = 3,756 46
~V2m | Q7B o, c=22n (46)

Fiir /3,5 wiirde sich ein Wert c=4 ergeben. Der Klammerausdruck entspricht dem Faktor Q'”?

in der Nédherung. Der Verlauf der Integralfunktion in (38) sowie des dynamischen Gesamt-
frequenzgangs Ageq(®)=c¢ ¥4 ist in Bild 3 und 4 zu sehen. Zur Information ist zustzlich
der Verlauf des Betrags des komplexen Frequenzgangs |X,(jo)| des Subraums, das ist der
Raum, in dem sich das metrische Wellenfeld ausbreitet, eingezeichnet (Qu=Q).
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1 1 1
X, (jo) = = — | 1+— Komplexe Spektralfunktion 11459
(Jo) 21+JQ[ 1+JQJ ([1]459)

Dieser gilt fiir EM—Wellen, die sich parallel zum metrischen Wellenfeld ausbreiten aber nicht
fiir das metrische Wellenfeld selbst. Bei Q=2 erreichen diese den aperiodischen Grenzfall.

gy I;! 15 .Iz l|

-20 L

-40 L

approximated &

exact £

-68 |

'
wn

I Illn[u ll]:]—Ijl’i'ﬂ:.—llnw arcan2 L5 o |y
2 28 ) (3 2 28 (3]

-80 |
Aguofi 0B} |

Bild 4
Bild 3 Gesamtfrequenzgang Ages(w)
Verlauf des Integrals ¥(w) in (38) und |X,(jw)| von metrlsc?mem Wellenfeld
fir Naherung und exakte Funktion & und Subraum

Damit haben wir alle Voraussetzungen erfiillt und konnen den Verlauf der Approximation
(38) im Vergleich mit der Zielfunktion (32) darstellen und zwar sowohl fiir die Néaherung als
auch fiir die exakte Funktion & Wir verwenden emen logarithmischen Maf3stab sowie die
Einheit Dezibel [dB], und da es um eine Leistung pro m” geht, mit dem Faktor 10.

Igy

—_—

-3 -2 -1

Approximation -
equation ~. Planck’s radiation
equation

approximated &

Phantom 'Bran ch

_36 =

-48

Correlation 0.99928

ds,[dB]

=50

"

Bild 5
PLaNcks Strahlungsformel und Approximation
mit Naherung fur die Funktion & (relativer Pegel)

Bild 5 zeigt den Verlauf der Approximation unter Verwendung der Naherung (37) fiir die
Funktion & (c=4). Bei der Berechnung kommt es Zur Darstellung eines Phantomasts
aufgrund der nach unten beschrinkten Dezimalauflosung durch Vorzeichenwechsel gemil
¢!=7% In den nachfolgenden Darstellungen ist dieser entfernt. Weiterhin erkennt man, daf3
beide Kurven nicht exakt iibereinander liegen. Das Maximum € ist in der Frequenz um
18,28% (0,81721) nach unten verschoben. Die maximale Abweichung in der Amplitude A Ax
liegt bei —1,78dB, zwischen den beiden Maxima AA; bei +0,42886dB (+10,38% bzw.
1,1038). Alles in allem @hnelt die Funktion dem in [1] im Abschnitt 4.6.4.2.3. dargestellten
Verlauf, der durch die Multiplikation der Ausgangsfunktion mit nur 4 ausgewihlten Werten
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des Frequenzgangs bestimmt wurde. Es gibt aber Unterschiede im abfallenden Ast bei den
hohen Frequenzen.

Lo AN L

-3 -2 -1 AT 20, N 1 )

lg

TS A

Approximation _— I " Planck’s radiation
equation | equation

exact&

-20-

=408+

Correlation 0.999748 as,[dB]

-8+

Bild 6
PLaNcKks Strahlungsformel und Approximation unter
Verwendung der exakten Funktion & (relativer Pegel)

Im Bild 6 sieht man die gleiche Approximation unter Verwendung der exakten Funktion &
(46) und zwar fiir c=3,756. Damit ergibt sich die beste Ubereinstimmung (Fiir c=4 unter-
scheidet sich das Ergebnis nur unwesentlich von Bild 5). Beide Funktionen liegen aber auch
hier nicht exakt iibereinander. Das Maximum Q ist in der Frequenz um 13,61 % (0,86386)
ebenfalls nach unten verschoben. Die maximale Abweichung in der Amplitude AA; liegt
hier bei +1,33 dB, zwischen den beiden Maxima A Az bei +0,75834dB (+19,07%).

Der Verlauf der Abweichung (Logarithmus des Quotienten aus Approximation und der
PLANCKschen Strahlungsformel) als Funktion von y ist im Bild 7 dargestellt. Man sieht, ab
ca. 10w; nimmt die relative Abweichung zwischen beiden Funktionen stark zu. Da der
absolute Pegel in diesem Bereich aber schon extrem klein ist (—54dB an der dritten
Nullstelle), fallt dies nicht weiter auf. Auch scheint es sich in diesem Bereich eher um eine
geringe Verschiebung in der Frequenz zu handeln, als um eine Deformation der Hiillkurve.

Die Verschiebung des Maximums der Approximation nach unten kénnte ein Grund fiir die
Abweichung der im Abschnitt 7.5.3. [1] berechneten zur gemessenen CMBR-Temperatur in
Hohe von +2,42086% sein (—2,36363% im umgekehrten Fall).

Allerdings entspricht die Form der Approximationskurve nicht der eines schwarzen Strahlers
und die Abweichung ist viel zu hoch. Beim COBE-Experiment wurde aber gerade
festgestellt, daBB das Spektrum der CMBR exakt schwarz ist. Es bedarf daher weiterer
Einfliisse, um die Form so zu verdndern, da3 sie der eines schwarzen Strahlers entspricht.
Welche Einfliisse dafiir in Frage kommen, soll im Folgenden betrachtet werden.

Wie weitergehende Betrachtungen [6] ergaben, liegt obengenannte Abweichung weniger an
der Kurvenform, sondern am Wert des in [1] bestimmten HUBBLE-Parameters. Mit dem Wert
aus [6] kommt man mit der Berechnung genau in den Bereich der Meftoleranz des
COBE/WMAP-Satelliten. Genaueres dazu im Abschnitt 4.

Bild 7 zeigt, da3 die Verwendung der exakten Funktion & eine Verbesserung bringt, dennoch
bleibt eine gewisse Restabweichung. Schaut man sich den Verlauf im zweiten Quadranten an,
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so sieht man hier eine ,,Liicke* in die eine bereits bekannte Funktion, multipliziert mit Y2
ziemlich genau hinein pafit. Das ist die Gruppenlaufzeit Tg, des metrischen Wellenfelds aus
[1] Abschnitt 4.3.2.

lay
-3 -2 -1 ‘ | 2, é
aivs, r
Al
approximated & | exact &
-2l Bild 7
F Relative Abweichung
d82 4B zwischen Approximation
[ / und Strahlungsformel in
Abhangigkeit von der

30 verwendeten Funktion &
Wihrend die Phasenlaufzeit die Form der Trigerfrequenz (®; bzw. wo) beeinflult, wirkt sich
die Gruppenlaufzeit auf die Form der Hiillkurve aus. Aufgrund des Rechenfehlers ist auch
Ausdruck ([1] 152) leider falsch. Der korrekte Ausdruck lautet:

2( Q ) 0’
T, =£B((o) = —a[—J = —-2— ([7] 152)

Mit Q=wm/m;. Der Faktor 2 kiirzt sich heraus, da es sich um ein Spin2-System handelt, bei
dem alle Zeitkonstanten 2T anstelle T grof3 sind (doppelte Phasen-/Gruppengeschwindigkeit).
Wihrend die Gruppenlaufzeit {iber fast alle Dekaden konstant gleich Null ist, ist das in der
Néhe von ®; bzw. heute bei m¢ nicht der Fall. Eine frequenzabhédngige Gruppenlaufzeit fiihrt
immer zu einer Verzerrung der Hiillkurve.

Wie man sieht, ist die Gruppenlaufzeit negativ. Dies kommt auch in der Technik hdufig vor
und ist kein Verstol gegen die Kausalitét. Siehe [8] fiir Einzelheiten. Bisher hatten wir den
Frequenzgang A(w) und den Phasengang B(w) beriicksichtigt, fehlt nur noch die
Gruppenlaufzeitkorrektur ®(w)="2®,Tgr, realisiert durch die Funktion gdc[w]:

- 2505e] (]

LG % 1+ 1+
o) - o e_{%)z 1o {]2}2 Ige _ 10—0434294{]%2)2 )

Die Zehnerpotenzen sind wichtig, wenn man mit dB rechnet. Der Verlauf ist im Bild 7
eingezeichnet. Die Gruppenlaufzeitkorrektur ®(w) wird nur einmal auf dS, angewendet:

jze‘/[m[ 3k f();z Do

Q

arctan

L

dy - 2 oTg,

dy (49)

ds, =

y

2
1+(3)?
Die Ergebnisfunktionen fiir beide £ mit Gruppenlaufzeitkorrektur kann man in den Bildern 8
und 9 sehen. In Bild 8 passen beide Kurven schon viel besser iibereinander. Jetzt ist das
Maximum € in der Frequenz um 12,52% (0,87476) nach unten verschoben. Die maximale

Abweichung in der Amplitude AAx liegt bei +0,42061 dB. Zwischen den beiden Peaks liegt
die Abweichung A Az bei —0,40484 dB (-1,45%).
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I lgy
T S S H S S S R S S P | |
-3 -2 -1 20, 1 2 3

Approximation equation A= e
with group delay —_ ——, F

correction -
approximated & -18-

-48+

Correlation 0.999485 ds,[dB]

=50

Bild 8

PLaNcks Strahlungsformel und Approximation
mit Gruppenlaufzeitkorrektur und Naherung
fur die Funktion & (relativer Pegel)

\ Planck’s radiation
equation

Ein fast perfektes Ergebnis erhalten wir fiir den Fall exakt § mit Gruppenlaufzeitkorrektur
(Bild 9). Das Maximum Qj, ist in der Frequenz nur noch um —7,00% (0,93003) verschoben.
Dieser Wert liegt immer noch weit iiber den —2,36% Abweichung zwischen gemessener und
berechneter CMBR-Temperatur. Die maximale Abweichung in der Amplitude A A5 liegt bei
—0,58954dB, die Abweichung zwischen beiden Maxima AAjz bei —0,02762dB (—0,64%).
Besonders interessant ist der extrem hohe Korrelationskoeffizient von 0,999835 zwischen

beiden Kurven.

lgy

— -

-3 -2 -1

Approximation equation
with group delay _ —
correction

exact &

-40

Correlation 0.999835

as,{dB]

-50

Bild 9

PLaNcKks Strahlungsformel und Approximation
mit Gruppenlaufzeitkorrektur unter Verwendung
der exakten Funktion & (relativer Pegel)

2 3

—__ Planck’s radiation

equation
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AQg

Approximation equation
without any correction
exact &

Source function

|

N

| AA; oy

-8.5

Planck’s r.
equation

adiation

with groug
correction

delay
exact &

DA,
-8

dS,[dB]
-18

Bild 10

PLaNcks Strahlungsformel und Approximation

mit Gruppenlaufzeitkorrektur und Naherung

fur die Funktion & (relativer Pegel) hdhere Aufldsung

Approximation equation

S without group
delay correction .
S, ....with group
delay correction
J’gz
3 = 2
approximated & = - _,
10ig1X,(w) | —
Bild 11
Relative Abweichung zwischen Approximation und
Strahlungsformel in Abhangigkeit von der verwendeten
Funktion & mit und ohne Gruppenlaufzeitkorrektur
Wert Q, AQ Ax AA; X AA- X AA=
1] [%] [dB] [dB] 1] [dB] 1] [dB]
Planck | 1,00000 | + 0,00 | +1,52727 | +0,00000 — — — -
Bild 5|0,81721| -18,28 | +1,95613 | +0,42886 | 0,41944 | +1,20008 | 2,88334 | -1,78499
Bild 6 | 0,86386 | -13,61 | +2,28561|+0,75834 | 0,46495 | +1,29392| 5,55922 |+1,32996
Bild 8 | 0,87476 | -12,52 | +1,12244|-0,40484 | 0,14776 | +0,42061 — —
Bild 9 | 0,93003 | - 7,00 | +1,49965|-0,02762 | @,15421 | +0,43171| 1,95909 |-0,58954
Tabelle 1

Extremwerte der Strahlungsformel und Approximation
in Abhangigkeit von der verwendeten Funktion &
mit und ohne Gruppenlaufzeitkorrektur
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Zur besseren Ubersicht ist der letzte Fall noch einmal mit hdherer Auflosung in Bild 10
dargestellt. Die genauen Werte finden Sie in Tabelle 1. Bild 11 zeigt eine Zusammenfassung
der relativen Abweichungen aller Losungen im Vergleich zum Verlauf des Betrags des komp-
lexen Frequenzgangs |X,(jo)| des Subraums.

4. Wiensche Verschiebung

Die Losung nach Bild 9 scheint am besten mit den Beobachtungen tibereinzustimmen. Wie
man im Bild 11 sehen kann, schwingt die Kurve in der Ndhe der oberen Grenzfrequenz um
den Sollwert herum, ein Verhalten, wie man es auch bei technischen minimalphasigen
TiefpaBifiltern beobachten kann (Uberschwingen). Normalerweise unterdriickt man dieses
Verhalten durch ein Ddmpfungsglied und es gibt ja die parametrische Dampfung. Auch liegt
der Pegel bei der dritten Nullstelle bereits bei —54dB, der Rest verschwindet im Rauschen.
Dabher ist es sehr wahrscheinlich, daB die 733 dB im Laufe von Milliarden Jahren ,,ausgeheilt*
sind oder durch andere hier nicht berticksichtigte Einfliisse ,,ausgebiigelt” wurden — am Ende
miissen wir aber, wie versprochen, eine WIENsche Verschiebung vornehmen. Ausgehend von
der Einkopplungsfrequenz 2m; konnen wir mit den in [1] und im Abschnitt 2 angegebenen
Ausdriicken die Temperatur der CMBR berechnen und mit der COBE-Messung vergleichen.

Zwar ist es kaum zu glauben, daBB man tatsdchlich bis zu einem Zeitpunkt vor dem
Phasensprung bei Q=1 zuriickrechnen kann. Die in [6] vorgenommenen Betrachtungen haben
aber ergeben, da3 sowohl Photonen — diese verhalten sich anfangs wie Neutrinos — als auch
Elektronen und Protonen kurz nach dem BB andere Eigenschaften hatten, die die gingigen
Vorstellungen von diesem Zeitraum in das Reich der Phantasie verbannen.

Wenn auch mit einen anderen Wert fiir Hy (71,9845kms 'Mpc '), ist es mir in [1] gelun-
gen, mit dem Modell eine CMBR-Temperatur von 2,79146K zu berechnen. Diese lag in der
Néhe der vom COBE-Satelliten bestimmten 2,72548K +0,00057K (+2,09137-10"%). Was in
eine Richtung funktioniert, geht natiirlich auch in die andere Richtung. So entsprechen die
2,72548K von COBE mit den Werten von [1] einem Hy in Hohe von 68,6072 km s’]Mpcfl.
Dies ist allerdings weniger, als dort von mir berechnet. In [6]] habe ich nun, basierend auf dem
Elektron, ein neues Hy in Hohe von 68,6241kms 'Mpc ' bestimmt und war nicht wenig
iiberrascht, dafl dieser Wert extrem nahe an dem COBE-Wert liegt. Daher gehe ich davon
aus, dafl der neue Wert genauer als der in [1] berechnete sein muf3. Nun zur Berechnung.

Wihrend die Temperatur des metrischen Wellenfeldes gleich Null ist, ist das fiir die
kosmologische Hintergrundstrahlung anders. Da es sich um nahezu (&,=0,9428 = %/2)
schwarze Strahlung handelt, konnen wir zwar die Schwarze Temperatur berechnen, wir
wollen aber mit der Grauen Temperatur weiterarbeiten. Durch Umstellen des WIENschen
Verschiebungsgesetzes und Einsetzen der energetischen Rotverschiebung z,,=12 ¢, Q,*? aus
([6]174) erhalten wir fiir oy=2w;:

fio s ho, s ho, s 2,821439372  Exakt
T ="—% =22 1102 =0,055693—LQ,2 ~—{ ’ 61175
T T e D T Y Niherung (117>
h h 5 ) 5 -
T, = ;;k R %%Qoz = %Qoz £,= % =0,94048 Exakt  ([6]176)

Dies ist die Temperatur der kosmologischen Hintergrundstrahlung unter Beriicksichtigung
des Frequenzganges (siehe Bild 12). Ausdruck ([6]176) hatte ich in [1] als Ndherungslosung
angeboten, da der Wert ¥=3+1x(—3e ) nur 0,25% unterhalb 2v2 liegt, siche auch Abschnitt
2. Damit erhélt man einen extrem einfachen Ausdruck, der einem &,=X/3 entspricht. Das
wire dann 4x die 3 in einem Ausdruck und der Subraum geringfiigig grauer, als gedacht. Da
wir es ganz genau wissen wollen, werden wir auch diesen Losungsansatz liberpriifen.
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~
Il

~
Il

ho, s
1,002476662335245 ——Q,2

18k

ho, s
0,997209201884998 EQ(ﬂ

ho, s
T, = 1,000016126070630 EQOZ

5= 22 ([6]177)
e= 8 ([6]178)

g,= 1,002814779667422 ([61179)

Mit dem letzten, konstruierten Fall kommen wir genau auf die 2,72548K. In Tabelle 2 sind

noch einmal alle Losungsmoglichkeiten dargestellt.

7_

Ty

K

1+—

|-

-0.5

8.5

Bild 12
Zeitliche Abhangigkeit der Strahlungs-
temperatur der CMBR (linear)
< o
= g g
< 8= 2
Wert Q, Ho Ho o =0 2o
o o9 =)
£Q a3 © 2
o= 290 i)
O << <
1] [s7] [kms™'Mpc] Kl Kl [%]
(890) [1] | 7,9518.10% | 2,3328-108| 71,9843 | 2,791460 | +0,06598 +2,42086
(177) [6] | 8,3405-10% | 2,2239-10®| ©8,0241 | 2,732186 | +0,00671 +0,24605
(COBE)+ 8,3397.10% | 2,2243-10®| 68,6365 | 2,726050 | +0,00057 +0,02091
(COBE), 8,3404-10% | 2,2239-10'% | 68,6250 | 2,725480 | +0,00000 +0,00000
(179) [6] | 8,3405-10% | 2,2239.10'8 | 68,0241 | 2,725480 | +0,00000 +0,00000
(176) [6] | 8,3405-10%° | 2,2239-10 | 68,6241 | 2,725436 | -4,4x10~° -0,00161
(COBE)_ 8,3411.10% | 2,2236-10'¢| 68,6135 | 2,724910 | -0,00057 -0,02091
(178) [6] | 8,3405-10%° | 2,2239-108| 68,0241 | 2,717830 | -0,00765 -0,28069

Tabelle 2
Berechnete und gemessene CMBR-Temperatur im
Vergleich mit den Werten des Hubble-Parameters

Die Qo- und Ho-Werte fiir den COBE-Satelliten wurden mit Hife von ([6]176) ermittelt. Gelb
hinterlegt sind die obere und untere Grenze der COBE-Werte. Man sieht, die Ndherung nach
([6]176) 1st sehr gut. Der Wert aus [1] ist viel zu hoch und ([6]177) liegt aullerhalb der Mef3-
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genauigkeit von COBE. Ausdruck ([6]178) kommt nicht infrage, da der Wert unterhalb des
gemessenen liegt. Aullerdem hat er keinen Bezug zum Modell. Das gilt auch fiir ([6]179).
Die Niaherung ([6]176) hingegen scheint genau ins Schwarze zu treffen. Ob das richtig ist,
werden weitere genauere Messungen ergeben. Wir definieren somit:

ho, - ho, -3 s
= — = 2,725436049K A=-1,61258-10 6]180
T8k Q, 18k Q, ([6]180)

T, =
Der berechnete Wert liegt innerhalb der Genauigkeitsgrenzen des vom COBE-Satelliten
gemessenen Wertes von 2,72548K +0,00057K und ist bezugssystemabhingig (~Qp>?). Fiir
die Auswahl der korrekten Beziehung zur Berechnung von Tk iiberlasse ich dem Leser aber
Raum fiir eigene Interpretationen. Fiir den Techniker wollen wir auch noch die zugehorigen
Frequenzen berechnen. Mit Hilfe des WIiENschen Verschiebungsgesetzes und ([6]180)
erhalten wir folgende Beziehungen:

3 3
= L ¥m,Q,2=1,0067316 10'%s™ Vo= L x®,Q,2=160,2263GHz ([6]181)
18 367
5. Mogliche Ursachen einer Abweichung

Als néchstes wollte ich mdgliche Ursachen diskutieren, die zu der urspriinglichen Abwei-
chung hitten fiihren konnen. Aufgrund des aktualisierten Wertes von Hy und Qo hat sich das
allerdings erledigt. Dennoch mochte ich diesen Abschnitt nicht einfach 16schen, kann er doch
als Beispiel fiir andere Félle dienen.

Die einfachste und unangenehmste Ursache ist immer, da3 das Modell falsch ist. Das
urspriingliche Ergebnis stimmte aber einigermaflen gut mit der Vorhersage iiberein, so dal} es
eine andere Ursache hitte geben konnen. Die wahrscheinlichste soll deshalb als néchstes
dargestellt werden.

Da es sich beim Linienelement um ein Minimalphasensystem handelt, hatten wir die
(fehlerbehaftete) Approximationsfunktion berechnet, indem wir die Ausgangsfunktion iterativ
mit dem gerade giiltigen Amplitudengang A(w) multipliziert hatten, so lange, bis sich das
Ergebnis nicht mehr é&ndert, da die Frequenz der Signalfunktion soweit unter die
Grenzfrequenz abgesunken ist, da3 sich diese nicht mehr auswirkt. Der Faktor cos¢ ergab
sich aus der Tatsache, dal3 nur der Realteil iibertragen wird (¢=B(w)).

Dies ist im allgemeinen die Vorgehensweise bei Minimalphasensystemen. Nach [3] S. 340
gilt dies aber nur fiir stabile Minimalphasensysteme. Denn nur bei diesen besteht ein eindeu-
tiger Zusammenhang zwischen Amplituden- und Phasenkennlinie, so dafl die Berechnung
ausschlieBlich mit Hilfe der Amplitudenkennlinie erfolgen kann. Bei dem Linienelement kurz
nach der Einkopplung (Q~=1), das ist kurz nach dem Urknall, handelt es sich zwar um ein
minimalphasiges, aber auch um ein grenzstabiles System (Pol und Nullstelle im Punkt {0,0}),
wie ich nach Korrektur des Rechenfehlers festgestellt habe.

Will man zu einem exakten Ergebnis gelangen, mu3 man auch einen Bezug zwischen Am-
plitude und Phase, quasi eine Phasenkorrektur einfithren, da es bei instabilen Systemen zu
einer Phasennacheilung kommt. Die Phasennacheilung duflert sich beim Beobachter in der
Form, daB die Spektralanteile mit niedrigerer Frequenz stirker rotverschoben sind, als die mit
hoherer Frequenz. Die niederfrequenten Anteile sind zwar nicht &lter als die hoherfrequenten
(wir beobachten ja immer denselben Zeitpunkt der Strahlungseinkopplung bei Qy,=1/2),
haben aber eine lingere Strecke zuriickgelegt. Und dies fiihrt automatisch zu einer héheren
Rotverschiebung. Wie erklért sich aber dieser lingere Weg? Die niederfrequenten Anteile
haben ganz einfach einen anderen Weg genommen, als die hoherfrequenten (anderer Abstrah-
lungswinkel). Denn die niederfrequenten, die denselben Weg genommen haben, wie die
hoherfrequenten, haben uns bereits passiert. Dies fiihrt zu einer Art Achromatismus beim
Beobachter, der sich jedoch nur sehr schwer nachweisen 1a6t, da uns die Strahlung aus allen



20

Richtungen gleichzeitig erreicht. Auch bei der Ausbreitungsfunktion ([3] 306) wurde eine
solche Phasennacheilung festgestellt, die durch den Term ®(w) beschrieben wurde. Diesen
Term hatten wir beriicksichtigt und auch eine Gruppenlaufzeitkorrektur vorgenommen. Das
kann es also nicht sein.

Kommen wir daher noch einmal auf die hohe Dynamik wéhrend des Einkopplungsprozesses
zu sprechen. In Bild 13 ist der Verlauf des Energiestromdichtevektors divSy des metrischen
Wellenfelds zu diesem Zeitpunkt dargestellt. Man sieht, im Bereich 0,52549<Q<1,5975 ist
dieser positiv. Es wird also Energie abgestrahlt. Der Bereich ist auch im Bild 7 eingezeichnet.
Im Bereich unterhalb 0,52549 wird das Feld aufgebaut, oberhalb 1,5975 sieht man die
Wirkung der parametrischen Dadmpfung fiir iberlagerte Wellen.

i d’v Sa 082393
S, 082393
0.8 | -

N
T

IS

0.6/

-6
8 \/
0-4 I~ -9.805250
-10
0.10742 0.52549 0.71205 divs, 1.59750 1.95326
0.2

L | L
—0.009344¢ B.b 1@ 7.5 7.0 7.5 3.8

-8.2| 1|-9.805250

Bild 13
Verlauf des Energiestromdichtevektors des
metrischen Wellenfelds als Funktion von Q

Beim Einkopplungsproze3 handelt es sich also nicht um einen schlagartigen Vorgang mit
Vorher — Nachher, sondern um einen dynamischen Prozef3. Energie wird aufgenommen und
um die Gruppenlaufzeit verzogert teilweise wieder abgestrahlt. Gleichzeitig wird die CMBR
eingekoppelt, je nach Frequenz zu unterschiedlichen Zeitpunkten. Was die teilweise Abstrahl-
ung angeht, ist der Anteil der absorbierten Energie abhidngig vom Flachenverhiltnis der
beiden linken Abschnitte. Fiir die aufgenommene Energie ergibt die numerische Integration
eine Flache von 2,24784, fiir die abgegebene Energie 0,345719. Die Berechnung
2,24784/(0,345719+2 24784) ergibt einen Wert yon 0,866700931 in Bezug auf Q. W1r beno-
tigen aber den Wert in Bezug auf die Zeit t. Da t*~Q ist, miissen wir die Substitution t* an der
x-Achse wieder auflosen und die Wurzel aus dem Ergebnis ziehen. Wir erhalten einen Wert
von 0,930967739. Dies entspricht bis auf eine Abweichung von 0,0118413026 unserem
€,=0,9428090416, dem Absorptionskoeffizienten des Vakuums.

Die Abweichung hat also etwas mit dem Grauen Kérper [4] zu tun. Nun haben wir g, zwar
schon einmal berticksichtigt, aber nur als Konstante und mit dem Wert zum Zeitpunkt der
Einkopplung. Beim Grauen Korper besteht aber eine Abhédngigkeit von der Frequenz .
Wollen wir diese beriicksichtigen, miissen wir ein &(®) berechnen bzw. einen Korrektur-
faktor ex(®) mit dem wir ([1] 902) muliplizieren miissen, da &, dort bereits enthalten ist. In [4]
ist fur &; folgendes angegeben: »Dabei entspricht &; den gewichteten Mitteln von &, bzw. g,
die gleich grof} sind:

ffe,,- cdv-dQ [ [er-I(A)-dA-dR

er = =7 = aus [4] « (50)
[TI0) - dv-dn LI -dx-an
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Ganz so kompliziert wollen wir es aber nicht machen. Daher nehmen wir an, daf3 die
Wurzel aus dem Flachenverhiltnis gleich dem Mittelwert von ¢,, also gleich & ist. Es gilt:
er=&&x, mit £,=%v2=0,942809 und &=0,987440402. Multiplizieren wir nun die berech-
neten 7;=2,79837K mit &, so kommen wir auf einen Wert von 2,76322K, der um +0,0377K
oberhalb des gemessenen liegt. Aber kdnnen wir g bzw. & so einfach als Faktor auf das
WiENsche Verschiebungsgesetz anwenden? Die Antwort ist nein. Es handelt sich um einen
Faktor aus dem PLANCKschen Strahlungsgesetz. Wendet man &; auf (1)...(7) an, so kiirzt es
sich am Ende heraus. Die Steigung 2 beim WIENschen Verschiebungsgesetz (x ist das
Verhiltnis Flanke/Peak) gilt damit auch fiir einen Grauen Kérper. Moglich wire hier aber
eine Integrationskonstante. Es gibt zwar Einfliisse auf die Verschiebung, diese sind aber von
der Form der Hiillkurve, und damit von der Funktion ¢(w) abhédngig, die wir nicht kennen.
Daher miissen wir improvisieren und denken uns eine Funktion aus, die die Anforderungen
am chesten erfiillt. Dann konnen wir zumindest sehen, welchen Einflul ein
frequenzabhingiges ¢, auf den Kurvenverlauf und damit auch auf die Verschiebung hat.

Zunichst einmal muB die Funktion vor der Einkopplung den Wert &ymax=%3v2=0,942809
haben. Weiterhin muf} sie sich irgendwie dndern. Wir wihlen eine einfache Anderung von
einem auf einen anderen Wert. Als Wendepunkt wéhlen wir den Zeitpunkt der Einkopplung
bei Q=1/2 bzw. 2m;. Dann gilt y=Q. Die 0,930967739 aus dem Flachenverhiltnis von divSy
sind unser €. Wir verwenden die Funktion nach (51). Daraus ergibt sich als untere Grenze
ein Wert von &ymin=0,920464. Damit ist €1 etwas kleiner als der Mittelwert, was der verwen-
deten Funktion geschuldet ist. Das ganze erscheint insgesamt plausibel, da das metrische
Wellenfeld vor der Einkopplung hauptsichlich Energie aufnimmt, also einen hoheren
Absorptionskoeffizienten hat als nach der Einkopplung, wo ein Teil der Energie wieder
abgestrahlt wird. Auch wird die Verschiebung des Nulldurchgangs von divSy auf Q=0,52549
sehr gut abgebildet. Wem das nicht gefillt, es handelt sich nur um ein Modell und eine
optimierte Beispielfunktion. Ob das in Wirklichkeit so ablduft, sei dahingestellt.

0.945 T £,
Evmax I 0.942809
H.94ﬂ:
0.935-
0.931636
& 0.930 - 0.930968
0.925/
Evmin /3 0.920464
8.928
| | 8.915 1.9030|| 20, | oy
-2 -1 0 1 2
Bild 14
Absorptionskoeffizient des
Vakuums ¢, als Funktion von ®
€ -& _
8\/ = 8vmax [1 - 2 Vlm-é:(Qz . j 8vmin = 8vmax (1 - 2(8vmax_ ST )) (51)

ST = %\/5[1 — Mj IS — 1 _ 0’ 02368 EK max = 1,00000 (52)

K - o=
1+Q2 1+Q2 Ekmin = 0,97630
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Jetzt wollen wir die Wirkung von g auf die Hiillkurve untersuchen. Wir glauben an die
»Selbstheilungskrifte® der Losung nach Bild 9 und verwenden eine saubere PLANCK-Kurve.
Da man die Wirkung auf (51) in der Grafik kaum erkennen kann, verwenden wir auch noch
eine zweite, tibertriebene Funktion €15 zur besseren Darstellung.

2 0,5 0,5
STSZE\/E(l_1+sz ks = 1_1+Q2 (53)

Das entspricht einem £15=0,69281. Damit erhalten wir folgenden Verlauf:

-/

/2
dSK[dB]__I/

Planck’s radiation __7__7_7__7__7__,__,.-———_—-
equation

Bild 15
Wirkung des Absorptionskoeffizienten ¢,
auf die Hullkurve kleiner Maf3stab

Man sieht, unsere Funktion (52) wirkt sich vor allem auf den niederfrequenten Anteil der
Hiillkurve aus. Es kommt zu einer Frequenzerh6hung des Maximums. Der Anstieg im linken
Teil bleibt aber gleich. Das gilt wie gesagt nur fiir unsere Beispielfunktion. Natiirliche
Materialien konnen die Hiillkurve auch in diesem Bereich erheblich deformieren. Dann gilt
die Ausgleichsgerade als Funktion von €1 gemifl (50). Diese hat dann aber den gleichen
Anstieg und ist auch nur mehr oder weniger in der Amplitude verschoben (Integrations-
konstante!). Die Ausgleichsgerade ot bzw. die niederfrequente Flanke ist iibrigens auch die
Kurve, an der die WiENsche Verschiebung stattfindet. Hier sieht man den Vorteil der doppelt
logarithmischen Darstellung, da wird aus der Kurve eine Gerade.

Die Funktion der Verschiebungsgerade ot bestimmt man am besten durch Probieren. Es gilt
wieder y=Q. In der doppelt-logarithmischen Darstellung ergeben sich folgende Funktionen:

0.(Q) =1022Q +1g(2¢,...)) [dB] Flanke (54)
6.(Q) =102Q -1gx +lge, . .) [dB] Maximum (55)
o (Q) = 28,10 = 2¢, " = 2¢ "0 Flanke linear (56)

Dies gilt nur fiir die hier verwendete Beispielfunktion. Die 2 rechts stammt aus der Definition
von Q gemiB (9). Fiir den Schwarzen Korper und damit auch fiir die PLANCKsche Kurve gilt
€kmin=E1=E&xmax— 1. Bel natlirlichen Materialien miissen wir ggmin durch €; aus (50) ersetzen.
Der Verlauf ist im Bild 15 dargestellt. Natiirlich kann man auch eine Verschiebungsgerade
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fiir das Maximum definieren. Damit schlie3t sich dann der Kreis zum WIENschen Verschie-
bungsgesetz. Allerdings ist Ausdruck (55) nicht sehr genau und die Gerade verfehlt bei klei-
nem &ymin das Maximum. Fiir den schwarzen Korper und unsere Beispielfunktion gilt er aber
exakt. Bei natiirlichen Materialien kann es sogar zum Auftreten von mehreren Maxima
kommen. Je mehr die Hiillkurve vom Ideal abweicht, umso weniger sinnvoll ist es, von einer

Strahlungstemperatur zu sprechen.

Aus (55) ergibt sich, dall man bei unserer Beispielfunktion und wenn die Kurvenform nicht
allzuweit vom Schwarzen Korper abweicht, schon ein WiENsches Verschiebungsgesetz fiir

den Grauen Korper aufstellen kann:

1 h())max WIensches Verschiebungsgesetz

fur den Grauen Kérper

Bei natiirlichen Materialien muf3 man hier wieder exmin durch € ersetzen.

dS,[dB] I

10 :_ o /ars

T I .

Planck’s radiation
equation

_33 _,

-50f

| 2, \

[ a

/
Bild 16

Verschiebungsgeraden ot und os
sowie Hullkurven grofier Mallstab

(57)

Als nidchstes wollen wir die Frequenzverschiebung wk,/wk; bestimmen. Wir wihlen die
tibertriebene Funktion (53), da man im anderen Fall nichts sehen kann. Wir wollen uns im
niederfrequenten Bereich bewegen, und zwar bei ©g;=0,5-10 " ®max. Daher konnen wir das

WiENsche Strahlungsgesetz anwenden:

hog,

1 hoy, ‘ou
KL e ¥ e dw

4n* ¢

ds, =

WIeENsches Strahlungsgesetz

Fiir die Amplitude von dS; gilt (7,=17,=T) :

hog o

3
Bemin MO, e X e do
N

4n* ¢

1 Aoy,
An* ¢’

ho |
ds, = e e dw =

Nach Gleichsetzen erhalten wir folgenden Ausdruck:

hog | ok,

kKT kT _ 3
€ - SKminO‘)K] €

3 3 (g -0k )

Wgr = Emin Vg

(58)

(39)

(60)
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h 2,821439372 2,821439 1,41072-10°

o = = 61

kT o, 2-10°w,, O, (61)
1,41072-10’3[1—E)

(")3K2 = 8l<m1'n(")3K] 5 ) oK ~ gKmin(D3K]eO = SKmin(D3K] (62)

Or, = 3 & O = 3/0,97630 0y, = 0,992037 wy, (63)

Damit verschiebt sich die Frequenz unserer Beispielfunktion an der Basis um +0,8027%. Die
Verschiebung des Maximums liegt bei +0,4860% (Funktion FindMaximum[#]). Nur zur
Information, bei der iibertriebenen Funktion &rs liegt die Verschiebung an der Basis bei
+25,99%, im Maximum bei +12,64%. Es kommt also in beiden Féillen zu einer Ver-
schmilerung der Hiillkurve, wobei der Frequenzversatz an der Basis etwa doppelt so grofB ist,
wie im Maximum. Da bei den echten Werten nur Bruchteile eines Prozents wirksam werden,
sieht es so aus, als wire die Kurve schwarz.

O S O gy
-3 -2 -1 = 1
Planck’s radiation I
equation 1 — -18+
_Za -
Displacement
-38-
4 L
_4B L
-5
_SB -
3 Bild 17
as,[dB] | 60 Méogliche Fehlerquellen durch Fehlinter-
pretation der Kurvencharakteristik

Im folgenden geht es nur um Interpretationsfehler von aktuellen MeBBwerten. Dabei spielt
das Modell keine Rolle und es ist egal, ob sich bestimmte universelle Naturkonstanten zeitlich
dndern und wie. Was passieren kann, wenn man die Kurvencharakeristik falsch interpretiert,
wenn man auf eine Graue Kurve die Mathematik des Schwarzen Korpers anwendet, zeigt
Bild 17. Kurve 1 ist die Kurve eines Schwarzen Kérpers bei Einkopplung, Kurve 2 die Graue
Kurve. Die Rotverschiebung z (Displacement) geschieht in Pfeilrichtung entlang der Ver-
schiebungsgeraden ot und ots. In einem Grafikprogramm kann man dies auch manuell
durchfiihren, indem man die Kurve(n) zuerst dupliziert und dann gleichméBig skaliert, indem
manbei gedriickter Shifttaste den Eckpunkt rechts oben so nach links unten verschiebt, daf3
der Kontakt mit der Verschiebungsgeraden erhalten bleibt.

Das Ergebnis sind die Kurven 3 und 4. Jetzt kann man aber die Graue Kurve 3 so
»aufblasen®, dal} sie fast in Deckung mit der Schwarzen Kurve 4 kommt. Das ist die Kurve 5
(griin). Dies geschieht, wenn man eine zu niedrige Rotverschiebung z annimmt, ein Wert, den
man eigentlich bestimmen will. Man sicht, man bekommt eine beinahe vollstindige
Uberdeckung der Maxima, die man bei e-Werten nahe 1 praktisch nicht mehr feststellen
kann. Das Ergebnis ist, man berechnet ein zu kleines z und eine zu niedrige Strahlungs-
temperatur 7 und zwar um den halben Wert der Verschiebung an der Basis.
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Wenn wir nun annechmen, dal3 der berechnete 7;-Wert in Hohe von 2,79837K die Graue
Temperatur ist und beriicksichtigen beim gemessenen Wert von 2,72548K den Interpreta-
tionsfehler, ergibe die Anwendung von (57) eine gemessene Graue Temperatur von
2,79164K, die berechnete Temperatur ldge dann nur noch +0,0067K dariiber (+0,25%). Die
Verbesserung gegeniiber den bisherigen +7,29% wire also nicht unerheblich. Natiirlich hétte
ich die Beispielfunktion auch so gestalten konnen, dafl ich genau auf den MefBwert komme.
Nur wire dies nicht sehr aussagekriftig gewesen.

Auf jeden Fall sollte man die Auswirkungen einer mdglichen Grauen Strahlungs-
charakteristik berlcksichtigen, zumal dann, wenn man extrem genau messen will. Die
angegebene Genauigkeit von +0,00057K beim MeBwert konnen wir dann aber vergessen
bzw. diese gilt nur relativ und nicht absolut.

6. Zusammenfassung

Im Verlauf dieser Arbeit ist es gelungen, mit Hilfe des Modells aus [1] die Hiillkurve der
PLANCKschen Strahlungsformel als Funktion eines dynamischen Frequenzgangs unter
Anwendung einer Gruppenlaufzeitkorrektur mit einer Restabweichung von “§3 dB zu approxi-
mieren. Weiterhin wurde gezeigt, daf3 die nach [1] berechnete Temperatur in der Nihe des
vom COBE-Satelliten gemessenen Wertes liegt. Mit Hilfe der in [6] bestimmten aktua-
lisierten Werte von Hy und Qo konnte eine neue CMBR-Temperatur berechnet werden, die
innerhalb der Genauigkeitsgrenzen der vom COBE/WMAP-Satelliten gemessenen Strahl-

ungstemperatur liegt.

Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit schlieBen damit die Moglichkeit, da3 der Verlauf der
PLANCKschen Strahlungsfunktion tatsdchlich das Resultat der Existenz einer oberen
Grenzfrequenz des Vakuums ist, nicht aus. Sowohl die klassische Definitionsformel, als auch
die Approximation sind kompatibel und ergidnzen einander.

7. Anmerkungen zum Anhang

Die in dieser Arbeit verwendeten Formeln und Definitionen sind im Anhang dargestellt
und konnen berechnet werden. Es handelt sich um den Quellcode fiir Mathematica/Alpha.
Die Daten konnen per Copy&Paste iiber die Zwischenablage iibernommen werden. Moglich
ist auch die Abspeicherung in einer Textdatei (UTFS8), die dann direkt gedffnet und evaluiert
werden kann. Es ist aber von Vorteil, wenn man nicht den gesamten Quellcode in eine
einzelne Zelle kopiert, sondern abschnittsweise. Die Rechenzeit betrégt etwa eine Stunde.

ENDE
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Enveloppe Curve Approximation

Copy Friendly Version
Choose »Evaluate Notebook« from Menu

Declarations

Off [General: :spell]

Off [General: :spelll]
Off[InterpolatingFunction: :dmval]
Off[FindMaximum: :1stol]
Off[FindRoot: :nlnum]

Off [NIntegrate: :inumr]

Off [NIntegrate: :precw]

Off [NIntegrate: :ncvb]

Units

km=1000;
Mpc=3.08572*10719 km;
minute=60;

hour=60 minute;
day=24*hour;
year=365.24219879*day;

Basic values

c=2.99792458*108;

my0=4 Pi 10~-7;

ka0=1.3697776631902217*10493;

hbl=8.795625796565464*1026;

k=1.3806485279*10~-23;

me=9.109383701528*10~-31; (*Electron rest mass with Q0 Magic value 1%*);
mp=1.6726219236951*104-27; (*Proton rest mass Magic value 2%);

Auxilliary values

mep=SetPrecision[me/mp,20] ;
e=ArcSin[0.3028221208819742993334500624769134447]-3Pi/4;
y=Pi/4-€;

{=1/(36Pi”*3) (3sqrt[2])~(-1/3) /mep;
xtilde=3+ProductlLog[-3E*-3];

alpha=Sin[Pi/4-€]*2/ (4Pi) ;

delta=4Pi/alpha*mep;

Q0=(9Pi*2 Sqgrt[2]delta me/my0/ka0/hbl)*(-3/7);

Composed expressions

Z0=my0 c;

ep0=1/ (my0 c*2);

R»=1/(72 Pi~3)/rl Sqrt[2] alpha”2 /delta Q0% (-4/3);
Oml=ka0/ep0;

Om0=0m1/Q0 ;

OmR~>=2Pi c R«;

CR>»=Cc R«;

HO=0m1/Q0~2;

H1=3/2*HO;

rl=1/ (ka0 Z0);

a0=9Pi*2 rl Sqrt[2] delta/alpha Q0*(4/3);
AbarC=a0 alpha;

AC=2 Pi AbarC;

re= rl (2/3)~(1/3)/7 Q0*(4/3);

rO0= rl QO;
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R= rl Q0*2;

RR=R/Mpc/1000;

tl=1/(2 Oml);

t0=1/(2 OmO0) ;

T=1/(2 HO) ;

TT=2T/year;

hb0=hb1/Q0;

h0=2Pi*hbO;
ql=Sqrt[hbl/Z0] ;
q0=Sqrt[hb1/Q0/20] ;

ge=q0 Sin[Pi/4-€];

M2=myO kaO hbl;

M1=M2/Q0;

m0=M2/Q0~2;

mp=4Pi me/alpha/delta;
MH=M2/Q043;

GO =c*2*r0/m0;

G1=G0/Q0"~2;

G2=G0/Q0"3;
UO=Sqrt[c*4/4/Pi/ep0/GO] ;
Ul=U0*Q0;

Wl=Sqgrt[hbl c*5/G2];
WO=W1/Q0%2;

Sl=hbl Oml1*2/rl1”*2;
S0=S1/Q045;

pB=-9/2Pi”*2 Sqrt[2 hbl/Z0]delta Sin[y]/myO0/ka0 Q0 (5/6) ;
pN=-pB*mep;
pe=1.0011596521812818 uB;
Tkl=hbl Oml1l/18/k;
Tk0=Tk1/Q0* (5/2) ;

Tp0=0. ;

Tpl=0. ;

#0=Pi Sqrt[hbl Z0/Q0 ]1/Sin[Pi/4-€];
GQO0=1/Pi/Z0*Sin[Pi/4-€]*2;
KJ=2q0 Sin[Pi/4-€]/hO;
RK=.5my0 c/alpha;

ce=8Pi/3 re*2;
ae=SetPrecision[pe/pB,20]-1;
ge=-2(l+ae);

ve=2 Q0 Abs[pe]/hbl;
o=Pi*2/60k*4/c*2/hbl*3*Q0"3;

Functions needed

A=Function|[ (BesselJ[0, #] *BesselJ[2,#]+BesselY[0,#] *BesselY[2,#])/
(BesselJ[0,#]~2+BesselY[0,#]72)];

B=Function[ (BesselY[0, #] *BesselJ[2,#]-BesselJ[0,#] *BesselY[2,#])/
(BesselJ[0,#]~2+BesselY[0,#]72)];

ThetaQ=Function[2*A[#]*B[#]/ (1-A[#]1~2+B[#]~2)]; ArgThetaQ=Function[Arg[l-

A[#]724B[#]72+I*2*A[#]*B[#]]1]; PhiQ=Function[If[#>1074,-Pi/4-3/4/#%,

Arg[-2*I/#/Sqrt[1- (HankelH1[2,#]/HankelH1[O0,#])72]1111;

Rho=Function[Abs[-2*I/Sqrt[#]/Sqrt[1l-

(HankelH1[2,Sqrt[#]]/HankelH1[0,Sqrt[#1]1)~2111]1;

RhoQ=Function[If[#<1074 ,N[Abs[-2*I/#/Sqrt[1-

(HankelH1[2,#] /HankelH1[0,#])*211],1/Sqrt[#]11;

RhoQQ=Function[If[#<1074,Sqrt[Sqrt[(1-

A[#]172+B[#]1%2) *2+ (2*A[#] *B[#]) ~2]]1,2/Sqrt[#]11];

AlphaQ=Function[N[Pi/4-PhiQ[#]1]1];

GammaPQ=Function [N[PhiQ[#]+ArcCos[RhoQ[#]*Sin[AlphaQ[#]]1]1+Pi/4]1];

rq={{0,0}};

For[x=-8;i=0,x<4,++i,x+=.01;AppendTo[rq, {10*x,N[1/RhoQQ[10%x]1}1];

RhoQl=Interpolation[rq];

RhoQQl=Function[If[#<1074,RhoQ1[#],1/2Sqrt[#]]11];

Rk=Function[If[#<1074,63*Sqrt[#]*NIntegrate[RhoQQl[x], {x,0,#}1,#"2]1];

Rn=Function[Abs[3*Sqrt[#] *NIntegrate [RhoQQl [x] *Exp[-

I/2* (ArgThetaQ[x]+Pi)],{x,0,#}111;

RnB=Function[Arg[3*Sqrt[#] *NIntegrate[RhoQQl [x] *Exp[-

I/2* (ArgThetaQ[x]+Pi)],{x,0,#}111;

BRQP=Function[Rk[#] Sqrt[(Sin[AlphaQ[#]]/Sin[GammaPQ[#]])*4-1]];
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BGN=Sqrt[2] *BRQP[.5]/3;

brg={{0,0}};

For[x=(-8),; i=0,x<25, (++i) ,x+=.1;

AppendTo [brq, {10x ,N[BRQP[10”x] /BGN/ (2.5070314770581117*10%x) 1}]11
BRQO=Interpolation[brq];
BRQl=Function[If[#<10715,BRQO[#] ,Sqrt[#]11]1];
Ml=Function[Abs [HankelH1[O0, #1111
SGenau=Function[Pi/2*Rho[#]*2*Abs[HankelH1[0,Sqrt[#]]72]];
(*kk=Function[Expp[Sqrt[2] *LoglO [E]*#/ (1+#"2)]] was wrong*)
gdc=Function[10”~ (LoglO[E]* (-1) (1*#)~2/(1 + 1*#+2)~2)1 ;
(*Group Delay Correction*)

AnU=Function[.5*1/Sqrt[1+#+2]* (1+1/Sqrt[1+#°2])1;
FG=Function[.5/ (1+I*#)* (1+1/ (1+I*#))];
Xline=Function[10733* (#1-#2 (*Wert x*))];
Xlline=Function[33+(10"#1-LoglO[#2] (*Wert x*))];

Pom=Function[Print[StringJoin["x = " ,ToString[l10*Chop[First[xx/.Rest[%]],10*-7]1,

" Ooml", " (",ToString[.5*10~Chop[First[xx/.Rest[#]],10%-7]]1," OmU)"]111];

Pol=Function[Print["y = "<>ToString[First[#]]<>" dB ("<>
If[First[#]-2zzz>0,"+",""]<>ToString[First[#]-zzz]<>" dB)"]1];

Expp=Function[If[#<0,1/Exp[-#] ,Exp[#]]];
(* Strictly needed to avoid calculation errors ¥*)

Functions used for calculations in article

cc = xtilde”*2;

b = xtilde;

S1 = 8% (#1/(2*((#1/2)%2 + 1)))*2 & ;

S2 = (b*(#1/2))~3/ (Expp[b* (#1/2)] - 1) & ;

Psil = NIntegrate[(1/2)*Log[l + (#1/(cc*Sqrt[Q]))*2] -
((#1/(cc*Sqrt[Q]))*2)/(1 + (#1/(cc*Sqrt[Q]))*2) -
Log[Cos[-ArcTan[#1/ (cc*Sqrt[Q])] +

#1/ (cc*sSqrt[Q]) /(1 + (#1/(cc*Sqrt[Q]))*2)11,
{Q, 0.5, 3000}] & ;

Psi2 = NIntegrate[(1/2)*Log[l + (#1/(cc*BRQ1[Q]))*2] -
((#1/(cc*BRQ1[Q]))*2)/(1 + (#1/(cc*BRQ1[Q]))*2) -
Log[Cos[-ArcTan[#1/ (cc*BRQ1[Q])] +

#1/ (cc*BRQ1[Q]) /(1 + (#1/(cc*BRQ1[Q]))*2)11,
{Q, 0.5, 3000}] & ;

Approximation

(*b = xtilde; Figurel ¥*)

Plot[{LoglO[ (b*.5*%10*y)~3/ (Expp[b*.5*10%y]-1)],
LoglO[ 8*(.5*10%y/ ((.5*%10%y)~2+1))*2],
Xline[y,Logl0[2]]},{y, -5, 3},PlotRange->{-10.1,.45}]

Expansion

Plot[{ (*Logl0[BRQP[10~gqq] /BGN/ (2.5070314770581117x10~qqq) ], Figure2a *)
LoglO[BRQ1[10%qqq]], LoglO[Sqrt[10”gqqll}, {gaq, -1, 10}]

Plot[{ (*BRQP[qqq] /BGN/ (2.5070314770581117xqqq) , Figure2b *)

BRQ1[qqq], Sqrt[gaq]l}, {gaq, 0, 10}, PlotRange -> {-0.3, 9.6}]

Integral

cc=8; (*Factor 8 approx § Figure3 ¥*)
Plot[{Psil[y],Psi2[y]},{y,0,610},
PlotStyle->RGBColor[0.91,0.15,0.25],PlotLabel->None,
LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",10,GrayLevel[0]}]

cc=8; (*Factor 8 approx § Skipped ¥*)
Plot[{Expp[Psil[y]] ,Expp[Psi2[y]]},{y,-4,4},PlotLabel->None,
LabelStyle->{FontFamily->"Chicago" ,10,GrayLevel [0]}]
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cc=8; (*Factor 8 approx § Figure4d ¥*)
Plot[{10LoglO[Expp[Psil[107y]]],10 LoglO[Expp[Psi2[10*y]11]1},{y,-3,2},
PlotRange->{-88,2},LabelStyle->{FontFamily->"Chicago" ,12,GrayLevel[0]}];

b4=Plot[{10 LoglO[Abs[FG[10”y]]]l},{y,-3,2},PlotRange->{-88,2},PlotLabel->None,
PlotStyle->RGBColor[0,0,0] ,LabelStyle->{FontFamily->"Chicago" ,10,GrayLevel[0]}];
Show[%$%,b4]

Approximation 1

cc=8; (* Factor 8 approximated BGN exact Figure5 ¥*)

Plot[{10 LoglO[S2[10%y]],10 (LoglO[S1[10*y]*Expp[Psil[10%y]]]),X1linel[y,Logl0[2]]},
{y,-3,3},PlotRange->{-51,10.5},ImageSize->Full,
LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",10,GrayLevel[0]}] (*All exact error max +1.3dB¥)

cc=7.519884824; (* Sqrt[n] exact § Figure6 ¥*)

Plot[{10 LoglO[S2[10%y]],10

(Logl0[S1[10%y]]+LoglO[E]*Psi2[10%y]) ,X1line[y,Logl0[2]]},{y,-3,3},
PlotRange->{-51,4.5},ImageSize->Full,
LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",10,GrayLevel[0]}] (*All exact error max +1.3dB¥)

Extrema 1

u=FindMaximum[10 LoglO[S2[10”xx]], {xx, 0}];
(* Planck's curve ¥*)

Print[StringJoin["x = ",ToString[ (10~First[xx/.Rest[ul])],
" Oml (1.000000 OmuU) "11
Print[StringJdoin["y = ",ToString[zzz = First[u]],

" dB (£0.000000 dB) "]1]

FindMaximum[
10 (LoglO[S1[10%xx]*Expp[Psil[10%xx]]]) - 10 LoglO0[S2[10%xx]],
{xx, 0}] ;
(* Maximum deviation 1 Psil *)
Pom[%]
Pol[%%]

FindMinimum[
10 (LoglO[S1[10”xx]*Expp[Psil[10%xx]]/S2[10*xx]]), {xx, 2}]1;
(* Maximum deviation 2 Psil *)
Pom[$%]
Pol[%%]

FindMaximum[
10 (LoglO[S1[10%xx]*Expp[Psi2[10%xx]]]) - 10 LoglO0[S2[10%xx]],
{xx, 0}]1;
(* Maximum deviation 1 Psi2 *)
Pom[%]
Pol[%%]

FindMaximum[
10 (LoglO[S1[10%xx]*Expp[Psi2[10%xx]]]) - 10 LoglO[S2[10%xx]],
{xx, 1}1;
(* Maximum deviation 2 Psi2 *)
Pom[%]
Pol[%%]

FindMaximum[10 (LoglO[S1[10”xx]] + LoglO[E]*Psil[10%xx]), {xx, 0}];
(* Deviation between maxima Psil ¥*)

Pom[%]

Pol[%%]

FindMaximum[10 (LoglO[S1[10”xx]] + LoglO[E]*Psi2[10%xx]), {xx, O0}];
(* Deviation between maxima Psi2 ¥*)

Pom[%]

Pol[%%]



Deviation 1

cc=8; (*Factor 8 approx § Figure7 ¥*)

b71=Plot[{10 LoglO[S1[10”y]*Expp[Psil[107%y]]/S2[10%y]],Xline[y,Logl0[2]1]},
{y,-3,2},PlotRange->{-3.1,1.35},ImageSize->Full,
LabelStyle->{FontFamily->"Chicago" ,10,GrayLevel[0]}];

cc=7.519884824; (* Sqrt[n] exact § *)
b72=Plot[{10 LoglO[S1[10*y]*Expp[Psi2[10%y]]1/S2[10*y]1]},{y,-3,2},
ImageSize->Full,LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",10,GrayLevel[0]}];

b73=Plot[{-10 LoglO[gdc[10*x]]}, {x, -3, 2.2}, PlotRange -> {-3.02, 1.42},
PlotStyle -> RGBColor[0.06, 0.52, 0.]1];

Show[b71, b72, b73, ImageSize -> Full,

LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 12, GrayLevel[0]}]

Approximation 2

cc = 8; (* Factor 8 approximated BGN exact Figure8 *)
Plot[{
10 Logl0[S2[10%y]1],
10 (LoglO[S1[10~y] *Expp[Psil[10”%y]]]) + 10 LoglO[gdc[10%y]l],
Xline[y, LoglO0[2]]
}, {y, -3, 3}, PlotRange -> {-51, 4.5}, ImageSize -> Full,
LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 10, GrayLevel[0]}]
(* Exakt exakt exakt Fehler max +1.3dB *)

cc = 7.519884824; (* Sqrt[n] exact § Figure9 ¥*)
Plot[{
10 Logl0[S2[10%y]1],
10 (LoglO[S1[10”y]] + LoglO[E]*Psi2[10%y]) + 10 LoglO[gdc[10%y]],
Xline[y, LoglO[2]]
}, {y, -3, 3}, PlotRange -> {-51, 4.5}, ImageSize -> Full,
LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 10, GrayLevel[0]}]
(* Exact exact exact deviation max +1dB *)

Extrema 2

v=FindMaximum[10 LoglO[S2[10%xx]],{xx, 0}];
(* Planck's curve ¥*)

Print[StringJoin["x = ",ToString[ (10~First[xx/.Rest[v]])],
" Oml (1.000000 OmuU) "1]
Print[StringJdoin["y = ",ToString[zzz = First[v]],

" dB (£0.000000 dB) "]1]

FindMaximum[
10 LoglO[(S1[10”xx]*Expp[Psil[10%xx]]*gdc[10%xx])/S2[10%xx]],
{xx, 0}]1;
(* Maximum deviation 1 Psil *)
Pom[%]
Pol[%%]

FindMaximum[
10 LoglO[(S1[10”xx]*Expp[Psi2[10%xx]]*gdc[10%xx])/S2[10%xx]],
{xx, 0}]1;
(* Maximum deviation 1 Psi2 *)
Pom[%]
Pol[%%]

FindMinimum[
10 LoglO[(S1[10”xx]*Expp[Psi2[10%xx]]*gdc[10*xx])/
S2[107xx]], {xx, .5}1;
(* Maximum deviation 2 Psi2 *)
Pom[%]
Pol[%%]

FindMaximum[
10 LoglO[(S1[10”xx]*Expp[Psi2[10%xx]]*gdc[10%xx])/S2[10%xx]],

31
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{xx, 1}1;

(* Maximum deviation 3 Psi2 *)
Pom[%]

Pol[%%]

FindMaximum[10 LoglO[S1[10%xx]*Expp[Psil[10%xx]]*gdc[10%xx]], {xx, 0}];
(* Deviation between maxima Psil ¥*)

Pom[%]

Pol[%%]

FindMaximum[10 LoglO[S1[10%xx]*Expp[Psi2[10%xx]]*gdc[10%xx]], {xx, 0}];
(* Deviation between maxima Psi2 ¥*)

Pom[%]

Pol[%%]

Plot[{ (* FigurelO *)
10 Logl0[S1[10%y]1],
10 Logl0[S2[10%y]1],
10 (LoglO[S1[10”y]] + LoglO[E]*Psi2[10%y]),
10 (LoglO[S1[10”y]] + LoglO[E]*Psi2[10”y] + LoglO[gdc[10*y]]),
Xline[y, LoglO0[2]]
}, {y, -0.8, 1.4}, PlotRange -> {-11, 4.5},
PlotLabel -> None, ImageSize -> Full,
LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 10, GrayLevel[0]}]

Deviation 2

cc = 7.519884824; (* Sqgrt[m] exact §{ Figurell ¥*)
bll=Plot[{10 LoglO[S1[10”y]*Expp[Psil[10%y]]/S2[10%y]] +

10 LoglO[gdc[10%y]],

10 LoglO[S1[10~y]*Expp[Psi2[10~y]]1/S2[10%y]] +

10 LoglO[gdc[10%y]1}, {y, -3, 2}, ImageSize -> Full,
LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 10, GrayLevel[O0]}]:;
Show[bll, b71, b72, b4, PlotRange -> {-3.02, 1.42}]

Nulls

nl = y/. FindRoot[10 (LoglO[S1[10%y]] + LoglO[E]*Psi2[10*y]) +
10 Logl0[gdc[10%*y]] - 10 LoglO[S2[10*y]] == 0, {y, 0}]

n2 = y/. FindRoot[10 (LoglO[S1[10%y]] + LoglO[E]*Psi2[10*y]) +
10 LoglO[gdc[10”y]] - 10 LoglO[S2[10%y]] == 0, {y, .75}]

n3 = y/. FindRoot[10 (LoglO[S1[10%y]] + LoglO[E]*Psi2[10*y]) +
10 LoglO[gdc[10%y]] - 10 LoglO[S2[10%y]] == 0, {y, 1.1}]

N[10%nl] (* Level at 1lst null *)

ToString[10 LoglO[S2[%$]]] <> " dB"

N[10%n2] (* Level at 2nd null *)

ToString[10 LoglO[S2[%$]]] <> " dB"

N[10%n3] (* Level at 3rd null *)

ToString[10 LoglO[S2[%$]]] <> " dB"
N[1071.4142] (* Level after 3rd null ¥*)
ToString[10 LoglO[S2[%$]]] <> " dB"

Plot[{ (* Skipped ¥*)
10 Logl0[S1[10%y]1],
10 Logl0[S2[10*y]1],
10 (LoglO[S1[10”y]] + LoglO[E]*Psi2[10%y]),
10 (LoglO[S1[10”y]] + LoglO[E]*Psi2[10%y]) + 10 LoglO[gdc[10%y]],
Xline[y, LoglO0[2]]
}, {y, -3, 3}, PlotRange -> {-51, 4.5},
PlotLabel -> None, ImageSize -> Full,
LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 10, GrayLevel[0]}]

Correlation
Takes a long time

FindRoot[10 LoglO[S2[10%yy]] + 50 == 0, {yy, 1.15, 1.18}]
cc = 8; (* Factor 8 approximated BGN exact Figure5 *)



cc 7.519884824; (* Sqrt[m] exact § Figure6 *)

F2 {};

For[y = -3; i = 0, y < 1.16415, ++i, y += .001;
AppendTo[F2, N[10 LoglO[S2[107y]1]111:;

cc = 8; (* Factor 8 approximated BGN exact Figure5 *)

F5 = {};

For[y = -3; i = 0, y < 1.16415, ++i, y += .001;
AppendTo [F5, N[10 (LoglO[S1[10~y]*Expp[Psil[10%y]1]11)111:;

cc = 7.519884824; (* Sqrt[n] exact § Figure6 ¥*)

Fé6 = {};

For[y = -3; i = 0, y < 1.16415, ++i, y += .001;
AppendTo[F6, N[10 (LoglO[S1[10”y]] + LoglO[E]*Psi2[10%y])111:;

cc = 8; (* Factor 8 approximated BGN exact Figure8 *)

F8 = (};

For[y = -3; i = 0, y < 1.16415, ++i, y += .001;
AppendTo [F8,

N[10 (LoglO[S1[10~y]*Expp[Psil[10~y]]]) + 10 Logl0[gdc[10~y11111;

cc = 7.519884824; (* Sqrt[n] exact § Figure9 ¥*)
F9 = {};
For[y = -3; i = 0, y < 1.16415, ++i, y += .001;
AppendTo [F9,
N[10 (LoglO[S1[10”y]] + LoglO[E]*Psi2[10%y]) +
10 LoglO[gdc[10*y]11]1];

{Correlation[F5, F2], Correlation[F6, F2],
Correlation[F8, F2], Correlation[F9, F2]}
(* Out[157]= {0.99928, 0.999748, 0.999485, 0.999835} *)

Energy flow density vector

wOg=Function[Sqrt[Pi~3/8]*M1[Sqrt[#]]"*3*Rho[#]3];
wOn=Function[#*-(3/2)];

wOnPunkt2Int=Function[- (wOn[#])~2+.897659];
wOgPunkt=Function[ (wOg[#+.00001] -wOg[#])/.00001];
wOgPunkt2=Function[ (wOg[#+.00001]*2-wOg[#]+2)/.00001] ;
wOgPunkt2Int=Function[- (wOg[#])*2+.897659] ;
kaOg=Function[Pi/4*M1[Sqrt[#]]~2*Rho[#]"2];
kaOg2=Function[Pi*2/12*M1[Sqrt[#]]~4*Rho[#]"4];
kaOg2n=Function[1l/3*#*(-2)];
ka0g2Int=Function[NIntegrate[kaOg2[tt],{tt,0,#}1]1;
ka0g2nInt=Function[-1/ (6*#1*(3/2))+1/(6*10~(3/2))+0.345818] ;

Plot[{-wOgPunkt2[t*2]-ka0g2[t*2]},{t,0,3},PlotRange->{-0.22,0.88},
PlotLabel->None, ImageSize->Full,LabelStyle->{FontFamily-
>"Chicago",10,GrayLevel[0] }]

Displacement line

b = xtilde;
Plot[{ (* Skipped ¥*)
Logl0[S2[10”y]], LoglO[S1[10”y]],Xline[y,Logl0[2]],

2*y + LoglO[2], 2*y - LoglO[xtilde]}, {y, -3.05, 3.05},
PlotRange -> {0.55, -5.05}, ImageSize -> Full,
LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 10,
GrayLevel[0] }]

b = 2.821439;

Plot[{ (* Skipped ¥*)

N[ (b*y)~3/(E~(b*y) - 1)], 10”N[2*LoglO[y] + Sin[2]]},
{y, 0, 0.15}, PlotRange -> {0, 0.2}]

(* Figurel2 *)
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Grey body

x=2.972456 10%-63;

y=8.6556 10%-64;

z=y 2~ (1/6)/3~(2/3) Q0~-.5;fff=Function[1/ (1+(#1/42)~2)1;
fff=Function[1/ (1+(#1/#2)42)];

ggg=Function[1/ (1+( (#1/#2) - (#2/41))~2)1;

hhh=Function[2* (#1/#2) / (1+ ($1/#2)*2)1;
Ek3=Function[1-0.0236820832f£ff[#1,#2]1];
Ek5=Function[1-0.5f£f£[#1,#2]]; (* Ek5 over-scaled ¥*)

Plot[{
2/3Sqrt[2]Ek3[10”xxx,20m0] ,0.942807, .920464, .930967739,
Xline[xxx,Logl0[20m0]]}, (* Epsilon T ¥*)

{xxx,-2+ LoglO[OmO] ,2+ LoglO[OmO]},PlotRange->{0.91,0.95}]

Plot[{ (* Figurel3 *)
2/38qrt[2]Ek3[10%xxx,2],0.942807,.920464, 0.930967739, (0.942807+.920464)/2,
Xline[xxx,Logl0[2]],Xline[xxx,Logl0[1.903]1]1},
{xxx,-2,2},PlotRange->{0.914,0.946} ,ImageSize->Full,PlotLabel->None,

LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",11,GrayLevel[0]}]

(* Epsilon T *)

aaa = LoglO[2];
bbb = xtilde (*2*Sqrt[2]%*);
cce = 1;

Plot[{ (* Figureld *)
10*Logl0[ (bbb*10” (zzz - aaa))”*3/(E*(bbb*10~(zzz - aaa)) - 1)],
10*Logl0[Ek3[10” (zzz - aaa), ccc]*((bbb*10”(zzz - aaa))”3/
(E~ (bbb*10% (zzz - aaa)) - 1))1,
10*Logl0[Ek5[10” (zzz - aaa), ccc]*((bbb*10”(zzz - aaa))”3/
(E”* (bbb*10” (zzz - aaa)) - 1))], 10*LoglO[Ek3[10”*(zzz - aaa), cccl],
10*LoglO0[Ek5[10* (zzz - aaa), ccc]],
Xline[zzz, LoglO[2]],Xline[zzz,0.35271201428301324],
10* (2*zzz + LoglO[2]), 10*(2*zzz - LoglO[xtilde]),
10*(2*zzz + Logl0[2*0.69281]), 10* (2*zzz - LoglO[xtilde] + LoglO[ (0.69281+.5)/2])
}, {zzz, -1.02, 1.02}, PlotRange -> {-10.25, 3.25}, ImageSize -> Full,
PlotLabel -> None, LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 12, GrayLevel[0]}]

Extrema 3

FindMaximum[10*Logl0[S2[10%zzz]], {zzz,-1.02,1.02}]

FindMaximum[10*LoglO[ (bbb*10* (zzz-aaa))*3/ (Exp[ (bbb*10% (zzz-aaa))]-1)1],
{zzz,-1.02,1.02}]

FindMaximum[10*LoglO[Ek3[10” (zzz-aaa) ,ccc] * ( (bbb*10* (zzz-aaa) ) *3/ (E* (bbb*10* (zzz-
aaa))-1))]1,{zzz,-1.02,1.02}]

FindMaximum[10*LoglO[Ek5[10” (zzz - aaa), ccc]*((bbb*10”(zzz - aaa))*3/
(E~ (bbb*10* (zzz - aaa)) - 1))]1,{zzz,-1.02,1.02}]

aaa = 0*LoglO[2];
bbb = xtilde (*2*Sqrt[2]*%*);
ccec = 0.5 (* Q(max) *);
Plot[{ (* Figurel5 *)
10*Logl0[S2[10%zzz]],
10*Logl0[Ek5[10%zzz, ccc]*S2[10%zzz]],
Xline[zzz, Logl0[2]], Xline[zzz,-3], 10*LoglO0[S2[10*-3]],
10* (2*zzz + LoglO0[2(1-0.0268)1]1),
10* (2*zzz + Logl0[2(1-0.5)])
(* 2 €eKmin *)},
{zzz, -3.8, 1.3}, PlotRange -> {-67.25, 10.25}, ImageSize -> Full,
PlotLabel -> None, LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 12, GrayLevel[0]}]
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aaa = 1*LoglO0[2];

bbb = xtilde;

ccec = 0.5;

Plot[{ (* Figurel6 *)
10*LoglO[ (bbb*10* (zzz - aaa))”3/ (Expp[bbb*10”(zzz - aaa)] - 1)],
10*LoglO[Ek5[10” (zzz - aaa), ccc]*((bbb*10”(zzz - aaa))”*3/

(E* (bbb*10” (zzz - aaa)) - 1))], 10*LoglO[Ek5[10%*(zzz - aaa), cccl],

Xline[zzz, Logl0[2]],X1line[zzz,0.35271201428301324]},
{zzz, -3.8, 3.4}, PlotRange -> {-67.25, 5.25}, ImageSize -> Full,
LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 10, GrayLevel[0]}]
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