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Abstract : The replacement of Lorentz transformations by new spatio -temporal
transformations gives results already known and others "undecidable” in the

theory of special relativity.

1 Introduction
Les transformations vectorielles de Lorentz sont

) (a)
(1.1)
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I) On suppose que 7 est orthogonal a l'axe de vecteur directeur 77 =

I'équation (a) devient :

t =t —o(FL +7).7]

par supposition la projection de 7 sur I'axe de vecteur directeur 71 est 7)) = 0

et 7..m =0, ce qui donne
t' =t (1.2)



et ’équation (b) s’écrit
=) = T A (= DL 7). A = ot

r

avec :
T{LIZ fl

ce qui en résulte avec (1.2)
7:;“ = —ovt'n

—
! —

on’a
r =

rLtr =Tt
' =r? 4 =t o™”

pour la lumiere , I'équation précédente donne
P2 — (22 1 2?
t =t
Les deux équations du systeme (1.1) donne le méme résultat.

IT) Dans les transformations vectorielles inverses de Lorentz
(')
(1.3)

t= (' + 747)
g )i+t (V)

=14y —1)(
on suppose que ' est orthogonal a I’axe de vecteur directeur 7 = % , (comme
pour le calcul de I’angle d’aberration) on’a

t =t + v +77)).7]
= P4 (y = D[ A7) AR A+ ot

—

=7+ |
par supposition la projection de 7' sur I'axe de vecteur directeur 77 est

7:;H =0etr .m=0
I’équation (a’) devient
t=n~t (1.4)
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la relation (b’) avec : 17, =7, et (1.4) est équivalente &

FHZUtﬁ
et
PETLET =TT
de norme
T2:Tl2+r2|_rl2+v2t2

pour la lumiere, on’a

l.e
t =t

qui n’est que 'équation (1.4).

On comparant (1.2) et (1.4), on voit que la position de ’événement par
rapport aux deux référentiels a une importance pour savoir dans lesquel le

temps se dilate.

2 Nouvelles transformations

2.1 Rappel

les transformations tres connues de I’espace-temps sont

- les transformations directes de Galilée (TG)[1]

/I xz—ut
xr = 17£
2

(2.2)
u

t, t*?x
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2.2 Les nouvelles transformations

On suppose

R
T r—kut (2.3)
t =kt

Avec 4 la vitesse du référentiel R’ par rapport au référentiel R au ropos
(schéma (1)) .

3t

O/

kat

schéma (1) : On prend seulement le plan des trois points O(observateur
fixe),0’(observateur mobile) ;M (point dans ’espace-temps), avec ¥ = OM,
— —
7' =O'M, kit = 00" .

- Pour trouver I'expression du facteur k , on remplace I’équation (1) dans

, . -2 .
I’équation 77~ — c*t”? = 0, ce qui donne

F— kit — Akt =0
7+ KAt — 2kt (Fad) — AR =0
r? + k*u?t* — 2krut cos(a) — k*? =0
Pour la lumiere, on’a c¢t’ = ket, i.e : v’ = kr :
2

r? + k2u—2 r? — 2k =y cos(a) — k*r?* =0
¢ c

2
1+ k32u—2 — ok cos(a) —k* =0
c c

on pose 3 =%



(1— Bk + 2k~ cos(a) — 1 =0 (2.4)
c
les solutions de I’équation de deuxieme degré en k sont

1
1 — 3?sin’(a)

fey =
8 S eos(ar) £

On appelle 'angle () 'angle entre 1'espace et le temps.

on va prendre seulement la valeur de k avec le signe (+) devant la racine
carré car I'autre solution ne vérifie pas un axiome de la distance (d(O, M) > 0).

Soit @ = 0 ou m, la solution ou il y’a le signe (-) devant la racine carré

donne ) .
k= ouk =
—1+p —-1-7
on’a pour la norme :
1711 = =7 < 0 ou 7] =~ < 0
1-0 1+
donc )
k= (2.5)
Beos(a) + /1 — B2 sin*(a)
les nouvelles transformation s’écrivent
=7 — ut ~ (1)
H cos(oz)—i-\/l—Z—2 sin? ()
(2.6)

t (2)

t =
= cos(a)—&—\/l—”:—g sin?(a)

- Si k ~ 1, on retrouve les TG comme pour les TL.

- Le facteur k peut s’écrire

=
St

I
313y

3\
I
=]

avec



3 Conséquences

3.1 Dilatation, contraction et invariance de ’espace-temps
De l'équation (1) de (2.6), on’a
A = dif — kiidt (3.1.1)

D’apres le schéma (1), si deux événement se passent en un méme point M
fixe par rapport a l'observateur O avec une différence de temps de dt , on’a
dr' = &dt (le point M est au ropos dans l’espace, non pas dans le temps), cette
différence du temps est équivalente a deux événement séparés dans 1’espace
et "simultanées” .

La relation (3.1.1) devient

dr'it' = dr(ii — kf) (3.1.2)
avec la relation (2.7), on’a
dr’ = kdr

= dt’' = kdt
qui est la relation (2) de (2.6).

Puisque ﬁ < k< ﬁ , il existe une relation entre I'angle o et § pour

laquelle £ = 1 qui est :

cos(a) = g (3.1.3)
- Si ﬁ < k < 1, on’a contraction de 'espace-temps.

-Sil<k< ﬁ, on’a dilatation de ’espace-temps.
- Si k =1, on’a invariance de l’espace-temps.

3.2 Effets Doppler
- Effet Doppler longitudunal :

Pour k(u, a0 = m) = 1_%, on’a d’apres (2.6)

r=r 4+
{ ' =e (3.2.1)




v
T = (1 + 1_@) r
c
, v
c
/ T
7”1 - °
1—u
(&
L, (3.2.2)
1 1
(&
- Pour un observateur qui s’éloigne d’une source de lumiere (émetteur) ou
vice versa, on’a
fo__ N\ _dr A
dri =\ = T = 17z

on’a la dilatation des longueurs et du temps ou de I'espace-temps.

La fréquence de la lumiere est donnée par

1 1-% u
F=r= TC:(l—E>f (3.2.3)
comme en physique classique.
- Pour k(u,a =0) =k = H%
Fl=r— 1%
{t_, T (3.2.4)
17 1+
= <1 — H?%) r
i1 = (1 _ H@)t
Tl =~
1ra@
{t_, . (3.2.5)
17 144

(les notations 7 et ¢ vont nous servir dans les prochins calculs).

Pour un observateur qui s’approche d’une source de lumiere (émetteur)

ou réciproquement, la fréquence de la lumiere est donnée par :
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=/ __ Y/ dr A T,
dr' =X =35 = 72 = kA
dt. T 1.

L =kT

{dt_/:T/:W_

on’a la contraction des longueurs et du temps ou de 'espace-temps

La fréquence de la lumiere est donnée par
f’—1—1+%—(1+“)f (3.2.6)
ST T c o
aussi un résultat classique
- Effet Doppler transversal
Pour k(u,%) = ——= =7 (facteur de Lorentz)
5
ﬁ t
62 (3.2.7)

ut)2

2 =74 "

2

u\2
=11+ (C)u2 r?
T2
7J2 — 1 742

)

ez

e (3.2.8)
%

= kt qu’on peut mettre sous

Qu’on peut déduire directement de la relation
la forme dr’ = kdr qui expriment la dilitation transversal de 1’espace-temps

La fréquence a pour expression
u2
f = = f (3.2.9)

comme en relativité réstreinte (RR)



- Remarque (a) :

(3.2.10)

ou 7} et 7/ sont définit en (3.2.2) et (3.2.5).

- Remarque (b) :
Pour une vitesse 4 colinéaire avec 7 ( cos(a) = +1), on’a d’apres (3.2.1) et

(3.2.4)
r=r"—kut
r=7'+kut

Puisque ct’ = r' = ket = kr :

r=kr — kut
S (3.2.11)
r = kr + kut
r=k(r—ut) (3.2.12)
r=k(r+ ut)
on déduit du produit des deux équations du systeme (3.2.12)
2
r? = kk(r —ut)(r + ut) = kkr? (1 - 3—2)

_ 1 9

kk = (3.2.13)

w2

c2

les formules (3.2.12) ont la méme forme que les TL (directes et inverses [3])
mais des transformations identiques et qui sont déterminantes des facteurs

k(u,7) et k(u,0).
3.3 Composition des vitesses
On’a d’apres (2.3)

dr' = dr — kil dt
dt' = kdt



la dérivation par rapport a dt’ est

dr' drF udt
de—dtdt’

dr' di kadt

At kdt  kdt
onposek::é

- dF
—=a— —1U
dt’ dt
donc
v =av—u (3.3.1)
qui est une nouvelle formule de composition des vitesse .
- pour k(u, ), ie,a=1—1%
W = (1 . 9) vt (3.3.2)
c
siv=c
v =c¢
- pour k(u,0), ie,a=1+%:
v = (1 + E) v—u (3.3.3)
c
siv=c,on’a
vV =c¢

- le cas générale se démontre de la méme maniere que pour les transformations
r’ 4+ ddt

iverses
3.34
{ =at ( )

la dérivation par rapport a dt est

~+ 3

dr  dr’ |t
dt — dt  dt

di  dr’ | dadt
dt — adt’  adt
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dt o \dt/ dt

7= k(v + 1) (3.3.5)

n’est quune autre fagon d’écrire la formule (3.3.1) (pour les transformations
inverses). - Calcul de la norme de ¢/

i = k(v + @)1

<y

LU
v.—
v

Uit = k(v.7 + @.7)
v = kv’ cos(w) 4+ ucos()] (3.3.6)
d’apres les relations trigonométriques dans un triangle, on’a :
ct’ ut

sin(a)  sin(w)

cos(w) = /1 — B2sin*(a)

L’élimination de la solution négative est dii a un axiome définissant la distance
(comme pour le facteur k) et la relation (3.2.6) devient

v:k{uawmo+v\/ffﬁiiﬁﬁﬁ]

, B cos(a) + /1 — B2sin?(a)
Beos(a) + /1 — B2 sin’*(«)

soit B/ = 2

(3.3.7)

V="

pour v/ = ¢, on’a
v=-c

La vitesse de la lumiere est invariante par les nouvelles transformations.
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3.4 Aberration de la lumiere

Pour simplifier, on suppose que le mouvement du référentiel R’ est dans
le plan (x,y) suivant ’axe (Ok) ou k est la projection orthogonale sur le plan
(x,y) du point M (source de lumiere) et les axes (0z),(0'z’) sont paralelles.
d’apres la relation (3.3.5), on’a

—
/

= k(v'.1 + u.n)

St

v.

avec 11 =

e |y

{v cos(a) = k[v' cos(a’) + u] (3.4.1)

vsin(a) = kv'sin(a’)
dans le cas ot v =0 =¢

cos(a) = k[cos(a) + ]
{sin(a) = ksin(’) (3.4.2)

La lumicre va en sens opposé a celui de I'axe (0'z’) avec o’ = —7.
L’angle ’d’aberration’ entre la lumiere provenant d'une étoile (source) et
I'observateur dans le référentiel au reops est : w = —(a + 7) et d’apres
(3.4.2), on’a
T u
tg(w) = —tg(a + 5) = cotg(a) = - (3.4.3)

c’est comme le résultat de la physique classique [4].

3.5 Formules mathématiques

- Expression du facteur k£ en fonction de 'angle o entre 7 et

Dans le cas d’un repére non orthogonal (x,y), on’a :

2=+ >+ 2.4
I? = 2 +y* — 2xy cos(a) (3.5.1)

2 = 1* — y* + 22y cos(a)

2
=11 ZZ/—Q +2 % % cos(a) (3.5.2)
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si on pose

r=r=ct
y = ut' (3.5.3)
l=1r"=ct

la relation précédente devient
2
9 /9 U 1w
r“"=r“|l1——+42-— cos(a
{ c? k c ( )}

on multiplient I’équation par le facteur %2

2
22 — 2 {(1 _ u_> 2otk cos(oz)}
c

2
or on sait que 1’ = ket = kr, i.e
2
<1_u_2> K42tk cos(a) —1=0
c c

qui est 1’équation (2.4).

On note le facteur k£ on fonction de I'angle «

( 1 .
k =k = 0
(U, Oé) ,Bcos(a)+\/1—52 sin?(a) L€ ] ’ ﬂ-]

— I — 1 ;
k(u,a+7) =k = PP Oy -y T si « €]m, 27| (3.5.4)

| kk =2

dans le cas ot o = 7, (orthogonalité de Iespace et du temps ) on’a

- 1
k=k=—
u2
2
- Expression du facteur k = % en fonction de I’angle # entre [ et v

D’apres la relation d’Al-kashi dans un triangle

2% = 1> + y* — 2ly cos(0)

2
r? = [? 1+:?—2—2%cos(0)
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avec (4.2) et v’ = kr, on’a

2

9 '9 U U
— 14+ — _—922 0
re=r { +02 Ccos()

donc

1

1
= - = (3.5.6)
h \/1+Z—22—2%cos(0)

dans le cas ou ¢ = 7, comme dans le cas ou on calcule I'abberation de la
lumere (@ L ') on ’a
r'=—"~—=hr
Vit
2
Pt
t=—
V c2

qui exprime la contraction de ’espace-temps.

= ht

- Si le mouvement du référentiel R’ est réctiligne et les points de départ et
d’arrivé appartiennent a une sphere dont le centre est le lieu de 1’événement,

i.e ||||| = ||7]|, (réalisation de la condition (3.1.3)) on’a
v ==t
(3.5.6)
=t

3.6 Explication de I’éxpérience de Michelson-Morley

On sait d’apres (3.5.1), (3.5.2) et (3.5.4) que dans un repere (L,1) quelconque,
les normes

L|?=L*+1*—2Llcos(a) a €]0,7]
L% =I1*+1?+2Llcos(a)  « €]m, 27]

s’écrivent

Ly =kL (3.6.1)
LY =kL (3.6.2)

et que - ~
L'? = LI} = kkL? = ~*L? (3.6.3)

14



est la norme dans un repere (L,1) orthogonal (ov = 7) qu’on peut écrire sous

la forme :
\/1— 32 -
2L = 2vL = b (k+ k)L (3.6.4)
1 — 3?sin’(a)

pour « =7, k= ﬁ k= ﬁ , on retrouve 'expression qui explique
I’expérience de Michelson-Morley sans avoir rerours a I’hypothese de Lorentz—FitzGerald
(L-f) £ = /1 — B2L.

Pour n’importe quelle position de I'interférometre par rapport a la source
de lumiere, I'hypothese de L-F doit avoir la forme

L =1L \/1_—52 (3.6.5)

1 — 32sin*(a)

_
pour o = 5

L' =1L

or on n’a pas besoin de cette hypothese qui n’a pas de signéfication physique
dans notre contexe et la relation (3.6.4) n’est qu'une autre fagon d’écrire la
relation (3.6.3) ou L’ est une norme dans la base (L,1).

3.7 Invariance de I’équation d’onde

La forme la plus simple de I’équation d’onde est

9% 0%
o5~ g2 =" (3.7.1)

on appliquant les équations de changement de variables

9 _ 96 0r' | 090t
or or’ or ot’ or

¢ __ 0¢ or' 0¢ o’

at — or' ot " ar ot
d’apres les formules ' = kr =L ¢/ =kt =1

or’ __ ot __
o =k et 5 =0

o _ ar’ _
m—k et 8t—0

le systeme antéprécédent devient :
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96 _ .00
or or!
96 _ .0
at ot

c2ot? O 2o or?
0%¢ B 0%¢ B

c2ot?  Or'?

k2( aQ(b 82¢> _ 82(25 aQ(b 0

(3.7..2)

L’équation d’onde dans le vide est invariante par les nouvelles transformations.

4 Cinématique relativiste :

4.1 Représentation vectorielle de 1’éspace-temps :

Au lieu de faire un changement de référentiel, on considere que le reférentiel
R est lié a I'événement qui se passe en son origine O et que un point M
animiné d’'un mouvment réctiligne uniforme avec une vitesse « qui se trouve

ﬂstant to = m =19 en M et & I'instant ¢t = m =17 en M avec
MM’ = 1=t (schéma : 2 ci-dessous), on’a :
r=7ro+ 7t (4.1.1)
Py =7 — Ut (4.1.2)
=7 —1
o

~1
Il
S

7o = Coto

schema : 2

on représente la relation (4.1.2) par

7y = (7,1) (4.1.3)
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d’apres (2) de (4.1.2) (avec changement de notation), on’a :

dty dty

dt = kdty = — =
" a Beos(a) + /1 — B2 sin’(a)

4.2 Vecteur vitesse
La dérivation de (4.1.3) par rapport a dty est

ary _ ((ar dl
dty  \ dto’ dto
dy dF dl
— = —,— 4.2.1
dt, (adt’ adt) ( )
c v
Co= | —,— 4.2.2
a=(57) (1.2:2)
de norme ) )
= % - % + 202008(@) (4.2.3)
) de

Pour a = %, on retrouve la pseudonorme du quadrivecteur vitesse (£,

la RR . ~
La norme d’un vecteur unitaire @ = (k7, k3) avec ||7i|| = 1 est
i =k*— k*B% 4+ 2kB cos(a) = 1 (4.2.4)

4.3 Vecteur accélération
La dérivation de (4.2.1) par rapport a dt, est
dr dl )

Pry  d
dtz — dty \adt’ adt
day _ (d(Z) d(@)
dto adt ’ adt
puisque ¢, est constante ( la vitesse de la lumiere suivant I'axe (O,M),
(4.3.1)

a

adt’ adt) =0

(d(é) d(%)

La norme de l'accélération est nulle dans la représentation vectorielle de

I’espece-temps .
17



5 Dynamique relativiste
5.1 Principe fondamental de dynamique relativitiste
On consideére que la vitesse ' n’est pas constante! (méme fagon de faire

qu’on RR), multipliant (6.3.1) par la masse my

d(moc) _ [d(™e) d(™s®)
oy _ (429 459) oo

qu’on note : . L
Fo=(F.F) (5.3.2)

Z . ﬁ) (5.3.3)

pour
Fo. o+ Gy F (5.3.4)

on’a le produit minkowskien de la RR .

et puisque Fo = 0, la relation (5.3.4) devient :
= F.

Rl

Q| oy

ISHIEST]

ie:
d moC d mo¥
S e (5.3.4)

adt ¢ adt

et la condtion (5.3.3) se réduit & F L & , i.e:
fLa (5.3.6)
avec F = kf =k d(%) comme en RR et (5.3.4) devient
iE
dt

18

fo (5.3.7)



5.2 Energie et impulsion
On multiplie la relation (4.2.2) par la masse my
. (moé' m(ﬂ_)')
moCo = | —— ——
a’ a

on pose :

P() = moc_’
P = mC — ¢
Ry

(5.2.1)

(5.2.2)

les deux premiéres équations du systeme (7.2) signéfient que la particule est

dans un champs qui se propage avec une vitesse finie c.

La relation (5.2.1) s’écrit

]3() = (ﬁ’ﬁ)

de norme

52 _ 52 =2

P =P +p°—2aPpcos(a)
puisque : aP = Py car ||¢|| = ||c|| = ¢, la relation devient

- =2

P?*=PFy +p*—2Pypcos(a)
si on pose

ﬁo = Eo/C
P=E/c
la relation (5.2.3) devient

— —

Ey = (E,jpe) = E — e
de norme
E? = E} + p*c* — 2E pccos(a)
si @ = 7, on’a la relation d’Einstein

E? = B} +p*c?

(5.2.3)

(7.3)

(5.2.4)

(5.2.5)

(5.2.6)

(5.2.7)

qu’on peut la déduire de la multiplication des deux équations suivantes :

E:E0+ﬁlc ,k’(Oé:ﬂ')
E=EFEy,—7pc ,kla=2r)

19
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avec toujours les notations
Xl - kXO
Xl - ];ZXO
X?2=XX =X}

X : une distance ou un temps ou une impulsion ou une énergie.

La relation (5.3.7) peut étre obtenue pas une autre maniere :

on’a d’apres le schéma (2)

et la relation (5.2.5) donne

d’apres (4.2.2)

dE —_— _—
E:fv af.c
dE f . .
@—EU f.CO

si f L @(condition (4.3.6)), on retrouve la relation (5.3.7).

5.3 Transformation des vecteurs implulsion et force :

e Transformation des vecteurs :

(5.2.9)

Un vecteur A(X,Y) dans R se transforme dans R’ en un vecteur A'(X’,Y")

selon les formules suivantes :

Y' =Y —kBX
X' = kX

(5.3.1)

par exemple, la transformation du vecteur vitesse V' (k¢, kv) dans R en vecteur

vitesse V/(k'C, k'U) dans R’ est

K'c = kkc

{Fdli;; = KU — kgc

20
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la deuxieme relation du systeme a pour conséquence
/
(5.3.3)

k=
K

on l'injectons dans la premere, on retrouve la relation de composition des

vitesse (3.3.5).
e Tranformation du vecteur impulsion P (£, kmo?)

{’; PkB (5.3.4)

du systeme par une masse my.

e Tranformation du vecteur force

{Kx Frer(f- ki) (535)
{ J=a(F- 1) (536)

{Ji: K (f’f 7)) (5.3.6)

6 Liens avec la mécanique quantique relativiste :

Les équations de correspondance entre les valeurs classiques et les opérateurs

E +— ihd
P> —ihV

donnent pour la relation (5.2.6)

2 2 2
S ey = | D gy e .
2 1/)(7‘,15)—{62(%2 Ve+i - cos(a) V| (7, t) (8.1)



ou

- V4

0? ma3c?
c20t? h?

+i % ?.ﬁ] G(F 1) =0 (8.2)

Poura =7 7= %0, on retrouve 1’équation de Klein -Gordon [5]

0? mac? .
[02(%2 -V } W(Ft) =0 (8.3)

Qu’on peut déduire de (5.2.8) pour k(a = ) et k(o = 27) , i.e
E? = EE = (Ey + pc)(Ey — D)

avec _ _
82¢(Ta t) _ 62¢(T1, 7717 tla tl) _ 8¢1 (Th tl) 8¢1 (fh tl)
ot? Ot,10t, oty oty
O _ 1 O,
ot? oty Oty
et _
Py 0y O,
(97“2 87“1 87“1
A=VV,
Pour a = 7, i.e k = k qui implique que : V =V, on’a
A=V?*=V.V; (8.4)

qui est une autre facon de ’'linéariser’ l'opérateur laplacien.
Il est aussi possible de déduire de (8.1) un potentiel U(r) (fonction hypergéométrique
confluente) qui vérifie

{VQ - (mgf +i % ﬁ)} U(r) =0 (8.4)

qui se réduit au potentiel de Yukawa dans le cas de v = 7 .

La relation (5.2.5) donne
—
I
moCy = ih (C—g/; 5 —?@/}) (85)

7 Mo C
— <E+?+z °0>¢(m):o (8.6)

h

Dont la norme est I'équation (8.1).
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7 Conclusion

A partir des nouvelles transformations, on’a retrouvé presque tous les
résultats existants en RR et d’autres qui mettent en lumiere 1’aspect 'élastique’
de l'espace-temps :dilation,contraction,galiléen, méme si ¥(O’) # 0 et que sa
représentation vectorielle permet de généaliser la célébre équation d’Einstein
E? = m? 4 p? avec : ¢ = 1 et de trouver une équation ”linéaire” pour la
fonction d’onde sans passer par les spineurs de Dirac.
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