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Naturalng formgq liczby jest jej wartos¢ wzgledem pewnej miary.

Leszek Mazurek
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1. Wstep.

Od niepamietnych czasow zakaz dzielenia przez zero stanowit powazny problem dla wszystkich ludzi
myslacych, ktorym ciezko byto zaakceptowacd to ograniczenie. Tym bardziej, ze intuicyjnie wydaje sie
ono bardzo sztuczne i nieuzasadnione. W niniejszej pracy podjgtem wyzwanie, aby bardzo uwaznie
przeanalizowa¢ ten problem i postarac sie zrozumie¢ z czego on wynika, dlaczego stanowi taka
trudnosé i ograniczenie oraz co nalezy zrobié¢, aby go rozwigzaé. Otrzymane rezultaty nie tylko
rozwigzuja ten problem, ale réwniez rzucajg catkiem nowe swiatfo, na rozumienie liczb, operacje na
liczbach i prawdopodobnie bedg miaty szereg konsekwencji w innych obszarach algebry, matematyki i
powigzanych z nig dziedzin jak fizyka, chemia czy astronomia. Zadziwiajace jest, ze problem ten

pozostawat bez nalezytego zrozumienia przez tak dtugi czas.



2. Rozumienie mnozenia i dzielenia liczb.

Aby poprawnie zrozumie¢ dzielenie liczb, a w szczegélnosci dzielenie przez zero, musimy rozpoczaé od
zrozumienia samego mnozenia. W ogdlnej postaci mnozenie mozemy przedstawic jako:

ab=c (1)
Wykonujac dziatanie mnozenia rozwigzujemy problem polegajgcy na tym, ze mamy dane ai b, szukamy
takiego c, ktore rédwne jest a-krotnosci b (a-krotnej sumie b). Dziatanie to mozemy zobrazowac tak:

a-b=7? (2)

Lub w postaci graficznej tak:

d
e

b

Rys. 1. Problem rozwigzywany przy mnozeniu

W przedstawionym na Rys. 1 przykfadzie

a=2,b=3 (3)
wiec
c=a-b (4)
¢ =2 —krotna suma 3 (5)
c=3+3 (6)
c=6 (7)

Jak zatem trzymajac sie takich bardzo podstawowych symbolicznych zapisow wygladac bedzie operacja
dzielenia? W ogdlnej postaci mozemy dzielenie przedstawi¢ jako:

—=b (8)



Czyli zadanie, ktéry chcemy rozwigzaé polega na tym, ze mamy dane c, ktére dzielimy na a
rownolicznych grup i pytamy, ile elementdéw jest w kazdej grupie?

C
p— (9)
a

Przedstawiona powyzej operacja dzielenia, przysparza matematykom sporo problemdéw, gdyz ma
jedno, ale za to znaczne ograniczenie. O ile w przypadku mnozenia nie mamy wiekszych probleméw,
aby mnozy¢ przez zero, gdyz dowolna liczba pomnozona przez zero (dowolna ilos¢ dodanych do siebie
zer) daje zero. O tyle w przypadku dzielenia, w mianowniku utamka, nie dopuszczamy dzielenia na zero
grup. Wykracza to poza nasze mozliwosci interpretacji takiego zjawiska na bazie zasad logiki i naszego
matematycznego rozumowania.

Patrzac na ogdlng forme mnozenia (1):

a-b=c (10)

oraz na zdefiniowane w (2) zadanie zwigzane z mnozeniem:

a*b=7? (112)

dzielenie mozemy réwniez zapisa¢ w nieco zmienionej formie:

a-?=c (12)

Czyli tym razem problem, ktéry mamy do rozwigzania mozna by opisac tak. Mamy dane a, co nalezy z
nim zrobié, aby otrzymadé ¢? Uzywajac nieco innych stéw. Jest dostepne a, chcemy dostac ¢, co mamy
zrobic?

d
—

Rys. 2 Problem rozwigzywany przy dzieleniu.

Kontynuujac przykfad z liczbami 2,3 i 6, zagadnienie podzielnosci wygladatoby w nastepujacy sposdb.
Mamy dane 2, chcemy dosta¢ 6, co nalezy zrobi¢? Odpowiedz: Wzig¢ trzykrotnosé (3 razy).

Postawione powyzej pytanie wydaje sie by¢ bardziej pierwotnym problemem, zazwyczaj staramy sie
go jednak rozwigza¢, stawiajac sprawe ,do géry nogami”, probujgc wyliczyé szukang wartosé -
dokonujac dzielenia ¢ na a rownych czesci.



Przeanalizujmy uwaznie inny przykfad, sprobujmy podzielié¢ 1 przez 2. Czyli przyjrzyjmy sie uwaznie co
oznacza symbol:

1
3 (13)

W tradycyjnym rozumieniu oznacza on, ze dokonujemy podziatu jedynki na dwa réwne zbiory. W
rezultacie tej operacji dostajemy dwa zbiory po ,, pdt”! Na pierwszy rzut oka wydaje sie to nieco dziwne,
bo dzielagc 1 przez 2 dostajemy tak naprawde dwa razy (dwa zbiory) po pot, a nie po prostu poét!
Stuchajac ze zrozumieniem zdania ,Jeden dzielone na dwa jest pét” dochodzimy do wniosku, ze jest
ono nie zgodne z tym, co obserwujemy. Bardziej poprawnie bytoby powiedzieé, ze ,Jeden podzielone
na dwie réwne czesci (na dwa réwne zbiory) daje pét w kazdej z nich”. Warto zauwazy¢, ze aby mdc
podzieli¢ w tym przypadku na dwa zbiory, to co dzielimy reprezentowane jest poczatkowo przez jeden
zbior. Zobrazujmy to klasyczne rozumienie dzielenia na rysunku.

1

1
1/2] |1/2

2

Rys. 3 Dzielenie 1:2.

Dziatanie odwrotne polegatoby na zsumowaniu, potgczeniu tych rozdzielonych zbioréw, jak pokazano
ponizej, czego wynikiem bytoby w rezultacie 1.

1
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=2 1—1 (14)
2 N 2

N| =

1

1
12| (1/2

2

Rys. 4 Odwrotnosc dzielenia i




W operacji mnozenia tgczymy tu dwa zbiory po pot, czego rezultatem jest otrzymanie jedynki, a $cidlej
mowigc jednego zbioru po jeden.

3. Dzielenie i mnozenie jako transformacja.

Zwrdéémy uwage, ze w klasycznej interpretacji utamka postugujemy sie analizg od géry w dét. Czyli
zaczynamy od licznika i idziemy do mianownika. Dzielimy jeden (licznik) na dwa (mianownik). Operacje
do niej odwrotng, czyli mnozenie przez dwa mozna rozumie¢ jako operacje w przeciwnym kierunku
przejscie od dotu do géry utamka. Zbieramy dwa (mianownik) i tworzymy jeden (licznik).

1
Dzielenie ~L - T Mnozenie
2

Rys. 5 Mnozenie i dzielenie jako operacje do siebie odwrotne

Sprobujmy przeanalizowad jeszcze jeden przypadek:

3
< (15)

Utamek ten przedstawia operacje dzielenia 3 przez 5, czytajac inaczej mamy trzy i chcemy je podzieli¢
na pie¢ réwnych grup. Rys. 6 przedstawia to dziatanie graficznie.

3

3/51(3/5 || 3/5][3/5 || 3/5

5

Rys. 6. 3 dzielone na 5.

Matematycznie mozemy to zapisac np. jak ponize;j.

3
H = — 16
3:5 = (16)

Realizujgc dziatanie odwrotne do powyzszego dostajemy operacje mnozenia, czyli:

Z.5=3 (17)



Albo graficznie:

3/5||3/5 (| 3/5||3/5|3/5

5

Rys. 7 MinozZenie 5 razy %

Uwaznie analizujgc powyzej przedstawione przyktady mozemy zauwazyé, ze w kazdym przypadku
mamy do czynienia tak na prawde z czterema liczbami, ktére opisuja wspdlnie pewnego rodzaju

przeksztatcenie (transformacje). | tak np. dzielenie % oznacza przeksztatcenie:

3
3:1-55 = (18)
5
Operacja odwrotna (mnozenie)
3
3:1«5 = (19)
5
Lub zapisana od lewej do prawej
3
5 - g -»3-1 (20)

Dzielenie 1 przez 2 rozpisane na cztery liczby tworzace transformacje

1-1-2 = (21)

Operacja odwrotna (mnozenie)

1
1122 (22)

Operacja mnozenia pokazana na poczatku tego rozdziatu

2-3 -6 -1 (23)



. - .6 6
Operacja do niej odwrotna reprezentujgca 3 lub >

2:-3 6 -1 (24)

Zwréémy uwage, ze operacja dzielenia powoduje transformacje, ktdora jest odwracana przez
transformacje zwigzang z operacjg mnozenia.

3

Analizujgc powyzszg notacje od lewej do prawej mamy 3 (czyli trzy jednosci), ktére rozdzielamy
(transformujemy) na 5 réwnych czesci po % Nastepnie, transformujemy, tgczymy 5 razem (pomnozone

5 razy) przywracajg nam poczatkowe 3 jednosci.

1 1
“ /7
Dzielenie g Mnozenie
El \§
5 5

Rys. 8 Dzielenie i mnozenie jako transformacja przezg
Kolejny przyktad ponizej (Rys. 9) mozemy przeczyta¢ w nastepujacy sposob.

Dzielenie: Mamy szesc¢ jednosci (czyli sze$¢ razy po jeden, sze$¢ elementdw po jeden, szes¢ zbioréw po
jeden) i transformujemy je na trzy réwnoliczne zbiory (grupy elementéw) po dwa w kazdym zbiorze.

Z kolei mnozenie: Mamy po dwa elementy w trzech réwnolicznych grupach i transformujemy je w szes¢
grup po jeden (w skrdcie szes¢ jedynek mozemy nazwad po prostu szesc).

1 1
) 6)’
Dzielenie 3 Mnozenie
2‘( K2

. . Lo . 6
Rys. 9 Dzielenie i mnozenie jako transformacja przez e

|1||1||1(|)11||1||1|
Dzielenie Mnozenie
V.4

L2 J[ 2 J[ 2 |

Rys. 10. 6 grup po 1 <-> 3 grupy po 2.
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Zazwyczaj w tego typu dziataniach wystepuje z pewnych powodéw liczba 1, ktéra czesto w formalnym
zapisie matematycznym jest pomijana, jednak jest to jedynie pewien szczegdlny przypadek i nie musi
tak by¢. W przyktadzie ponizej widaé, ze tego typu rozumienie mnozenia i dzielenia rownie dobrze
funkcjonuje w przypadkach bardziej ogdlnych.

6 6
“ /7
Dzielenie % Mnozenie
3‘( K3

Rys. 11. Dzielenie i mnoZenie jako transformacja przez "

| 6 || 6 |
. . 2 ..
Dzielenie { 4 f Mnozenie

L s s s J 3 |

Rys. 12. 2 grupy po 6 <->4 grupy po 3

Przyktad ten mozemy przeczytac nastepujgco.

Dzielenie: Mamy dwie grupy po szes¢ elementow i transformujemy je (dzielimy) na cztery grupy po
trzy elementy.

Mnozenie: Mamy cztery grupy po trzy elementy i transformujemy je (faczymy, wykonujemy dziatanie
odwrotne do dzielenia, czyli mnozymy) w dwie grupy po szes$¢ elementow.

Jak wida¢ z powyzszych przyktadéw zaréowno w przypadku mnozenia jak i dzielenia dokonujemy tak
naprawde jedynie pewne] transformacji, czyli przeksztatcenia dwédch liczb w dwie inne liczby. W
przyktadzie powyzej dokonywalismy przeksztatcenia pary (2,6) w pare (4,3).

(2,6) & (4,3) (26)

W przyktadzie tym dwie liczby 2 i 4 definiuja transformacje, to liczby stanowigce omawiany ufamek%

(szkto powiekszajgce na Rys. 13). Pozostate dwie liczby 6 i 3 podlegajg tej transformacji w jedna lub
druga strone.

11



Rys. 13 Utamek %jako szkto powiekszajgce.

W przypadku dzielenia utamek méwi nam, ile grup transformujemy (w tym przypadku dwie), w ile grup
docelowych (w tym przypadku 4).

W przypadku mnozenia (przeciwny kierunek) transformujemy cztery grupy w dwie docelowe.
Majac zdefiniowang transformacje dokonujemy przeksztatcenia.

W przypadku dzielenia przeksztatcamy 6 (jako liczno$¢ grupy poczatkowej) w 3 (licznosé grupy
docelowej).

W przypadku mnozenia (przeciwny kierunek) przeksztatcamy 3 (licznos$¢ grupy poczatkowej) w 6
(licznos¢ grupy docelowej).

Dzielenie:

2 grupy po 6 elementéw — 4 grupy po 3 elementy

Mnozenie:

2 grupy po 6 elementéw « 4 grupy po 3 elementy (jako dziatanie odwrotne do dzielenia)
Lub

4 grupy po 3 elementy — 2 grupy po 6 elementéw

tatwo zauwazy¢, ze stosunek zdefiniowany przez utamek % (definiujacy transformacje) jest taki sam jak

stosunek pomiedzy licznoscig grupy docelowej, a licznoscig grupy poczgtkowej dzielenia z.

2_

3
c (27)

iloS¢ grup poczatkowych  licznos¢ grupy docelowej

= 28
io$¢ grup docelowych liczno$¢ grupy poczatkowej (28)

W przypadku dzielenia dokonujemy transformacji 6 poprzez stosunek zapisany w utamku %w rezultacie

otrzymujemy 3.

2
L2 29
6 2 3 (29)

12



ilo$¢ grup poczatkowych

liczno$¢ grupy poczatkowej - = liczno$¢ grupy docelowej (30)

ilo$¢ grup docelowych

Zauwazmy, ze utamek (w omawianym przypadku Z) nie moéwi jednoznacznie o licznosci grupy

poczatkowej, ktdrg jest zdolny przetransformowac do grupy docelowej. Méwi on jedynie o pewnym
stosunku, ktéry interpretujemy jako stosunek liczbowy pomiedzy licznoscig grupy docelowej i
licznoscig grupy poczatkowej. Czesto domyslnie przyjmujemy, Zze liczno$é elementéw grupy
poczgtkowej jest 1. Mowigc, ze dwa, rozumiemy przez to dwie jednosci, ktére dzielimy na cztery czesci,
jednak to co faktycznie jest przedstawione to jedynie ilo$¢ grup poczatkowych - 2 oraz ilo$é grup
docelowych - 4, tej transformacji oraz stosunek pomiedzy nimi %. Poréwnajmy ponizsze przyktady w

kazdym z nich uzywamy tego samego utamka do transformowania innych liczb.

2
6223 (31)
| 6 | 6 |
. . 2 L
Dzielenie * 4 f Mnozenie
L s s I s | 3 |

Rys. 14 2 grupy po 6 <->4 grupy po 3

2
R 32
10 2 5 (32)

| 10 | | 10 |
. . 2 .
Dzielenie ; 4 f Mnozenie

s s s 5 |

Rys. 15 2 grupy po 10 <->4 grupy po 5

2--=1 (33)

L 2 [ 2 |
. . 2 L
Dzielenie ; 4 f Mnozenie
ElERENER

Rys. 16. 2 grupy po 2 <->4 grupy po 1.

Ogdlnie mozemy powiedzieé, ze utamek " reprezentuje:

a) Transformacje dwdch grup w cztery grupy

13



| I
2

Dzielenie
\

Rys. 17. Transformacja 2 grup w 4 grupy.

b) Stosunek pomiedzy licznoscig grupy docelowej I:I, a licznoscig grupy poczatkowej I:I

2
1 4

Rys. 18. Stosunek miedzy licznosciami grup w transformacji przez utamek

Ale rowniez reprezentuje on dziatanie do niego odwrotne, czyli mnozenie (czytajac odwrotnie, czyli od
dotu do gory) (Rys. 13):

a) Transformacje czterech grup w dwie grupy

| | |
2 .
4 f Mnozenie
L

Rys. 19

b) Stosunek liczbowy pomiedzy licznoscig grupy docelowej |:|, a licznoscig grupy poczatkowej

I:I. Jednak w tym przypadku poruszamy sie od dotu do gory, czyli transformujemy odwrotnie,
dlatego utamek, aby to uwidoczni¢ powinien zosta¢ odwrdcony

Rys. 20 Stosunek miedzy licznosciami grup w transformacji przez utamek odrotny

4. Utamek jako element transformujgcy sam siebie.

Jezeli w omawianym przykfadzie jako licznos¢ grupy poczatkowej przyjmiemy cztery, to w rezultacie
otrzymamy licznosé grupy docelowej, czyli dwa.

2
i 34
4 2 2 (34)

14



| 4 | | 4 |

Dzielenie *42{ f Mnozenie

L2 2 | 2 | 2 |

Rys. 21

Jak widzimy w takim przypadku utamek % nie tylko méwi o przeksztatceniu dwdch grup w cztery

(strzatka czerwona na Rys. 22), ale rdwniez pozwala na transformacje licznosci grypy poczatkowej 4 w
liczno$¢ grupy docelowej 2 (strzatka niebieska na Rys. 22)

Zn

4.%0=2
4

Rys. 22

Z przyktadu tego widac, ze utamek posiada te ceche, ze potrafi przetransformowac sam swoje elementy

sktadowe. W tym przypadku %transformuje 4 - 2.

W przypadku ogdlnym utamek

licznik
— (35)
mianownik
pozwala przetransformowac
mianownik — licznik (36)

5. Ujednolicenie mnozenia i dzielenia.

Z powyzej przedstawionych przyktadéw, wyraznie widac, ze zarowno mnozenie jak i dzielenie mozna
sprowadzi¢ do jednej operacji arytmetycznej — transformacji.

Dokonujac dzielenia rozpoczynamy od pewnej ilosci grup zawierajgcych pewne licznosci elementow i
przeksztatcamy je w inng ilos¢ grup zawierajgcych inne licznosci elementow.

Dokonujgc mnozenia réowniez rozpoczynamy od pewnej ilosci grup zawierajgcych pewne licznosci
elementow i przeksztatcamy je w inng ilo$¢ grup zawierajacych inne licznosci elementéw.

Oba te dziatania méwig dokfadnie o takim samym rodzaju operacji - transformacji. Oznacza to, e
nie sg to réine operacje, ale jedna. Operacja transformacji (mnozenia i dzielenia) zachowuje proporcje
w taki sposob, ze zwiekszajac (lub zmniejszajac) ilos¢ grup w czasie transformacji n-razy, zmniejszamy
(lub zwiekszamy) ilos¢ elementdéw w grupie w tej samej proporcji - réwniez n-razy.

15



W przypadku mnozenia:

n-razy mniej grup

4.2 =2 -4
"

n-razy wiecej elementéw
w grupie

Rys. 23

n-razy wiecej grup

/7 N\
4.2 =8
N

n-razy mniej elementéw
w grupie

Rys. 24
W przypadku dzielenia:

n-razy mniej elementéw

Nru pie

n-razy wiecej grup ( = 0,5

1NN}

Rys. 25

n-razy wiecej elementéw
w grupie

/

=2

n-razy mniej grup (

N[

Rys. 26

Jedynka zaznaczona w przyktadzie na szaro jest zazwyczaj pomijana w matematycznej notacji jednak
dla petnego zobrazowania zachodzacych transformacji mozemy jg uwidocznié.

6. Przemiennos¢ mnozenia

Traktujgc mnozenie jako transformacje grup elementéw w inng ilo$¢ grup elementdw mozna
zobrazowad przemienno$¢ mnozenia. Zwréémy uwage, ze przy kazdej transformacji zachowana jest
proporcja

16



ilo$¢ grup poczatkowych  licznos¢ grupy docelowej

= 37
ilo$¢ grup docelowych liczno$¢ grupy poczatkowej (37)

2 l | 2 l | 2 l 2-razy wiecej grup
3
{ Mnozenie 3:2 =6
6 2-razy mniej elementéw
A | | NN N N | w grupie
Rys. 27
> I | > | 3-razy wiecej grup
2
{ Mnozenie 2-3 =6
6 3-razy mniej elementéw
A | | NN N W grupie
Rys. 28
> ” > | 2-razy mniej grup
2

; Mnozenie 23 6

1 2-razy wiecej elementow
6 | W grupie

Rys. 29

7. Wprowadzenie do operacji wybierania.

Zaprezentowane powyzej operacje dzielenia i mnozenia zachowujg ilos¢ przed i po operacji. Wydaje
sie, ze zmieniajg one jedynie ,forme” liczb, zachowujgc w tym samym czasie ich catkowitg wielkosc.
Jezeli zsumujemy diugosci prostokatéw w przedstawionych przyktadach, ich catkowita dtugos¢ przed i
po operacji bedzie doktadnie taka sama. Dla mnozenie i dzielenie jest to wymagana ich cecha, ale
mozemy sobie wyobrazié¢ operacje, pozbawiong takiej wtasnosci.

Dla przyktadu: Mamy 7 elementdéw i zabieramy 5 z nich. Mozemy powiedzie¢, ze wybieramy 5
elementow z siedmiu.

17



Lo b Jp e Jpe Jp e g gf e |
7
*Wybieranie
5

K I | | |

Rys. 30

W przypadku wybierania mozemy miec jeszcze inny przypadek. Niekoniecznie musimy wybieraé pewng
ilos¢ elementow, mozemy rowniez wybraé pewng cze$é catosci (Rys. 30 i Rys. 31).

7
1
{ Wybieranie
1
5

Rys. 31

Operacja wybierania jest odmienna od operacji mnozenia i dzielenia w ten sposéb, iz nie zachowuje
ona catkowitej ilosci, lecz zmienia jg w trakcie operacji. Sumaryczna ilo$¢ po operacji moze i zazwyczaj
jest inna, niz przed jej wykonaniem.

W przypadku operacji wybierania oprdcz skalowania w dét 7 — 5 mozliwe jest rowniez skalowanie w
gore 5 — 7, taka operacje rowniez bedziemy nazywac wybieraniem. Cho¢ nie jest mozliwe wybranie
wiekszej liczby elementow z mniejszej, to jednak mozemy tego typu operacje interpretowac jako chec
wybrania np. 7 elementdw, choé dostepne jest jedynie 5.

8. Formalna definicja transformacji (mnozenia, dzielenia, wybierania).
Zdefiniujmy nastepujgce zmienne.
g1 — poczatkowa ilos¢ réwnolicznych grup transformacji
[1 —liczno$¢ elementow w kazdej z poczatkowych grup
g2 — koncowa ilo$¢ réwnolicznych grup transformacji
[2 — licznos¢ elementéw w kazdej z koricowych grup
Transformacja T nazwiemy przeksztatcenie pary (g1, (1) w pare (g2,12)
T(g1,11) - (g2,12) (38)

18



Wspétczynnikiem transformacji (p) lub (elementem transformujacym) nazwiemy stosunek liczbowy
zdefiniowany ponize;j:

p= i—i (39)
gl-p=g2 (40)
Lub
p= i—i (41)
-p=12 (42)

Zauwazmy, ze p transformuje jeden z elementdéw transformacji, badz to ilos¢ grup lub ich liczno$¢ w
zalezno$ci od przypadku.

Transformacje nazwiemy petng lub catkowitg, jezeli zachodzi warunek:

V(g1,g2,11,12) (g1-11 = g2-12) (43)

(formalnie: g1-krotna suma l1 = g2-krotnej sumie [2)

W przypadku transformacji petnej zachowana jest proporcja pomiedzy ilosciami grup oraz ilosciami
elementdéw w grupach jak ponize;j:

gl 12
Z_ = 44
g2 1 (44)
iloS¢ grup poczatkowych  licznos¢ grupy docelowej (45)
iloé¢ grup docelowych  liczno$é¢ grupy poczatkowej
Transformacje nazwiemy niepetng lub niecatkowitg, jezeli nie zachodzi warunek:
V(g1,g2,11,12) (g1-11 = g2-12) (46)

19



Transformacje petng nazwiemy mnozeniem, gdy g2 = 1.

T(g1,11) > (1,12)

wtedy,
gl-l1=1-12
11-g1=12
Wspoétczynnikiem transformacji p jest:
_ 12
P= 1
_g1
P=7

; Mnozenie
1

12 |

Rys. 33

Transformacje petng nazwiemy mnozeniem, gdy [2 = 1.

T(g1,11) - (g2,1)

wtedy,
gl-l1=g2-1
gl -l1=g2
Wspétczynnikiem transformacji p jest:
_ 92
i
P=7

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)
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g1l
; Mnozenie
g2

I | | s

Transformacje petng nazwiemy dzieleniem, gdy g1 = 1.

T(1,11) - (g2,12) (57)
1-11=g2-12 (58)
1=g2-12 (59)
n_ 12 (60)
g2
Wspétczynnikiem transformacji p jest:
11 L 12 61
i (61)
1 12 (62)
g2 1
= 1 63
P=3 (63)
11 |
{ Dzielenie
|2 | 2 ] 2 |- [ 2 |
Rys. 35
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Transformacje petng nazwiemy dzieleniem, gdy [1 = 1.

T(g1,1) - (92,12)
gl-1=g2-12
gl=g2-12

g1 _

= g2
1z~ 9

Wspétczynnikiem transformacji p jest:

g1l
{ Dzielenie
g2

2 | 2 ] 2 |- [ 2 |

Transformacje niepetng nazwiemy wybieraniem, gdy g1 = g2 = 1.

T(1,11) - (1,12)

Wtedy,
2 12
n un
1 L2 _ 12
1
Wspétczynnikiem transformacji p jest:
12
P=n

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)
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11 |

1
; Wybieranie
1

12 |

Rys. 37

Transformacje niepetng nazwiemy wybieraniem, gdy [1 = [2 = 1.

T(g11) - (92,1) (74)
Wtedy,
2 2
92_ 92 75)
gl g1
g2
1-—=g2 76
9119 (76)
Wspétczynnikiem transformacji p jest:
g2
= — 77
P= 1 (77)

Zaréwno mnozenie, dzielenie jak i wybieranie sg roznymi formami zdefiniowanej w (38) transformacji.
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Nazwa operacji | Definicja Wspétczynnik transformacji (p) | Przeksztatcenie
transformacji 11-12
gl - g2
Transformacja T(g1,11) - (g2,12) pl,p2 1-pl1=12
(postac ogdlna) gl -p2=g2
Mnozenie T(g1,11) - (1,12) 2 - 9_1 -
1 1
seni 1 1
Mnozenie T(g1,11) - (g2,1) 1 g1 - <= g2
. . 1
Dzielenie T(1,11) - (g2,12) 1 - —=p
g2 g2
Dzielenie T(g1,1) » (92,12) 1
_ 1-—=g2
12 9 =Y
Wybieranie T(1,11) - (1,12) 2 2
— n-—==12
1 1
. . 2 2
Wybieranie T(g1,1) = (g2,1) g< g1 - 9= _ 92
g1 gl
Tabela 1

1, .2
9. Czy 5 réwne jest " ?

, . 1 2 ) . .
Sprawdzmy co otrzymamy z poréwnania Jorazo rozumianych jako transformacje.

1
2

T(1,11) - (g2,12)

T(1,1) - (2,12)

Tabela 2
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BN

T(g1,1) - (g2,12)

T(2,1) = (4,12)

1- L _ 2
T T [
1 2
1 4
2°2 4
) L w2 || 2 || w2 || 12|
2="=
4 Rys. 40
12—1
T2

T(21) - (4, %)

Lub
T(1,11) - (g2,12)
2
T(1,2) - (4,12) 1
1 - 1 =12
g2
2 1 =12 4
4 e || v || e || 12 ]
12 = 2
= Z Rys. 41
12 = 1
"2
T(1,2) - (4 1)
’ "2
Tabela 3

Jak widzimy w kazdym przypadku wynik dzielenia (2 réwny jest % i pod tym wzgledem mozemy
powiedzie¢, ie% = %, ale jak réwniez tatwo zauwazy¢ kazda z przedstawionych powyzej transformacji

jest inna, co wskazuje na odmiennos¢ SiT Propozycja wyjasnienia tej sytuacji zostanie przedstawiona
w dalszej czesci tej pracy.
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10. Dzielenie przez zero jako transformacja.

Sprébujmy przeanalizowac %jako transformacje.

T(1,11) - (g2,12)
T(1,1) - (0,12)
| 1 |
11 1 =12
7 1
i
5=
1 0
2=3 10
1
T, - (0' 6) Rys. 42

Tabela 4

Jak wida¢ wynikiem transformacji %jest 12 = % . Jaki jest sens tego wyniku? Jest to cos, z czym nie
bardzo potrafimy sobie poradzié, nie umiemy podzieli¢ 1 na zero grup, préba podzielenia % prowadzi
nas tak naprawde réwniez do symbolu % . Pytanie, czy aby koniecznie musimy to robi¢? Poréwnujac to
co otrzymalismy do przyktaddéw z % lub % powyzej widzimy, ze potrafimy zobrazowac transformacje,

lecz mamy problem ze zobrazowaniem wyniku. Byé moze sensem dzielenia, NIE jest, tak jak je
rozumie wspodtczesna matematyka, tak naprawde wynik [2, lecz sama transformacja? Mozna by

powiedzie¢, ze nie mamy tak naprawde problemu z symbolem %, problem pojawia sie, gdy zaczynamy
go oblicza¢, gdy chcemy go sprowadzic do liczby postaci 5, 7 lub jakiej$ im podobnej. Jak sobie poradzic¢

z 5 zostanie wyjasnione w dalszej czesci niniejszej pracy.

1, .1
11. Czy 5 réwna jest > ?

Otéz nie jezeli myslimy o dwdch réznych transformacjach, a mozemy o nich myslec jak to widaé z
przedstawionych ponizej przyktadéw. Zacznijmy od klasycznego dzielenia doktadnie jak to byto juz

pokazane wyzej. Traktujgc % jako transformacje dzielenia otrzymamy.

%jako dzielenie:

%jako dzielenie

T(1,11) > (g2,12)

T(1,1) - (2,12)

n-Lop
g2
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| w2 || 12 |
Rys. 43
Tabela 5
Jednak % mozemy rowniez rozumiec jako wybieranie:
%jako wybieranie
T(g1,1) - (92,1) | gL
T(2,1) - (1,1) 2
g2 ‘
gl - —=g2
g1 1
o 1, L |
5=
Rys. 44
Lub
T(1,11) - (1,12)
T(1,2) - (1,1) 2
1 2 _ 12 1
1 '
1 —
2 5= 1 1
| 1 |
Rys. 45
Tabela 6

Zwroémy uwage, ze stosunek % ma te ceche, ze dokonuje on transformacji z dwdch grup poczatkowych
g1 do jednej grupy docelowej g2 (Rys. 44) lub z podwdjnej licznosci poczatkowej I1 do pojedynczej
licznosci konncowej [2 (Rys. 45).
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Rys. 46

Czy istnieje sposob, ktéry pozwala pogodzic¢ tak rdzne wyniki i rézne mozliwosci interpretacji pomiedzy
dzieleniem i wybieraniem?

To co jest jednakowe w obu przedstawionych powyzej przyktadach to to, ze wspétczynnik transformacji

p stosunek liczbowy, ktéry dokonuje transformacji jest w obu przypadkach réwny% .

T(1,11) - (g2,12) (78)

W przypadku dzielenia poczatkowe [1 = 1 transformowane jest przezp = %do 12 = %

1N
1.§=_

Rys. 47

W przypadku wybierania poczatkowe [1 = 2 transformowane jest przez p = %do [2 = 1. Tak samo

jest w przypadku transformacji licznosci (Rys. 45).

Rys. 48

Rdéznica miedzy dzieleniem, a wybieraniem w przedstawionych powyzej przyktadach polega na tym, ze
w przypadku dzielenia odczytujemy utamek niejako od géry w doét. Jeden dzielimy na dwa, dostajemy

pO'f.
2

Rys. 49

W przypadku wybierania czytamy utamek od dotu do géry. Z dwdch wybieramy jeden, wybieramy pot.

2
2

W obu przypadkach méwimy o potowie w pierwszym , dzielimy na pét” w drugim ,wybieramy pot”.
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To co jest najwazniejsze to stosunek, ktéry w kazdym przypadku jest taki sam. Stosunek, ktdry za
kazdym razem otrzymujemy pomiedzy wynikiem, rezultatem transformacji, a poczatkiem, wartoscia
poczatkowa od ktérej rozpoczelismy transformacje.

1

2 1 1
T T

Aby ujednolici¢ rozumienie 5 symbol ten nalezy interpretowaé jako stosunek pomiedzy dwoma

»stanami” pewnej transformacji stanem koiicowym w liczniku i stanem poczagtkowym w
mianowniku.

12. Jakie jest znaczenie licznika i mianownika utamka dokonujacego transformacji?

Stosunek liczbowy, ktory jest elementem ,,przetwarzajgcym” w transformacji dokonuje przeksztatcenia
elementu poczatkowego w rezultat, wynik transformacji. Mozemy powiedzie¢, ze element poczatkowy
transformacji jest tym od czego zaczynamy, czyli czyms co mamy, co jest, dlatego w dalszej czesci tej
pracy nazywac go bedziemy miarg (miarg bazowa), oznacza ona stan poczatkowy, to co jest dane.
Nastepnie miara bazowa (element poczgtkowy) przeksztatcany jest, transformowany poprzez stosunek
liczbowy w element wynikowy, koncowy, rezultat transformacji. Element ten oznacza co$ co
uzyskujemy w transformacji, wynik przeksztatcenia, moze on tez oznacza¢ cos$ co chcemy uzyskac, cos
czego sie spodziewamy, co$ czego oczekujemy jako rezultat transformacji. Element ten bedziemy w
dalszej czesdci pracy nazywalé wartoscig (wartoscia wynikowa), wynikiem transformacji, wartoscig
oczekiwana.

transformacja

. wartosc¢ , .,
Mmiara - —————— =wartosc

miara

|

stosunek

Rys. 52
Dwa proste przyktady ponizej:

. L3, .
a) Dzielenie " (dzielenie trzech na cztery)
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transformacja

VRN

.3
4

|

stosunek

1 3
4

Rys. 53

Dzielenie % oznacza transformacje polegajacg na przeksztatceniu trzech grup po jeden i rozdzieleniu

ich na cztery grupy po %.

b) Wybieranie % (wybieranie trzech z czterech)

transformacja

7N

4.3 -3
4

|

stosunek

Rys. 54

Wybleranlezoznacza transformacje polegajaca na wybraniu z czterech elementéw, trzech elementow.

Jak widac¢ stosunek liczbowy dokonujacy takiej transformacji jest rowniez % i jest to stosunek pomiedzy
wartoscig wynikowg (trzy), a miarg bazowg (cztery).

Jak wida¢ w obu przypadkach ten sam stosunek % dokonuje opisanej transformacji i jest on rowny

stosunkowi pomiedzy wartoscig wynikowa (wynikiem transformacji), a miarg bazowa (poczatkiem
transformacji). W obu przypadkach s3 one sobie réwne.

13. Stosunek liczbowy jako naturalna forma liczby.

Liczba jest zawsze pewng wartoscig odnoszacg sie do pewnej miary ,podstawowej”, wiec najbardziej
naturalng jej formg jest utamek — stosunek liczbowy. Méwi nam on jaka liczba ma wartos¢ wzgledem
czegos, co uznajemy za miare podstawowa.

Naturalng forma liczby jest jej wartos¢ wzgledem pewnej miary.

wartos¢
miara
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Miara oznacza bazowg, podstawowgq, dostepng ilos¢ elementow lub wielkos¢, natomiast wartosé
okresla ilos¢ elementdw lub wielkos¢, ktore wybieramy, ktdre chcemy uzyskaé, wielkos¢, ktorg liczba
definiuje, okresla w odniesieniu , w stosunku” do swojej miary podstawowej. Nawet gdy méwimy o
liczbach catkowitych 2, 5, 7 ... itd. to domysInie zawsze odnosimy je do miary przyjetej za podstawows,

czyli do 1. Odpowiednio 2 to % (dwukrotnos¢ liczby 1), 5 to ; (pieciokrotnosc liczby 1) itd. Nawet liczby

niewymierne jak v2, réwniez domyslnie odnoszg sie do miary 1 i tak naprawde V2 oznacza ? Chociaz

zazwyczaj tego wprost nie pokazujemy, to kazda liczba wskazuje na wartos¢ odnoszac sie do mniej (w
przypadku nie utamkéw) lub bardziej (w przypadku utamkdéw) jawnie wskazanej miary. W przypadku
utamkéw miara moze by¢ bardzo rdzna i nie zawsze musi by¢ jeden.

Dla przyktadu % oznacza stosunek liczbowy

a) W przypadku dzielenia jest to stosunek pomiedzy efektem dzielenia, a poczatkiem dzielenia,
czyli tym co zostato podzielone.

efekt dzielenia (wartos$¢)

79
to co zostalo podzielone (miara) (79)
Jeden dzielimy na 2.

1
1:2 = — 80
> (80)

1
efekt dzielenia (wartosc) 72 1 (81)
to co zostalo podzielone (miara) 1 2

b) W przypadku wybierania jest to stosunek pomiedzy efektem wybierania, a tym z czego

wybieramy
efekt wybierania (wartos¢) (82)
z czego wybieramy (miara)
W tym przypadku wybieramy 1 z 2.
efekt wybierania (warto$¢) 1 (83)

z czego wybieramy (miara) 2

Aby zobrazowac przedstawiane w niniejszej pracy idee przedstawmy liczby traktujac je jako utamek,
stosunek liczbowy warto$ci do miary. Kazdg liczbe mozemy przedstawi¢ w takiej postaci, zaznaczajac

na osi poziomej miare, a na osi pionowej wartosé. Konkretnym liczbom postaci %(W — wartos¢, m —
miara) odpowiadaé bedg punkty o wspdétrzednych (m, w). Na wykresie ponizej przedstawiono liczbe

% (wartosc¢ =2, wzgledem miary=3), punkt o wspédtrzednych (3,2).
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Uwaga: Wszystkie wykresy w dalszej czesci pracy, dla fatwiejszej prezentacji i omowienia, zazwyczaj
ograniczajg sie do prezentowania idei jedynie w zakresie, w ktérym zaréwno warto$¢ jak i miara sg
wieksze lub réwne zeru. Jednak prezentowane idee majg petng stosowalnos¢ na catej ptaszczyznie i
moga byé swobodnie prezentowane réwniez w zakresie < 0.

Wartos¢

A

-1 0 1 4 5 ) Miara

|

Rys. 55
14. Definicja zbioru relacji n-krotnosci.

Nazwijmy zbiorem relacji n-krotnosci (lub prosciej n-krotnoscig) zbidr wszystkich stosunkow

liczbowych réwnych % Dla kazdej n-krotnosci zdefiniujmy k,, = 2

T
| tak np.
2 123 50

Pétkrotnoscia (— — krotnosScia) beda wszystkie liczby postaci —czyI| NP2 2 & To0

1234 100
Jednokrotnoscig-—, =; =, -

1" 2'3" 4 100"

2 4.6 8 200
Dwukrotnoscig - =, =; =, =

1’23 4 100"

3 6 9 12 300
Trzykrotnoscig - -, =; =, — ...ltd.
1'2"3 4’ 100
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Ponizej wykres potkrotnosci (n = %) z zaznaczonymi punktami spetniajgcymi stosunek % oraz punkt
1
k, = % Na wykresie wida¢, ze utamki (stosunki) % oraz i reprezentujg relacje potkrotnosci.

Wartos¢

A

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
%
%
\ &
N

Sl |

\
-1 0 1 2 3 4 ) Miara

-1

Rys. 56

Na kolejnym wykresie przedstawiono kilka dodatkowych relacji krotnosci z zaznaczonymi dla kazdej z
nich punktami k,,
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Rys. 57
15. Interpretacja punktu na wykresie stosunkéw liczbowych.

Kazdy punkt na wykresie reprezentuje okreslong liczbe w jej prawdziwej utamkowej postaci, czyli jako
wartosci

stosunek jej “miary Stosunek ten moze tez by¢ rozumiany jako element transformujacy np. w
operacji dzielenia lub operacji wybierania.

| tak 3 W operacji dzielenia mozemy przedstawic tak:
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transformacja

stosunek | 23 || 23 || 23 |

Lub w operacji wybierania:

transformacja
3
1
: \
1 1
2

stosunek |

Rys. 59

Zwrdoémy uwage, ze stosunek pomiedzy efektem (koricem) transformacji, a poczatkiem transformacji
jest w obu przypadkach taki sam.

= jwine

(84)

wl N

2
dzielenie — wybieranie — 3
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Wartos¢

5
4
3 ¥ -
- I\ dzielenie

2 \Z

wybi e T 3 |

Y . |
N
4 /
SO \
w® \
1 0 1 2 3 4 5 ) Miara

-

Rys. 60

Patrzac na powyzszy rysunek mozna tatwo zobaczyé, ze 3 moze by¢ interpretowane na cztery rdzne

sposoby.

1)

2)

3)

4)

Jako dzielenie w tym przypadku 2 podzielone przez 3, a doktadniej stosunek liczbowy bedacy
elementem transformujacym operacji dzielenia, co jest uwidocznione strzatka w kolorze
niebieskim.
Jako wybieranie w tym przypadku wybieramy 2 z 3ech, a doktadniej stosunek liczbowy bedgcy
elementem transformujacym operacji wybierania, co jest uwidocznione strzatkag w kolorze
czerwonym.

Jako element pewnego zbioru n-krotnosci, ktéry moziemy zrzutowaé do punktu k, =
2

%(czerwony punkt). Zbior ten reprezentowany jest przez o$ w kolorze zielonym, faczaca

wszystkie punkty nalezace do tego zbioru n-krotnosci.
Jako punkt, czyli konkretny stosunek liczbowy pomiedzy wartoscia i miarg,

reprezentowany przez czarny punkt g, ktory jest najbardziej poprawng i doktadna

reprezentacja liczby.
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16. Nierzeczywistos¢ osi liczb rzeczywistych.

Przyjeta powszechnie interpretacja liczb oraz utamkoéw ogranicza sie w ich interpretacji jedynie do
powigzanych z nimi relacji krotnosci catkowicie pomijajac ich réznorodnos¢ i prawdziwy sens.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze wszystkie punkty k,, = % reprezentujgce poszczegdlne n-krotnosci lezg na
jednej linii. Linia ta to o$ liczb rzeczywistych. Przyréwnujac do siebie wszystkie stosunki liczbowe
(utamki) postaci % wspotczesna matematyka sprowadza je jedynie do punktow postaci % . | tak np.

1
3 2 1 7 1
...... 6 - 4 - 2 - 1 - 2
4 3 2 1
o= o= =T = 1
4 3 2 1
6_4_2_,
37271
9_6_3_,
------ 3 - 2 - 1 -
Wartos¢ 05 liczb rzeczywistych
S
g JC
5 5 s S/
s 18 7
<f A S 55
x> 1
Z '/ /; =
4
3 Ks 3 '
3 wd® AW
P\\\(‘ i
o0
JiB '
) Kh 2 ’/2
> 4

N

Rys. 61
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Na rysunku powyzej przedstawiono w kolorze niebieskim klasycznie rozumiang os liczb rzeczywistych.
Wszystkie punkty lezgce na tej osi odnoszg sie do miary = 1, to klasyczne rozumienie powoduje, ze
zazwyczaj w zapisie miara = 1 jest pomijana i zamiast pisac f piszemy po prostu x. tatwo rowniez
zauwazy¢, ze to co wczesniej zdefiniowalismy jako relacje krotnosci, to nic innego tylko rzutowanie
poszczegdlnych punktdw na os liczb rzeczywistych (kolor niebieski) wykonane z perspektywy zera. | tak

np. punkt oznaczajacy k, = % (nazywany w uproszczeniu 2) oznacza tak naprawde wartosc 2, wzgledem
miary 1 i reprezentuje relacje dwukrotnosci i wszystkie z nig zwigzane utamki zrzutowane na oS liczb
rzeczywistych (jak np. g, g,%...). Jezeli nie potraktujemy wszystkich liczb w sposdéb poprawny jako
utamkéw postaci % czyli tak jak to przedstawiono na rysunku powyzej, dokonujemy nieuprawnionego
uproszczenia, sprowadzajgc ich znaczenia jedynie do liczb rzeczywistych postaci % Wtedy miejsce
wszystkich utamkdéw postaci 2711 (takich jak %, g,% ...) zostaje sprowadzone do jednego punktu % na osi
liczb rzeczywistych (o$ niebieska). Cho¢ kazdy z tych utamkéw w wyniku daje to samo % to, poza tym,
kazdy z nich ma w sobie dodatkowg informacje moéwigca badz to o podziale czegos$ przez cos, lub tez o
wybraniu czego$ z czegos, badz tez po prostu o stosunku, ale w kazdym przypadku innych liczb do
siebie, cho¢ ich proporcje w rezultacie sg sobie rowne. Oznacza to, iz mowigc np. ze % = g pomijamy
fakt, ze w kazdym przypadku méwimy o podziale jakiejs liczby przez jakas, pomijamy catg dokonang w
ten sposéb transformacje, a jedynie myslimy o jej wyniku.

Sytuacja ta przypomina ogladanie Swiata przez szybe. Tak jakbysmy uwazali, ze wszystko to, co widzimy
przez szybe (oS liczb rzeczywistych %), na tej szybie sie znajduje, chod tak naprawde znajduje sie za nia.
| tak na przyktad gora, ktéra znajduje sie daleko moze mie¢ rozmiar domu, ktéry znajduje sie blisko

2000000000 . . 2000 . .
—————— moze wydawac sie tym samym, co —— bo w zasadzie na naszej
1000000000 0

zupetnie tak samo jak To0
,Szybie” (oS liczb rzeczywistych) oba utamki znajdujg sie w punkcie %

7\ PPN

@[] -

Rys. 62
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5 2000 2000000000
= 1000 7000000000
NE 1000000000
2000 200000000
1000
— 1000000000
Rys. 63

Z powyzszego rozumowania wynika, ze os$ liczb rzeczywistych wcale nie jest taka ,rzeczywista”. Nie
,zawiera” ona w sobie wszystkich mozliwych liczb, lecz jedynie pewne ich reprezentacje. Jest to
réwniez powdd, dlaczego mamy tak duze problemy ze zrozumieniem ,,dzielenia przez zero”. Wszystkie
liczby postaci %, nie majg swojej reprezentacji na osi liczb rzeczywistych (85). OS wyznaczona przez
wszystkie te Iiczby% nie przecina sie z osig liczb rzeczywistych, bo jest do niej réwnolegta (jak to bedzie

pokazane na jednym z kolejnych wykreséw)

(85)

=0 IR
el

17. Problemy z terminologia.

Z uwagi na zaproponowane wyjasnienia, wydaje sie, ze istnieje konflikt w nazewnictwie pomiedzy
przyjeta w matematyce terminologia, a zaproponowang w niniejszej pracy. Pierwszy problem jest z
“liczbami wymiernymi” (ang. “rational numbers”). Definicja z Wolfram MathWorld:

“Liczba wymierna to taka liczba, ktora moze by¢ wyrazona jako utamek S, gdzie p i q sq liczbami

catkowitymi i g#0.”

Zaprezentowana definicja jest ograniczona do liczb catkowitych dla p, q i nie pozwala, aby q byto rowne
0. S to sztucznie narzucone ograniczenia i powinny by¢ usuniete. Jako, ze stowo ,ratio” (z angielskiego

stosunek liczbowy) nie oznacza jedynie utamka g, ale rowniez moze by¢ rozumiane jako logiczny,

inteligentny, rozsadny i racjonalny. Dobrze by byto uzy¢ go do oznaczenia liczb w najszerszym,
najpetniejszym znaczeniu. Proponuje rozszerzy¢ jego znaczenie (z jezyka angielskiego) i jednoczesnie
uprosci¢ wprowadzajac:

Liczba racjonalna - dowolna liczba w postaci utamka m

miara

Nie widze zadnego konkretnego powodu, aby mianownik nie mogt by¢ zerem. Nie widze réwniez

powodu, aby licznik i mianownik musiat by¢ liczbg catkowitg. Nowa definicja pozwolitaby na to, aby

wszystkie liczby mogty by¢ reprezentowane przez stosunek M::::::;c, i aby mozna byto nazywaé je

liczbami racjonalnymi. Réwniez wszystkie punkty na wykresie reprezentujagcym relacje pomiedzy
wartoscig i miarg mozna by wtedy nazywaé liczbami racjonalnymi. Kontynuujac te logike, liczby
rzeczywiste powinny zosta¢ zdefiniowane jako:

Liczba rzeczywista - dowolna liczba racjonalna, ktéra ma miare = 1, reprezentowana przez utamek
wartos¢
1
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Konsekwencja powyzszych definicji jest to, ze zbidr liczb racjonalnych bytby wiekszy niz i zawierat w
sobie zbidr liczb rzeczywistych jako podzbidr.

® Liczby racjonalne [jakakolwiek miara]

® Liczby rzeczywiste [miara =1]

Wartos¢ 04 liczb rzeczywistych

5
° L 4

4 ®

3 N
|
|

2
®

i 1

-1 0 1 2 3 4 5 ) Miara

-

Rys. 64

18. Problemy z liczbami.

wartosé .1
——, wartos¢ wzgledem
miara

Opisana rzutowanie catej ptaszczyzny liczb racjonalnych rozumianych jako

wartosc

pewnej miary ,bazowej”’, na standardowo rozumiang os$ liczb rzeczywistych (Rys. 61) i

potraktowanie wszystkich liczb zawsze wzgledem miary = 1, ma caty szereg konsekwenc;ji.

a) Btednie przyjeto, ze liczby racjonalne lezgce na jednej, linii krotnosci” (jak np. % i % ) sg sobie réwne,
chod tak naprawde, rozumiane w petnym swoim znaczeniu, oznaczajg one zupetnie rézne rzeczy i
majg zaledwie jedng ceche wspdlng, krotnosé - projekcje na os liczb rzeczywistych Rys. 61, (86).
Wystarczy przemyslec ich prawdziwy sens, aby zrozumiec¢ réznice pomiedzy nimi.
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b)

(86)

=Nl -
= ol =

N =
l
INEN

- L0 - L . .
Sprowadzono wszystkie liczy utamkowe postaci S (lezace na linii zerokrotnosci) do pojedynczej
. 0 L L . . . L . .
I|czbyI lub prosciej 0 co rowniez przektamuje prawdziwy obraz i prawdziwe ich znaczenie. Starajac
. ., . . 0 . ., . . .
sie zrozumiec sens liczb postaci o tatwo jest to poja¢, gdyz reprezentujg one po prostu pewien
konkretny stosunek. Stosunek pomiedzy dwoma stanami pewnej transformacji, pierwszym
poczatkowym, w ktorym dostepnych jest x elementéw, a my po prostu transformujemy go do
innego stanu koncowego, w ktorym tych elementdéw jest zero, nie ma ich wcale. Moze to rowniez
oznaczad, ze nie chcemy, nie oczekujemy, nie wybieramy zadnego z nich. Ale one poczatkowo
dostepne byty i méwiac po prostu, ze w rezultacie jest ich zero, tracimy te informacje o stanie
poczatkowym. Nawet jesli na koficu dostajemy zero to na poczatku byto ich x. Niewatpliwie jest

rdéznica kontekstu, jezeli wybieramy zero elementéw sposréd np. dwdch, a zero sposréd miliona,
cho¢ rezultat jest ten sam, wybralismy zero, czyli nie wybralisSmy nic.

Wartos¢ 05 liczb rzeczywistych
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Rys. 65
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c)

Zabroniono w sposob sztuczny dzielenia liczb przez zero. Powodem byfa nieumiejetnos$é
zrozumienia, ze liczby postaci 05 zupetnie normalnymi liczbami racjonalnymi, czyli liczbami w

wartosé

swojej naturalnej postaci , reprezentujacymi warto$¢ = x wzgledem bazowej miary =0.

miara
Sens takich liczb jest taki, ze jest to stosunek pomiedzy dwoma stanami pewnej transformacji,
stanem korncowym reprezentowanym przez wartosc¢ (w tym przypadku x) i stanem poczgtkowym
reprezentowanym przez miare (w tym przypadku 0). Zupetnie tak jakbysmy chcieli uzyskaé,
oczekiwali, chcieli wybraé x elementow, jednak ilo$¢ dostepnych elementdéw jest po prostu zero.
Co nie zmienia faktu, ze chcielibySmy uzyskac x takich elementéw. Dzielenie przez zero zostato
zabronione, gdyz o$ stworzona z wszystkich liczb postaci % nie przecina sie nigdy z osig liczb

rzeczywistych i nie mozna byto dokona¢ jej rzutowania na te os tak jak to zrobiono z wszystkimi
pozostatymi liczbami racjonalnymi. Zostaty one przyrownane do siebie w ramach tej samej relacji

krotnosci i sprowadzone do ogdlnej postaci %, ich reprezentacji na osi liczb rzeczywistych. W
przedstawionej interpretacji nie ma zadnego problemu z tym, aby wskaza¢ liczbe np. 5@ nawet

stwierdzi¢, ze jest ona czyms innym, niz liczba >

Wartos¢ 05 liczb rzeczywistych
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Rys. 66
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19. Inne konsekwencje postrzegania liczb utamkowych przez pryzmat ich krotnosci.

Postrzeganie liczb przez pryzmat ich krotnosci jest w nas bardzo gteboko zakorzenione. Jego skutkiem
(a by¢ moze przyczyna) jest fakt, iz najbardziej odczuwamy zmiany ilosSciowe w poblizu jednokrotnosci,
tzn. réznica pomiedzy jednokrotnoscig, a dwukrotnoscia jest dla nas stosunkowo duza i zauwazalna,
podczas gdy rdznica pomiedzy tysigckrotnoscia, a tysigcjedenkrotnoscia juz nie, cho¢ w rzeczywistosci
sg one jednakowo duze. Przyktad z zycia: To czy kto$s ma jeden samochdéd czy dwa wydaje sie, ze robi
stosunkowo duzg rdéznice natomiast to czy ktos ma tych samochoddw tysiac, czy tysigc jeden to zdaje
sie juz takiej réznicy nie robié, cho¢ tak naprawde rdéznica w obu przypadkach jest jednakowo duza —
jeden samochdd. Ponizszy wykres pokazuje w przyblizeniu na czym polega problem.

Wartosc 04 liczb rzeczywistych
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Rys. 67

Linie czerwone pokazujg, jak postrzegamy rdznice krotnosci pomiedzy %, a % (czyli np. jednym
samochodem, a dwoma) kat pomiedzy tymi liniami jest duzy. Linie zielone pokazuja, jak postrzegamy

roznice krotnosci pomiedzy @, a &101 (czyli 1000 samochoddw, a 1001 samochoddéw) kat pomiedzy
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liniami zielonymi. W rzeczywisto$ci w obu przypadkach rdznica ta jest identyczna i wynosi jeden (jedno
auto).

20. Graficzna reprezentacja funkgji f(x) = %w przypadku liczb rzeczywistych i liczb racjonalnych.

Klasyczna reprezentacja funkgcji f(x) = i, w formie jakg wszyscy dobrze znamy ze szkoty jest

zaprezentowane na wykresie Rys. 68. Ma ona punkt nieciggtosci dla x=0. Reprezentacja ta jest
ograniczona jedynie do liczb rzeczywistych.

fo) 4
“ Plaszczyzna
rzeczywista

Rys. 68

Na nastepnych wykresach widzimy reprezentacje tej samej funkcji w zakresie liczb racjonalnych.
wartosé

Oznacza to, ze wartos¢ funkcji dla kazdego x bedzie reprezentowana przez stosunek w tym

miara

przypadku bedzie to % Dla lepszego zrozumienia doktadnie ten sam tréjwymiarowy wykres jest

zaprezentowany w réznych perspektywach. W liczbach racjonalnych wykres funkcji f(x) =§

reprezentowany jest przez linie prostg oznaczong na wykresach kolorem niebieskim. Wszystkie linie w
wielu réznych kolorach reprezentujg rézne relacje n-krotnosci i mapujg one poszczegdlne punkty z
wykresu naszej funkcji na ptaszczyzne rzeczywistg (miara=1).

Zwréémy uwage, ze jedyny punkt, ktéry nie ma swojej reprezentacji na ptaszczyznie rzeczywistej to
punkt dla x=0. Linia, ktéra przechodzi przez ten punkt, jest réwnolegta do ptaszczyzny rzeczywistej i sie
Z nig nie przecina.
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wartos¢

f(x)=1/x

Rys. 69

Rys. 70
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rzeczywista

miara

Rys. 71
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Z przedstawionych wykreséw mozemy wyciggng¢ wniosek, ze wykresem funkcji f(x) = 7_1( jest linia
prosta w zakresie liczb racjonalnych, ktéra istnieje dla kazdego x! Mapowanie tej funkcji na liczby
rzeczywiste (miara=1) zaburza jej obraz do postaci, z jednym punktem

nieciggtosci dla x=0. Punk nieciggtosci w naszym mapowaniu bierze sie stad, ze nie jesteSmy w stanie
zmapowac punktu dla x=0 z naszego wykresu na

21. Graficzna reprezentacja funkcji f(x) = tg(x) w liczbach rzeczywistych i liczbach racjonalnych.

Podobna sytuacja jak w poprzednim przyktadzie ma miejsce w przypadku funkcji f(x) = tg(x).
Tradycyjny wykres tej funkcji zaprezentowany jest ponizej. Pokazuje on jak funkcja tg(x) wyglada w
zakresie liczb rzeczywistych.

f(x) 4
: Ptaszczyzna
. rzeczywista
| /fo=tgx)
s X

Rys. 72

Sprawdzmy jak funkcja ta bedzie wygladac¢ w zakresie liczb racjonalnych. Na kilku kolejnych wykresach
przedstawiono jej wykres widziany z réznych perspektyw. Funkcja f(x) = tg(x) jest reprezentowana
przez niebieska spirale. Wszystkie kolorowe linie to poszczegdlne n-krotnosci, ktdre mapujg punkty z
wykresu naszej funkcji na ptaszczyzne rzeczywistg (miara=1). Tu znowu dla x, dla ktérych mapowanie
to nie jest mozliwe, na ptaszczyznie rzeczywistej pojawiajg sie punkty nieciggtosci.

46



f(x)=tg(x)

wartosé

f(x)=tg(x)

yzna
ista

wartos¢ i

Z -k

f(x)=tg(x)

Rys. 73

Rys. 74

wartosc §

szczyzna
czywista

f(x)=tg(x)

Rys. 75
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22. Obraz $wiata z perspektywy liczb utamkowych.

Jezeli popatrzymy na wszystkie liczby poprzez ich prawdziwg utamkowg, racjonalng nature, ze sg one

. . wartosé . . . . .
zawsze w postaci stosunku liczbowego iara albo inaczej nazywajac, stosunkiem pomiedzy

tym co jest wynikiem transformacji

- - — mozemy to zobrazowaé graficznie otrzymujac pewne nowe
tym co jest poczatkiem transformacji

elementy i zaleznosci.

Zwréémy uwage, ze liczba przedstawiana jako utamek, stosunek jej wartosci do pewnej miary
bazowej moze byc tez rozumiana jako stosunek pomiedzy efektem transformacji, a jej poczatkiem.

warto$S¢ - mozemy rowniez interpretowac jako koniec transformacji, efekt koricowy, to co chcemy
otrzymac jako efekt transformacji, to co wybieramy, to co oczekujemy, to co dostajemy, to co jest na
koncu itd., itp.

Natomiast,

miare —mozemy réwniez interpretowac jako, to od czego zaczynamy, poczatek transformacji, element
przeksztatcany, element transformowany, to z czego wybieramy, to co jest dane, to co jest na poczatku.

[ | Wartoé¢ A Toco cfjce, czego potrzebuje, Catosé s
Brak, niedobdr, co wybieram, co mam,

deficyt, niedomiar [ 41" na czym koricze,
co jest na koricu

Jjednosé gemia,
kompfetnos¢

Miara

A -
>

-4 -3 -2 -1
To co nie jest dostepne, czego nie ma,
co nie istnieje, od czego zaczynam

1 2 3 4
To co jest, co istnieje,
co jest dostepne,
co jest na poczqtku,

1 od czego zaczynamy

Nadmiar, ponad,
Pefen brak, niedobdr wszystkiego Czego nie chce, przepetnienie
kompletny brak -4{ czego nie pottzebuje,

czego nie wybieram,

czego nie mam,

na czym koricze

Rys. 76
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23. Podsumowanie.

Transformacja jest operacjg przeksztatcajgcg pare liczb w inng pare liczb. Dzielenie i mnozenie sg
jedynie pewnymi szczegélnymi formami transformacji. Inng formg transformacji jest rowniez
wybieranie. Transformacja moze by¢ catkowita jak w przypadku mnozenia i dzielenie, lub niecatkowita
jak w przypadku wybierania. W kazdej transformacji mozemy wskaza¢ stosunek pomiedzy rezultatem
tej transformacji, a elementem, ktory tej transformacji ulega. Stosunek ten stanowi réwniez element
dokonujacy transformacji. Przeksztatca on element poczatkowy transformacji w element wynikowy.
Kazda liczba w swojej najbardziej naturalnej postaci jest stosunkiem liczbowym pomiedzy pewna
wartoscig, a pewng miarg podstawowg, do ktérej sie ta wartos¢ odnosi. Wspodtczesna matematyka
dokonuje nieuprawnionego uproszczenia sprowadzajgc wszystkie liczby racjonalne (czyli
reprezentowane przez stosunek wartosci do miary) do utamka o mianowniku 1. W ten sposéb cate
bogactwo liczb racjonalnych jest sptaszczane do osi liczb rzeczywistych, powoduje to zrownanie ze sobg
liczb racjonalnych, ktére reprezentujg kompletnie rézne transformacje, gubigc ich prawdziwy sens.
Skutkuje to réwniez tym, ze wspdtczesna matematyka nie potrafi sobie poradzi¢ z dzieleniem przez

zero, gdyz stosowne liczby postaci % nie majg swojej reprezentacji na osi liczb rzeczywistych i nie mozna
ich sprowadzi¢ do postaci utamka o mianowniku 1. Liczby racjonalne postaci % mowig nam o stosunku
liczcbowym pomiedzy x i 0, o transformacji, ktéra rozpoczyna sie od 0 i konczy x-em. Mozemy
powiedzie¢, ze mdéwig one o ,,stworzeniu” lub ,,oczekiwaniu”. Natomiast liczby postaci % reprezentujg

transformacje, ktéra konczy sie zerem, a zaczyna x-em. Mozemy powiedzie¢, ze méwig one o
,anihilacji” lub ,,braku potrzeby”.

24. Zakonczenie.

Przedstawione tu rozumienie liczb, ich relacji, transformacji, dzielenia, mnozenia, wybierania niesie za
sobg caty szereg konsekwencji i otwiera zupetnie nowe mozliwosci rozumienia matematyki, jak
réowniez ma istotny wptyw na rozumienia fizyki i innych pokrewnych dziedzin nauki. Praca niniejsza
pozwala zrozumie¢ zagadnienie dzielenia przez zero, a przez to prowadzi nas do zupetnie nowego
sposobu rozumienia liczb. Mysle, ze porzadkuje ona jeden z fundamentdw matematyki, ale poniewaz
wczesniej byt on w tym miejscu wadliwy, trudno przewidzie¢ wszystkie konsekwencje jakie ta zmiana
moze pociggac za sobg, wobec wszystkiego co zostato na tym fundamencie wybudowane.

, 10 nie jest koniec, to nawet nie jest poczqtek korica.
Ale prawdopodobnie koniec poczgtku.”

Winston Churchill
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