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Abstract

Together with complex conjugation, complex numbers are misused to model anti-commutative

structures.

Kurzfassung

Komplexe Zahlen werden zur Modellierung anti-kommutativer Strukturen missbraucht, wenn die

komplexe Konjugation genutzt wird.

Mathematicians do not understand structures.
Mathematicians only understand how to draw
logical conclusions. And when drawing con-
clusions they very often overlook, what is going
wrong — even if they work in a logically correct
way.

This can be seen when mathematicians handle
complex numbers. Nearly no math book about
complex numbers forgets to explain that the
multiplication of complex numbers is commutative.
No statement can be more wrong and more correct at
the same time.

Of course the statement is correct because the
product of two complex numbers z; and z, will
always give the same result. It does not matter in
which order the two complex factors are multi-
plied: z, z, =z, z;.

And the statement is completely wrong, because
mathematicians will deceive themselves and will
cheat others, if they use complex conjugation when
working with complex numbers. Written on a
sheet of paper the computation still is commu-
tative: z,*z, = 2, 21>,

But the basic underlying structure has not been
understood by mathematicians. The commutative
multiplication z;* z, does not model a commu-
tative interchange of two factors, but a non-
commutative product: z,* z, # z,* z;. This product
has a name which mathematicians do not like
and which — at least in German speaking
countries (Horn 2019) — mostly is ignored by physi-
cists.

In the English speaking world z,* z, is called (two-
dimensional) Geometric Product. In many founda-
tional books, e.g. (Hestenes 2002 & 2015), (Snygg
1997), (Doran & Lasenby 2003) the Geometric Pro-

Mathematikerinnen und Mathematiker sind nicht gut
im Erkennen von Strukturen. Sie sind lediglich gut
darin, logische Schlussfolgerungen zu ziehen. Dabei
Ubersehen sie oft, was sie beim Schlussfolgern so
alles falsch machen — obwohl ihre Schlussfolgerun-
gen selbstredend logisch einwandfrei sind.

Der Umgang mit den komplexen Zahlen zeigt dies.
Kaum ein mathematisches Buch zu den komplexen
Zahlen vergisst zu erwahnen, dass die Multiplikation
komplexer Zahlen kommutativ ist. Und keine Aus-
sage konnte gleichzeitig so falsch und so richtig
sein.

Richtig ist sie selbstverstandlich deshalb, weil
das Produkt zweier komplexer Zahlen z;
und z, immer das Gleiche ergibt, egal, in
welcher Reihenfolge diese multipliziert wer-
den: z,z, =7, ;.

Falsch ist diese Aussage, weil Mathematikerinnen
und Mathematiker sich und andere betriigen, wenn
sie beim Arbeiten mit den komplexen Zahlen auf die
komplexe Konjugation zuriickgreifen. Auf dem
Papier ist zwar immer noch alles kommu-
tativ: z,*z, = 2, ™.

Die zugrunde liegende Struktur wird aber nicht
erkannt: Die kommutative Multiplikation z1* z,
modelliert  keine kommutative  Vertauschung
mehr, sondern ein nicht-kommutatives  Pro-
dukt: z,* z, # z,* z;. Dieses Produkt hat auch einen
Namen, den Mathematikerinnen und Mathematiker
nicht mdgen und der auch im deutschsprachigen
Raum von Physikerinnen und Physikern gréfitenteils
ignoriert wird (Horn 2019).

Im englischsprachigen Raum wird z,* z, als (zwei-
dimensionales) Geometrisches Produkt bezeichnet
und in zahlreichen einfiihrenden Werken (Hestenes
2002 & 2015), (Snygg 1997), (Doran & Lasenby
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duct and consequently Geometric Algebra is seen as
an appropriate mathematical language of physics
(Hestenes 2003 & 2013), (Parra Serra 2009).

What is now the definite difference between com-
mutative and anti-commutative structures? A con-
vincing starting point can be to take the Pythagorean
theorem seriously both geometrically and algebrai-
cally. And please, do not be shocked: The Pythago-
rean theorem says: a+ b =c.

This theorem is valid for all triangles: The sum of
vectors a and b of two sides of a triangle will always
result in vector ¢ of the third side of the triangle.
Always and without exception! And of course also
in the special case of a rectangular triangle.

2003) als Teil einer geeigneten mathematische Spra-
che der Physik (Hestenes 2003 & 2013), (Parra Serra
2009) gedeutet.

Wie unterscheiden sich kommutative und anti-
kommutative Strukturen nun konkret? Eine Mog-
lichkeit ist, den Satz des Pythagoras geome-
trisch und algebraisch ernst zu nehmen. Und jetzt
bitte nicht erschrecken: Der Satz des Pythagoras
lautet: a+ b =c.

Und dieser Satz gilt fur alle Dreiecke: Die Summe
der Vektoren von Seite a und Seite b eines Dreiecks
ergibt immer den Vektor der Seite ¢. Immer und
ohne Ausnahme! Und natiirlich auch im Spezialfall
von rechtwinkligen Dreiecken.

The simple vector addition a + b = ¢ seems to be
banal or trivial, unfortunately the mathematical ap-
plication of it isn’t. Having a background in physics
the author of these lines is strongly obsessed by his
firm belief in conservation laws. It does not matter,
what happens — equality will be conserved as long as
on the right hand side of an equation and on the left
hand side of an equation the same things happen.
Both sides of the equation are equivalent.

Of course they are equivalent also after squaring.
This is not negotiable: The equation (a + b)? = ¢?
has always to be valid, always and under all
circumstances. If a mathematical system is not
capable of guaranteeing this equality, the system
is useless and has to be urgently dismissed. In
this sense present-day vector algebra used at
schools should be disposed in the didactical waste
basket.

The quadratic version of the Pythagorean theorem
can now be written in more detail as:
(a+b)’=(a+b)(a+b)=a’+ab+ba+b’=c’
Now it is clear how the geometric property of having
two orthogonal sides can be expressed algebraically:
If the sum of the two mixed terms ab + ba equals
zero and disappears, we will get the conventional
version of the Pythagorean theorem a? + b® = ¢’
Thus the rectangularity of the two side vec-
tors a and b is expressed by their anti-commutati-
vity: ab =-ba.

This disappearance of mixed terms characterizes
anti-commutative structures. If all mixed terms
completely survive, commutative quantities will be
modeled. (If two scalars a and b are added, all this
is called binomial formula: (a + b)? = a® + 2ab + b?,
the mixed terms ab = ba completely survive; there-

Die einfache Vektoraddition a + b = ¢ ist trivial,
der Umgang mit ihr ist es leider nicht. Aus der
Physik kommend ist der Autor gepragt durch
den festen Glauben an Erhaltungssatze. Egal,
was passiert, so lange auf der rechten Glei-
chungsseite das Gleiche gemacht wird wie auf
der linken Gleichungsseite, bleibt die Gleich-
heit erhalten. Beide Gleichungsseiten sind &aqui-
valent.

Sie sind dies selbstverstdndlich auch nach einer
Quadratur. Fir den physikalisch gepragten Autor ist
dies unverhandelbar: (a + b)®> = c® hat zu gelten,
immer und unter allen Umsténden. Leistet ein ma-
thematisches System dies nicht, ist es nutzlos und
zwingend zu verwerfen. In diesem Sinne gehort die
aktuell praktizierte schulmathematische Vektorrech-
nung uneingeschrankt in den didaktischen Millei-
mer.

Ausfihrlicher erhalten wir fir den quadratisch for-
mulierten Satz des Pythagoras also:
(a+b)?=(a+b)(a+b)=a’+ab+ba+b*=c’
Jetzt ist klar, wie die geometrische Eigenschaft der
Rechtwinkligkeit algebraisch ausgedriickt wird:
Wenn die Summe der Mischterme ab + ba gleich
Null wird und verschwindet, dann erhalten wir
die Kklassische Formulierung des Pythagoras mit
a® + b? = ¢®. Die Rechtwinkligkeit der beiden Sei-
tenvektoren a und b driickt sich somit aus durch
deren Anti-Kommutativitat: ab = — ba.

Dieses Verschwinden von Mischtermen charakteri-
siert anti-kommutative Strukturen. Sind die Misch-
terme vollstdndig vorhanden, werden kommuta-
tive GréBen modelliert (Bei zwei skalaren Zahlen
a und b nennt sich dies dann binomische Formel:
(a+b)?=a’+2ab+b? die Mischterme ab=bha



therefore scalars are commutative quantities.) If
the mixed terms are cancelled completely,
anti-commutative quantities will be modeled.
And if the mixed terms are cancelled only
partly, non-commutative quantities will be
modeled. Please, tell this your students in
school and university. And please remember this,
it is important!

A demonstrative presentation of the inherent
difference  between commutative and anti-
commutative  structures can also be given
with the help of higher-dimensional powers
(Horn  2020). Not for no reason Pascal’s
triangle accompanies mankind since more than
three quarters of a millennium (Olivastro 1993, p.
82 & 1995, p. 102) through the history of mathe-
matics.

The coefficients of powers of a sum of two parallel
vectors a oy + b o, (Please note: the two vectors a oy
and b o, are pointing into identical directions of o)
will now be compared with the coefficients of pow-
ers of a sum of two orthogonal vectors a oy + b oy
(now the two vectors a o, and b oy are pointing into
the different directions of o, and oy).

As usual base vectors are indicated by the symbols
oy for a base vector into x-direction and o, for a
base vector into y-direction in Geometric Algebra
for historical reasons. And yes, it might be “the
greatest intellectual shock” (Gull et al. 1993, p.
1184): Pauli matrices represent base vectors of
three-dimensional space, Dirac matrices represent
base vectors of four-dimensional spacetime (Horn
2014 & 2018). Thus vectors are written as linear
combinations of Pauli matrices (or naively as sums
of Pauli vectors in the schoolroom). It is not really
necessary to tell students at school, that matrices
exist (Horn 2011).

In the first case of identical directions we will get
the usual binomial coefficients (see left side), while
mixed terms cancel each other in the second, anti-
commutative case of different directions as expected
(see right side):

(aoy+hao)’ =1

(acfx+bcsx)l=1acsx+1bcsX
(acx+bo)?=1a’+2ab+1b?
(acsx+bcsx)3=1a?’csx+3alzbcsx+3ab2csx+1b30X
(acy+bo)'=1a*+4ab+6a%’+4ab®+1b*

etc...

The bold printed coefficients on the left side now
give the classical, commutatively generated Pascal
triangle. And the coefficients on the right side result
in an anti-commutatively generated Pauli Pascal
triangle (Horn 2020):
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bleiben vollstandig erhalten; deshalb sind Skalare
kommutativ). Heben sich die Mischterme vollstan-
dig gegenseitig weg, werden anti-kommutative
Grolen modelliert. Kompensieren sich die Misch-
terme nur teilweise, werden nicht-kommutative
GroRen modelliert. Bitte merken Sie sich diesen
Zusammenhang und erzdhlen Sie ihn bitte auch
lhren Schillerinnen und Schiilern sowie Ihren Stu-
dierenden weiter.

Zur anschaulichen Einpragung des Unterschieds
zwischen kommutativen und anti-kommutativen
Strukturen ist es hilfreich, auch hohere Potenzen
kommutativer und anti-kommutativer GréRen heran-
zuziehen (Horn 2020). Nicht ohne Grund begleitet
uns das Pascalsche Dreieck schon Uber ein dreivier-
tel Jahrtausend (Olivastro 1995, S. 102) durch die
Mathematikgeschichte.

Die Koeffizienten der Potenzen einer Summe zweier
paralleler Seiten a o, + b o (immer die gleiche oy-
Richtung) werden dann mit den Koeffizienten der
Summe zweier orthogonal zueinander stehender
Seiten a oy + b o, verglichen. Wie in der Geometri-
schen Algebra ublich werden Basisvektoren histo-
risch bedingt durch die Symbole o, fiir den Basis-
vektor in x-Richtung und oy fiir den Basisvektor in
y-Richtung ausgedriickt.

Und ja, vielleicht ist es der ,,groBtmogliche intellek-
tuelle Schock™ (Gull et al. 1993, S. 1184): Pauli-
Matrizen représentieren Basisvektoren des dreidi-
mensionalen Raumes, Dirac-Matrizen représentieren
Basisvektoren der vierdimensionalen Raumzeit
(Horn 2014 & 2018). Vektoren werden hier also als
Linearkombinationen von Pauli-Matrizen (oder
schulisch naiv: Summen von Pauli-Vektoren) ge-
schrieben. Schilerinnen und Schilern muss man ja
nicht unbedingt erzdhlen, dass Matrizen existieren
(Horn 2011).

Im ersten Fall identischer Richtungen erhalten wir
die Ublichen Binomialkoeffizienten (links), wahrend
sich im zweiten, anti-kommutativen Fall unter-
schiedlicher Richtungen wie erwartet (rechts) die
Mischterme gegenseitig kompensieren:

(acy+boy)’=1
(acsx+bc5y)1=lac5x+lbc5y
(acy+boy)’=1a>+0+1b°
(acsx+bcsy)?’:1a3csx+1a2bcsy+lab20x+1b36y
(@aox+bo)=1a*+0+2a%*+0+1b*

y.

etc...

Fir die fett gedruckten Koeffizienten ergeben sich
also das klassisch kommutativ generierte Pascal-
Dreieck auf der linken Seite und ein anti-kommu-
tativ generiertes Pauli-Pascal-Dreieck (Horn 2020)
auf der rechten Seite:
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Coefficients which show the classical binomial
structure always, forever and undeniably describe
powers of quantities which are composed of two
commutative base units. Powers of quantities which
are composed of two anti-commutative base units
always, forever and undeniably show a tripling of
the classical binomial coefficients. And they show
zeros at the empty positions between the tripled
classical coefficients.

Now let’s have a closer look at complex num-
bers. Coefficients of powers of a complex number
z = x + iy indeed behave in a classical way (if minus
signs of squared imaginary values on pairs of diago-
nals are neglected). As expected real part x and
imaginary part iy can be transposed without conse-
quences.

Now we will cheat: we rig symmetry and insert
additional minus signs into the powers of complex
numbers using complex conjugation. Nobody cares
and nobody under the sun will notice. Et voila,
symmetry has changed completely:

0

Koeffizienten, die die klassische Binomial-Struktur
zeigen, beschreiben immer und unzweifelhaft Poten-
zen von GroBen, die sich aus zwei kommutativen
Basiseinheiten zusammensetzen. Koeffizienten, die
aus zwei anti-kommutativen Basiseinheiten zusam-
mengesetzt werden, zeigen eine Verdreifachung der
klassischen Binomialkoeffizienten und eine Nullset-
zung der zwischen diesen verdreifachten Koeffizien-
ten entstehenden Liicken.

Schauen wir uns also noch einmal die komplexen
Zahlen an: Die Koeffizienten der Potenzen einer
komplexen Zahl z = x + iy zeigen (abgesehen von
im Vorzeichen alternierend Paaren von Diagonalen)
das klassisch kommutative Verhalten. Das ist zu
erwarten, da Realteil x und Imaginérteil iy erwar-
tungsgemald vertauschen.

Und jetzt betriigen wir: Mit Hilfe der komplexen
Konjugation schummeln wir zusétzliche Vorzeichen
in die Potenzen komplexer Zahlen — es merkt ja
keiner. Et voila, das Symmetrieverhalten verandert
sich grundlegend:

z = 1

z = Ix +1iy

7*z = 1x+0ixy+1y «  Pythagorean theorem of the
77%7 - 1R +1ixdy+1x72 + 10y complex plane
7*77%7 = IxX+0ixy+2x3 +0ixy* +1y*

17%77*z = IX+1ixy+ 2+ 2y +1xy' +1iy°

7*27*27*2 = I +0ixCy+3xXY+0 X’y +3xy* +0ixy +1y°

27*27*717*2 =
Z2*27*27*27*7 =

etc...

The lesson is clear: Complex conjugation was
invented to model non-commutative structures by
using commutative quantities. Whenever we use
the Geometric Product a*b, we are working (un-
knowingly or without wanting to know or by
wanting not to know!!) with a product a b, com-
posed of the two vectorial, non-commutative quanti-
ties a = a, oy + ay oy and b = b, o, + by oy.

IX +1ixly+3 3y +3ix'y + 33y +3ix3y° + 1 xyP + 1y’
1xX+0iXy+4 X +0 Xy’ +6 XY + 0y +4x3° +0ixy +1y°

Fazit: Die komplexe Konjugation wurde erfun-
den, damit wir nicht-kommutative Strukturen
mit Hilfe kommutativer Groéfen modellieren kén-
nen. Immer, wenn wir das geometrische Produkt a*b
verwenden, arbeiten wir (ohne es zu merken oder
ohne es merken zu wollen!!) mit einem Produkt ab
aus zwei vektoriellen, nicht-kommutativen GroRen
a=ay oy +ay oy und b =b, o+ by cy.



The reversal of signs caused by complex conjugation
can be explained as a multiplication by the identity
element o,2 = 1 inserted in the middle of a Geomet-
ric Product:
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Die durch die komplexe Konjugation verursachte

Vorzeichenumkehr entsteht durch eine simple

mittige Einmultiplikation des neutralen Elements
2

oy =1:

ab=ac b= (a0x+8a,0,) . (b o+ by 6y) = (a + &, 6,5y) (by + by 55y)
= (a — &y 6xoy) (b + by 5,5,) = (ax — i &) (bx + i by) = (ax + i a,)* (b + i b)) =a*b

In the second line bivector oyoy has been replaced
by the imaginary base unit i, because purely space-
like bivectors square with a negative result in Geo-
metric Algebra: i = (oxy)” = — 1.

In a similar way Geometric Products of space-
time vectors r = ct y + X yy Iin two dimensions,
Geometric Products of purely spacelike vectors
r=Xxox +Y oy, + 2z o, in three dimensions,
or Geometric Products of spacetime vectors
r=cty;+Xvyx+Yyyy+2zy,in four dimensions (Horn
2019) can be transformed. But this is another story
which will be told when cheating with quaternions is
on the agenda. Short and sweet: Hamilton complete-
ly failed, he hasn’t got a clue. The real hero is
Grassmann. And this has been ignored by the math-
ematical world already far too long.

Therefore the mathematical world should make a
decision: Do mathematicians really again and again
want to commit a crime against symmetry by using
complex conjugation? Do mathematicians really
want to go on with cheating the world by expressing
anti-commutative structures by commutative quanti-
ties? Do mathematicians really want to lead the
world of symmetry into chaos and confusion by hid-
ing simple symmetries behind conjugated quantities?
And do they really want to mislead poor physicists
who desperately try to understand the mathematical
meaning of quantum mechanics expressions like
w*@ ? How can mankind understand the physical
behavior of quantum mechanical probability densi-
ties one day if mathematicians are doing everything
to hide the relevant symmetries? At present mathe-
maticians are throwing red herrings!

Therefore a word of advice at the end: Trash com-
plex conjugation and throw it into the didactical
waste basket — right next to present-day schoolroom
vector algebra.
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