Abstract

Dans ce present document vous trouverez la correction du concours

BCEAS 2019

1 CORRECTION DU CONCOURS BECEAS
2019

1.1 PARTIE PRELIMINAIRES

e On sait que Xj ey sont indépendants et suivent des lois de Poisson de
parmagtre A alors Gg, (t) = E(e”!) = [[,_, E(e**) = [Gx, (¢)]" comme

o kt Y — (et/\)k —AAet
[Gx, (1) = nzzoe P(X,=k)=e HZ:O =

donc
t
GSn (t) — efn)\Jrn)\e

donc S,, ~ P(nA)
e Prouvons pour Ve > O,IP’(% >At+e) < % On a

Sh Sn (22 —N)?
Mﬁ_)‘ >€) = I[D((?_/\)z > ) = E(1(su_spse) < E(Tl(%%)zzg)
donc (s 32
Sh 2n — 1 A
— = A\ > < n = = —
P( - A>e) < E( = ) e Var(S,) —

e Montrons que la fonction ¥ définie par :
VO >0, B(0) = e’ —H0)
a un minimum sur R, La fonction ¥ est dérivable sur R, et
VO e Ry, W' (0) = (e’ — x)T(h)

donc W(#) = 0 < 6 = In(3) ceci justifie la croissante de Psi sur [In(%), +oo]

et la décroissance sur [0, In()] d’ot arg mingeg, ¥(¢) = In()

e Pour justifier 'existence de a > 0 il suffit de Montrer que

in(2)e — (2~ 1)
n

a(\,€) = >0



et est le candidat. Par simplification a(X,€) = (A + €)In(1 + 5) — € en
remarquant que Vo > —1,In(1 + z) > 1= on prend x = §

on a donc In(1 + §) > 1% ansi a(\, €) > 0 et vérifie de maniere évidente la
relation .

e Soit g une fonction de R vers R vérifiant la rélation:

T+ x)+
V(o) € R?: g : Yy < g( )2 9(y)
Montrons que
9 n k k k k

Nous allons démontrer par récurrence cette propriété . Au rang n=0 la
relation est vérifiée En effet £ € {0, 1} suivant les valeurs de k les choses
s’obtiennent . Supposons que la relation est vrai au rang n et montrons sa
validité au rang n+1

k k 1.k 20—k _ 127 1,k 2"—k on
_ - — g(=(— 2N < Za(— -
I G t(-gm)y) = 9G (at—5—y)+55) < S(Gret——v)+9(5y))
k k 1 k k
1— < S(— 1— —
9(Gere + (1= 5o3)y) = 5(59(@) + (1= 50)9(y) + 9(y))
k k 1k k k k
I Gt (I=507)y) < 5(5,9(2)+29(y)=5,9(9)) = 579(@0)+(1-557)9(y)
Céci acheve la récurrence .
e On pose
+o0 k/'
D= U{2—n,k € [[0,2"]}
n=0
2]

Vérifions que la suite d,, = 55~ pour A € [0, 1] est une suite de D, croissante
K%

et convergente .Posons v, = 2"d, = [A\2"] on a v, € [[0,2"]] alors d, = 5% € D
De plus v, 1 = max{k : k < 2""'\} comme [A\2"] < X\2" alors 2[\2"] < A27H!
Ainsi v, > 2v, < d,.1 > d, ceci justifie que d,, est croissante. comme
d, < X<d;+ 2% alors d,, converge vers A

e On suppose que g est croissante .Montrons qu’elle est convexe Ici la fonction
f n’est pas supposée continue elle est juste croissante donc le passage a la
limite il faudrait s’abstenir sans preuve !!! Soit z, y deux réelles on a soit x < y
ou y < x Pour conclure nous allons traiter les deux cas . Supposons le premier
cas et posons a, = d,z + (1 — d,)y comme a,+1 — a,, = (dpy1 — dy)(z — y)
alors la suite a,, est croissante et elle converge vers sup,,cy @, = Az + (1 —\)y
de plus g(a,) < d,g(z) + (1 — d,)g(y) Posons b, = dng(z) + (1 — d,)g(y) de
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méme by, 1 — b, = (dy1 —dp)(g9(z) — g(y)) donc b, est croissante et converge
vers sup,cy bn, = Ag(x) + (1 — A)g(y) comme

glan) < b, < Sup by = Ag(z) + (1 = N)g(y)

alors
sup g(an) < Ag(x) + (1 — A)g(y)

neN

ainsi g(suppen an) = g(Az + (1 = A)y) < Ag(x) + (1 — A)g(y)
L’autre cas est laissé au lecteur ..
e ['inégalité de Markov soit X une variable aléatoire alors

1
Va > 0,P(X >a) < EE(X)

e On suppose dans cette partie a valeurs positives ou nulles .Etablissons la
relation (inégalité de Chernoff) :

E<€9X>
Ox

Ve >0:P(X >2) <inf
6>0 ¢

la fonction x — e est croissante donc
P(X > 2) = P(e"Y > )
on applique ensuite I'inégalité de Markov

E(GHX)

P(X > ) = P(e?X > ) < e

donc

E 60X
P(X > z) <inf %
0>0 b7

e Soit X une variable aléatoire ;possédant une espérance et telle que
X(Q) ={xy; k e N*}

ou la suite zy ren+ est a valeurs dans R, strictement croissante et de limite
400 On pose xg = 0 et

VneN:a, =E(X1x<,,)

Dans cette partie on souhaite prouver la convergence de a,, Comme la variable
X > 0 alors X1x<,, <X de plus son experance est fini d’ou

E(X1x<,,) < E(X) < +oo
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Comme z,, est strictement croissante alors X1x<, ., > X1lx<,, En effet
[Tp+1, +00[C [z, +00[ donc R\ [z, +00[C R\ [2,41,+00] ceci justifie la
relation Par passage a I'espérance on a :

oy = E(X]-ngcn) S E(Xlxgxn+l) = Op+1

la suite « est croissante et majorée par E(X) donc elle converge .
e Justifions que
Ve, AN, Vn > N :E(X) — € < a,

On a
E(X) = E(X1xse,) + an

Comme lim,, o z, = +00 alors VA > 0,3N,Vn > N : x, > A(x) .De plus
D’apres I'inégalité de Markov :

P(X > A) < —E(X)

|

en faisant tendre A vers +oo il vient que

lim P(X > A) =0

A—+o00

d’ou IM tel que X < M donc (x) devient
Vn >N :E(X1xs,,) <E(X1xs4) < MP(X > A)

en faisant tendre A vers l'infini . il vient que Ve, AN, ¥n > N, E(X1x~,,) <€
comme E(X) — a,, = E(X1x~,,) le résultat s’en déduit. De plus la conver-
gence de «, est immédiate .La justification vient du fait que toute suite
croissante et majorée converge vers sa borne supérieure ou bien on majore
a, par E(X) + ¢

e Soit K > 0 on pose B(K) = E(X1x<k) la suite Xx = K est stricte-
ment croissante et de limite 400 donc d’apres la partie précédente le resultat
s’obtient.

e Soit f une fonction concave réelle et décroissante et x € R Posons

o 10 @)

u—z
On souhaite montrer que 'existence de la limite a droite en x . Commengons
par montrer que la fonction r, est décroissante dans le voisinage de x™*
Soit u,u’ : x < u < u' alors

Yu # x

f) = fx)  flu) = fx) _ (fu) = fl@)(u—2) = (f(w) = f2))(

u —x

)

ra(u)=ro(u) = A e = (v — z)(u— )
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Tx(u/> — Tm(U) = ( ; )(U — I’)

En remarquant que

u—x u—x
= 1—
comme 0 < 2=% <1 de la concavite de f on déduit que
u—2x u—2x
> ! 1-
F) = =0 )+ 0 - 22 g

d’olt 7, est décroissante au voisinage de ™ de plus r.(u) < ry(z7) < 0
Ainsi D’apres le Théoreme de la limite monotone r, admet une limite finie
,négative ou nulle .

e Prouvons que Yu € R, f(u) < f(z) + O(u — x)

Remarquons que

VueR, fu) = f(z) + (u—2)ra(u) < f(z) + (v - 2) sup }m(u}

comime

sup 7.(u) =max( sup 7r.(u), sup 7r.(u))
ueR\{z} u€]—oo,z| u€]z,+oo[

de plus Yu €] — 00, z[, Vy €]z, +00[: ri(u) > r,(y) donc

sup 7.(u) = sup 7r.(u)
u€R\{x} u€]—o0,z|

de plus
Yy €]z, +oo[,(u—x) sup 7ri(u) < (u—x)ry(y)

u€]—o0,z|

donc (U — ) SUP,e]— o0 4 T2 (¥) < (u — )15 (z") d'ot:

Vu € R, f(u) < f(z) + (u— )b

e Déduisons I'égalité infy>q sup,cp(f(u) +60(u — ) = f(x) On sait que
Vu € R, f(u) < f(z) + (u— )0

donc
Vu € R, f(u) — (u—x)0y < f(x)

comme —0y > 0 alors

sup(f(u)=bo(u—2)) < f(z) < inf sup(f(u)+0(u—x)) < sup(f(u)=bo(u—2)) < f(z)

u€R 020 yeR ueR
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de plus f(x) = f(z) + 6(x — z) et c’est gagné!! e Soit une variable aléatoire
telle que X (2) = {xy; k € N*} ou la suite zy, est positif ,strictement croissante
et de limite +o00

e Montrons la fonction qui a tout ¢t — P(X > t) est continue par morceau
sur R il suffit d’abord demontrer que la fonction est décroissante En effet soit
t et t' tel quet >t > 0 alors {X >t} C {X > '} donc

P(X >t) <P(X >t)

de plus si P(X > t) = P(X > t') alors Vk € N : , ¢]t/, t[ comme la suite xy,
est strictement croissante de limite infini alors cela n’est possible que si ¢t = t/
donc F' est bien bien strictement croissante de plus sit < 0,P(X > t) =1
Ceci permet de conclure !!! @ On notera par d Py la loi densité de X Montrons

que
,

Tr41
/ POX > t)dt = 3 (w1 — 2)P(X > 71)
0 k=0

On va appliquer le théoreme de Fubini

Tri1 Tr41 r Tk41
/ P(X > t)dt = / P(X > t)dt = / P(X > t)dt
0

o k=0 Tk

1.2 METHODE 1

Tr41 Tr41 Tk4+1
/ IF’(X>t)dt:/ P(X > t)dt / P(X > t)d
0 o =0 Y Tk

Tri1 Thy1 r+1 r r+1
/ P(X > t)dt — Z / X = ap)dt =3 (wen—a) S BX = ;)
0

t]+1 k=0 j=[f+1
Tri1 roortl Thtl
/ P(X>t)dt=> Y IP’(X::Ej)/ dt
0 k=0 j=k+1 Tk
Zry1 r r+1
/ P(X > t)dt =Y (51 — 1) Y P(X = 1)
0 k=0 j=k+1

r

/Ozm P(X > t)dt = 3 (w41 — o) P(X > @)

k=0



1.3 METHODE 2

Tr41 Th+1 Th+1
/ P(X > t)dt = Z/ P(X > t)dt = Z/ / dPx|dt
0
Tr41 $k+1
/ P(X > t)d :Z/ / dPX—Z/ (2pp1 — 23)dPx
0

T

/ol’T+1 P(X > t)dt = Z(lfk-i-l — ) /+°° dPx = Z(xk+1 — 2)P(X > )

k=0 k=0

e Montrons que
Tr41 r
/ P(X > t)dt = mP(X = ) + 2,1 P(X > 1)
0 —

Remarquons que

r r+1 r
Z(wkH — xk)IP’(X > ZEk) = Z{L‘kP(X > Jfk_l) — ZI}JP(X > Tk
k=0 k=1 k=1

T

Z(ka —21)P(X > ) = 2, 1 P(X > 2,) + Zka(xk_l < X < ay)
k=0 k=1

comme X () = {zy; k € N*} et que x, est strictement croissante alors
P(Ik_l <X < .Z‘k) = P(X = l’k)

et c’est gagné!! e Montrons I’'équivalence
+o0o
/ XdIP’<+oo<:>/ P(X > t)dt < 40
X(Q) 0

Supposons que [ X(@Q) XdP < 400 Comme la suite xj est strictement crois-
sante on a :

+oo r +o0o
XdP = " mP(X =a) = Y aP(X =) + Y apP(X = 1)
X(Q) k=0 k=1 k=r+1
donc
T +o0
/ XdP > Z i P(X = zp) 42,41 Z Zxkp =)+, P(X > z,)
X(Q

k=1 k=r+1
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Tr4+1
/ PX > t)dt< | XdP < +oo
0 X(Q)

en faisant tendre r vers 400 le resultat est gagné!!! Réciproquement sup-
posons que

+oo
/ P(X > t)dt < +o0
0

alors

Tr4+1
/ P(X > t)dt < +o0
0

Trig1 r
> aP(X = 1) + 2 P(X > ) = / P(X > t)dt > Y oP(X = )
0 k=0

ceci justifie que

Zxk]P’(X = x)) < 00
k=0

en faisant tendre r vers l'infini c’est gagné!!! L’égalité se déduit simplement
supposons que X est intégrable alors alors le reste R, d’ordre r de la série

Eb :ZEE:ZEkP()(:: xk)
k=1

tend vers 0 comme R, > x,.1P(X = x;) alors z,,1P(X = zj) tends vers
0 quand r tends vers +oo e Soit v, une suite d’élements de R, vérifiant la
rélation de sous additivité

Y(m,n) € N2 vpim < Up + Uy

On souhaite justifier I'existence du nombre p = inf{®* : n € N*} Posons
A = {* :n € N*} alors de I'existence de la suite on déduit que I'ensemble
A est non vide de plus tous les éléments de A sont positifs . Il ressort que A
est une partie non vide et minoré de R ceci justifie I’existence du nombre p

e Dans cette partie on considere € > 0 et
NeN:p<w<p+e
N

Soit (k,7) € N x [[0, N —1]],n = kN + r Prouvons l'inégalité



On a:

Up = UkN4r < VN + U
Montrons par récurrence sur p que v,, < pv, au rang p=1 c’est trivial sup-
posons qu’elle est vrai au rang p
V(p+1)n = Upn+tn < Upn + v, < (p + 1)Un
En utilisant ce résultat on a :
Up = VkN4r < kN + U < KON + 0,
comme k < & alors on a
n
v, < NUN + v,

En divisant par n c’est gagné!!! e comme lim,, . ., % = (0 alors dng tel que
= <eainsiVn > ng: p < 7 < p+ 2 dou

e On considere une suite Xy, zen+ de variables aléatoires discretes ,a valeurs
positives ou nulles ,indépendantes et suivant toutes la loi de X; .On pose

Sp = p_; Xg. On suppose P(X; > t) >0
e Montrons que

V(m,n) € N (u,v) € R* : P(Spyn > mu+nv) > P(S,, > mu)P(S, > nv)

Il s’agit d’une relation simple remarquons que

n+m
{Sm = muln{ Y Xip>nv} C{Smen > mu+nv}
k=m+1

donc

n+m
P({Sp > mu}N{ Y Xip>nv}) <P(Spin > mu+ no)
k=m+1

comme les variables sont indépendantes alors S,, et Zn+m X} le sont .

k=m+1
donc
n+m
P(S,, > mu)P( Z Xi > nv) < P(Spn > mu+ nv)
k=m+1



comme

n+m n
P( Z Xy > nv) :P(ZXker > no)
k=m+1 k=1

de plus les variables X sont directes leur loi peut étre caractérisé par la
fonction génératrice alors

n n

Gy, X (1) = B(ef Zim1 Xovm) — HE(eth+m) = H E(e"*) = G, (t)

donc

ceci acheve la preuve
e Montrons dans cette partie la question suivante :

Vn > 1,Yu e R: P(S, > nu) >0

Nous allons montrer par récurrence sur n Vu € R : P(X; > u) > 0 comme
S1 = X; la relation est vraie au rang n=1 Supposons qu’elle ’est au rang n
comme

P(Sp+1 > (n+ 1)u) > P(S, > nu)P(S; > u) >0

alors la relation est vraie au rang n + 1 ceci acheve la preuve .
bullet On souhaite en déduire que ,

Z >
Vu € R, lim In(P(Sy > nu)) — sup In(P(S,, > nu))
e n neN* n
Posons v, = —In(P(S,, > nv)) la suite v, > 0 et de plus elle sous additive

d’apres la question 9-a il suffit de passer au logarithme puis ensuite multiplier
par -1. D’apres la question 8-b on a

n .. —In(P(S,, > In(P(S,, >
lim 2% = p = inf n(P(Sn 2 nv)) = — sup n(P(Sn 2 nv))
n—+oo M neN* n neN* n
comme
. Un . Un,
lim — =— lim
n—+oo N n—+oo N
alors (PS>
lim T sup n(P(Sy = nv))
n—+oo N neN* n

et c’est gagné!ll
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2 PARTIE 2 LE THEOREME DE CRAMER
2.1 UNE INEGALITE

e Soit J une partie de R qui est telle que Vo € J,] — 0o, z] C J On souhaite
Montrer que J est un intervalle .Rappelons qu’on appelle intervalle de R
toute partie convexe de R Donc nous allons montrer que J est convexe .
V(z,y) € JA,Va € [0,1] on a

azr + (1 — a)y € [min(z,y), max(z,y)] C] — oo, max(z,y)] C J

donc
ar+(1—a)yeJ

ceci montre que J est convexe .c’est gagné!!
e vérifions que la fonction ¢ : 6 — In(E(e?*1)) la condition pour que ¢ soit
définie est E(e?*1) > 0 comme X, est une variable positive alors

0 < E(e’1) = / PPy, < +00,V0 <0
X(@)

donc I’ensemble sur lequel elle est définie contient R_ ceci acheve la preuve .
e Determination de I dans le cas d'une loi de géométrique (p) ou

poisson (). Il s’agit d’'une question au choix nous allons traiter le cas ex-
ponentielle le lecteur pourrait chercher le cas géométrique .Dans la partie
préliminaire nous tirons la forme de ¢(0) = In(e 1=} donc I = R

e On souhaite montrer que la fonction H définie par H (u) = sup,,cy- w
est définie sur R et qu’elle est décroissante . D’apres la question 9-b elle est

bien définie la décroissance vient du fait que Vu,u' : u < v’ on a
{S,, > nu'} C {S, > nu}
donc

P(S, > nu')) < P(S, > nu))

In(P(S,, > nu')) < In(P(S,, > nu)) < sup In(P(S,, > nu))

n n neN*
In(P > nu/ In(P >
H) — sup BES Zn0) (S, =)
neN* n neN* n

et c’est gagné!
e Montrons que V(u,v) € R? : H(*:) > 1(H(u) + H(v)) On utilisera la
question 9-a en prenant n=m et
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donc

In(P(S,, > n¥te
u+v n(P(S, > n*?)) Zziln(P(Szn22nu+v

)

alors 11 ]

5 ) > §(ﬁln(IP’(Sn > nu)) + ﬁln(]P’(Sn > nv)))

en passant au sup sur n c’est gagné!!! e la fonction H est décroissante donc
—H est croissante et vérifie la relation 3 donc elle est convexe ainsi H est
concave .

e Soit # € I "R, On demande de justifier que Vn > 1, E(e?") = (E(e/X1))"
Nous l'avons plus ou moins demontrer mais nous allons le reprendre par
recurrence sur n au rang n = 1 c’est trivial !!! supposons que la relation est
vraie au rang n et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1 on a E(e?n+1) =
E(e’nefXnt1) comme S, et X, 1 sont indépendants et de méme loi que X,

alors

B("51) = ("5 E(e) = (B("™))" (B(e"™)) = (B(e"™))"""

H(

c’est gagné!!!
e [l s’agit d'une déduction :

1
Yn > 1,0(0) > - ln(e’w“]P’(Sn > nu))

On sait que

0Sy, 0Sy, 0
(& 2 € 1Sn2nu) 2 e u]-Snznu)

E(e%m) > (S, > nu)
In(E(e?")) > In(e™P(S, > nu))
On utilise maintenant la question précédente

In(E(e?")) = no(h) > In(e™™P(S, > nu))

c’est gagné!!l
e On souhaite conclure a I'inégalité :

¢(0) = sup(fu + H (u))

ueR
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On se sert de la déduction

6(0) > %m(eneumsn > nu)) = u+ % In(P(S, > nu))

En prenant le sup sur n on a ¢(f) > Ou + H(u) en reprenant le sup sur u
c’est gagné!l!!

e On souhaite établir le cas d’égalité pour § = 0 on a ¢(0) > sup,cp H(u)
comme H(0) = LIn(P(S, > 0)) comme les variables sont positives alors
P(S,>0)=1-P(S, <0)=1donc H(0) =0 = ¢(0) on peut conclure on
pouvait utiliser la question 6 aussi comme argument de justification puisque
H est concave et décroissante .avec x=0 c’est aussi gagné!!!

e Prouvons

1 n
In(E(e"'1x,<x)) = - In(E(e"" 11 1x,<k))

On a
n n
95, _ 0X;
e | | l1x,<k = I I e lx,<k
i=1 =1

comme les variables sont indépendants et ont méme loi que alors

n

(ES, [[1x.<x) = m(J[EE1x,<x)) =D In(E(" 1y <x)) = nIn(E(" 1x,<x))
i=1 i=1 i=1
et c’est gagné!!ll

e Justifions I'existence d’une espérance pour la variable e?>"1g <,k On a

6Sn OnK
€ 1{Sn,§nK} S e’

donc
E(695n1S7LSnK) S eﬂnK

Montrons 'inégalité

€n9K

E(?5 15, cni)) < / P(e"S" > t)dt
0

Remarquons que
enGK

6nK9 = / ]_{eesn >t}dt
0

enGK

eesnlsnﬁnK < / 1yeosn >t}dt
0

Donc
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enQK

B s, con)) SB([ Lasngdt)
0

La linéarité de l'espérance .

enQK enQK

E(105054)dt = / P(e?n > t)dt
0

E(#5" s, coxc)) < /

0
c’est gagné!!!!
e Déduisons I'inégalité

K
E(e?r1g, <pr) <1+ n@/ P(S, > nu)e"du
0

D’apres la question précédente on a :

nf K

]E(GGS"]_SngnK)) < / ]P)(€QS" > t)dt
0

De plus en posant ¢t = "% on a :

enQK K

/ P(e? > t)dt = / nbP(S, > nu)e"du
0 —o0

enGK

0 K
/ P(e? > t)dt = / nP(S, > nu)e"du + / nbP(S, > nu)e"du
0 —00 0

enBK 0

K K
/ P(e? > t)dt < / n@e"eudu—i—/ nfP(S, > nu)e"du = 1+/ nfP(S, > nu)e"du
0 —o0 0 0
e Déduction de l'inégalité

1
In(E(e’ 11y, <k))) < —In(1 + ndKe"MO)
- n

On sait que
%m(n»(sn > nu)) < H(u)

donc
P(0S, > nu) < e (@)

K K
E(er1g, <pi)) <1+ n9/ P(S, > nu)e™du < 1+ n@/ (W entu gy,
0 0
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K K
E(Ges"lsngnf()) S 1+ ne/ enH(u)enﬁudu =1+ ng/ en(H(u)-i-Gu)du
0 0
K
E(e*" 15, <)) < 1+ nf / ensupuck(H40) gy,
0

K
E(e"1g, <pi)) <1+ n@/ e"MO) gy
0

1

EE(eas”lsnSnK)) <
d’apres 5-ii ¢ est gagné!!!l!

e Soit n fixé et Ko = [<

]+ 1VK > Ko, nfKe™® > 1

VK > Ky, 1+ n0Ke™ @ < opgKenMO)

n(2nd nM(0)
VK > Ko In(E(?X 1y, <)) < 2RO

n
c’est gagné!!!!ll En faisant tendre n vers l'infini puis ensuite K vers l'infini
dans la question 6 on déduit la question 7
e Dans cette question il s’agira de conclure que :
1
R: lim —In(P(S, > = inf (In(E(e"*)) — 6
Vo e R: lm = (P(S, > ne)) = inf(n(E(E™)) - 02)
D’apres la question 9-c on a :
In(P(S,, > In(P(S,, >
i RS 2 nx)) sup n(P(S5, > nx)) _ H(x)

n——+00 n neN* n

de plus la fonction H est concave et décroissante alors d’apres la question
6-c on a :

inf Sulelﬂrg(H(u) +6(u—2)) =H(z)

inf sup(H (u)+0u—0z)) = grzl(f)(—GaH—sup(H(u)—ir@u))) = ggg(—ﬁxth(G)) = ggg(—9x+¢(9))

0>0 yer ueR

. . _ 0X1\
éggilelg(H(u)—i—H(u x)) égg(ln(E(e ) — 0x)

e Soit A > 0,e¢ > 0 on souhaite montrer l'existence de a > 0 tel que pour
tout entier n suffisament grand on a

P(& >A+e)<e ™
n
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D’apres la question précédente on a ;

In(P(S,, > nx))

. s 0X1\\ _
A T T (B )
comme
> >
In(P(Sn 2 nx)) o WP 212) s m (X)) — ) = H () <0
n neN* n =0
donc

In(P(S, > nx) < nH(z)
P(S, > nx) < e~ (=H(@))
P22 > 2) < ¢n(~H)
n
pour z = A+ € on prend a = —H (A + €) > 0 et c’est gagné
e La derniére question est simple il suffit de trouver a tel que e = % On
pouvait utiliser I'inégalité de Chernoff en 4-b
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