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ABSTRACT: Dans cette note, on passe en revue la formule de Dufour-Fezzani concernant la compa-
raison de deux réseaux géodésiques. On développe cette formule pour des modeles ellipsoidiques.
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1 Introduction

Dans la comparaison des réseaux géodésiques, C. Fezzani [1] prévoit la méthode suivante :

Mercator modele sphérique ‘:> ’ Mercator Transverse UTM ‘:> ’ Passage d’un ellipsoide a un autre ellipsoide

Le point de départ est deux calculs R et R, d’un réseau géodésique qu’on considere au voi-
singe de I’equateur.

2 Comparaison en coordonnées Mercator

On considere que les coordonnées de R; et R, sont exprimées par la représentation plane
Mercator directe d’un modele sphérique (de rayon a).
2.1 DL’effet d’une rotation pure

Si on suppose que les calculs sont parfaits.Si R, est obtenu par une rotation autour de I’axe des
podles d’un angle Q, alors nous avons les expressions suivantes en un point M :

X| =aM
N 2.1
(o1, 1)R1 = { Y =al(¢y) = a.Logtg(% + %) D
et:
X, =al,
((P277LZ)R2 = { Y, =al(p,) = a.Logtg(% + %) 2
Or:
o — o 2.3)
Tm 40 2.4)
Posons :

Z=X,+iY, =aly+iY, = a(A + Q) +iY; = X; +iY) + aQ (2.6)



Alors, nous avons :
Z=2z74+aQd 2.7)

La transformation (2.7) est une représentation conforme, donc conserve localement les figures donc

les angles sont conservés.

Ecrivons maintenant 1’équation de Laplace :

PourR; = Aza — Azg) = (A, — Ay )sing; (2.8)
PourR; = Aza — Azgr = (Ay — A)sing, (2.9)

ol Aza est I’azimut astronomique observé au point M. Comme : @ = @,, par différence des équa-
tions précédentes, on obtient :
Azgr —Azg) = Qsing, (2.10)

Donc, les azimuts géodésiques ne sont pas conservés lors d’une rotation autour de I’axe des poles.

2.2 L’effet d’une translation tridimensionnelle

Pour un modele sphérique, le point M a pour coordonnées :

X = acos@cosi
M < Y = acos@sinA (2.11)
Z = asin@

Les coordonnées géodésiques (¢, A) dans (2.11) sont exprimées par :

Y
tgh = —
47

Z

199 = ——
8=y

Une translation tridimensionnelle infinitésimale est exprimée par (dX,dY,dZ). Exprimons d ¢
et dA en fonction de dX,dY et dZ. De (2.12),0n a :

(2.12)

Jh — Xdy —YdX _ acos@cosAdY — acos@sinAdX _ —sinA X+ cosA av 2.13)
X2+Y? a’cos?Q acosQ acosQ
et:
do  dz Z  XdX+Ydy o1
cos?p X2 4Yy2 X2+Y?2 J/X24iY2 ’
Utilisant (2.11), on obtient :
dp  dZ  asing acos@cosAdX +acos@sinAdY 2.15)
cos2Q  acosQ  a*cos’Q acosQ '
Soit : J iz A -
t t
¢ _dzZ 1gpcosh . 1ggsind 2.16)
cosQ  a a a



Or I’équation (2.16) n’est autre que la différentielle de la latitude de Mercator L, d’ou :

do dZ  tg@cosA IX — tg@sini Y
cosQ  a a a

dL =

2.17)

Au voisinage du point central My(¢ = 0,1 =0), on peut écrire au deuxie¢me ordre de petitesse :

(P2

cosQ =1— > (2.18)
sinh = A (2.19)

AZ
cosA =1— > (2.20)

L’expression de la latitude de Mercator L devient :

_ ﬂfp_<"d¢_/‘°d¢_/"’ 2 o0l P~
L—Logtg<4+2)—/0 cosp  Jo 1_%2— A (14 2)d(p—(p—|— g ~0 (2.21)

Alors, les expressions (2.17) et (2.13) deviennent respectivement :

2
VA .
= _00=%)  eh
a a a
yA X Y
dL = d— — d—L - d—L A (2.22)
a a a
o inA A A(1+5) (1-2)1+L)
dr = % ax 4+ SO gy — x4 2 2 gy
acosQ acosQ a a
En gardant les termes du 2¢me ordre :
—dX dy dy
dA = At —+ o (L* =A%) (2.23)
a 2a
Posons :
z=A+IiL (2.24)
Z=dA+idL (2.25)

On utilise les équations (2.22) et (2.23), on obtient :

dy dy dz dX dy
Z=dA+idL = —1 — (A + ( - —L-—L. A) (2.26)
a 2a a a a
Soit dY +idZ dX dy
A e R P SV R LI 1Y)
a a 2a
ou dY +idZ dX dy
_ e A g i -ty 2.27)
a 2a
Et en remplagant A + iL par z, (2.27) devient :
Y 4 X Y
_d¥+idZ dX dv , (2.28)
a a 2a

C’est la formule de Dufour-Fezzani [1],[2]. La transformation (2.28) est une fonction holomorphe
de z donc c’est une représentation conforme sous la forme d’un polynéme du second degré.



3 Comparaison en coordonnées UTM

On considere que les coordonnées de R; et R, sont exprimées par la représentation UTM
d’un modele ellipsoidique E(a,e); a et e sont respectivement le demi grand-axe et la premiére
excentricité.

Ecrivons maintenant I’équation de Laplace :

PourR; = Aza— Azg) = (A, — Ay )sing, 3.1
PourR, = Aza — Azgr = (Ay — A2)sing; (3.2)

Comme : @ = ¢, par différence des équations précédentes, on obtient :
Azgyr —Azg) = Qsing (3.3)
Donc, les azimuts géodésiques ne sont pas conservés lors d’une rotation autour de 1’axe des poles.

3.1 L’Effet d’Une Translation Tridimensionnelle

Un point M du modele ellipsoidique a pour coordonnées :

X = Ncos@cosA
M Y = Ncos@sinA (34
Z=N(1-¢é*).sing

avec : 4
N=—F—— (3.5)

V1 —e2sin2g

Les coordonnées géodésiques (¢, 1) dans (3.4) sont exprimées par :

Y
1A = —
= x
zZ
1—eHigp = ——no
(- =3 =7
Une translation tridimensionnelle infinitésimale est exprimée par (dX,dY,dZ). Exprimons d¢ et

dA en fonction de dX,dY et dZ. De (3.6),on a:

J = XdY —YdX  Ncos@cosAdY —Ncos@psinAdX  —sink X + cosA
X2y NZ2cos2¢ ~ Ncos@ Ncos@

3.6)

dy (3.7)

et:
(e e __dz Z  XdX+Ydy a8
coslp  X2+Y? X2+Y?2 X24Yy2 '

Utilisant (3.4), on obtient apres calculs :

_cospdZ (1 — e?)sinpcosAdX e — &?)sin@sinAdY

1—e2)d 3.9
(I—e)do=— N N (3.9)
Dans le modele ellipsoidique, posons .Z la latitude isométrique :
T @ e 1 +esing
& = Logt (— —)——L —_— 3.10
o8ls 4+2 201—esin(p ( )



En utilisant la latitude de Mercator L (2.21), I’équation (3.10) s’écrit :

w_q_ fLogl +eSl:n(p
2 1 —esin@

3.11)

Au voisinage du point central My(¢ = 0,4 = 0), on peut écrire au deuxieéme ordre de petitesse :

2

¢
—1-

cosQ >
sin@ = @
sinA = A

AZ
A=1——

cos 5

L’expression de .Z devient :
e 1+eq e —1
=L—-L =¢—-Log(1 1—
<z 8T e =972 0g(1+e@)(1—eQ)

Or au deuxieme ordre de petitesse, on a :
—14e 202
- +ep+e

L’expression de .Z devient :

£ =g Log(1+e)(1+eq+c*p?) = 9 — T Log(1+2ep +26°97)

on utilise la formule du développement limité de la fonction Log pour x petit devant 1 :
2

Log(1+x)=x— % +o(x?)

ce qui donne :

L=9-p=(1-¢)p
1/Ncos¢ devient :

1 (1-e)'2(1+¢?/2) 1,  (1-¢)¢?

= - (1
Ncos@ a a( + 2 )
Alors, I’expression (3.7) devient :
. — .2\2 2 1762)(1)2
—sinA A —A(14 =)o 1- 2 (14 U=
dn = Sk g ook M ) gy 22 =) gy
Ncoso Ncos@ a a
En gardant les termes du 2éme ordre en A et ¢, on a :
—dX, dY dy A?
dh = ——A+—+——(1—e*)p* — —dY
a a 2a 2a

De (3.19),on a:

0= lffez =(1 —l—ez).i” = (,D2 =(1 +62)2$2 =(1 —i-Zez).,i”z

(3.12)
(3.13)
(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)



En remplagant ¢ dans (3.22), dA devient :

—dX dy dy A?
At —+(1+)L*——-"-dv
a 2a  2a

dA =

a
et (3.9) devient en utilisant (3.19) :

1-9-2%) 202904 ~ 220-2%)

dZ = dX — dy

Soit :
(1+e*)g* dzZ

dx dy
d¥ =(1- ) —— L — AL —
2 a a a
Utilisant (3.23), I’expression de d-Z devient a I’ordre 2 de petitesse :
1+3e%).2?% dz dx day
dZ = (1 —&)— - L— AL —
2 a a a
dZ £?d7 3lL*dZ dx dy
dy =2 _ 2 ey 7 il
a 2a 2a a a
Posons :
z=A+i%
Z=dA+id¥
On utilise les équations (3.24) et (3.27), on obtient :
—dX, dY ay A?
Z=dA+id¥ = ——A+—+(1+) L ———-dy
a a 2a  2a
dZ £*dZ 32 L%dZ dx ay
i £ - _ ey e
a 2a 2a a a
Soit: dY +idZ dX dy dY —idZ
g s —(A+i%) - —(A* - L1200 2) g —idZ)
a a 2a 2a
o dY +idZz dX dy dY —idZ
A —(A+iZL) - —(A+i2)? +e2$2g
a a 2a 2a
Et en remplagant A +i.Z par z et £ par —%(z —7Z), (3.31) devient :
dY +idZ dX dy 2(dY —idZ
f VX Yy )
a a 2a 8a

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

C’est la formule de Dufour-Ben Hadj Salem. La transformation (3.32) est une fonction biholo-

morphe de z et de Z. L’effet d’une translation tridimensionnelle (dX,dY,dZ) au point M entraine

une transformation non conforme.
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