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Abstract.

In dieser Arbeit wird ein verbessertes Simplified bond- hyperpolarizability model vorgestellt, welche bislang nur
experimentell und theoretisch angenadhert zugénglich sind. Die bislang daraus resultierenden Oberflachenspektren durch
nichtlineare Materialanregung sind zu ungenau und deshalb ist eine verbesserte Modellbildung notwendig um die
Oberflachenspektren exakt zu bestimmen und von den Schnittstellensignalen und Bulksignalen exakt separieren zu kénnen.
Dazu wird ein leistungsfahigeres mikroskopisch physikalisches und mathematisches Modellbild zur Beschreibung der SHG
Oberflachensignale gezeigt, welche auf Standard phanomenologischer Verfahren entwickelter Tensor bzw. Fourier Korrektur-
Koeffizienten beruht. Dieses Modellbild liefert erstmals analytische Losungen fiir die reinen nichtlinearen Emissionsfelder,
welche zur exakten Vorhersage des SHG responses besispielhaft gezeigt an (111) Si- SiO2 Schnittstellen, welche durch
Vergleich mit den bisherigen Daten von Aspnes et. al. verifiziert wurden. Mit diesen analytischen Ausdriicken konnten
dariiberhinaus die nichtlineare Emission (Intensitdt) von rotierenden Kristallen beschrieben werden. Die entwickelten
mathematischen Ausdriicke ermoglichen es nichtlineare Systeme, welche auf Dipol-, Quadrupol- Octapol-... -Nédherungen
beruhen unabhingig ihrer bislang nicht separierbaren linearen Feldanteile rein nichtlinear zu 16sen. Die Ergebnisse zeigen in
Anlehnung an die experimentell gewonnenen nichtlinearen SBHM Spektren, dass vollstindige Phasenanpassung die
unabdingbare zentrale Voraussetzung fiir nichtlineare Feldpropagation in kondensierter Materie ist. Der Erfolg dieser
verbesserten Formulierung impliziert die verbesserte Beschreibung von SHG ohne die Einfachheit des Ausgangsmodells
unnotig zu verkomplizieren. Damit ist es moglich SHG Spektren simulationstechnisch zugénglich zu machen und zuverlassige
Vorhersagen von SHG Antworten und dariberhinaus noch héherer Harmonischer und Subharmonischer bzw.
Ultraharmonischer gerader Ordnung fiir Oberflachen und Schnittstellen beliebiger Stoffklassen zu machen.

Keywords: Kondensierte Materie, Photonik, Nichtlineare Optik, Laser, SBHM, SHG, Héhere Harmonische, Licht- Materie-
Wechselwirkung, Oberflache
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1. INTRODUCTION.

Die Durchbriiche in Theorie und Praxis bestehen darin,
dass es bislang in der nichtlinearen Physik nicht moglich war
die nichtlinearen Anteile von den linearen Anteilen zu
separieren. Dies ist bis heute ein grundlegendes Problem. Die
grundlegende Problemlosung besteht darin die nur
experimentell zuginglichen Spektren mathematisch zu
formulieren. Fiir diese Probleme wurden in unserem Paper ,,*
[PKM2011] neue Strategien entwickelt. Diese werden
zundchst aufgegriffen und danach auf das SBHM- Modell
angewandt. Dazu wird das kollektive Verhalten der
Oberflichenelektronen anhand des Si- SiO, Materialsystems
untersucht und ein mathematisch- physikalisches Modell
entwickelt. SHG und Hohe Harmonische im Si- SiO;
Materialsystem kann an einer Schnittstellenregion, welche nur
wenige Atomlagen dick ist, erzeugt werden, da dort aufgrund
asymmetrisch ~ angeordneter  Bindungselektronen  die
Inversionssymmetrie gestort ist und sich so vom Bulk
unterscheiden. Aus diesem Grund basiert der mathematische
Formalismus fiir SHG und hohe Harmonische fiir NZS-
Materie auf den  Eigenschaften jedes einzelnen
Bindungselektrons im asymmetrischen Potential. Die
Generation von SHG und hohen Harmonischen kann
vorteilhaft durch das vereinfachte Bindungs-
Hyperpolarisations- Modell, engl. Simplified bond-
hyperpolarizability model (SBHM) beschrieben werden. Der
signifikante Vorteil dieses Modells liegt darin, dass die ganze
NLO-Theorie auf Atomniveau formuliert wird, welche die
Responses aus den Termen der Bindungs-
Hyperpolarisationen und der Kiristallsymmetrien unter
Einbeziehung der anisotropen Responses der Bindungsladung
ergeben. Es werden die urspriinglichen vereinfachenden
Annahmen von Powell et al fiir das SBHM zugrunde gelegt,
welche hinreichend genau sind um SHG beschreiben zu
konnen. Dabei ist fiir eine gegebene Bindung anzunehmen,
dass die dazugehorige Ladungsbewegung entlang der
Bindungsrichtung ist, welches die Annahme impliziert, dass
die Bindungen rotationssymmetrisch sind. Weiters wird die
Giiltigkeit des mathematisch- physikalischen Modells durch
Anwendung der experimentellen SHG Daten von Liibke et al.
[1] fiir oxidierte vicinale (111) Si- Wafer beurteilt.

2. FORMALISM.

In diesem Abschnitt wird die mathematische Struktur
nichtlinearer Teilstrahlen der nichtlinearen Licht- Materie
Wechselwirkung gezeigt, sowie ihre zugrundeliegende
physikalische Natur. Dazu wird zunédchst das SBHM Modell
exakt gelost, welche die nichtlineare Licht- Materie
Wechselwirkung hervorragend vorhersagt.

Dazu betrachten wir das nichtlineare System mittels

effizienter numerischer Losungen von nichtlinearen

Differentialgleichungen. Unser Ansatz ist insbesondere

attraktiv fiir Probleme in welche die

i effiziente Simulation von nichtlinearen SBHM
Spektren, sowie die zuverldssige Vorhersage des
Verhaltens, auch im hoch nichtlinearen Regime,
erforderlich ist,

ii. das rein nichtlineare SBHM Subsystem vom
dominierenden linearen System fiir hohe Felder
betrachtet werden soll

iii. das sogar noch kompliziertere lineare SBHM
Subsystem  entkoppelt dominierenden
nichtlinearen System
Regime fiir hohe Felder betrachtet werden soll.

vom
im extrem nichtlinearen

In dieser Arbeit wird zundchst vorrangig die
Wechselwirkung nichtzentrosymmetrischer Systeme mit
hoheren bichromatischen photonischen Feldern der Form

nd — —imeyt + —inat +
E(r)=Ee E,e “C unter dem Aspekt der

Erweiterung auf hohere Harmonischen untersucht. Die
Ergebnisse der genauen Untersuchung des Mechanismus zur

exakten Beschreibung der Elektron-
Multiphotonenwechselwirkung im nichtlinearen Regime
wurde erstmals in unserer Publikation 1¢“ » [PKM2011]

dargestellt und werden dieser Arbeit zugrundegelegt und zur
Erweiterung des SBHM- Modells benutzt.

Die gefundenen Losungsstrukturen dieses nichtlinearen
Problems basieren auf den gefundenen asymptotischen
Singularititsgleichungen  mittels  storungstheoretischer

Betrachtung hoher Ordnung in A der optischen nichtlinearen
Differentialgleichung der Form

{d’5)d +2y d¥)dt + a3+ a X} =~e AE(1) [m,
wobei ()?,Z)DSIXSI ist, aber mit globalem X in S!
definiert ist und )#0 in dissipativer Umgebung. Die

nichtlinearen Parameter & [ Rl sind fiir Gase, Fliissigkeiten
und kondensierte Materie klein. Der Treiberterm

—e/]E(t ) / m, mit dem photonischen multichromatischen

Feld E (1) ist hierbei eine C* Funktion mit 27t- Periodizitit.

Das zugrundeliegende nichtlineare Potential
SN = _ [ g — 1 ~2 4 ~3 :
) (x) = I Fdx = 5meagx +imax’ setzt sich aus dem
A=
harmonischen Potential und einem anharmonischen

Korrekturterm zusammen. Es werden demnach gerade und
ungerade Krifte in ¥ zugelassen. Dieses Modell beschreibt
die Physik der Elektronenbewegung in realen Materialien,
weil das aktuelle Potential, das die Elektronen spiiren, nicht
perfekt parabolisch ist. In realen Kristallen zeigt sich das
Wechselwirkungspotential zwischen benachbarten Atomen
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unsymmetrisch um die Ruhelage und weil3t aufgrund des

starken abstoenden Potentials fiir kleine Abstinde
Asymmetrie auf, bei der der Schwerpunkt der
Schwingungszustinde wichst, wihrend er bei einem

ungestorten Parabelpotential unverindert bleibt und es keine
Wechselwirkung zwischen den Phononen gibt. In einem
Kiristall liegt nun eine Vielzahl von Eigenfrequenzen @, Vor.

Mit abnehmender Temperatur verbleibt eine immer grofere
Zahl dieser Oszillatoren im Grundzustand und deren
Schwingungsfreiheitsgrade werden immer mehr ausgefroren.

3. MATHEMATICAL STRUCTURE
FORMULATION.

A. EXTENDED SBHM- MODEL

Die originalen Annahmen des bisherigen SHBM Modells,
welche bislang zufriedenstellend SHG, FHG and so on
beschrieben haben sind 1. nur auf schwach nichtlineare
Wechselwirkungen beschrinkt, da sie approximierte
Losungen darstellen und 2. ist es damit nicht moglich die
exakten nicht separierbaren nichtlinearen Spektrenanteile von
den linearen Spektrenanteilen zuverldssig zu unterscheiden
und zu spezifizieren. sind damit bislang die Spektrenanteile,
die fiir den reinen Oberfldchenresponse verantwortlich sind,
nicht von den anderen Signalanteilen, die in anderen Regionen
(z. B. Bulk) nichtzentrosymmetrischer Materie entstehen
hinreichend genau zu unterscheiden und zu spezifizieren, was
in der Nichtseparierbarkeit von nichtlinearen und linearen
Wellenanteilen in der nichtlinearen Optik (NLO) begriindet
1st.

In diesem Abschnitt wird die Giiltigkeit des in Paper 1
[PKM2011] gezeigten Modells durch Anwendung der
experimentellen SHG Daten von Liibke et al. [LBD94] fiir
oxidierte vicinale (111) Si- Wafer beurteilt. Wie man in
PAPER (PAPER_1 THEORIE) sehen konnte, kann im
Resonanzfall das Bindungselektron im anharmonischen
Potential nicht mehr als reine komplexe Lorentzkurve zu einer
bestimmten Energie E beschrieben werden. Deshalb wird die
Multiresonanzform berechnet um hohere Energieresonanzen
zu approximieren und wird auf das SBHM Modell fiir den
SHG- Response fiir Oberflichenmolekiile angewendet.

Dazu wird fiir das verbesserte SBHM- Modell auf der
Grundlage der nichtlinearen optischen Differentialgleichung
folgender Ansatz vorgeschlagen, mit der man den rein
nichtlinearen Anteile der Grundharmonischen und von der
zweiten Harmonischen SHG bekommt.

FSHG —mx=gq; ( ) i q; (Ef) ‘)e_izw
_(ngGAxl e + gy, Ax, e_lzm)
~(wr, e +ngGAx2je-fW ) M
dx;;
—p
d dt

mit WG (5) = +wt(78.Z7HG (~) und w3 ( ) =, +wth.LHG (5)
wobei fiir die Niherung bis 8. Ordnung in A fiir die

Grundharmonische und fiir die Second harmonic Generation
gilt:

®  (7\_[_5a’h’ _55a°'b* 8245a°h°
waGHG (b)_ - 3 7 1
’ 12«  192¢f 311044 o
+C7(/19)
- b’a®  491b'a*  985h°a°
o (5)=|-1+7 + +
””°( ) 24af  5184af 23328y’ 3
+C7(/\10)

Ein angelegtes optisches Feld bewirkt mit den gewdhlten
Randbedingungen x = x0 eine Anderung der Position x der
Partikelladung q. Fiir den nichzentrosymmetrischen Fall 14sst

sich X als Reihenentwicklung in ¢ gemi x =X, +Ax

mit Ax; (') =Ax,e™™ +>° Ax,e [On[] N"" schreiben.

Fiir SHG erhélt man damit:

x=xy +Ax e +Ax e @
Mit den gemachten Annahmen fiir SBHM kann die Bewegung
einer Bindungsladung q; mit der eindimensionalen
Bewegungsgleichung fiir die j- te Bindung berechnet werden
in der Form

o o dDx()
FS—I)G =mx = msz
dz (Axle—im’ +Ax2e—i2wt’) (5)
-m
dt'2

und
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B0 = st = & Ax ) _ "’GHG"’GHGAx
K6 =mx = —,2 szj =
di (K2 —4mw’ ~ 2bzw)
d2 AX e—izm’ +AX e—izwr' .
—m ( : dr? : ) + “’GHG“’GHGAX
1
= qj (EBJ ) e_ilm’ ©) +2ngGAxlje—iWI SHGAXI -i2at'
—(wGHGAx e +wSHGAx e i ) THG COMPONENT FHG COMPONENT ©)

mit E(x,1') = I::le_’w" +I:32€_i2w" als externes, zeitabhingiges
optisches Feld und x als die Auslenkung der j-ten Ladung q;,
aus der Ruhelage xo, entlang der Bindungsrichtung f)j. Mit

der Dimpfungskonstanten 5  wurde die dissipative
Umgebung beriicksichtigt. Die Losungen zweiter und noch

hoherer Ordnungen AX,, , lassen sich iiber

=Ax,, (—mwzefi"_’" +wl e —biwe ™ )
. ' . , . , 7
+ szj (_4,7@26721&” + w;l Gefmvt _Zbiwgfﬂwt ) ( )
+ 2ngG“’gHGij1ijzeii3m + “’SHG“’SHGAXZ —idwmt'
im Rahmen des EXTENDED SBHM- Modells fiir die

Amplituden l; der Grundharmonischen und SHG angeben zu:
i it
q; (Eb , ) e
(—mszlee_M +wl, e —biwe ™ )
o ®)
o (65

(- + wgy —bicax, )

1j

und

"’GHG“’GHG (Eb ) b
(—4mw + Wy —2bzw)

_a a
Wouc*ercd

(wg,,c —4mw® - 2biw) (ngG - mw’ —biw)2

Damit ergibt sich mit der neuen Modellbildung fiir die
Hyperpolarisation =~ welche  zusdtzlich zur  positiven
SKEWNESS  bzw. Skew  nichtzentrosymmetrischer
nichtlinearer Materie umgekehrt proportional ist. Dies erlaubt
uns die lineare Polarisation und die nichtlinearen
Hyperpolarisierbarkeiten der j- ten Bindung neu anzugeben.

a. = Axlj - q;
Y (Eﬁj)ﬁj (w5, — e = biew) (10)
und
oSG = AX2/ _ngngHGafj
2 (Ef, )25 (. - 4mew* —2bim)
(11)

_a a
Wrc?cncd j

(w;’HG —dmw’ - 2biw) (ngG -mw’ —biw)2

v ) <o, (5

j) verwendet wurde, mit K|

als die skewnessbehaftete Polarisation der

. a a . . .
Grundharmonischen und ., #y; als die nichtlinearen

skewnessbehafteten = Hyperpolarisierbarkeiten  fiir  die
Hauptresonanz und die zweite Harmonische SHG entlang der
Bindung. Bemerkenswert bei diesen Gleichungen ist, dass die
Nichtlinearitdt ausschlieflich in die Nennerfunktion eingeht
und nicht, wie in der aktuellen Literatur nichtlinearer Optik (z.
B. Boyd), lediglich als Proportionalititsfaktor, in der die
Amplitude linear direkt beeinflusst wird.

4. APPLICATIONS OF THE EXTENDED SBHM —
MODELL - THEORETICAL ANALYSIS.

A. SURFACE NONLINEAR SUSCEPTIBILITY OF
TETRAHEDRAL SEMICONDUCTORS.
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Fir die spezielle Geometrie von
Oberfldchen gibt es zwei Klassen von
Schnittstellenbindungen: Eine Bindung senkrecht zur
Schnittstellenebene, und drei gleichwertige Bindungen
zwischen den Atomen der Schnittstellenebene und der
Atomebene darunter, wie in 1 links gezeigt wird. Fiir vicinale
Oberflichen, wird sich eine der drei hinteren (down)
Bindungen nicht mehr gleichwertig zu den beiden anderen
Bindungen verhalten. Wenn der vicinale Schnitt von 5° gegen

die |:1 15] Richtung geht, wird eine der "back" Bindungen

singuldaren (111)

eine "step" Bindung, d. h. diese Bindung liegt in der
Schnittebene. In diesem Fall wird der vertikalen "up" Bindung

eine komplexe Hyperpolarisation &, zugewiesen und den

eine

hinteren

drei gleichwertigen Bindungen

Hyperpolarisation &', .

[110]

[110]

Abbildung 1 zeigt die tetraedrische Elektronenstruktur von
(111) Si- SiOz- Oberflichen, welche gewdhnlich eine "up”
Bindung und drei "back" Bindungen aufweisen (links). Zum
Vergleich ist die rdumliche Anordnung der Elektronenstruktur
fiir (001)- Oberflichen gezeigt (Rechts). Die beiden "upper"
Bindungen befinden sich in der xz- Ebene mit den
Bindungswinkeln y, und die beiden "down" Bindungen sind in
der yz- Ebene orientiert mit den Bindungswinkeln ys. Dabei
wurde die Konvention benutzt, in der alle Bindungen vom
Zentral-Atom wegzeigen und in die duflerste Ebene gerichtet
sind.

Die Bindungsanordnungen an den Schnittstellen selbst sind
die gleichen, wie jene des Bulkmaterials und das abgestrahlte
Feld ergibt sich aus der kohirenten Uberlagerung der
Strahlung von jeder Bindung, welche im Rahmen der
Dipolmomentniherung berechnet wurde.

B. NONLINEAR SURFACE RESPONSE:
ANALYTIC SOLTUTION FOR SHG INTENSITIES

FOR SINGULAR (111)- AND (001)- SILIZIUM
SURFACES.

Der Modellansatz des SBHM und die Hauptresultate fiir
nichtzentrosymmetrische =~ Materie konnen wie folgt
zusammengefasst werden. In den Bindungen werden die
Hyperpolarisationen erzeugt, die von der Art der Bindung (up,
back, step) abhingig sind. Die Dipolkomponenten gerader

P> Payj> Doy oo Pans
gekoppelt mit den longitudinalen Hyperpolarisationen der
Elektronen der j- ten Bindung im anharmonischen Potential.
Diese Dipolkomponenten konnen fiir NZS Systeme
geschrieben werden mit:

Ordnung sind entsprechend

Pr; =a,0%,b, = a, ‘(b ' [E) b, (12)

(1)
J
des n- ten tetraedrisch koordinierten Silizium- Zentralatoms

Die einzelnen Dipolmomente P°;’ jeder beteiligten Bindung j
mit 1< j <4, konnen zum Gesamtbeitrag der Oberfliche

aufsummiert werden. Damit erhdlt man das Dipolmoment,
welcher fiir den diskreten und kontinuierlichen Fall als

Mittelung iiber die Eigenschaften einer Einheitszelle
formuliert werden kann:
. 1 ) 1 A A\2N A
(2N),int — - (2N),int -
P -VZP/ VIZ (bj EE) b, (13)

j <js4

Die beobachtbaren Intensititen | ;fw,i _;fw,i _gfv,...,i ;f"w im
Fernfeld, d. h. weit von der Probe entfernt, sind proportional

2 -
der Felder Ejzjflw, welche die

zum Betragsquadrat ‘E;’w

Summen der kohdrenten Strahlungsfelder sind, die durch die
verschiedenen Bindungen induziert werden. Diese Felder
konnen fiir nichtzentrosymmetrische = Makromolekiile
beschrieben werden mit:

EzﬂNw =12 i:ra?)Z(kx(bAj x k)) (5] UZ)ZN

J

Um das System auf messbare Grofien zuriickzufiithren, konnen
wir mit der Polarisationsdichte argumentieren und erhalten fiir
Makromolekiile:



Journal XX (XXXX) XXXXXX

Author et al

5)

J

C o e
X(Z(aﬂw pbb;...b; )bJJ
xxxxXEEEE. .. xE*"

mit f als Einheitstensor (2N+1)- ter Stufe und K als
Einheitswellenvektor in Richtung der b;, welcher der

Bezichung b, - K (b, o K) =b, b, (KK) =b,(I~KR)
geniigt.  Insgesamt st [I - [%I%] =pp+5§ der

Projektionsoperator der emittierten Strahlung, mit }3 und §
als Einheitsvektoren parallel zu den Strahlungsfeldern
entsprechend ihrer jeweiligen ﬁ,§ Polarisationen. Diese

Gleichungen haben die Form von externen
Projektionsoperatoren, welche auf die Produkte von b; wirkt.
Diese Operationen stellen ein Rezept bereit um eine
Untergruppe von kompletten Sitzen von Funktionen (xxx,
xxy etc. fiir SHG) zu generieren, die konsistent sind mit der
Symmetrie der Schnittstelle. Die spiteren Berechnungen
gestalten sich vorteilhaft, wenn eine der Bindungen und die z-
Achse normal zur Schnittstelle orientiert sind und eine der drei
gleichwertigen Bindungen in der xz-Ebene liegt. In diesem
Fall erhalten wir fir die "up", "step" und den zwei
gleichwertigen "down" Bindungen fiir jedes vierfach-
koordinierte Schnittstellenatom in kartesischen Koordinaten:

61=2, 62=—X— zZ,
3 3
(16)
b =Yg V0, 1,
3 3 3

Fiir die Analytische Form der HHG Intensitéten fiir singuldre
(111)  Schnittstellen sind die Bindungswinkel zu
beriicksichtigen. Die Bindungen b; von (111) Schnittstellen in
Kristallographischen Koordinaten lauten:

up Bindung:
b =z (17)
step Bindung:
132 =sin X +cos [z (18)

back Bindungen:

A

b,, = —%sin,@f( igsinﬁ§7+cos,82 (19)

wobei eine der "back" Bindungen in die xz-Ebene gedreht
wurde, die der Koordinatentransformation beziiglich der

kartesischen Koordinaten mit
(\/g/?))f( - X, (—1/3)2 —Z und beziiglich der
Bindungswinkel- Koordinaten mit
b, - b, =sin 8% + cos fi und

b, - b, =sinX*sin By +cos SZ  geniigt. Dies

bewirkt eine Transformation der y- Koordinate, die in der
Mitte der Verbindungslinie zu liegen kommt, mit

(\/6/3) )A’ — (\/3/2) )A’ . Der Bindungswinkel 3 entspricht
dem Tetraederwinkel mit B; = 109°. Die Wellenvektoren
k=-Xsing —zcos@ und k=-Xsinf +zcos6,
beschreiben das einfallende Feld und das zu beobachtende
emittierte Feld relativ zu den Laborkoordinaten. Das
einfallende und das beobachtbare Feld in den
Laborkoordinaten vorliegend, stehen senkrecht aufeinander

und konnen mit s- (TE-) und p- (TM-) polarisierten Moden
beschrieben = werden. Die zu  beriicksichtigenden

Komponenten sind fiir s- polarisiertes Licht Esi = Eﬂ.y und

E 0 — sof' und  fiir p-  polarisiertes  Licht
E, =E,D, :Em.(—cosé{.f(+sin6§.2) und
E, =E,D, =E, (cosgx +sinfz). Der

Projektionsoperator beldsst die s- Komponenten unverindert,
wihrenddessen die p- polarisierten Komponenten die

Linearkombination P, COS 00 +p, sin HO konstruieren.

Die s- und p- polarisierten Moden fithren zu den jeweiligen
Beobachtungs- Kombinationen, die konventionell mit p-p, p-
s, s-p und s-s bezeichnet werden, wobei sich der erste
Buchstabe auf die Polarisationen der einfallenden und der
zweite Buchstabe auf die Polarisationen der emittierten
Strahlung bezieht.

C. EXTENDED SBHM IN
KRISTALLOGRAPHISCHEN
KOORDINATEN

Die Berechnung erfolgt mittels Kleinmann’s Symmetrie iiber
triadische Produkte in Richtung der beteiligten Bindungen, d.
h. den Bindungsvektoren, in der zugrunde gelegten
kartesischen Basis mit den Basisvektoren e, e, e3 wird ein
Tensorprodukt zugeordnet, der Form

(l;,l;,l;)HZ;Dl;Dl; mit l;:bxfc+by§7+bzf. Unter



Journal XX (XXXX) XXXXXX

Beriicksichtigung ihrer Symmetrieeigenschaften und den
heraus mittelnden ungeraden Projektionen, findet man fiir die
Summierung iiber alle Bindungselektronen die einzelnen
Polarisations- Komponenten zu:

x: —2sin’ ﬁfiﬁyﬁly +2sin Bsin 28X E, K,
§: 2sin®Beos BYE,E, —3sin’ BYEE,
z: (3 cos’ B+ 1)2 E,E, +3sin® Bcos BIEE, (20)

+3sin® Bcos B2 I:ny%

Damit konnen wir auf die individuellen Bindungsbeitrige
schlieen und erhalten:

»up*- Bindung:

1)

»down*- Bindungen:

S = e

w (a,.b (22)

i_s P

a . ~ . ~
—4—sin® Bcos Bz +3a,sin’ Bcos i
w” (ad,b)

24
2a,sin Bsin2fz+2a,sin Bsin 22 (24

(S8

a,
w” (O’d,l;)

Zur Berechnung der Quadrupolbeitrige die von der
Oberfldche generiert werden, muss die Kristallrotation
beriicksichtigt werden. Den allgemeinen longitudinalen
Beitrag fiir nichtzentrosymmetrische Materie erhalten wir
iiber die makroskopische Polarisation, welche die
Bindungstransformation fiir jede Bindung b; enthlt:

sin [sin 237

Author et al
1 A _~A\2N A
peMiI :sz: a,y; (bj EE) b,
A A 2N A
:qM(¢)M ;CYZNJ.(E[H)]) b, (25)

_ q;amj (w1 (g)m'B, )((M (¢)M’I3j).f<])2N

mit M'
M (¢) als Rotationsmatrix um den Azimuthwinkel. Der

als Matrix, welche die Kristallrotation beschreibt und

Projektionsoperator ist an der Grenzfliche stetig und erhalten
mit [I—kklz[l—éﬁ}:[l—aﬁj fir  die
Projektionen des einfallenden und emittierten Strahles in der
Polarisationskombination

pp folgenden Satz  von
Gleichungen:
| 1=k, |= pp+58
=cos’ GX—2cosf,sinG%2  (26)
+sin” G2
[1-Fkk |=pp+35
=1-(~%sin§ —2<:0sz9,.)2
i @n

:1—(Asin2  +XZ2cos@,sin +200529i)
X

=1-%sin’ g +1-%22cos g sing, +1-4cos’ 6,

cos’ @% +1—-2cos 8 sin g%z + sin’ 6z

i i

Das einfallende und emittierte Feld der ,,up*“- Bindung geniigt
folgendem Satz von Gleichungen:

A

E,=E,, pi =Dy (28)
Epi = Epif’i = Epzﬁo = |:I - KK:| Py
. . n 29
=cos’ 8, cos % +sin” G sin 6,2 29
E,, = E, Py = E,(cos g +sin §2) (30)
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E = (cos2 6.cos g, X +sin” 8 sin §,2
P i & i

J pp- Polarisation:
=0

E}" =[Xcos @, +Zsin 6]
x[cos % +sin G2 GD

c 2 N - N xldu sin’ @, sin 6
=sin” @ sin HOZ[cos g,x +sin Hoz] i ( ~) )

a,b

Fir die Einfalls- und Emissionspolarisation erhalten wir a . .
P +——<4——cos’ Bsin’ §.sin 6,

insgesamt fiir die verschiedenen Bindungstypen: a ( ~)
w \a,,
»up‘- Bindung: a
+——<3sin Bsin 25 cos’ 6;sin G, (36)
20, pp,u au ) . w (ad,b)
E2M = ——t—<sin” g sin 6,
“ (a b) a o ,
o “ (32) -———4 —3sin Bsin 2 Bsin 26, cos 6,
o A w’ (ad ,b)
X[xcos g, +2sin 670]
. a .
»down*- Bindungen: +——4——3gin’ Bcos’ G cos G, cos 3@
w’ (a'd,b)
a
20, pp — d 3 -2 .
Eﬁ‘d T =) €08 'B Sin 81 Sin 90 ps- Polarisation:
w'la,,b
(33) a
~ A 2,ps — & .3 20 o
x[cos g, +2sin )] E" =+y—C—3sin” Bcos” g sin3g
w (a b) (37
PE)
sp- Polarisation:
E2W’Pﬂ —_3 a, : in2 in26 ) EZw,sp _ [A 9 +5qi 9 ]
= ;Tsm[;’sm LBsin 26, cos G, p =[xcos g, +zsin g
w a'd,b)
(34
X +Zsi a .
X[xcos¢90 ZSln¢90] x _a—’“%81n3,8008900083(0
a ,b)
" (2, (38)
a
EXP" =+——4 < 3sin’ Bcos’ G, cos G, cos 3@ a
1 w” (al,,b)4 ’ +——4—<sin Bsin 2Bsin 6,
(35) W (0’ b)
X[ﬁcos«90+isin«90] d’
In dieser Modellbildung lassen sich die von der Oberfliche SS- Polarisation:
generierten Felder fiir alle vier Polarisations- Kombinationen
PPs PS, sp und ss aufschreiben: E2w,ss - _3 O’d iSil’l3 ,Bsin 3<0
Vi ~\ 4
w (a,.b) (39)

D. MATHEMATICAL SPEKTRALGLEICHUNGEN
DES EXTENDED SBHM

Um die SHG Terme beobachten und in Abhingigkeit der
Kristallkoordinaten messen zu konnen ist es notwendig das
System weit weg von Resonanzen, am Ubergangsgebiet, diekt
an den Singularititen zu betrachten, weil der Kristall im
Ubergangsgebiet fiir mehrere Atomlagen (i. d. R. 5- 6
Atomlagen - Transparenzfenster) transparent wird. Damit
erhalten wir  fir die  Hyperpolarisationen  fiir
Grundharmonische und SHG:
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O,IQHG =a(1) - qj _ ~ qj _
D e vt (B)-bim) wie(B)  (40)
SHG — iR j
oy
’ (w;’HG - 4mw’ —Zbiw)(mgHG - m@’ —biw)2
- Wonchoncd; 4, _499 _ a? @b

(«!gHG)2 We WS

Dieses Ergebnis entspricht dem Anteil der nichtlinearen
reinen Hyperpolarisierbarkeit der j- ten Bindung fiir SHG.
Daraus erkennt man, dass die nichtlineare Hyperpolarisation
fiir SHG zusitzlich von den nichtlinearen SHG Frequenz-
Koeffizienten abhingt. Damit wird die Hyperpolarisation fiir
SHG Frequenzabhingig und kann wie folgt formuliert

werden: @, [ (1/“’$1)g (5))

O-_ 9% 10
;= walr "0(’1 ) (42)
et \b
wobei fiir SHG fijr die up und down Bindungen gilt:
(2) 10
a; +QO|(A
wglceff( u’ ) ( )
_| P e Tha; |, 491b'ay | 98sh°a
24af 24af 5184¢f 233284
_| Pa, e Tha; |, 491b'a; | 98shia (43)
24af 24af 5184¢f 233284
+O(A
(e
und
a) (°)
e S,W( 5
_Jba; 4916y | 98sbal h
24 2af  5184¢f 233284’
TR w9iba; | ossha ||| “44)
24% 24af 5184&{,‘ 233284’

_wﬁ,)(l(a b)+0( )
Bemerkenswert ist hierbei, dass hier jetzt im neu entickelten
erweiterten SBHM- Modell das resultierende erwgqeiterte
SBHM- Spektrum mit weiteren Parametern, wie die
Amplitude b, das extern eingestrahlte, optische Feld und dem
Nichtlinearititsparameter & beschrieben werden kann.
Damit lassen sich SBHM Spektren fiir Oberfldchen exakt und
zuverldssig vorhersagen, da aufgrund der Singularititskurven
Ort und Impuls eines Teilchens exakt vorhersagbar wird.

Aufgrund der Umgehung bzw. Aushebelung dieses
fundamentalen physikalischen Prinzip lassen sich die linearen
und nichtlinearen anteile des Spektrums zuverlissig trennen
und deuten. Dadurch kann auch das Auflésungsvermogen von
spektralen optischen Messungen erhoht werden.

E. ROTIERENDE SYSTEME

Um die rein nichtlinearen transmittierten Feldanteile zu
erhalten miissen wir nur von der Oberfliche iiber die
Kohirenzlinge L integrieren. Das Fernfeld des SBHM —
Modells in Kristallkoordinaten beziiglich der SHG Emmission
lasst sich tiber die Integration der Kohédrenzlinge L der
Materie beschreiben gemal:

L
E?f[ﬂ.\.\.pp..\p.[ﬂ - kz-“ dr
o

iDkr
%aﬁ-’z((mk)h/ -k(b,ok

J

) )
f Z[(KoK)EJ—K(EJOK)](EiD;)z

#))(6 )

(45)
iALg ikl 2

sl e 4 KoK)b -K(b o

ibkLp~ zAkZ(,wwSHG( )Z(( )6, (

Fiir hohere Niherungen nimmt die Amplitude nichtlinearer
Felder sehr schnell ab (wegen komplexer Dampfung,
evaneszente Wellen), so dass tatsdchlich nur Intensititen bei

Frequenzen ( p/ q)cq,m mit kleinem p, g, leicht beobachtet
werden konnen. Demnach ist der ausgeprigteste Vertreter

nichtlinearer Felder die SHG. Das vom rotierenden Kristall
emittierte Licht in Kristallkoordinaten erhidlt man durch

Phasenanpassung:
k4 emkw _ eiAkloai N2
Izw D _ ° E2W~»\\~va\ﬂ’l’»‘
u ngG (b) (iAkL¢ - iAklo@ ( ! )
‘ 46
0 k' _ et _1|2 o (Ezlﬂvﬂvpp,w,ps )2 o
mgHG (b ) ik | !

Damit erhélt man direkt die Losung der von der Materie
abgestrahlten nichtlinearen Intensitit, die man bislang nur
durch langwierige aufwindige und komplizierte Rechnungen
z. B. iiber Tensoranalysis erhilt. Als Ergebnis ergibt sich eine
sinusoidale cardinale Abhidngigkeit der SHG Intensitéit in
Abhingigkeit Amplitudenparameters b und des
Nichtlinearititsparameters an der Oberfliche gemill des

des

entwickelten Ausdruckes:

2a,ss, pp,sp, ps 2

7 ) (47)

k*L*  sin® Aklgp/2 (

edn .
T wG (b) (Akigr2)’
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oder fiir rotierende Systeme:

)
s1n~AkL(0/ 2 ~ fiir Ak = const
(5 (B)) (821 2)
mit Ak OR\O UL # const
2,55, pp.sp, ps
Iy O . (48)

(s (B)) " sine® (AkLgr 2) fiir ik # const
mit Ak OR\NOOL = const

Remark 1.6: Dies ist aber genau die geddmpfte

Oszillatorgleichung fiir die Beschreibung

elektromagnetischer Strahlung beim Eindringen in Materie.
Bezogen auf die nichtlineare emittierte Strahlung ldsst sich
schlieffen dass idealerweise Phasenanpassung, bzw. ein
geringer aber konstanter Phasenunterschied das SHG
hinreichend genau in guter Lichtausbeute beschreibt.

F. SPEKTRALGLEICHUNGEN VON VICINAL
(111)- SI- SIO2 SURFACES

Um Spektren zu erhalten, welche vergleichbar sind, ist es
nicht mehr notwendig auf ein Referenzspektrum zu
abzugleichen. Mit den obigen Ergebnissen und unter
Anwendung der Kleinman’s Symmetry konnen wir
nachfolgende analytische Ausdriicke fiir das Elektrische Feld
bzw. Intensitiit des verbesserten SBHM- Modells angeben:
Fiir die einzelnen Polarisationsfille erhalten wir fiir jeweils die
Intensitdten im Fernfeld :

10

pp- Polarisation:

sin’ A,
)) (@)

X( [ﬁcosHO +2sin90]

4,
mgHG (b
sin? A

)

a
x)_Tu__
a
Wsuc (b)
a,

(6)

o g rkt x(E2m

I

;

=kt

sin® g, sin 8,

cos’ Bsin’ g sin G, 49)

N

2sin Bsin2fcos’ G sin g,
ad
()
au’
WSt (5)

2sin Bsin25sin 26, cos 6,

+

3 1.3 2
2sin” Scos” g, cos G, cos 3¢

ps- Polarisation:

q, sin” A,
w5t (5) (Aa )2
=I*k* sz_Aa

(8)

sp- Polarisation:

2w, ps 2714 200, ps 2
2or 02k x(Ex™)
(50)

A~ 3 2.3 2 . 2
X(yadgsm Bcos Hl.s1n3¢)

sin’A,,
(b)) (a.)
I sin’ A,

(8)

a .
——4 < 3gin’ Bcos G, cos3p
(a.:5)

4,

a
WsuG

IjZle,sp 0 12k x ( E;;_v,sp )2

=r [ [%cos g, +2sin 6]

(5D

2
%sin Bsin2fBsin g, J

(ad,b
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ss- Polarisation:

.2
17 0 2k q; _ sin” A, [ 2@ 2
! mgHG (b) (Aa )2 ( ! )
» (82)
.2
= 2 0 Boy| g iy Bsin3@
(Ao/)2 ngG (ad’b) )

@

. . . a ~ _
mit jeweils W (b) =W+,

(?)

E. COMPARISON WITH EXPERIMENT:
SPEKTRALDARSTELLUNG VON VICINAL (111)-
SI - S102 SURFACES —
SPEKTRENAUSWERTUNG:

Aus den neu gewonnenen nichtlinearen Hyperpolarisationen

kann man die Intensitédten prizise vorhersagen

pPp

0 60 120 180 240 300 360 0

4 Sp 3

Intensity (A.U.)

1

0 of

180 240 300 360 o 60

Azimuth Angle DEG

120 180

Abbildung 2: Spektren: Vergleich der Daten (gemessene
Spektren) mit der Theorie (Numerische Modellierung).
Theoretische Modellberechnung der SHG Spektralgraphen
beispielhaft fiir vicinale 5° (111) Si-SiO2 Oberfliche mit pp-,
ps-, ss- und sp- polarisiertem Licht und Vergleich mit den
experimentellen SHG Daten von Liibke et al [1] bei jeweils
765 nm. Die theoretische Rekonstruierung kann genauer die
bisherigen publizierten Ergebnisse fiir die Spektren
vorhersagen.

Somit lassen sich Oberflichenspektren mittels sinus cardinalis
Funktionen modellieren, d.h. physikalisch betrachtet
entspricht das der Phasenanpassung. Im Umkehrschluss lidsst
sich schlieBen, dass die nichtlineare Transmission in das
Material hinein durch Phasenanpassung die treibende Kraft
darstellt. Je besser diese erreicht wird, desto tiefer kann die
nichtlineare Transmission erfolgen, d. h. je tiefer kann das

nichtlineare Transmissionsfeld in den Bulk hinein

11

wechselwirken. Dies zeigt, dass beispielsweise das SHG
Signal tiefer im Material erzeugt wird, als die Fundamentale.

Im nichtlinearen Regime mit & =0 ergeben sich die
bisherigen Spektren. Betrachtet man das System
nichtlinearen Regime, so ergeben sich folgende Spektren:

im

Wie in Abbildung 3 zu erkennen ist, zeigt das Spektrum in der
Ausgangsbasis im pp- Fall ohne SKEW keine
Flankendeformation. Ganz im Gegensatz zu den Spektren, wo
der Skew fiir die up und down Bindungen an Si- SiO»
Oberfldchen beriicksichtigt wurde.

4
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Abbildung 3: beispielhaft wird hier der pp- Fall (oben) und
der sp- Fall (unten) skiziert Der Einfallswinkel von 45°, aber
vielmehr noch der dk- Wert bewirkt eine Abschwichung des
Signals. Um auf die Literaturwerte zu kommen, muss die
Polarisation alpha erhoht werden (alpha hier lediglich ein
Proportionalititsfaktor). Daraus kann geschlossen werden,
dass bei der sp- Polarisation eine stirkere Wechselwirkung
zwischen Licht und Atom zustande kommt. Ansonsten wird
nur 1/10 der Amplitude erreicht. Zudem ist ein zusitzlicher

Doppelpeak zu erkennen, welcher als Fingerprintbereich
dient.
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Abbildung 4: pp- Fall mit Skewness: alpha down
Bindungen mit SKEW => kleinere Amplitude und schérfere
Peakabgrenzung im leicht nichtlinearen Regime. Im stark
nichtlinearen Regime, bei alpha = 5 entstehen zusitzliche
Peaks (doppelte Peaks) mit kleineren Amplituden und
letzendlich bei alpha = 6 dreht sich das System vollstindig um.
Die up Bindung erhoht die Intensitits- Amplitude (alpha = 2).
Dabei ist bemerkenswert, dass nur durch das Auftreten der
Skewness im Nenner sich dieser Effekt zeigt. Ansonsten wird
das Emissionssignal rein sinusférmig und die Informationen
gehen verloren, selbst bei verschwinden des

Nichtlinearititsparameters & (@ =0).
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Abbildung 5: Bei noch hoheren Nichtlinearititen alpha =
10 dreht sich das System durch Skewnesswechsel vollstindig
um. Betrachtet man das Differenzspektrum so kann man
Flankenbildung fiir den rein nichtlinearen Anteil des Signals
erkennen. Die up Bindung = 5, 10, 20 verschlechtert dabei
die Schirfe der Peaks, welche einhergeht mit sinusférmiger
Informationsvernichtung. Die down Bindung erhilt
durchwegs die Information und ist die dominierende GroB3e fiir
den Informationserhalt.
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Abbildung 6: Gleichzeitige Beriicksichtigung der
Skewness fiir die up und down Bindungen. Hier zeigt sich,
dass mit zunehmender Nichtlinearitit, sich die SHG
Signalstirke zunehmend abschwicht. Bei alpha = 1 und 7
ergibt sich Skewnessumkehr und bei 10 und 20 ergibt sich
wieder das Ausgangsspektrum, was denselben Effekt auf das
System hat wie die Riickfiihrung des Systems aufgrund seiner
2PI Periodizitit hat.
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Abbildung 7: zeigt die reinen NL- SBHM Spektren durch
Differenzbildung => Flankenbildung
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Abbildung 8: zeigt das Differenzspektrum, welche das reine
nichtlineare SBHM Spektrum wiedergibt und durch Skew
bedingte charakteristische Flanken zeigt. Oben a) fallende
Flanke fiir die inneren Peaks und unten b) steigende Flanken
fiir die duBleren Peaks fiir die SHG- Materialantworten
nichtzentrosymmetrischer Materie.

Bemerkenswert ist hierbei, dass fiir kleine Nichtlinearititen
die SBHM- Spektren fiir SHG eine symmetrische Korrektur
iber das ganze Spektrum erhalten. Fiir hohe Nichtlinearititen
erfahrt das System eine antisymmetrie beziiglich des
Ausgangsspektrums, was einem Skewnesswechsel entspricht.
Dadurch werden die Peaks symmetrisch erhoht bzw. gesenkt
in Abhingigkeit der neu eingefiihrten Parameter. Somit
entstehende steigende bzw. fallende Flanken, welche dann fiir
das SHG an Oberflidchen charakteristisch sind.

Somit lassen sich Oberflichenspektren mittels sinus
cardinalis Funktionen modellieren, d.h. physikalisch
betrachtet entspricht das der Phasenanpassung. Im
Umkehrschluss lidsst sich schlieBen, dass die nichtlineare
Transmission in das Material hinein durch Phasenanpassung
die treibende Kraft darstellt. Je besser diese erreicht wird,
desto tiefer kann die nichtlineare Transmission erfolgen, d. h.
je tiefer kann das nichtlineare Transmissionsfeld in den Bulk
hinein wechselwirken. Dies zeigt, dass beispielsweise das
SHG Signale tiefer im Material erzeugt wird, als die
Fundamentale.

4. DISCUSSION

Man erkennt, dass die Phasenverstimmung immer eine
sinc?(AkL$/2) Abhiingigkeit aufweist. Dies ist begriindet in
der Rotation um die z- Achse da der Wegunterschied abhingig
vom Winkel ¢ ist. Somit ist Ak immer ungleich Null, kann
aber beliebig klein gemacht werden. Fiir Phasenanpassung, Ak
= (0, erhilt man theoretisch maximale Intensitit, d. h. das
System wird maximal angeregt und die Anregungsfelder
konnen maximal tief in den Graphen eindringen. Die
Generation der hoheren Harmonischen und Subharmonischen
ist damit umso effizienter, je besser das System
phasenangepasst ist. Die Ergebnisse zeigen, dass



Journal XX (XXXX) XXXXXX

Author et al

Phasenanpassung eine wichtige Voraussetzung fiir die
Erzeugung und Propagation von nichtlinearen Wellen ist. Aus
den entwickelten Formeln ist es moglich sofort auf die
emittierte Intensitit von Dipolsystemen,
Quadrupolsystemen zu schlieBen, welche bislang nur iiber
komplizierte Rechnungen wie z. B. Coupled mode theory
(CMT) oder Suszeptibilititstensoranalysis iber
gruppentheoretische Betrachtungen moglich war. Die
Intensitét ist zudem invariant gegeniiber einer azimuthalen
Rotationsbewegung. Dabei konnen die SBHM Ausdriicke zur
Berechnung der Intensitit direkt aus den Matrizen ohne
komplizierte =~ Niherungen  oder  Einfilhrung  von
Phasenverschiebungen direkt gefunden werden konnen.

Damit ist es moglich SHG Spektren theoretisch zu
simmulieren und zuverldssige Vorhersagen von SHG
Antworten und noch héherer Harmonischer FourHG, SixHG
usw. und Subharmonischer bzw. Ultraharmonischer
beliebiger Polarisation (s- und p- Polarisation und
Kombinationen davon) gerader Ordnung fiir Oberfldchen und
Schnittstellen und Bulk (von zentrosymmetrischen und
nichzentrosymmetrischen Medien (Gasformig, fliissig, fest))
und Kombinationen davon beliebiger  Stoffklassen
nichtzentrosymmetrischer Materie (symmetriebrechender
Materie) zu machen.

Der Vorteil dieser neuen Modellbildung ist es, dass die
einzelnen Polarisationsfelder besser separiert werden konnen.
Mit den Fresnel Koeffizienten iiberlappen die einzelnen
Polarisationsfelder mehr als ohne die Koeffizienten (wie auch
immer die stimmen.) Mit den richtigen Koeffizienten
(Singularitédtsgleichungen) kann die Unschirfe weiter
reduziert werden.

Damit konnen fiir nicht zentrosymmetrische Materie und
Schnittstellen, aufgrund der exakt gelosten mathematischen
Gleichungen, die Spektren und speziell der nichtlineare
Spektreanteil exakt vorhergesagt werden.

5. CONCLUSION

In dieser Arbeit wurden erstmals analytische Ausdriicke fiir
die reinen nichtlinearen Emissionsfelder entwickelt, welche
durch Multiphotonenwechselwirkung mit kondensierter
Materie entstehen. Mit diesen Formeln konnten analytische
Ausdriicke fiir nichtlineare Transmission und Emission
(Intensitdt) von rotierenden Kristallen gezeigt werden und das
deren abgegebene Intensitit unabhidngig von ihrer
Kristallrotation ist. Die entwickelten mathematischen
Ausdriicke ermdglichen es nichtlineare Systeme, welche auf
Dipol-, Quadrupol- ... -Ndherungen beruhen unabhingig ihrer
bislang nicht separierbaren linearen Feldanteile rein
nichtlinear zu 16sen. Die Ergebnisse zeigen in Anlehnung an
die experimentell gewonnenen nichtlinearen SBHM Spektren,
dass vollstindige Phasenanpassung die unabdingbare zentrale
Voraussetzung  fiir nichtlineare = Feldpropagation in
kondensierter Materie ist.
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Speziell ist es mit den anayltischen Ausdriicken jetzt
moglich in Kombination mit den SBHM- Ausdriicken die
gemessenen nichtlinearen Spektren exakt zu modellieren
und simmlieren. Die bisherigen Modellbildung erwiesen
sich als zu ungenau und damit ist es nicht mehr moglich
neue Erkenntnisse der Licht- Materie- Wechselwirkung zu
erforschen. Aus diesem Grund wurde die Theorie
vervollstindigt, welche diese Mankos behebt und die
Ergebnisse zu einer neuen, genaueren Modellbildung
fihrt. Damit ist es unter anderem moglich schnell auf die
emittierte Intensitit solcher Systeme zu schlieen, welche
bislang nur iiber komplizierte Rechnungen wie z. B. Coupled
mode theory (CMT) oder Suszeptibilititstensoranalysis tiber
gruppentheoretische Betrachtungen moglich war. Speziell die
Beriicksichtigung eines klassischen Dipolsystems ist
interessant, weil es zusidtzlich den Weg zu einer
Losungsstruktur fiir Dipolsysteme, Quadrupolsysteme
usw. eroffnet und zuséitzlich eine relativistische und
nichtrelativistische atomare Interpretation der
nichtlinearen Optik von zentrosymmetrischer und
nichtzentrosymmetrischer Materie eroffnet welche auf
viele Materialwissenschaftliche Fragestellungen
anwendbar ist.
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