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1 La géométrie spinorielle

Une variété riemannienne M admet une structure spin si la seconde classe de
Stieffel-Whitney s’annule ω2(M) = 0. On peut alors définir le fibré des spineurs
Σ. Le fibré en algèbres de Clifford agit en tant qu’endomorphismes du fibré des
spineurs. On obtient la multiplication de Clifford d’un vecteur par un spineur.
Le fibré Σ admet une métrique hermitienne pour laquelle un vecteur est un
endomorphisme réel anti-symétrique. La connexion de Levi-Civita ∇

LC s’étend
au fibré des spineurs et vérifie :

∇(X.ψ) = ∇
LC(X).ψ +X.∇(ψ)

On peut définir l’opérateur de Dirac qui agit sur les spineurs selon la formule :

D(ψ) =
∑

i

ei.∇ei
(ψ)

pour n’importe quelle base orthonormée (ei) du fibré tangent.

2 Les spineurs d’Einstein

Définition 1 On appelle spineur d’Einstein, un spineur qui vérifie pour tout

X vecteur :

∇Xψ = µX.ψ + (
2ν

r
)Ricc(X).ψ

pour deux constantes µ et ν. Ricc est la courbure de Ricci et r est la courbure

scalaire.

A cause de cette équation aux dérivées partielles, le spineur d’Einstein ne peut
pas s’annuler en aucun point sauf s’il est identiquement nul.

3 L’opérateur de Dirac

On a la proposition suivante :
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Proposition 1 Soit une variété spin M qui admet un spineur d’Einstein ψ,

alors ψ est un vecteur propre de l’opérateur de Dirac pour la valeur propre

−nµ− 2ν.

Démonstration :

En effet :

D(ψ) = µ
∑

i

ei.ei.ψ + (
2ν

r
)
∑

i

ei.Ricc(ei).ψ

et
∑
i ei.Ricc(ei) = −r.

•

4 Un champ de vecteurs d’Einstein

Définition 2 Un champ de vecteurs d’Einstein est un champ de vecteurs V qui

vérifie :

g(∇XV, Y ) + g(∇XV,Ricc(Y ) = −g(∇Y V,X) − g(∇Y V,Ricc(X))

Soit :
V ψ =

∑

i

(ei.ψ, ψ)ei

Alors, on a la proposition suivante :

Proposition 2 Le vecteur V ψ pour µ = 2ν
r

est un vecteur d’Einstein.

Démonstration :

On choisit une base locale (ei) telle que :

∇ei = 0

Alors :
∇XV

ψ =
∑

i

(ei.∇Xψ, ψ)ei + (ei.ψ,∇Xψ)ei =

= µ
∑

i

((ei.X −X.ei).ψ, ψ)ei + (
2ν

r
)
∑

i

((ei.Ricc(X) −Ricc(X).ei).ψ, ψ)ei

g(∇XV
ψ, Y ) = µ((Y.X −X.Y ).ψ, ψ)) + (

2ν

r
)((Y.Ricc(X) −Ricc(X).Y ).ψ, ψ)

•
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5 Les équations d’Einstein spinorielles

On définit les équations d’Einstein spinorielles :

Définition 3 Une variété spinorielle M vérifie les équations d’Einstein spinorielle

s’il existe un spineur ψ qui ne s’annule pas et on a les équations suivantes :

Ricc(X)ψ = µ(r)X.ψ + ν(r)
∑

α

eα.(d
∇Ricc(X, eα)).ψ

avec µ(r), ν(r) deux fonctions de la courbure scalaire r. d∇Ricc est la dérivée

covariante de la courbure de Ricci.

On a alors le théorème suivant :

Théorème 1 Si une variété spin M admet un spineur d’Einstein ψ, alors elle

vérifie les équations d’Einstein spinorielles pour le spineur ψ.

Démonstration :

∇X∇Y ψ = ∇X(µY.ψ + (
2ν

r
)Ricc(Y ).ψ) =

= µ∇XY.ψ + µ2Y.X.ψ + (
2ν

r
)∇XRicc(Y ).ψ+

+(
2ν

r
)µY.Ricc(X).ψ + (

2ν

r
)µRicc(Y ).ψ + (

2ν

r
)2Ricc(Y ).Ricc(X).ψ

(∇X∇Y − ∇Y ∇X − ∇[X,Y ])ψ = µ2(Y.X −X.Y ).ψ + (
2ν

r
)(d∇Ricc(X,Y )).ψ+

+(
2ν

r
)(∇XRicc(Y ) − ∇Y Ricc(X)).ψ+

+µ(
2ν

r
)(Y.Ricc(X) −X.Ricc(Y ) +Ricc(Y ).X −Ricc(X).Y ).ψ

On a : ∑

α

eα.R(X, eα) = −(1/2)Ricc(X)

•
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