L'HYPOTHESE DE RIEMANN

1)1dentité d'Euler

Euler a démontré la formule de zéta a partir de la série :

T+ UX+ U+ I3+ e, +1/x"

Pour que cette relation soit convergente et égale a 1/(1 — 1/x), il faut que 1/x" tende vers 0 ; c'est a dire
module de x > 1.

En faisant x = 2%, avec s = a + ib nous devons avoir [module de 2°] > 1 c'esta dire 2*>1oua >0, on
obtient la somme des puissances inverses de 2 :
1+ 125+ U8+ U8+ .o +1/2% =1/(1 -1/ 2°)

En faisant x = 3%, avec s = a + ib nous devons avoir [module de 3°] > 1 c'est a dire 3*>1 oua >0, on
obtient la somme des puissances inverses de 3 :
1+ 1/3F+1UP+ 1275+ .. +1/38 =1/(1 -1/ 3%

En faisant le produit de ces 2 fonctions, on obtient la somme des puissances de toutes les fractions dont
le dénominateur est un produit de 2 et 3.
1+ 125+ U+ UL+ 165+ 1B +. o =1/(1 - 1/ 25)]*[1/(1 - 1/ 3°)]

Aprés avoir fait x = 2°, puis x = 3°, si nous faisons X =5° puisX = 7%, .......ccccceueneee. avec l'ensemble des
nombres premiers ; puis en faisant leur produit, nous obtenons I'identité d'EULER

E(S)=1+12°+ U3+ 1P +15+1/6°+ LT+, .o =

V(A =129 [U(Q -1 3H*[L/A -1 S*[UA -7, ,avecs=a+ibeta>0,

Lorsque [module de 2°] > 1, avec a > 0, cette fonction zéta peut-elle étre égale a 0 ?
Nous allons étudier la représentation des différents termes [1/(1 — 1/2°)] ; [1/(1 — 1/3°)] ; [1/(1 - 1/5°)];
[T/ =1I79] 5 e, ,

2)Représentation de [1/(1 — 1/2°)]
L'annexe jointe donne la représentation de différents vecteurs dans un repére orthonormé ayant I'axe des
réels en abscisse et I'axe des imaginaires en ordonnée 021(0,0) et O22(1,0).

Considérons le terme 2° et posonss=a+ib___ <

2% = @+ )Log2 et représenté par un vecteur Ozlkz : Az est sur le cercle de centre O21(0, 0) et de rayon
Ro1 =22, RN

Le module et I’argument de O2:A2 ont pour valeurs p21 = 2% (plus grand que 1) et ¢21 = arctg bLog 2.

1/2° est représenté par un vecteur Ozlgz, B2 est sur le cercle de centre O21(0,0) et de rayon Rz = 1/2% .
%

Le module et I’argument de O21B2 ont pour valeurs p22 =1/2% (plus petit que 1) et ¢ = - arctg bLog 2.

1 - 1/2° est représenté par un vecteur O21C», 021(0,0) et Cy est sur le cercle de centre O22(1, 0) et de rayon

R= 1/22

Compte tenu de 02132 , son module et son argument ont pour valeurs telles que 1 - 1/22 < p3 <1 + 1/22
et - arc sin 1/2% < ¢23 < arc sin 1/22. Lorsque b varie régulierement de 0 a I'infini, le point C se déplace
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sur le cercle de centre O22(1, 0) et de rayon R = 1/22.

Soit Hz le point de tangence a ce méme cercle de la droite issue de O,1, nous savons que si une droite
issue d'un point Oz coupe un cercle aux points C; et D2, le produit O21C2.021D, = (O21H2)? .

Il en résulte que si la droite issue de O21 coupe le cercle de centre O22en C; et D2, le produit O21Co .
021Dz = (O21H2)* =1 (1/2%)2,

C2 étant sur le cercle de centre Oz2(1, 0) et de rayon R = 1/2% D2 est tel que

021Dz = [1 - (1/2%?]/0xC;.

Pour 2btenir 021E, = 1/021C> , nous devons effectuer une homothétie de O»1C, dans le rapport 1/[1 —
(1/2°)]

Nous savons que les représentations de 1 - 1/2° et de 1/(1 - 1/2°) sont tels que le produit des modules est
égale a 1, et leurs arguments sont égayx mais de signes contraires, nous en déduisons la représentation
de 1/(1 - 1/2°) qui est un vecteur O21F3, 021(0,0) et F» est sur le cercle de centre Oz3(1/[1 — (1/2%)?], 0) et
de rayon R = [1/(29)]/[1 — (1/2%)?]

Le module et I’argument de 021E2 ont pour valeurs telles que [1 — 1/28)/[1 — (1/2%)?] < pa<[1+
1/23]/[1 — (1/2%)?] et - arc sin 1/2% < ¢4 < arc sin 1/22,

Nous avons posé [module de 2°] > 1 plus grand que 0, donc a est aussi plus grand que 0, et 1/2? est
toujours plus petit que 1. Le dénominateur [1 — (1/2%)?] et le numérateur allant de (1 —1/2%) a (1 + 1/29)
sont toujours positifs, nous pouvons simplifier pour dire que le module de O21F a pour valeur telle que
U[1+ 1281 < paa < U[1 - 1/2°%]

a est positif et lorsque a varie de > 0 a l'infini, 1/2% est une fonction continue décroissante qui varie de <
la0.

Lorsque 1/2% varie de <1 a0, 1/[1 + 1/2%] est une fonction continue croissante qui varie de > %2 a 1, et
1/[1 - 1/2%] est une fonction continue décrqQissante qui varie de l'infini a 1

Il en résulte que le module du vecteur O21F> est donc toujours supérieur a %.

3) Représentation de [1/(1 — 1/3°)]
Dans I'annexe jointe, nous avons vu la représentation des différents vecteurs concernés du paragraphe 2.
Dans cette annexe, si hous remplagons le premier chiffre en indice des différents points (le nombre 2)
par le nombre 3, nous avons les représentations des différents vecteurs concernés de ce présent
paragraphe.

Considérons le terme 3* et posonss=a+ib <

3= _e(a; b)Log 3 est représenté par un vecteur O1As ; As est sur le cercle de centre Os1(0, 0) et de rayon
izln_lo?;lulle et I’argument de O31A3 ont pour valeurs p31 = 3% (plus grand que 1) et ¢31 = arctg bLog 3.
1/3° est représenté par un vecteur m Bs est sur le cercle de centre 031(0,0) et de rayon Rz, = 1/3?2.
Le module et I’argument de (ﬁg ont pour valeurs p3> =1/3* (plus petit que 1) et ¢z = - arctg bLog 3.

—>
1 - 1/3° est représenté par un vecteur O31Cs, O31(0,0) et Cz est sur le cercle de centre Os2(1, 0) et de rayon
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R= 1/3*

Compte tenu de O31Cs, son module et son argument ont pour valeurs telles que 1 - 1/32 < pzs <1+ 1/32
et-arcsin 1/3% < ¢33 < arc sin 1/3%.

Nous savons que si une droite issue d'un point Os1 coupe un cercle aux points Cs et D3, le produit
031C3 . 031D3 = (O31Hs)? ,H3 étant le point de tangence a ce méme cercle de la droite issue de Ogai.

Il en résulte que si la droite issue de Os:1 coupe le cercle de centre Ozien Cs et D3, le produit Os:Cs .
031D3 = (Oa1H3)? =1 - (1/3%)2

Cs étant sur le cercle de centre Osz(1, 0) et de rayon R = 1/3% Ds est tel que

031D3 = [1 - (1/3%)?]/031Cs.

Pour obtenir Os1E3 = 1/031Cs , nous devons effectuer une homothétie de O31Cs dans le rapport 1/[1 —
(1/3%]

Nous savons que les représentations de 1 - 1/3° et de 1/(1 - 1/3°) sont tels que le produit des modules est
egale a 1, et leurs arguments sont égaux mais de signes contraires, nous en déduisons la représentation
de 1/(1 - 1/3%) qui est un vecteur Oz1F3, 031(0,0) et Fs est sur le cercle de centre Os3(1/[1 — (1/3%)?], 0) et
de rayon R = [1/(3)]/[1 - (1/3%?7]

Le module et I’argument de 031E3 ont pour valeurs telles que [1 — 1/3%)/[1 - (1/3%)?] < paa <
[1+ 1/3%)/[1 — (1/3%)?] et - arc sin 1/3% < ¢34 < arc sin 1/32,

Nous avons posé [module de 3°] > 1 plus grand que 0, donc a est aussi plus grand que 0, et 1/3? est
toujours plus petit que 1. Le dénominateur [1 — (1/3%)?] et le numérateur allant dg (1 —1/3%) a (1 + 1/3?)
sont toujours positifs, nous pouvons simplifier pour dire que le module de Os1F3 a pour valeur telle que
U[1+1/3%] < paa <1[1-1/3%

a est positif, 0 <a < infini, et donc 0 < 1/3* <1, puis1 <1+ 1/3* <2, et 0<1/[1- 1/3%] <infini
Lorsque varie de 0 a I'infini,

1<1/[1+1/37] < %,

Lorsque 1/3? varie de <1 a0, 1/[1 + 1/37] est une fonction continue croissante qui varie de >% a1, et
1/[1 - 1/3%] est une fonction continue décrqissante qui varie de l'infini a 1

Il en résulte que le module du vecteur Oz1F3 est donc toujours supérieur a %.

4) Représentation de [1/(1 — 1/5%)]
Dans I'annexe jointe, nous avons vu lareprésentation des différents vecteurs concernés du paragraphe 2.
Dans cette annexe, si nous remplacons le premier chiffre en indice des différents points (le nombre 2)
par le nombre 5, nous avons les représentations des différents vecteurs concernés de ce présent
paragraphe.

Considérons le terme 5° et posons s = a + ib

5% = g@* D)LY ast représenté par un vecteur 051Z5 . As est sur le cercle de centre Os1(0, 0) et de rayon
Rs1 = 52.

Le module et I’argument de Os1As ont pour valeurs psi1 = 5% (plus grand que 1) et ¢s1 = arctg bLog 5.

1/5° est représenté par un vecteyr 05135, Bs est sur le cercle de centre Os1(0,0) et de rayon Rs, = 1/5%.
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Le module et I’argument de Os{Bs ont pour valeurs ps; =1/5% (plus petit que 1) et ¢s2 = - arctg bLog 5.

—>
1 - 1/5° est représenté par un vecteur Os1Cs, Os1(0,0) et Cs est sur le cercle de centre Os(1, 0) et de rayon
R= 1/52

Compte tenu de 051é5 , son module et son argument ont pour valeurs telles que 1 - 1/5* < ps3 <1 + 1/5%
et-arcsin 1/5% < ¢s3 < arc sin 1/5°.

Nous savons que si une droite issue d'un point Os; coupe un cercle aux points Cs et Ds , le produit
051Cs . Os1Ds = (Os1Hs)? ,Hs étant le point de tangence a ce méme cercle de la droite issue de Osa.

Il en résulte que si la droite issue de Os1 coupe le cercle de centre Osien Cs et Ds, le produit Osi1Cs .
Os1Ds5 = (Os1Hs)? = 1 — (1/5%)2,

Cs étant sur le cercle de centre Osz(1, 0) et de rayon R = 1/5% Ds est tel que

Os1Ds5 = [1 - (1/5%)?]/0s:Cs .

Pour obtenir Os1Es = 1/051Cs , nous devons effectuer une homothétie de Os1Cs dans le rapport 1/[1 —
(1/5%]

Nous savons que les représentations de 1 - 1/5° et de 1/(1 - 1/5°) sont tels que le produit des modules est
égale a 1, et leurs arguments sont égaux mais de signes contraires, nous en déduisons la

représentation de 1/(1 - 1/5°) qui est un vecteur CEF’ , O51(0,0) et Fs est sur le cercle de centre Os3(1/[1
— (1/5%, 0) et de rayon R = [1/(5%)]/[1 - (1/5%?]

Le module et I’argument de 051E5 ont pour valeurs telles que [1 — 1/53)/[1 — (1/5%)?] < psa<[1+1/
52/[1 — (1/5%)?] et- arc sin 1/5% < ¢s4 < arc sin 1/5°,

Nous avons posé [module de 5°] > 1 plus grand que 0, donc a est aussi plus grand que 0, et 1/52 est
toujours plus petit que 1. Le dénominateur [1 — (1/5%)?] et le numérateur allantde (1 —1/5%)a (1 + 1/59)
sont toujours positifs, nous pouvons simplifier pour dire que le module de Osi1Fs a pour valeur telle que
U[1+1/5%] < psa < 1[1 - 1/5%]

a est positif et lorsque a varie de > 0 a l'infini, 1/5% est une fonction continue décroissante qui varie de <
la0.

Lorsque 1/5% varie de <1 a0, 1/[1 + 1/5%] est une fonction continue croissante qui varie de > % a 1, et
1/[1 - 1/5%] est une fonction continue décrqissante qui varie de l'infini a 1

Il en résulte que le module du vecteur Os31Fs est donc toujours supérieur a %.

5) Représentation de [1/(1 — 1/7°)]
Dans le paragraphe « Représentation de [1/(1 — 1/2%)] », nous avons démontré que le module du vecteur
O21F% est supérieur & 1/2
Dans le paragraphe « Représentation de [1/(1 — 1/3°)] », nous avons démontré que cette propriété est
vraie avec le nombre 3.
La propriété est vraie avec le nombre premier 2, elle est vraie avec le nombre premier suivant (le nombre
3) ; est-elle vraie avec le nombre premier suivant (le nombre 5) ?
Dans le paragraphe « Représentation de [1/(1 — 1/5°)] », nous avons démontré que cette propriété est
vraie avec le nombre 5.La propriété étant vraie pour le nombre 2, puis pour le nombre premier suivant
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3, puis pour le nombre premier suivant 5 ; il en résulte que la propriété est vraie pour le nombre premier
suivant 7, puis pour le nombre premier suivant 11, puis .......ccccocveevvrrieernnnne

6) Valeur de zéta
Euler a démontré la formule suivante de zéta :

EG)=[UA -] [+ 1A -U3¥)] [V/QA -] [VQA =)o , ou le module de s est
plus grand que O.

Nous avons vu que la représentation de chacun des termes [1/(1 — 1/2%)], [+ 1/(1 — 1/3°)], [1/(1 - 1/5°)],
[L/(L=1/7], [ est un vecteur de module toujours supérieur a %.

Nous savons que le produit de plusieurs nombres complexes, est un nombre complexe dont le module
est égal au produit des modules et I'argument est égal a la somme des arguments.

Appelons p:2 la valeur du module de [1/(1 — 1/2°)]
Appelons ps la valeur du module de [1/(1 - 1/3°)]
Appelons ps la valeur du module de [1/(1 — 1/5%)]

Avec s =a + ibnous avons :

- une valeur de p2, telle que 1/[1 + 1/2%] < p2 < 1/[1 - 1/2%]
- une valeur de ps, telle que 1/[1 + 1/3%] < p3 < 1/[1 - 1/3%]
- une valeur de ps, telle que 1/[1 + 1/5%] < ps < 1/[1 - 1/5%]

Les représentations de ces modules sont sur une sinusoide déformée située sur I'axe d'ordonnée égale a
1, de fréquence f = (bLog Xx)/2x et située entre les hyperboles des fonctions 1/(1 - 1/x*) et 1/(1 + 1/x%) .
Lorsque x est grand, cette sinusoide déformée tend vers unes sinusoide amortie sur I'axe d'ordonnée
égale a 1 et d'amplitude tendant vers 0.

Les valeurs des modules sont toujours au moins égales a %.

Sur la sinusoide déformée, les valeurs des modules sont aléatoires et fonction de a et de b, le produit de
ces modules est un nombre fini qui ne peut pas étre nul.

Sur la sinusoide amortie (lorsque x est grand), les valeurs des modules tendent alternativement et
progressivement vers 1; le produit de ces modules tend vers 1.

Quelles que soient les valeurs de a et de b, le produit de I'ensemble des modules tend vers une valeur

finie qui ne peut en aucun cas étre égale a 0. A fortiori, avec a = % et quelle que soit b, la fonction zéta
ne peut pas étre égale a 0.

L'hypothése de Riemann est fausse
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