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HYPOTHESE DE RIEMANN 8/12/2018

1)1dentité d'Euler

Euler a démontré la formule de zéta a partir de la série :

T+ UX+I+ I+ e, +1/x"

Pour que cette relation soit convergente et égale a 1/(1 — 1/x), il faut que 1/x" tende vers 0 ; c'est a dire
module de x > 1.

En faisant x = 2%, avec s = a + ib nous devons avoir [module de 2°] > 1 c'est a dire 22 >1oua >0, on
obtient la somme des puissances inverses de 2 :
1+1/2+ U8+ 18+ ... +1/2% =1/(1-1/ 2%

En faisant x = 3%, avec s = a + ib nous devons avoir [module de 3°] > 1 c'est a dire 3*> 1 oua >0, on
obtient la somme des puissances inverses de 3 :
1+ 13+ 1UP+127%+ ... +1/3F =1/(1 -1/ 3)

En faisant le produit de ces 2 fonctions, on obtient la somme des puissances de toutes les fractions dont
le dénominateur est un produit de 2 et 3.
1+ U2+ U3+ UL+ UG+ L8+ =1/(1 -1/ 29]*[1/(1 - 1/ 3°)]

Apres avoir fait X = 2%, puis X = 3%, si nous faisons X = 5°% puis X = 7%, .......c.cccceenenn. avec l'ensemble des
nombres premiers ; puis en faisant leur produit, nous obtenons l'identité dEULER

ES)=1+12°+ 13+ UL+ 1S +16+ LT+ =

V(@A -1 2%/ -2 B[ -1 LA -, ,avecs=a+ibeta >0,

Lorsque [module de 2°] > 1, avec a > 0, cette fonction zéta peut-elle étre égale a 0 ?
Nous allons étudier la représentation des differents termes [1/(1 — 1/2°)] ; [1/(1 — 1/3°)] ; [1/(1 - 1/5°)] ;
[L/(X-27)]5 oo, ,

2)Représentation de [1/(1 — 1/29)]

L'annexe jointe donne la représentation de différents vecteurs dans un repére orthonormé ayant l'axe des
réels en abscisse et I'axe des imaginaires en ordonnée 0,1(0,0) et O22(1,0).

Consideérons le terme 2° et posons s =a + ib

25 = e@+ D)LY 2 ast représenté par un vecteur OZlKZ : Az est sur le cercle de centre O21(0, 0) et de rayon
Ro1 = 28,

Le module et I’argument de O21A; ont pour valeurs po;1 = 2% (plus grand que 1) et ¢ = arctg bLog 2.

1/2° est représenté par un vecteur Ozlgz, B2 est sur le cercle de centre O21(0,0) et de rayon Rz = 1/2% .
Le module et I"argument de Q218 ont pour valeurs pz2 =1/2% (plus petit que 1) et ¢.> =- arctg bLog 2.

1 - 1/2° est représenté par un vecteur Oﬁz, 021(0,0) et C; est sur le cercle de centre O2(1, 0) et de rayon
R= 1/22

Compte tenu de Cﬁz , son module et son argument ont pour valeurs telles que 1 - 1/22 < p3 <1+ 1/22
et - arc sin 1/2% < ¢23 < arc sin 1/2%. Lorsque b varie régulierement de 0 a I'infini, le point C. se déplace
sur le cercle de centre O2.(1, 0) et de rayon R = 1/22.
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Soit H: le point de tangence a ce méme cercle de la droite issue de O21, nous savons que si une droite
issue d'un point O21 coupe un cercle aux points C; et D2, le produit O2:C,.021D; = (O21H2)? .

Il en résulte que si la droite issue de O21 coupe le cercle de centre Oz en C: et D2, le produit O2:1Cs .
021Dz = (O21H2)? =1 — (1/2%2.

Ca etant sur le cercle de centre O2(1, 0) et de rayon R = 1/2% D2 est tel que

021Dz = [1 - (1/2%)?)/0xC:.

Pour obtenir O1E2 = 1/02:C; , nous devons effectuer une homothétie de O21C> dans le rapport 1/[1 —
(1/2%7]

Nous savons que les représentations de 1 - 1/2° et de 1/(1 - 1/2°) sont tels que le produit des modules est
égale a 1, et leurs arguments sont égayx mais de signes contraires, nous en déduisons la représentation
de 1/(1 - 1/2%) qui est un vecteur 02173, 021(0,0) et F» est sur le cercle de centre O23(1/[1 — (1/2%)?], 0) et
de rayon R = [1/(2%)]/[1 - (1/2%)3]

Le module et I’argument de 021?—2 ont pour valeurs telles que [1 — 1/22)/[1 — (1/2%)?] < paa <[1 +
1/23]/[1 — (1/2%)?] et - arc sin 1/2% < ¢4 < arc sin 1/22,

Nous avons pose [module de 2°] > 1 plus grand que 0, donc a est aussi plus grand que 0, et 1/2% est
toujours plus petit que 1. Le dénominateur [1 — (1/2%)?] et le numérateur allant de (1 —1/2%) & (1 + 1/2?)
sont toujours positifs, nous pouvons simplifier pour dire que le module de O21F a pour valeur telle que
U[1+ 1/2%] < pasa < 1[1-1/27

a est positif et lorsque a varie de > 0 a I'infini, 1/2% est une fonction continue décroissante qui varie de <
la 0.

Lorsque 1/2% varie de <1 a0, 1/[1 + 1/27] est une fonction continue croissante qui varie de > % a1, et
1/[1 - 1/2%] est une fonction continue décrqQissante qui varie de l'infinia 1

Il en résulte que le module du vecteur O21F2 est donc toujours supérieur a .

3) Représentation de [1/(1 — 1/39)]
Dans l'annexe jointe, nous avons vu la représentation des différents vecteurs concernés du paragraphe 2.
Dans cette annexe, si nous remplacons le premier chiffre en indice des différents points (le nombre 2)
par le nombre 3, nous avons les représentations des différents vecteurs concernés de ce présent
paragraphe.

Consideérons le terme 3° et posons s =a + ib

3% = gl@*PLou 3 st représenté par un vecteur Os1As ; Az est sur le cercle de centre Os1(0, 0) et de rayon
Rs1 = 3.

Le module et ’argument de Oﬁa ont pour valeurs p31 = 3% (plus grand que 1) et ¢3: = arctg bLog 3.

1/3° est représenté par un vecteur 03133, Bs est sur le cercle de centre O31(0,0) et de rayon Rz = 1/3%,
Le module et 'argument de Q183 ont pour valeurs psz =1/3" (plus petit que 1) et ¢s2 = - arctg bLog 3.

——
1 - 1/3° est représenté par un vecteur O31Cs, 031(0,0) et Cz est sur le cercle de centre Os2(1, 0) et de rayon
R= 1/3?
Compte tenu de O31Cs, son module et son argument ont pour valeurs telles que 1 - 1/3* < p3s <1+ 1/3?
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et - arcsin 1/3% < ¢33 < arc sin 1/3%

Nous savons que si une droite issue d'un point Os; coupe un cercle aux points Cz et D3, le produit
031C3 . 031D3 = (O31Hs)? ,H3 étant le point de tangence a ce méme cercle de la droite issue de Ogza.

I en résulte que si la droite issue de Os1 coupe le cercle de centre Oz en Cs et Ds, le produit Oz:1Cs .
O31D3 = (Oa1H3)? =1 — (1/3%2

Cs étant sur le cercle de centre Osz(1, 0) et de rayon R = 1/3% Dsest tel que

031D3 = [1 - (1/3%)?)/031Cs.

Pour cz)btenir Os1E3 = 1/03:1Cs , nous devons effectuer une homothétie de O31Cs dans le rapport 1/[1 —
(1/3°)7]

Nous savons que les représentations de 1 - 1/3° et de 1/(1 - 1/3%) sont tels que le produit des modules est
egale a 1, et leurs arguments sont égaux mais de signes contraires, nous en déduisons la représentation
de 1/(1 - 1/3°) qui est un vecteur OnFs , 031(0,0) et Fs est sur le cercle de centre Os3(1/[1 — (1/3%)?], 0) et
de rayon R = [1/(39)]/[1 - (1/3%7]

Le module et ’argument de 03123 ont pour valeurs telles que [1 — 1/3%)/[1 — (1/3%)?] < pasa <
[1+ 1/33)/[1 - (1/3%)?] et - arc sin 1/3% < ¢ga < arc sin 1/32,

Nous avons pose [module de 3°] > 1 plus grand que 0, donc a est aussi plus grand que 0, et 1/3% est
toujours plus petit que 1. Le dénominateur [1 — (1/3%)?] et le numérateur allant de (1 — 1/3%) & (1 + 1/39)
sont toujours positifs, nous pouvons simplifier pour dire que le module de O3:F3 a pour valeur telle que
U[1+1/3%] < paa<1[1-1/3%

a est positif, 0 <a<infini, et donc 0 <1/3* <1, puis 1 <1+ 1/3* <2, et 0< 1/[1-1/3% <infini
Lorsque varie de 0 a I'infini,

1<1/[1+1/3% < %,

Lorsque 1/3?% varie de <1 a0, 1/[1 + 1/37] est une fonction continue croissante qui varie de > % a1, et
1/[1 - 1/3%] est une fonction continue décrqissante qui varie de l'infinia 1

Il en résulte que le module du vecteur Oz1F3 est donc toujours supérieur a .

4) Représentation de [1/(1 — 1/5%)]
Dans l'annexe jointe, nous avons vu lareprésentation des différents vecteurs concernés du paragraphe 2.
Dans cette annexe, si nous remplacons le premier chiffre en indice des différents points (le nombre 2)
par le nombre 5, nous avons les représentations des différents vecteurs concernés de ce présent
paragraphe.

Consideérons le terme 5° et posons s =a + ib

5% = g@*+1DLOYS st représenté par un vecteur 051Z5 . As est sur le cercle de centre Os1(0, 0) et de rayon
Rs1 = 52, RN

Le module et I’argument de Os1As ont pour valeurs ps; = 5 (plus grand que 1) et ¢s; = arctg bLog 5.

1/5° est représenté par un vecteyr Oslgs, Bs est sur le cercle de centre Os1(0,0) et de rayon Rsz = 1/5% .
Le module et ’argument de 051%5 ont pour valeurs ps; =1/5* (plus petit que 1) et ¢s2 = - arctg bLog 5.
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—>
1 - 1/5° est représenté par un vecteur Os1Cs, Os1(0,0) et Cs est sur le cercle de centre Osz(1, 0) et de rayon
R= 1/5?

Compte tenu de OSléS , son module et son argument ont pour valeurs telles que 1 - 1/52 < ps3 <1 + 1/5?
et - arcsin 1/5% < ¢s3 < arc sin 1/5%

Nous savons que si une droite issue d'un point Os; coupe un cercle aux points Cs et Ds, le produit
051Cs . 0s1Ds = (Os1Hs)? ,Hs étant le point de tangence a ce méme cercle de la droite issue de Os;.

Il en résulte que si la droite issue de Os: coupe le cercle de centre Osien Cs et Ds, le produit Osi1Cs .
Os1Ds = (Os1Hs)? = 1 — (1/5%2.

Cs étant sur le cercle de centre Osp(1, 0) et de rayon R = 1/5% Ds est tel que

0s1Ds = [1 — (1/5%)?]/0s1Cs .

Pour (:Z)btenir Os1E5 = 1/0s1Cs , nous devons effectuer une homothétie de Os1Cs dans le rapport 1/[1 —
(/5]

Nous savons que les représentations de 1 - 1/5° et de 1/(1 - 1/5°) sont tels que le produit des modules est
égale a 1, et leurs arguments sont egaux mais de signes contraires, nous en déduisons la

représentation de 1/(1 - 1/5°) qui est un vecteur O?IF? , 051(0,0) et Fs est sur le cercle de centre Os3(1/[1
— (1/5%3, 0) et de rayon R = [1/(59)]/[1 — (1/5%)?]

Le module et ’argument de 051?-5 ont pour valeurs telles que [1 — 1/58]/[1 — (1/5%)?] < psa <[1 + 1/
53)/[1 — (1/5%)?] et- arc sin 1/5% < ¢s4 < arc sin 1/52,

Nous avons posé [module de 5°] > 1 plus grand que 0, donc a est aussi plus grand que 0, et 1/5% est
toujours plus petit que 1. Le dénominateur [1 — (1/5%)?] et le numérateur allant.de (1 —1/5%) & (1 + 1/59)
sont toujours positifs, nous pouvons simplifier pour dire que le module de OsiFs a pour valeur telle que
U[1+1/5%] < psa < 1[1-1/5%

a est positif et lorsque a varie de > 0 a I'infini, 1/5% est une fonction continue décroissante qui varie de <
la 0.

Lorsque 1/5% varie de <1 a0, 1/[1 + 1/5%] est une fonction continue croissante qui varie de > % a1, et
1/[1 - 1/5%] est une fonction continue décrqQissante qui varie de l'infinia 1

Il en résulte que le module du vecteur Os31Fs est donc toujours supérieur a %.

5) Représentation de [1/(1 — 1/79)]
Dans le paragraphe « Représentation de [1/(1 — 1/2%)] », nous avons démontré que le module du vecteur
O21F% est supérieur & 1/2
Dans le paragraphe « Représentation de [1/(1 — 1/3%)] », nous avons démontré que cette propriété est
vraie avec le nombre 3.
La propriété est vraie avec le nombre premier 2, elle est vraie avec le nombre premier suivant (le nombre
3) ; est-elle vraie avec le nombre premier suivant (le nombre 5) ?
Dans le paragraphe « Représentation de [1/(1 — 1/5%)] », nous avons démontré que cette propriété est
vraie avec le nombre 5.La propriété étant vraie pour le nombre 2, puis pour le nombre premier suivant
3, puis pour le nombre premier suivant 5 ; il en résulte que la propriété est vraie pour le nombre premier
suivant 7, puis pour le nombre premier suivant 11, puis .......ccccceevveriiieneennn.
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6) Valeur de zéta
Euler a démontré la formule suivante de zéta :
EG)=[UA-U][+ A -1 [ -1 TUA-LTH] [ , ou le module de s est
plus grand que O.
Nous avons vu que la représentation de chacun des termes [1/(1 — 1/29)], [+ 1/(1 — 1/3%)], [1/(1 - 1/5%)],
[L/(A=1/7], [oeeeeeieeene. est un vecteur de module toujours supérieur a Y.
Nous savons que le produit de plusieurs nombres complexes, est un nombre complexe dont le module
est égal au produit des modules et I'argument est égal a la somme des arguments.
Il en résulte que la représentation de zéta est un nombre complexe dont le module a une valeur au moins
supérieure a (1/2)(1/2) (1/2)(1/2)(1/12)(1/12)(112)(.....ocvvevvneen. ;
D'une part, cette valeur ne peut pas étre nulle, et d'autre part la valeur ¥z ne constitue qu'une valeur
minimale pour chacun des termes [1/(1 — 1/2%)], [+ /(1 — 1/3°)], [1/(1 - 1/5%)], [1/(2 - L/7®)],.........
qui pour une valeur donnée de a et b, ne peuvent tous prendre la valeur %.

Quel que soit I'argument, avec a (réel de s) plus grand que 0, la fonction zéta ne peut jamais étre égale a
0, et afortioriquanda="%.
Considérons s = a + ib, et la formule 1/[1 + 1/x8] < px< 1/[1 — 1/x4].

A titre indicatif avec a = %2, les valeurs limites de différentes valeurs significatives de p sont les
suivantes

0,585 < pp < 3,415
0633 < p3 <2,367
0,690 < p5 < 1,810
0,725 <p7 < 1,608 [
0,768 < p11 < 1,342

0,909 <p101 < 1,101
0,969 < p1009 < 1,0326
0,990 < p10007 < 1,0101

Avec a = %, quel que soit b, la fonction zéta ne peut pas étre égal a 0.

L "'hypothése de Riemann est fausse
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