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1 r(t) in integraler Darstellung

1.1 Einleitung

In jedem elementaren Physikbuch findet man die folgende Gleichung fiir die Gravitati-
onsbeschleunigung einer Zentralmasse M .

oty = 1M o (1)

r2

Lakt man eine Probemasse m im Feld dieser Zentralmasse M zum Zeitpunkt ¢ = 0 von
der Koordinate ry aus mit der Anfangsgeschwindigkeit vy = 0 frei fallen so erhélt man
eine Gleichung die ebenfals in vielen Biichern zu finden ist.

2y M 24 M _
() = —\/ TE 2T g (2)
T To

Eine weitere Integration fiihrt uns dann zu der folgenden r(¢) Darstellung die nicht mehr
so hiufig anzutreffen ist.

r(t) =g - cos 1/213M't_\/@'\/1_@ (3)

Wir sehen hier dass eine explizite Darstellung von r(t) nicht moglich ist und daher
r(t) numerisch berechnet werden muf . Doch dieser Umstand ist sehr unbefriedigend.
Wenn die Gleichungen und so grundlegend sind kann man vermuten, dass sich
r(t) zumindestens harmonische schreiben lésst. Ich zeige zuerst dass man in der Tat
Gleichung auch folgendermafsen schreiben kann :

B ¢ 2y M ,
)= o cos </o \/ 72 (8) + o ()2 dt) W

Danach werde ich kurz die nummerische Berechnung vorstellen um anschliefsend Glei-
chung auf die Planetenbewegungen anzuwenden.




1.2 Herleitung

Sei Gleichung schon bewiesen. Setzen wir « =
so bekommen wir  7(t) = rq - cos (a)”
Ansatz: cos (a)® = cos (f) (5)

Denn zu jedem « lésst sich ein 3 derart finden so dass Gleichung gilt. Es gilt nun
dieses [ zu bestimmen.

8 = arccos (cos (04)2) Subsitution: =z = cos (@)

B = arccos () = laut Definition von Arkuscosinus.

1
1

—d

/x V1—12 Y

Subsitution: y = cos(u)’®  dy = —2- sin(u) - cos (u) - du

Integrationsgrenzen: y =1 = v =0 und y = z mit cos (u)’ = cos (a)* = u=a

- sin (u) cos (u)

0 2. sin (u) - cos
o ey sl 2
o 1 — cos (u \/1—005 ) (14 cos (u)?)
2y M t t
g = / - cos du Subsitution: u = 7—3 ot — \/M . \/1 — M
0 4/(1+ cos( "o "o "o

Integrationsgrenzen: u=0 = t'=0 und u=a = t' =t

2y M t t 2y M t t
wobei = | | =L .t/_\/ﬂ.\/l_ﬂza: /7_3.t_\/ﬂ.\/1_ﬂ
To To To To To o

benutzt wurde. Setzen wir alles ein so folgt fiir 8

\/ 27]\/[ 2y M ,
F \/ ro r(t /\/TO (t") + 7o r(t')? dt (6)

2y M

Damit folgt aus (5) und (6) die r(t) = ro - cos / \/ r(t) +ro ()2 dt

du




1.3 Eigenschaften

Offensichtlich beschreibt Gleichung eine Drehung wobei der folgende Term die dazu-
gehorige Winkelgeschwindigkeit ist.

ws<r<t>>:\/2 S G

rg r(t) +ro r(t)

Um diese Rotation darzustellen fiige ich W AN
eine neue w-Achse ein, die keine raumli-
che Achse darstellt. siehe Abbildung 1
Da sich das innere Gravitationsfeld mit
komplexen Zahlen beschreiben ldft,kénn-
te man vermuten dass die r-w-Ebene der
komplexen Zahlenebene entspricht.Es ist
aber im Rahmen dieser Arbeit ausreiche-
nd wenn wir folgendermassen ansetzen:

Abbildung 1

! 29 M ! 2y M
R(t;:To-cos</ QW—dt’>-€_r>+ro-sin</ 7—olzf’>~au> (8)
0 0

2
rg T4 1o 12 rg 4o r?

Wir kénnen Gleichung differenzieren

dR(t; 2y M \ d t 2y M N\ =
——2 = —rg-sin 2dt R Q—th e
dt 7’07“+r0r dt 0 o T +ToT
t 2~ M d t 2~ M

—l—ro-cos/ QW—th’ C— / ZV—dt’ -e_w>
o Vrgr+ror dt \ Jo \| 5 r+1ro 12
t 2~y M 2~ M
sin(/ M) 2 M
0 ror+rer roTr+rer

t 2~y M 2~y M
0 ror+ror ror+rer

4R _

dt



dR—§ \/ yM 2'yM & \/ TM 24 M (9)
e

w
o+ 1T

Fiir ¢ = 0 und r(t) = r, folgt aus Gleichung (9)

dR t; M
_( =—0- G_Z + L . (ZZ
To
Die Darstellung des freien Falles als Rotation hat die Konsequenz, dass die frei fallen-
de Probemasse auch zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Geschwindigkeit haben muf die nicht

raumlich ist. Differenzieren wir Gleichung @ so erhalten wir

dzR(t; yM o v M R—-rz _
= 6 — 5 5 Cu (10)
dt r (ro -+ r) r



1.4 Numerische Berechnung

Die betrachtete Probemasse m befindet sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 an der Koordina-
te 7(t = 0) = ro und hat die rdumliche Geschwindigkeit v(t = 0) = 0 . Wir mochten
fiir 0 < t < t, (wobei t, die Aufschlagzeit der Probemasse m auf der gravitierenden
Masse M sein soll) die Ortskoordinate r(¢) berechnen. Siehe Abbildung 1

Wir zerlegen die Zeit t in n-Teilintervalle. Sei also ¢t = n - At . Fiir den Beginn des
k-ten Intervalls I, = [k - At,(k+ 1) - At] fiir k € Ng und 0 < k < n sei die Orts-
koordinate rj schon gegeben. Damit berechnen wir als erstes die Winkelgeschwindigkeit

2y M
3 vy +ro i
nen wir den im Intervall [, iiberstrichenen Winkel A¢p = wy, - At. Damit berechnen wir

Wep = die wir fiir das Intervall [ als konstant annehmen. Hieraus berech-

dann die Ortskoordinate zu Beginn des nichsten Intervalles ry; = rg - cos (Zf:o Agbi)
USW.

M
]{Z:0:>T:T'0:> Wso = 7—3:>A¢0:wsg‘At:>lero'COS(A¢0)
V o

[ 2~y M
k= l=r=r = wg= % = Agbl :wsl-At = TQZTO'COS(A¢O+A¢1)
ro 1+ 7o T

2y M
2

2
o Tn—1+ 70 51

k=n—-1=r=r_= Wun-1)= \/ = A1 = Wyn—1) - At

= Ty = Tg - COS (A@o + A¢1 + A¢2 + ...+ Aqﬁn—l)

Das so berechnete r, stimmt mit der tatséchlichen Ortskoordinate r(t) umso besser
iiberein je grofer n oder je kleiner At ist.
Das entspricht ja dann wieder Gleichung (4)).

n—1
24 M
im \/ il At (11)

r(t) = lim r, =rg-cos | 1
<> n—)oon 0 At—0 2 2

Ty Tk + 70T



1.5 Planetenbahnen

Wir betrachten jetzt eine Probemasse m die zum Zeitpunkt ¢ = 0 von der Koordinate
z =19,y = 0und w = 0 mit der Anfangsgeschwindigkeit u; = 0-€; und uy =
ug - €, startet. Um eine Ellipsenbahn mit dem Startpunkt als Aphel zu erhalten wéhle
2vM
To

ich ug < = ug .Dabei ist ug die Kreisbahngeschwindigkeit.

Die tatsachliche Bahn
it der W-Achse

Y

se als Projektion auf
raumliche x-y-Ebene

Abbildung 2

Die zur Gleichung aquivalente Gleichung lautet in diesem Fall
(Herleitung im Anhang als (G611))

2y M w0\ .
r(t) = 1o - cos (/\/ )+ 0 ()2 _T(t/)2 dt) =ro-cos(¢(t)) (12)

Fiir das Integral habe ich dabei abkiirzend geschrieben:

2y M 2
/ 7 — gy (13)
g () +ro () r(t)

Zusammen mit der Ellipsen Gleichung (siehe fiir die Ableitung Anhang G612)

2
— 710
U2

r(p) = K (14)
1-— (1— —20> - cos ()

Uk




cos (¢ (1)) — —>

2
Uk

folgt daraus zunichst cos (¢ (t)) = 5 (15)
(1 _ “—20> cos (6 (1))
Uk
da zu jedem Zeitpunkt r (t) = r (¢) gilt.
Insgesamt erhalten wir fiir die Bahn der Probemasse m in der Abbildung 2
2
U
cos (6 (1)) —
x(t) =rg-cos (@) cos(p)=rq- " K (16)
-8
Uk
NE NE
(1 - “—) cos (6 (1) - ( (6 (1)) - “—)
Uk Uk
y(t) =19 - cos (@) - sin(p) =ry >
-
Uy
(17)
w(t) = ro- sin (6 (1) (18)

Es ist also nétig fiir ein konkreten Zeitpunkt ¢ nur den Ausdruck ¢ (t) numerisch auszu-
werten.



2 Anhang

Herleitung von Gleichung 12 (G611) und Gleichung 14 (G613)

—

r=r.e,  (G601)

d = dr — d — d = _dp
—r=—-e,+7—¢, mt —e, =—2 €,
dt d dt dt dt
A Pdr e 22 (G602)
dt dt
2 2 2
d — d — d — — — d —
_2 T =_2fr‘ - ﬂ - ﬂ.d(’p 0 _gpoe(p-{-r _(’0 -
dt dt dt dt d dt dt
d2 — d2 — — — LN
_  r=—_1r er+2 ﬂ.d_@.e(p —p (p—r.l(d_(’p\l .
dt’ at’ dt dt at’ t)
2 [ 42 2\ . ( 2
A oAV o dr de AT VT (Ge03)
2 | 2 | T | 5 | ©
dt \ dt \dt) ) \ dt dt dt )

dr d(p e a’
dt dt dt

— ,.), . —>
Cp=——"F—" ¢ (G604)
r

./d‘P\Q}.? ol

(
rt|2e—
\

~——

so folgen die beiden Gleichungen :

2

p.dr de . d

LS p=0 (GE0S)
dt

A () M

— (G606)
dt’ dt ) r




2

Sehen wir uns (G605) -ﬁ-d—"o—i—r-d—go:O an.
dt dt dt2

Wir multiplizieren beide Seiten mit » und formen dann um .

2'7"—'|—|+T2 '—(,0=0 oder

Also gilt r? Ccll—f constant=k  (G607)

Ich mdchte Ellipsenbahnen betrachten, und den Anfangspunkt der Bewegung auf den

d
Aphel legen. Diese Entfernung nenne ich r,. Dann ist I<:=r02 -%:1"02 Wy =T Uy

u, soll kleiner sein als die fir eine Kreisbahn notwendige Geschwindigkeit wu = M

To
Damit gitt:  wg<ug =4 LM oder k=rg-ug<ryug=t)| LM o,
To

To

2

2
setzen wir (G607) in die Gleichung (G606) 9 p—p. /3P M
2 \dt} 2
dt T
2 2 2 2
d_r—k_3=—7'ﬁ\/[ oder dl_r:—’y'i\/l-i—k—3 (G608)
dt’ T T dt’ T T
A odr dv_ yM k-
dt dt dr 7.2 3
2 v [ 2
v dv=|(—7.iw +k—\|-dr oder fvdv: | (—7.5\4 +k—\| dr
\ r 7“3} 0 j \ r 7"3}
1 vz_{'y-M veM\ 1 |/k2 k2\|
v =] — P R
2 \ r To } 2 \f,a2 ?“02}
v?_(2’7M 2y M)\ |(k2 k:2\|
= 1= |——
\ 7 To ) \frz 'r02)

2 2
ﬁ=_\/l{2-7-M_2-fy-M\l_/k_2_kz2\| (G609)
dt \ T To } \7” To }



=—dt
\/(2.7.M 2.7.M\_|{£_£\|
\ ro ) (r’ r02}
. t
|r ! dr=—[1dt=—t
N RN TR
VWU )i
|r ! dr=—V2ey-M-t
-
Jl \r r* 2-7-M) |70 Ty 2-7-M}
k2
sei 2= T02 = k2 -i
2eye M  2:v-M 1,
To
|r 1 d?“:—\/2-7.M-t
|\/|/i_52 ro\l_li_f ro\|
Jl \7 r ("o r02 )
| — o= | —
2 2
I\/(T-fZ ro) = | A= I\/—ll_s |+ =€ o1y
J \ o) Jr U )
2
Aus k< 7'M-ro folgt 0§§2= k -ig7Mr°-1
0 2¢veM 19 2:v-M 7
2
Also gilt insbesondere —(1_5 \|<0
\ 7o )

12

dr=-—V2.y-M-t

1

2



dr kann ich schreiben
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Flr das unbestimmte Integral
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Fir das letzte Integral gilt laut Tabelle :
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Fir das bestimmte Integral folgt

dr=
+7’._$2 '7"0
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1—2-|{1_5 \|-r
\ " ) _
1-2.¢°
( 3 \
’ |

( 3 \
_005I2'<1—§2> . 2My.M-t—2-\/1_§ -\/—(1_5 \I-T2+7°—§2-7°0I
\ Vo o \ o ) J

wegen —cos(2-x)=—2-.cos(xz) +1

1-2.¢"
3 2

( 3 \
—2-cosI<1—§2> -”M.t_\/l_g . _(1_5 \|‘7"2+7°—§2'7°0I +1
\ vy "o \ "o ) )
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\
-JR1—8>~i—sﬁ|
\ /)

( 3
rr 2728 ol (1-¢7) 4/”7jw-v—vﬁ—sﬂ-h—lﬂ
1-¢ \ T \ 7o)

Fir den Fall £=0 , also (ji_":— 0 erhalten wir wieder die Gleichung nur fiir den

2
freien Fall : r(t):ro-cos(”2.7TM-t—w1—L- L\l
\ rod To To )

3

setzen wir nun a=<1—§2>2 -\/2'7;M -t—\/<1—52>.,{1_L} .

o L 7o To
52 1— 52 9
dann kénnen wir vereinfacht schreiben r=r- —+7o -cos(a)
1—¢ 1—¢
. 2 1 1
mit  cos(x) =5-cos(2-x)+5 folgt
2 2
T=T f > +T‘O-#-|{i-008(2-a)+i\|
1—¢ 1—¢ \2 2)
2 2 2
r=r, § 2+i-r0 1_2.5 +r0-1_2.§ -l-cos(2-a)
1-¢ 2 1-¢ 1-¢ 2
T 1 1-2.¢°
r=— 02 +rge—- cos(2-a)
2 1-¢ 1-¢
_9.¢? \
r=r, |l ! - 1,1-2-¢ cos(2-a) |
\2 1-¢ 2 1-¢ )
1 1 1-2.¢° 11 1 1-2.¢°
Aus — —+—- ~—=1 folgt — —t—— ccos(2-a)<1
2 1—¢ 2 1-¢ 2 1-¢ 2 —¢



Die letzte Ungleichung ist genau dann eins wenn der kosinus eins ist.
Daher mache ich den folgenden Ansatz machen :

2 2

r=ry-cos(B)=ry- 3 -1—7’0-1_2.S -cos(a)2
1-¢° 1-¢°

oder ﬁ:arccos( 3 2+1_2'f -cos(a)2\|
\1-¢ 1-¢

Den Arkuscosinus Ausdruck stelle ich jetzt als integral dar, dazu setze ich zunachst

2 2 9 2

y= £ +1_2.£ -cos(a)  damit dy=—2-1—_2.£ -cos(a)+sin(a)-da
1-¢  1-¢ 1-¢
[ :
‘{ | —2-1_2.5 -cos(a)-sin ()
B=arccos(y) = | ! dy= I 1-¢ da
| Viey' (g 2y
&, | V1| 3 2+1_2 -cos(a) |
] \1-¢ 1-¢ )
| 2. -cos(a) - sin(a)
| \/1—f C R (o)
J \1-¢° 1-¢ )
Aus a=(1-¢") \/Q'V'M-t—\/ﬁ—sz) (-7 ((1-g%). " —¢*) folgt
o To) \ To
da=(1-¢%) 2 7;M-dt—
To
~(1-8)- 2 -g) L N (1) [1- T (1)
T T ) To To
24/(-€)-(1- L) {1 ). )
L 7o To )



da=(1-¢) 4|20 M g
Ty
1-2-(1-¢"). =
i (1-¢7)- =
2-\/(1—52) (1) (1) T g :
To) \ To )
L
2 2 2
it dr__\/l(z.y.M 2 fyM\I_lsz_2_k:2\|dt und 2= 0
\ r To } \ o }
To
dr= 2-y-M (E—l\—fz |T——1|-|(E+1| dt
o \r r \r
da=<1—§2> 2 7.M-dt+
o

o) \ 0
r
(e )
da=(1-¢%). '7; -dt- | 1—¢ 4+ 5 0 r |
o \ 1-¢")
To
do=(1-¢%) 2'7;M dt r__=lviog Q'J'M.dt
To 2 1_52 2 T *Ty
2-(1—2-§2>-cos(a)-sin(a)-i- 2.27.M

\/<1—§2>—<§2 +<1—2-§2>-cos(a)2>

®
|
Og_____“ o~
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2
T

(1—2-£%)-cos(a)-sin(a) - V1—¢ - 2.y-M

.’]"0

dt

f
|
o= |
|
)

mit (1-¢°).1=¢ +<1—2-$2>-cos(0z)2

To

\/<1—£2>2—<§2+<1—2-$2>-cos(a)2>2

\/((1—52%}—52)-(1—2-8) =(1-2:¢")-cos(a)
(1-¢"). = -¢ 2
1- 0 =1—cos(a) =sin(a)
(1-2.¢")

/ - 2
V(1-¢”) - —To=s7ln(a) und mit ¢° = k.
(1-2.¢%) 2.7-M

1

und wieder mit  k=ry-u,

t
[ >
ﬁ:l\/ 2y M % g (G610)
JI Ty eTHrger T
0
t
f -
ergibt insgesamt r(t):ro-cos||\/ 2y Mt dt| (G611)
|JI Ty THTeer. T |
\o )
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2 2
wir kehren jetzt zu der Gleichung (G609) dr _ —\/,(2 M2 'V'M\l - |(k_2— k . \|
dt \ T T’O } \7« 7«0}
und paramatisieren nach ¢ anstatt nach t .
ey ey [ k* 2
dr dp_ |(20-M_2:9-M) (kK i geo7) .90k
@ T T
de dt \ o )it ) dt
( k ¢
| - - dr:—fldgo:—go
| 2 \/(2-7-M 2.7-M\ [k k:\| 0
Al - -
JI v oo )\t )
. . 1 1 1
Subsitution: sei z=— , dm:—_z-dr oder —_Q-d:c=dr
r r x
(‘7:)
2
—p= I —k-z . dx
|xQ.\/2.7.M.x_2.7.M_k2.;C2+k_2
] To To
(ro)
(‘7")
k
p=| = dz
I \/—kQ-x2+2°7'M-x—2.7.M+ k2
] To To
(ro)
({7")
k
p=| { = - \d:n
| . . .
R e B e R
] \\ k) (k") k™ ery 1)
(ro)
(‘1‘") ({7:)
o= | k do= | 1
I ( . (yem 1Y) | M1 MY
- ffomany a1 e 1Y,
J W\ k) Uk ) JIWE o) U K
(ro) (ro)
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3
N

AY)
Il

e e e e e e e e
—_
N

A
S

=

<

Subsitution: sei

p=arcsin(u)

(
|
oder wieder mit x ¢ =arcsin|
|
\
(
|
oder wieder mit r @ =arcsin|
|
\

( \
| |
damit @ =arcsin |7| arcsin
LB
\ )

ﬂ||—l

dx
2
oM
K’ I
M1
2 __I
k To )
y-M
2
 dus= dx
1 vM 1
To E’ To
(f)
du=

JF

(ro)

(von r, bisr)

8

1
r

'yM
k

(von r, bisr)

(von ry bisr)
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v-M
r= ! = K mit k=wuy-r
= = =uyeT,
M _(y-M_ 1) ( )
7 5 _|7 o cos () 1—|1——k |+ cos ()
k \ k 0) \ v-M-ry)
1 Uy
M SO
2 2
re= Yo "o = "o (G612)
u02 T 2\ ( u02 \
1-|1- |-cos(p) 1—|1— |+ cos ()
\ yM o) | yM |
\ To )

Ich setze w, = M als die jenige Geschwindigkeit die zu einer Kreisbewegung flihren

To
y . e . o (ug)
wurde. Anscheinend sind die Eigenschaften der Ellipsenbahn von dem Verhaltnis |—
)
abhangig.
2
Uy
2 "I"O
Wir kénnen dann schreiben : ()= ( U m (G613)
1-1-22_ |- cos(p)
\ )
Ein Vergleich mit der Ellipsen Gleichung r(y)= P ergibt
1—e-cos(p)
U, 2 U, 2 U, 2 U, 2
Uk2 v-M Uk2 M
To To
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