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WSTEP

Fizycy to poeci nauki tworzgcy jej awangarde.

Szczegodlna Teoria Wzglednosci przeznaczona jest dla studentéw wszystkich uczelni, na kto-
rych wyktadana jest fizyka. Moze by¢ przydatna dla nauczycieli fizyki w szkotach $rednich.
Mam nadzieje, ze zostanie wykorzystana rowniez przez zawodowych relatywistow.

Szczegdlna Teoria Wzglednosci jest pierwsza czgscia tryptyku, pozostate dwie to:
* Ogo6lna Teoria Wzglednosci

» Tworcy Teorii Wzglednosci

Szczegdtowe informacje bibliograficzne, biograficzne oraz ikonograficzne zostaty zamiesz-
czone w trzeciej czesci tryptyku.

Nalez¢ do pokolenia fizykow, dla ktérych idolami byli Albert Einstein, Lew Nikolajewicz
Landau 1 Richard P. Feynman. Einstein zniewolil mnie potega swej intuicji. Landaua podzi-
wiam za rzetelnos¢, precyzje, elegancje i prostote wywodow, oraz instynktowne wyczuwanie
istoty zagadnienia. Feynman urzekt mnie lekko$cig narracji i subtelnym poczuciem humoru.
Praca nad tryptykiem zaj¢ta mi sze$¢ lat.

Zbigniew Osiak

Wroctaw, wrzesien 2004
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MECHANIKA
RELATYWISTYCZNA

1 POSTULATY EINSTEINA

e Postulaty Einsteina

e Definicje wielko$ci fizycznych oraz prawa fizyki mozna tak sformutowad, aby ich
ogo6lne postacie byty niezalezne od wyboru inercjalnego uktadu odniesienia.

e Wartos¢ predkosci fal elektromagnetycznych ($wiatla) w prozni jest we wszystkich
inercjalnych uktadach odniesienia taka sama.

Postulaty Einsteina s rownowazne zatozeniu, ze wszystkie rownania fizyki w inercjal-
nych uktadach odniesienia powinny by¢ kowariantne (wspotzmiennicze) wzgledem transfor-
macji (przeksztatcen) Lorentza.

N <Vt YA to=1,=0 Y4
- = ':0
Vv o= %o ——> V = (V,0,0)
C2 YOZYO
y'=y Zo =2
7=z X x'
> , o
Vx 0 0
t——%
t'=—FC
2
v
c z z

e Kowariantno$¢ (wspolzmienniczo$¢) rownan wzgledem transformacji Lorentza

Réwnania sg wspotzmiennicze (kowariantne) wzgledem transformacji Lorentza, jezeli
poddane tej transformacji nie zmieniajg swojej postaci. ROwnanie zapisane w postaci kowa-
riantnej wzgledem transformacji Lorentza ma jednakowa posta¢ we wszystkich inercjalnych
uktadach odniesienia pomimo, ze wartosci danej wielkosci fizycznej moga by¢ rézne w rdz-
nych uktadach odniesienia.

Niezmiennikiem (inwariantem) transformacji Lorentza nazywamy funkcj¢ skalarng zacho-
wujaca te sama warto$¢, gdy w miejsce starych zmiennych podstawimy nowe zmienne.
e Inwariantno$¢ predkosci Swiatla w prézni wzgledem transformacji Lorentza

Statos¢ wartosci predkosci swiatta w prozni oznacza istnienie granicznej (nieprzekraczal-
nej) wartosci predkosci rozchodzenia si¢ sygnatow.

Czolo fali elektromagnetycznej w prozni opisywane jest w uktadzie nieprimowanym 1 pri-
mowanym odpowiednio rownaniami:

x* + y2 +7z?=¢’t* oraz x4+ y’2 +7% =¢’t"?
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

2 TRANSFORMACJE LORENTZA

e Szczegdlne transformacje Lorentza o dwoch zmiennych
Stato$¢ wartosci predkosci swiatla w prézni w dwoéch inercjalnych uktadach odniesienia
primowanym i nieprimowanym oznacza, Ze:

X2 +y?+72° - =x"+y +72° -t

X=X, Yy=X,, Z=X,, Ict=X,

X'=x;, y=x,, z/=x;, ict'=x|
XPP+xy +xP X7 =X+ X5 X +X;
Znajdziemy transformacj¢ liniowa gwarantujaca prawdziwo$¢ powyzszego roéwnania.
X; =a;X; +a,X, +a,;X; +a,X,
Xy =ayX; a,X, FayuX; $a,X,

! J—
X3 =a3X; tanX, +asX;+ayX,

ro_
Xy TahX; TapX, +a,5X; +a,X,

Xy =X,

X3 = X3
Xp =a;X; +aX,
X, =X, A =3 =8y Ty Ty, =y Ty =y, =A, =a,;, =0
X5 =X, Ay =ay; =1

ro_
Xy TahX; TauX,
Wyznaczymy teraz wspotczynniki a,,, a,,, a,,, a,, badanej transformacji.
1”2 2 2 2 2 2 2 2
X"+ X, +X5 X —(a“x1 +a14x4) + X5 +X; +(a41X1 +a44x4)

12 12 12 12 _ 2 2 2 2 2 2 2 2
X, X5, +XY X, —(a“Jraéu)xl +x2+x3+(a44+a14)x4+2(a“a14+a41a44)x1x4

2 2 2 2 2 2 1
a;; +ag =1 a; =ag, =l-ay =l-aj a, =a, =
2, .2 _ _ . 1-B?
ay +ay =1 a,, =-a, =1Ba, B

1
aja, taga,, =0] a;>0, a,>0 Ay =784 = B

12 12 12 12 _ 2 2 2 2
X1 +X2 +X3 +X4 _Xl +X2 +X3 +X4

Znaleziona transformacja nazywana jest szczego6lng transformacjg Lorentza.

< = 1 < 4 iB X X, =const dxi 1 dx N iB  dx,
- V-t _ dt  JI_B’ dt  l_p dt
X, =X, ) dt 0= ! =V + B 2ic
X, =X, i =—1 JI-B>  41-B

—-iB 1
X, = X, + X \4
e - - B
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Przestrzen Minkowskiego

X, =X, X, =Y, X;=2, X, =1ct  s3 wspolrzednymi kartezjanskimi punktu (zdarzenia)
w czterowymiarowej przestrzeni Minkowskiego (czasoprzestrzeni), w ktoérej kwadrat rdz-
niczki urojonej odleglosci migdzy dwoma dowolnie bliskimi punktami dany jest przez

4 4 4
(ds)® = (dx,)* +(dx,)” +(dx,)* +(dx,)* =D (dx, )" =Y g, dx, dx,
p=1 pu=l v=I
100 0
o100
810 0 1 ol
00 0 1

g,, Jest tensorem metrycznym przestrzeni Minkowskiego o sktadowych:
g1 =8n=83=8u=1,
8 =8y =83=83 =81 =84 =85 =83 =8 =84y =834 =845 =0.

e Przeksztalcenia Lorentza nie zmieniaja metryki czasoprzestrzeni

x| =T(x, +iBx,) x, =(x| —iBx})
X, =X, X, =X,
X5 =X, X; =X,
x, =I(x, —iBx, ) x, =I(x} +iBx!)

df 1 df

r=(1-vi?)2, B=Vc'

V= (V, 0, 0) = predkos¢ uktadu primowanego wzgledem uktadu nieprimowanego
X, =X, X, =Y, X; =2, X, =ict

x| =x, x, =y, x; =2, x|, =ict’

—Vt =iicc™'Vt =iVe ™ (ict) =iVe'x, =iBx,, ii=-1

Kwadrat urojonej odlegtosci migdzy dwoma punktami (zdarzeniami) w czterowymiarowej

przestrzeni Minkowskiego jest niezmiennikiem transformacji Lorentza
4

(2s)* =3 (ax, )" = iigwAXHAxv - ZigLVAxLAX; =3 (Ax, ) =(as)

pn=1 p=1 v=1 p=1 v=1 p=1

Transformacje Lorentza nie zmieniaja metryki czasoprzestrzeni: g, =g/, .

DOWOD

s
Ax! =T( Ax, +iBAx, ) (As') = Z(AXL)Z =(AX) ) +(Ax, ) +(Ax,) +(AX,) =
AX), = AX,
AX) = Ax,
Ax,, =T( Ax, —iBAx,)

r*(1-B?)=1

Ax, Y +(Ax, P +(Ax, Y +( Ax, ) :i(AxH)Z =(As)

p=l
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e  Wiasnosci znakowe kwadratu odleglosci czasoprzestrzennej dwéch zdarzen
As® = AX] + AX; + AX; + AX] = AX] + AXS + AX: — AL, x, =ict, i=+-1

As® = kwadrat odlegtosci czasoprzestrzennej dwoch zdarzen (forma metryczna)
AX; + AX] + Ax; = kwadrat odleglo$ci przestrzennej dwoch zdarzen

¢’At” = kwadrat odlegtosci czasowej dwoch zdarzen

Dwa zdarzenia mogg pozostawa¢ w zwigzku przyczynowo skutkowym wtedy i tylko wte-
dy, gdy odleglo$¢ przestrzenna migedzy nimi jest nie wigksza od ich odlegtosci czasowe;.

Kwadrat odleglosci czasoprzestrzennej dwoch zdarzen jest ujemny, jezeli kwadrat odlegtosci

przestrzennej tych zdarzen jest mniejszy od kwadratu ich odleglosci czasowej. Jezeli As® <0,
to migdzy dwoma zdarzeniami mogt nastapi¢ zwigzek przyczynowo skutkowy, czyli w czasie
At $wiatto zdazylo przeby¢ odleglos$¢ przestrzenng migdzy tymi zdarzeniami.

UWAGA

Jezeli As® <0,to As jest urojone.
As’ =0

Kwadrat odlegtosci czasoprzestrzennej dwoch zdarzen jest zerem, jezeli kwadrat odleglosci
przestrzennej tych zdarzen jest rowny kwadratowi ich odlegtoéci czasowej. Jezeli As* =0, to
mi¢dzy dwoma zdarzeniami mégl nastapi¢ zwigzek przyczynowo skutkowy, czyli w czasie dt

swiatto zdazylo jeszcze przeby¢ odleglos$¢ przestrzenng migdzy tymi zdarzeniami.
UWAGA

Przypadek As® =0 opisuje rozchodzenie si¢ §wiatta.

Kwadrat odlegtosci czasoprzestrzennej dwoch zdarzen jest dodatni, jezeli kwadrat odleglosci

przestrzennej tych zdarzen jest wiekszy od kwadratu ich odlegtosci czasowej. Jezeli As® >0,
to miedzy dwoma zdarzeniami nie modglt nastapi¢ zwigzek przyczynowo skutkowy, czyli
w czasie At $wiatlo nie zdazylto przeby¢ odleglosci przestrzennej migdzy tymi zdarzeniami.
UWAGA

Jezeli As*> >0, to As jest rzeczywiste.

UWAGA
U réznych autoréw spotykamy rozne definicje rozniczkowej formy kwadratowe;.

ds® =dx; +dx3 +dx; +dx;, x,=ict, ds’<0

ds® =dx; +dx3 +dx; —dx;, x,=ct, ds’<0
2 2 2 2 2 2

ds” =—dx; —dx; —dx; +dx;, x,=ct, ds" =0

My wybrali§my pierwsza z nich.
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3 MACIERZ TRANSFORMACJI LORENTZA

e Macierz transformacji Lorentza

X| =a, X, +a,X, +a,;X; +a,X, x| =I'x, +0x, +0x, +iBT'x,
X, =a,X, +a,X, +3,,X; +3,X, x, =0x, +1x, +0x; +0x,
X =8yX,; +2,X, +233X; +a,,X, x; =0x, +0x, +1x, +0x,
X, =a,X, +a,X, +a,X; +a,X, x, =-iBI'x, +0x, +0x, +I'x,
4 ox' df ) df .
=Na,x,, a,=—2=, T=(1-v%?)*, B=vVc
o 0x,
r o0 0 iBI
0 1 0 0
a =
a 0 01 0
—-iBI' 0 O
TWIERDZENIE
Transformacje Lorentza sg transformacjami ortogonalnymi.
DOWOD
Transformacje ortogonalne
X - zauv Xy _1727334)

spelmajq nastepujace warunki (warunki ortogonalnosci)

4
Zaaﬁam = Sﬁx )
a=1

4
), = Z A,y =218y T ay@y +a383 +3a,3,,
o
4
0y =1= Z Q084 =Apa), Ta0ay +a3a5 +a,3,,,
4
Oy =1= Z A,38,3 =383 T25385; + 33853 +3,5a,;,
4
Oy = Z Qo484 =414 Ta5,a,, Fa5,a5, T2, .

a=1
Suma kwadratéw elementow kazdej kolumny rowna si¢ 1.
Ten warunek ortogonalnosci macierz transformacji Lorentza spetnia, poniewaz

2 40°+0>+(-iBr ) =T? - BT =T*(1-B*)=TT2 =1,
0°+1’+0°+0° =1,

0°+0°+1°+0° =1,

(BL) +0%+0>+12 =(1-B?)=rr2 =1,
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4
8,=0,=0= zaala(ﬂ =a;a,, ta,a, +aas+aza,,
a=1
4
8;=0,=0= zaalaa3 =a;a;; ta,a,; +aat+a,d,,,
a=1
4
0, =0, =0= Zaalaa4 =apdyy T a8y Ta585,1a,8y,,
a=1
4
0y =85, =0= zaazaq3 =583 1 aya,; +a585313,,3,;,
a=1
4
8y =0, =0=D a,a,=2a,a,+a,a, +a5a,+aud,,
1

o=

4
8y, =0, =0= zaa3aa4 =538y, +a58y, Ta5383,13,538,,.
a=1
Suma iloczyndéw odpowiednich elementoéw dwoch kolumn réwna si¢ zeru.
Te warunki ortogonalno$ci macierz transformacji Lorentza réwniez spetnia, co bardzo tatwo
sprawdzi¢.
[-0+0-1+0-0+(—iBl)-0=0

TWIERDZENIE
Wyznacznik macierzy przeksztalcen Lorentza jest rowny jednoSci.
DOWOD
r 0 0 iBI'
Lo 1 0 0 0 1 0
deta,, = 01 =(-1™rjo 1 o+(-1)™Brf 0 0 1|=r*-BT*=1
‘ 0 0T -BI' 0 0
-iBI' 0 0 T

Transformacje ortogonalne, ktorych wyznacznik jest rowny 1, oznaczaja obroty uktadu.
Szczegodlna transformacja Lorentza opisuje obroty w plaszczyznie x x, .
[ ]

Macierz odwrotnego przeksztalcenia Lorentza

Dla macierzy ortogonalnej macierz odwrotna jest rowna macierzy przestawionej.

4 4
X,H :zaquV’ (“:1’233’4) Xu ZZCHVX;’ (“:1’2’3’4)
v=l1 v=l
I 0 0 iBI r 0 0 —-iBI
0 1 0 O 0 1 0 0
= C =
v 0 01 0 HY 0O 0 1 0
—iBI' 0 O Bl 0 O r
daf Ox’ T df Ox T
pv :8TH ’ w G T Cy Cuv :gf I
ox,  0x, 0x, 0x!
a, =—=— Cow =, =
ox ox [0).4
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4 PODSTAWOWE WNIOSKI WYNIKAJACE Z TRANSFORMACJI LORENTZA

e Rownoczesno$¢ zdarzen i nastepstwo czasowe

=T(x-Vt)

X!
yl
Z!
t

I
N«

t,—t :r[( t, _tl)_VC_z( X, _Xl)]

F( t —Vc’zx)
(I—Vchz )*%

r

WNIOSEK 1

bt } =t =t

X, =X,

Dwa zdarzenia 1 i 2 rownoczesne w ukladzie nieprimowanym (t1 = t2) beda rownoczesne
réwniez w uktadzie primowanym ( t) = t’z) wtedy 1 tylko wtedy, gdy zaszty one w ukladzie
nieprimowanym w tym samym punkcie ( X, =X, )

WNIOSEK 11
t <t
b } =t <t

Nastepstwo czasowe dwoch zdarzen 1 1 2 nie ulega zmianie (t1 <t,,t) < t'2) wtedy 1 tylko
wtedy, gdy zaszty one w uktadzie nieprimowanym w tym samym punkcie ( X, =X, )

X, =X,

WNIOSEK III

t, <t,

rl(t, —t,)-Ve?(x, -x,)]=0
U

o(t, —t,)=Ve'(x, -x,)

WNIOSEK IV
t, <t,
F[( t, _tl)_chz( X, _Xl)]> 0
U =t <t)
o(t, —t,)> Ve (x, -x,)
V=c: c(t2 —t1)>(x2 —Xl)
Jezeli odlegto$¢ miedzy dwoma punktami (x2 - X1) w uktadzie nieprimowanym jest mniejsza
niz droga przebyta przez $wiatlo w przedziale czasu (t2 —t, ) > (0 w uktadzie nieprimowanym,
to w uktadzie primowanym (t'2 -t ) > (0, co oznacza, ze nie ulegto zmianie nastepstwo czaso-
we (chwila pozniejsza w ukladzie nieprimowanym jest réwniez pdzniejsza w ukladzie
primowanym).
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WNIOSEK V

t, <t,

r|(t,—t,)- Ve (x, - x,)]<0
U = t; >t

C( t, - t1)< VC?I( X~ Xl)

V=c: c(t2 —tl)<(x2 —xl)

Jezeli odlegto$¢ miedzy dwoma punktami ( X, — xl) w uktadzie nieprimowanym jest wigksza

niz droga przebyta przez §wiatlo w przedziale czasu ( t, —t, ) > 0 w uktadzie nieprimowanym,

to w uktadzie primowanym (t}, —t])<0, co oznacza, ze ulegto zmianie nastepstwo czasowe

(chwila pdzniejsza w ukladzie nieprimowanym jest chwilg weze$niejszg w uktadzie primowa-
nym).

e Dylatacja czasu

x=T(x"+Vt' . Y

_ '( ) tz_tlzr[(tz_t1)+vc Z(XZ_XI)]
y=Yy
z=17 ) Zegar primowany spoczywa wzgledem uktadu primo-
t= F(t'+Vc’ X') wanego (x’2 -X; = 0) poruszajac si¢ z predkosciag V
= (1 V22 )‘% wzgledem uktadu nieprimowanego.
I'>1

(t’z—t;):(tz—tl)(l—Vzc‘z)% (th-t))<(t,—t,)

t, —t, = przedzial czasu zmierzony zegarem spoczywajacym wzgledem uktadu primowa-
nego (x; =X, ), czyli przedziat czasu zmierzony w uktadzie wltasnym zegara
t, —t, = przedzial czasu zmierzony zegarami znajdujacymi si¢ w uktadzie laboratoryjnym

(nieprimowanym) w miejscach okreslonych przez wspotrzedne przestrzenne roz-
wazanych zdarzen

Przedziat czasu, uptywajacego migdzy dwoma zdarzeniami, zmierzony w uktadzie labora-
toryjnym w miejscach okreslonych przez wspotrzedne przestrzenne rozwazanych zdarzen jest
wiekszy niz przedziat czasu zmierzony w uktadzie wtasnym w miejscu zachodzenia tych zda-
rzen. Opisane zjawisko nazywane jest dylatacja czasu.

e Kontrakcja (skrocenie) dlugosci

Pret rownolegly do osi x porusza si¢ z predkoscia V wzgledem uktadu nieprimowanego,
jednoczesnie spoczywajac wzgledem uktadu primowanego. Obserwator w uktadzie nieprimo-
wanym dokonuje pomiaru wspotrzednych koncow preta w tym samym czasie (t; = tp).

x'=T(x-Vt) X, =xp =T{(x, =x,)=V(t, - t,)]
y'=y

7=z t,=t,
t'=T(t-Vex)

r=(1-vi?) x)—x =(x, - x, 1= V%)
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x5, —X; = dlugos¢ preta spoczywajacego wzgledem uktadu primowanego zmierzona przez
obserwatora spoczywajacego wzgledem tego uktadu

X, —Xx, = dlugo$¢ preta poruszajacego si¢ wzgledem ukladu nieprimowanego zmierzona
przez obserwatora spoczywajacego wzgledem tego uktadu, pomiar wspotrzednych
koncow preta obserwator dokonat w tym samym czasie, t, =t,

(x5 =x)>(x,-x,)

Dhugos¢ preta poruszajacego sie wzgledem obserwatora jest mniejsza od dhugosci preta
spoczywajacego wzgledem obserwatora. Zjawisko to nazywane jest kontrakcja dtugosci.

e Podstawowy eksperyment szczego6lnej teorii wzglednosci

YA YA

>
oo}

HA———————
HA—p—-—————
Vix
\ Lo

>

Zrodlo $wiatta znajduje si¢ w punkcie A uktadu nieprimowanego. W chwili t, wystato
impuls $wietlny, ktory dotart do punktu B w chwili t,. Obserwator nieruchomy wzgledem
uktadu nieprimowanego dokonal pomiaru wartosci predkosci swiatta jako
Xp ~ XA
tg— 1, '
Obserwator nieruchomy wzgledem uktadu primowanego réwniez zmierzyt wartos¢ pred-
kosci, korzystajac z analogicznego wzoru

Cc=

ro_ X;S — X’A
ts —
Poréwnamy oba wyniki, wykorzystujac transformacje Lorentza.

C

-Vt, o :x; -x\ _ XB—XA—V(tB—tA) _
1/ RVER th -ty ty—t, —Ve(x,—x,)
- Vt,
/1 Vi _V(tB—tA)
; VXAC _XB 7 XA Xp X\ :XB_XA:C
m ty —t, _VC_Z(XB—XA) t, —t,
¢ ty = Vxze™” ts ~ta
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5 CZAS WLASNY

e (Czas wlasny

Czasem wtasnym nazywamy rézniczke lub odstep czasu, miedzy dwoma zdarzeniami za-
chodzacymi w tym samym miejscu w ukladzie primowanym (uktadzie wtasnym), zmierzonego
zegarem znajdujacym si¢ w tym miejscu.

4 4
ds? =) dx} =) dx!} =ds”
p=l1 p=l1
dx| =dx), =dx} =0

4
dx) = dei

p=l1

2
dx;

2 2 2
dx” :dxf{1+ dx; +dx; +dx3j

x, =ict, x} =ict’, i’=-1

. . dx? +dx? +dx?
12C2dt!2 =12C2dt2(1_ 1 2 3

c’dt?
V= dx; +dx; +dx;
dt’

2
di” = dtz(l—v—zj
C

df
dt=dt' =dty1-v’c™ dt =czas whasny, dr=dt'<dt

Odstep czasu migedzy dwoma zdarzeniami jest krotszy w uktadzie wlasnym niz w uktadzie
laboratoryjnym: At' < At.

At=At" = przedzial czasu zmierzony zegarem w uktadzie wlasnym (primowanym)
At = przedziat czasu zmierzony zegarami w uktadzie laboratoryjnym (nieprimowanym),
znajdujacymi si¢ w miejscach okreslonych przez wspotrzedne rozpatrywanych zdarzen

Relacje podane nizej przydadzg si¢ w dalszych rozwazaniach.

4
ds® =3 dx; =dx =i’c’dt” =i2c2dt?(1-v2e?)=dx2(1-v2e?)=i2c?dr?
p=1
, 4
dS = dei = dx; =1Cdt’ :icdtVI—Vzc_z = dx4«\/1_V2C_2 :lch
p=l1
dt = dty1-v’c™ :%:E, Y:;

ic 1-vic™
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6 GRUPA LORENTZA

e Grupa Lorentza
Niepusty zbior G nieosobliwych przeksztatcen liniowych reprezentowanych przez ich ma-
cierze stanowi grupe, gdy

1. A(A-B)eG

A,BeG
2. AB/(}eG(A'B)'C:A'(B'C) A™" = macierz odwrotna macierzy A
) ) E = macierz jednostkowa
3. ANV A-A=A"-A=E

AeG A'eG

4. ANV A-E=E-A=A

AeG EcG

TWIERDZENIE

Liniowe transformacje ortogonalne tworza grupe.

TWIERDZENIE

Dla macierzy ortogonalnej macierz odwrotna jest rtOwna macierzy transponowane;.
TWIERDZENIE

Wyznaczniki macierzy ortogonalnych sg rowne *1.

TWIERDZENIE

dot{ A B = dot A™ - det B

Poszukamy liniowych transformacji

4
4 —
Xy = zauvxv + bu >
v=1

ktére nie zmieniajg metryki czasoprzestrzeni
4 2 4

- 4 4
N _“ila N dxfzaz:‘;awauﬁdxadxﬁ
0 up=ap
B=
4 4 4 4 1
2 x0T =2 % > a,.,dx,dx,

4
Z a,,a, =0, (warunek ortogonalnosci)

Liniowe transformacje jednorodne (b,=0) nie zmieniajace metryki czasoprzestrzeni sg

transformacjami ortogonalnymi, tworzg wiec grupe zwang grupa Lorentza. Nalezg do niej
migdzy innymi szczegoélne transformacje Lorentza o dwoch zmiennych, obroty trojwymiaro-
we, inwersje osi wspotrzednych przestrzennych, odwrocenie czasu, przeksztatcenie tozsamo-
$ciowe oraz ich ztozenia, a takze transformacje odwrotne do wymienionych.

Grupa liniowych transformacji niejednorodnych (\“/ b,# 0) nazywana jest grupa Poincarégo.
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e Szczegoélne transformacje Lorentza

x; =I\x, +iB,I}x, T, 0 0 iB[I,
X5 =X, 0 1 0 0

' L14 = detL14 =+1
X5 =X, 0 0 1 0
x, =—iB I'x, +I}x, —-iBI; 0 0 T
Transformacja ta opisuje obroty w plaszczyznie x,, X, .
X] =X, 1 0 0 0
x, =I,x, +iB,I,x 0 r 0 iB,I

2o 272 L, = ’ 22 detL,, =+1
X, =X, 0 0 1 0
x, =-iB,I,x, +I,x, 10 —iB, I, 0 T,
Transformacja ta opisuje obroty w plaszczyznie x,, Xx,.
X =X, 10 0 0
X, =X, 0 1 0 0

_ L, = , detL,, =+1
x; =X, +1B[hx, 0 0 I iB,I;
x, =-iB,I3x, +I3x, 10 0 —iB Iy T
Transformacja ta opisuje obroty w plaszczyznie x,, Xx,.
1
L Vv . :
D .= (I—Bi) 2, B, =—, V. = predko$¢ skierowana wzdtuz osi x,
C

e Obroty tréjwymiarowe.
X| =e| -eX, +e -e,X,+e -€eX, e-e, e-e, e-e 0
X, =e,-eX, +€,-e,x,+e) -eXx e,-e e,-e, e,-e; 0

2 2 1741 2 22 2 373 R — ’2 1 ’2 2 ’2 3 detR — +1
X; =e;-eX, +e; -e,X,+e; eX, e,-e e;-e, e;-e; 0

0 0 0 1

X, =X,
Transformacja ta opisuje obroty w przestrzeni trojwymiarowej w dowolnej ptaszczyznie. Kaz-
dy z dziewigciu kosinuséw kierunkowych mozna jednoznacznie wyznaczy¢ przez co najwyzej
trzy katy Eulera.

X| =e|-eXx, +¢e -e,Xx, cosa.  sina 0 0
! ! ! :
X, =¢€,-¢X, +e, e,X, —sinaw cosa 0 O
' Pl N o 1 0 detR,,=+1
X3 =X
X, =X, 0 0 01
Transformacja ta opisuje obroty w plaszczyznie x,, X, .
D o = kat zawarty migdzy wersorami €] i e,
! ! ! .
X) =€ ¢ X; +€ €;X; cosp 0 sinfB O
4 —_—
X, =X, R.— 0 I 0 0 detR. = +1
= . +e - a —sinf3 0 cosp O SRu=
X3 =€5-€ X, 166X,
X, =X, 0 0 0 1

Transformacja ta opisuje obroty w plaszczyznie x,, X, .

D B = kat zawarty migdzy wersorami €| i e,
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X; =X, 1 0 0 0
X, =e)-e,X,+e) eX 0 cos siny 0

2 26X, T€; 065X, = ‘ Y Y detR = +1
X, =e}-e,X, +e}-e,X, 0 —sinff cosy 0
X, =X, 0 0 0 1
Transformacja ta opisuje obroty w ptaszczyznie x,, X, .
D y = kat zawarty miedzy wersorami €} i e,
e Inwersje osi wspolrzednych przestrzennych
X, =—X, 0 -1 0 0

IS = detls = _1

X; =—X, 0 0 -10
X, =x, 0 0 0 1

Transformacja ta zmienia zwroty osi wspotrzednych przestrzennych.
e Odwrocenie (inwersja) czasu

X; =X, 1 00 0
X, =X, 01 0 O
IT = detIT =_1
X; =X, 001 O
x|, =—-x, 0 0 0 -1

Transformacja ta zmienia kierunek uptywu czasu.
e Przeksztalcenie tozsamosciowe

X| =X, 1 0 00
X, =X, 01 00
X; =X, 0 010
X, =X, 0 0 01

e Grupy Poincarégo i Lorentza jako grupy Liego

Grupa ciagla nazywamy grupe, ktorej elementy zalezag w sposob ciaggly od parametrow.
Jezeli n jest minimalng liczbg niezaleznych wzglgedem siebie parametréw, od ktorych zaleza
W sposob jednoznaczny elementy tworzace grupg, to mowimy, ze dana grupa jest n-parametro-
wa. Grupg Liego nazywamy ciagla grupe o skonczonej liczbie parametrow.

Niejednorodne liniowe przeksztalcenia ortogonalne nie zmieniajgce metryki czasoprzes-
trzeni tworzg 10-parametrowa grupe Liego L(10), zwang grupa Poincarégo. Jednorodne liniowe
przeksztalcenia ortogonalne nie zmieniajgce metryki czasoprzestrzeni tworzg 6-parametrowg
grupe Liego L(6), zwang grupg Lorentza. Szczegolne przeksztatcenia Lorentza stanowig jedno-
parametrowa grupe Liego L(1).

PRZYKLAD
Macierz ortogonalna

!
e -e e -e, e -e e- e,

!
e,-e e,-e, e,-e e,-e,

L= , detL =+1

!
e,-e e,-e, e,-e e, e,
!
e,-e e,-e, e, -e e, e,
opisuje obrot w dowolnej ptaszczyznie w przestrzeni czterowymiarowej, ktory jest ztozeniem
szeSciu obrotow w plaszczyznach XX, , XX;, X,X,, X,X5, X,X,, X3X, .
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W szczego6lnosci macierz L,

I' 0 0 iBI'| |eje, 0 0 e -e, coso. 0 0 sina

Lo o 10 0} |0 10 0 | [ O 1 0 0
1o 11 o]0 11 o] 0 11 0
—-iBlC 0 0 T e,ce, 00 e -e, —sinac 0 0 cosa

reprezentuje obrot w plaszczyznie x,x, o kat, ktorego tangens jest rowny

sinoo.  1B[C . .V X4
tgo = =—=1B=1—. A
cosao I’ c ’ ,
X4 X,
! !
e -e, =cos(e,e )=cosa
e;-e4:cos(e;,e4):cos(90°—a)zsinoc a
’ _ ' _ o . .
e4-e1—cos(e4,e1)—cos(90 +oa)——smoc a
! !
e, -e, =cos(e,,e,)=cosa
PRZYKLAD

Zlozenie obrotu R, iszczegolnej transformacji Lorentza L,

> X,

Rozpatrzmy trzy uktady wspotrzednych nieprimowany, primowany i podwdjnie primowany.
W chwili t, =t =t; =0 poczatki wszystkich tych trzech uktadow oraz osi x,, x; 1 X3 po-

krywaly si¢. Uktad primowany spoczywal wzgledem uktadu nieprimowanego. Osi obu tych
uktadow o wspolnym poczatku byty wzgledem siebie obrocone o kat o. Uktad podwojnie
primowany poruszat si¢ wzgledem uktadu primowanego ze statg predkoscia V skierowang
wzdtuz osi x| . Analogiczne osi uktadow primowanego i podwojnie primowanego byly row-

nolegle wzgledem siebie.

" X
— 2
x =L,R X

u=l X3
X,
r 0 0 i1BI'|| cosoo. sinaa 0 O I'cosa I'sina 0
0 1 0 O [|-sinaa cosaa O O —sina cosal 0
L,R,, = =
0 01 O 0 0 1 0 0 0 1
—-iBIC 0 0 T 0 0 0 1 —iBI'cosac —iBI'sina 0

25

X

iBI'

- o ©



MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

PRZYKLAD

Z}lozenie obrotu trojwymiarowego i trzech szczegolnych transformacji Lorentza
Rozpatrzmy pie¢ uktadow wspotrzednych, w tym jeden nie indeksowany i cztery indeksowa-
ne symbolami 0, I, II, IIL. W chwili t, =t) =t, =t; =t, =0 poczatki wszystkich tych ukta-
dow znajdowaty si¢ w tym samym punkcie. Uktad indeksowany przez 0 spoczywal wzgledem
uktadu nie indeksowanego. Osie obu tych uktadow o wspdlnym poczatku byty wzgledem sie-
bie obrocone (nie pokrywaty si¢). Uktad I poruszat si¢ wzgledem uktadu 0 ze statg predkoscia
V, skierowang wzdhuz osi x|. Ukfad II poruszat si¢ wzgledem ukladu I ze statg predkoscia
V, skierowang wzdtuz osi x5 . Uktad III poruszal si¢ wzgledem uktadu II ze stalg predkoscia

V, skierowang wzdluz osi x}'. Analogiczne osie uktadow 0, I, 11 i III byly wzgledem siebie

rownolegte.

x’ =Rx
x' =L,x°
x"'=L,L,L Rx
x" =L, x'
XL x"
=Ly
1 0 0 0 1 0 0 0 I, 0 0 iB/I
0 1 0 0 0 I, 0 iB,I, 0 1 0 O
L,L,L, = . =
0 0 I iB,I5 [| 0 0 1 0 0 01 0
0 0 -iB,I; I, ||0 -iB,I, 0 I, ||-iBI, 0 0 T
I 0 0 iB,[}
| BB,IT, I, 0 iB,IT,
BB,I['[,I; B,B;II; I iB,I[,I
-iB )LL), -iB,ILI, —-iB,I; T[LIG
L, 1, n; 0 YRR IR TR
L, I, I, 0 L, L, L, 1
L,L,L,R =L,L,L, |2 = ™ — L= 121 122 123 124
3 Ty oy 0 TR R C B 1
0 0 0 1 [P V2SN VER o
Ly =T, Ly =BB,I'Ir, + 10, I, =B,B;[NLI5n, + B, B 1L, + I,
I, =T, L, =B,B,I\[Ln, +Ihn,, Iy, =BB;[ILIhn, + BB L, +Ihry,
Ly =Tin;, Ly =BB,INhn; +Thry I = BB I0n; + BBy s +Tr,g
L, =1B,I} Ly =1B,IT, L, =1B; [T,
I
Iy, ==B, LI, —iB, LI, —iB; Ty, B =V I = (l_Blz)ig
. . : 1=V
Iy = _?Blrlrznrlz _‘1B2F2F3r22 —.1B3F31‘32 B, = V,c" r, = (1_ B;)_%
l; =—1B LI, —iB, 1L, —1B, Iy, B — V' K
Ly =TI U F3:(1_B§)2
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PRZYKLAD

Z}lozenie dwoch szczegolnych transformacji Lorentza

Rozpatrzmy trzy uktady wspotrzednych nieprimowany, primowany i podwojnie primowany.
W chwili t, =t; =t; =0 analogiczne osie wspotrzgdnych przestrzennych pokrywaty sie.
Uktad primowany poruszat si¢ ze stata predkoscia V, wzgledem uktadu nieprimowanego,
uktad podwdjnie primowany poruszat si¢ ze stalg predkoscia V,, wzgledem uktadu primowa-
nego 1 stafg predkoscia V,; wzgledem uktadu nieprimowanego. Predkosci V,, V,, 1 V; byly
wzgledem siebie wzajemnie rownolegte oraz rownolegle do osi wspotrzednych x, x' i x".

x' =L"x
x' =L,x
X, X X!
4 X 4 ' 4 "
p=l 3 p=l X3 p=l1 X3
X, X, X
[Ty 0 0 iB,I, I, 0 0 iB[T,
50 T 0 1 O 0 0 1 O 0
N B 01 0 0 01 0
B, I, 0 0 I iB,I, 0 0 I
i FIFII(I+BIBII) 0 0 irlrll(Bl+Bll) Ly 0 0 iByly,
0 1 O 0 ? 0 1 O 0
L'} = _ —m
e 0 0 1 0 0 0 1 0 H
__irlrll(Bl+Bll) 0 0 FIFII(1+BIBII) _ierm 00 rm
? B, +B
0, (1+B,B,)=T B, =——=
o 121 ? il 11 1+B,B,
irlrll (Bl + Bu ): iBlllrlll
df df df
Blzﬁa Bu:&a Blu:h
C C C
_Vi+V,
r (E 1 I f 1 r (E 1 VIII_T
- ) - ) - 11
I I_B% ! VI_B%I N VI_BIZII b+ C2

Ztozenie dwoch szczeg6lnych transformacji Lorentza jest réwniez szczegolng transformacja
Lorentza wtedy i tylko wtedy, gdy ostatni wzor okresla prawo sktadania predkosci.

V, = predkos¢ uktadu primowanego wzgledem uktadu nieprimowanego
V, = predkos¢ uktadu podwdjnie primowanego wzgledem uktadu primowanego
V., = predkos¢ uktadu potrojnie primowanego wzgledem uktadu nieprimowanego
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7 TRANSFORMACJE LORENTZA CZTEROWEKTORA

e (Czterowewktory

~

4
Czterowektorem A = ZA €, = (A ALLALLA 4) nazywamy zbior czterech wielkosci
p=l1

~ o~

~ o~ o~

ALAL A, ,K .+» zwanych jego sktadowymi, ktore przy zmianie uktadu wspotrzednych podda-
nych przeksztaiceniu Lorentza
4 Ox! ox ox
X =) —+x, = a, X, =—bh=—"Y
! v=1 ax v=1 a ’ z * “V aXv ax'u

transformujg si¢ wedtug wzoru

4 ~
=23, A
v=1

e Transformacja Lorentza czterowektora

A=(R.R.AA,) » A=(RLALALAY)
R -Ya A,

v=1
Al :ialvAv =

a A, +a, A, =—iBI'A, +TA, = F(K4—1BR1)

Il
o
&
>
+
)
S
ND>
+
o
&
s
+
)
£
>
B
Il

Al =A,
AL =A,
AL =T|A,- BKI)

e Kwadrat modulu czterowektora jako niezmiennik

AP +AP +A2 +A2 =T(A, +iBA, | + Al +A2+T7(A,-iBA, | =
— A -TBY )+ A2+ A2+ A2 (2 -I2B?)= A2+ A2+ A2 A2

Kwadrat modutu czterowektora czyli suma kwadratow sktadowych czterowektora jest nie-
zmiennikiem transformacji Lorentza.
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e Odwrotna transformacja Lorentza czterowektora
A'=(AALALA,) > A=(A.A,.A,A,)

R IR S B r 00 —iBr
A=Y rR=Ye,A o 1o o
v=l v v=l [C ]:
ox, P 0 01 0
C =
x|, Bl 0 0 T

4
— 4 —
Al - ZCIVAV -
v=I
=y Al+cpAL +c, AL o, A, =, Al +c,A, =TA'—iBI'A, =T'( A| ~iBA/,)

4
_ " ’ ' ' " v A
A, = ZCZVAV =Cy A +CpA, AL+ ey Al =CpAl = A
v=l
~ 4 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
_ " ' ' " ro_ A
A; = ZC3VAV =C3 A, +C5A; +C5A5 +Cy Ay =CiA; = Aj
v=1

Ay = icnglv =

v=l

N N N N N N . N N N DA
=c, A +Cc AL+ AL+ e A, =c A e A =1BIM'A| +TA :F(A4 +1BA1)

A, =T(A|-iBA,)
A, =A)
A=A
A, =F(K; +1BK;)

A ~ [~ o~ o~ o~
~) ~ A=A A A A
Au:zauaAa - (~1~2~3~4)
o B=(B,.B,.B,.B,)
B, =Ya,B, A'=(AA,ALAY)
p=1 D’ DD D D’
4 B :(B15B25B35B4)
Zauaauﬁ=6aﬁ - odf4 ‘ ~ o~
= A-B=) A B, iloczyn skalarny czterowektorow A i B
p=l1

pn=l1 p=l a=1 B=1
4 4 4 —_ 4 4 —_ - 4 —_ o
- zzzawauﬁ aBﬁ - zzaaBAaBﬁ - ZAHBH =A-B
a=1 B=Il p=1 a=1 B=l1 =1

Iloczyn skalarny dwoch czterowektorow jest niezmiennikiem trans-
formacji Lorentza.
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8 TRANSFORMACJE LORENTZA CZTEROTENSORA DRUGIEGO RZEDU

e (Czterotensory drugiego rzedu
Tensorem czterowymiarowym (czterotensorem) drugiego rz¢du nazywamy zbidr 16 wiel-
kosci, zwanych jego sktadowymi, zestawionych w postaci macierzy

Tll T12 Tl3 T14
[ ]: T21 Tzz T23 T24
H T31 T32 T33 T34
T41 T42 T43 T44
ktore przy zmianie ukiadu wspotrzednych poddanych przeksztatceniu Lorentza
L 0K, \ 24: _0x,
v=1aX vla' a Hv_axv_axil

v=1
transformujq si¢ wedlug wzoru

20X, ax' ox  OX
228)( a [r3 afp zzaua VB OLB’

'_
X, =

v

alﬁl a=1p=1 a=1p=1
!

_aXH_aXOL
N ok o
o Xu
8)(:} 6xﬁ
avﬁ:a—zg.
Xg v

. Transformacja Lorentza czterotensora drugiego rzedu

—Zzam a,,T,

a=1 B=1
4 4

=22 T,

a1 pol
=a;a, T, +a,a,0, +a,,a,T; +a,a,T, +
+apa T, +aja,l, +aja;0, +apa, T, +
+aja) Ty +asa,T; +a5a,50 +a5a,T5, +
+aya T, +aa,l, +a,a, T, +a,a,1, =
=a;a, T, +a,a,0, +a,a,T, +a,a,T, =
= a121T11"'311314( T,+T, )"' a, T =
=TT, +iB'*( T, + T, )- BT’T,,=
= Fz[ T, - B2T44+ iB( T,+T, )]

4
, )
T, = ZzalaaZ[}TaB =aja,T, +a,a,T, = F( T, + 1BT42)
p=1

4 4
T = zza w3 Top =apay Ty +a,a,T, = F( T, +iBT43)
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4 4
4 .
Ty = zzamalﬁTaB =a,a, T, +a,a,T, =T, +iBT,,)
a=1 B=1
4 4
!
T, = ZzazaazﬁTaB =aynayT, =T,
o=l B=1
4 4
!
T, = ZzazaamTaB =apnayTy =T,
o=l B=1
4
’ .
T = Z Ay,845Te =apay Ty +ayna,T,, = (T, —iBT,))
a=1
4
4 .
T = z a3,a,5 Ty =a5a,, Ty +aga, Ty, :F( T, + 1BT34)
a=1
4
1
T, = z a3,a, T =258, T, =Ty,

Q
L

)

bl
Il
M-
M- T 2D 2 TP

3083p Lyp = 833853153 =T

Q
L

ay,8, 1, =aga, Ty +aga,Ty, = F( T, _IBT31)

3
=
1l
il g

=
I

I
Il

M»

M;

1B Lop

Q

LR
=
o

Is!
Il

M-

M-

a8, T3 =a,a,T), +a,a,T, = F( T, - iBle)

Q

Il
—
™

1l
—_

!
Il

M“

M“

a8, T =ag,a,,T; +a,a,T, = F( T, _iBTn)

Q
L

!

1
M-
M- =

Q

n
=
o

T1’1 =T’ [Tll - B2T44+ iB( T,+T, )]
T, = F( T, + iBT42)
T, = F( T + iBT43)
T, = r [ T, + B2T41+ iB( T, -T, )]
T, = F( T, + iBT24)
T, =Ty, T, =T,
T, = F( T, - iBTm)
T;, = F( Ty, + iBT34)
T, =T, Ty =T,
T;, = F( T, - iBTsl)
T, = r’ [ T, + B2T14+ iB( T, -T, )]
T, = F( T,, —iBT), )
T, = F( T, - iBTlS)
Tz;4 = 1—‘2[T44 - B2T11_ iB( T14 + T41 )]

31
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e Odwrotna transformacja Lorentza czterotensora drugiego rzedu

4 4 ox ax 4 4 8X axﬁ ’
T““:;;axa ax, T 4o ax, ;;CWCVBT
_Ox, _0x, r 0 0 —iBrl
okl ox, (e ]- 10 0
Cox, 0% ™ 01 0
P Tk ox, BC 0 0 T

4 4
! ’ 1 1 1
T, = zzclaclﬁTaB =cy¢, Ty, +¢,0, T +¢4¢,, Ty, +¢40, Ty =
2y . 2 ' ' 2 ' D27’ . i '
=TT}, —iB*( T, + T}, ) =T [Tll —~iB*Ty, —iB( T, +T41)]

C1oCopTop = €€ Tfy + €146, Ty, =I'Ty, —iBI'Ty, = (T, -iBT,)

C1oC3pTap = €113 Ty +Cpyey3Tyy =TT —iBI'Ty; = r( Ty, -iBTy,)

—iBI*T), + T/, + BI>T), —iBI T, =I?[ T}, + BT), —iB( T}, - T}, )]

C20CipTop = €€y Ty + 560, Ty =I'Ty, —iBI'T,, = (T} -iBTy,)

a=1
. 4 4
B ;o r "
T, = z Cr0CopTop =CCo Ty =Ty, ZZC uC3pTop = C2Cx Ty =T
a=1 a=l B=l1

1 1 ’ . 1 ! 1 . ’
CZ(xC4BT(xB =C,C, T, +¢ye, T, =1BI'T, +1T,, = F( T, + IBTZI)

! ! 1 ! . ’ 1 . 1
C3aClBTaB =336, I3 +¢35¢,, T, =I'T;, —1BI'T;, = F( T;, _IBT34)

4 4

r A _ '

C3,Cop Top = €33€5, T5; =Ty, T; = zzcmcm op = = C33C55 T35 = Ty
a=1 B=l1

C34Cup Tap = C33Ca Ty +C55¢44Tyy =1BI'Ty, +T'Ty, = (T, +iBT})

4 4
T, = ZZCmCmTo’LB =cy 0, T, + ¢, T), + 456, Ty +eyye, Ty =
—iBI’T), + B’I°T}, + °T), —iBIT,, =I*[ T}, + B>T",,—iB( T}, - T}, )]

4 4
T, = ZZC%LCZBT;B = ¢, 0T, +cy¢,, Ty, =iBIT), +T'Ty, = F( T, + iBTI’Z)
B:

4 4
T, = ZZCMCmT' =C €5 Ty +C4405, Ty =BT +I'Ty; = F( T, + iBT{s)
p=1

= BT/, +iBI*( T, + T, )+ T}, = [ T}, - BT', +iB( T}, + T}, )]
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T, =I [T1'1 - BZT'44_ iB( T, + T, )]
T, = F( T, - iBT;z)

T, = F( T - iBTis)

T, = r’ [ T, + BZT'41_ iB( T, -T) )]
T, = F( T, - iBT2’4)

T, =T, T,,=Tj;

T, = F( T, + iBTzll)

T, = F( T;, - iBT3’4)

Ty, =Ty, Ty =T

Ty, = F( T, + iBTS’I)

T, =0T}, +BT",,—iB( T}, - T}, )]
T, =I(T,, + iBT},)

T, = F( T;; +iBT) )

T, =0[ T}, =BT, +iB(T}, + T}, )]

e Slad tensora jako niezmiennik

TWIERDZENIE
Slad tensora drugiego rze¢du jest niezmiennikiem transformacji ortogonalnych, a w szczeg6l-
nosci transformacji Lorentza.

4 4
z Tuu = z Tuu
pn=l1 pn=l1
T1'1 + T2'2 + T3'3 + T4;4 =T, +T,,+T;; + T,
DOWOD
T, T, T, T, L&
g ’ . . Tlili - ZzawauBTaB
T = T, T, T, T, a=l p=1
" T, T, T, T, 4 4 4 4
T T, Ty Ta z Tl’lH = z z z auaauBTaﬁ
4 4 p=l p=l a=l p=1
T =22y Ty e w
a=1 p=1 = z z z awauBTaB
i a=1 =1 p=l1
a a,=0 4 4 4
pa ™ pp ap
wel = Z Z SGBTOLB = Z Tuu
a=1 p=l =]
4 4
z Tuu = z Tuu
p=1 p=1
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e Wyznacznik tensora jako niezmiennik

TWIERDZENIE
Wyznacznik utworzony ze wspoétrzednych tensora drugiego rzgdu jest niezmiennikiem trans-
formacji ortogonalnych, a w szczego6lnosci transformacji Lorentza.

el 17] =g T,

DOWOD

=3 e, det[ 1), ] = det{[a,, J[a,, ][ 7,5 ]}=

a=1 B=1

[wa] = [aw][avﬁ][TaB] :det[aw]det[avﬁ]det[TaB]z

det[aw]:+1v—1 =det[Taﬁ]

det[avﬁ] =+1v-1 det[T;V] =det[TW]

9 CZTEROGRADIENT, CZTERODYWERGENCJA I DALAMBERCJAN

e (Czterogradient

Czterowymiarowy gradient (czterogradient) funkcji skalarnej
Qo= (p(xl,xz,x3,x4): (p(x;,x'z,x;,x;)
definiujemy jak nastgpuje

df 4
gradp=y 22 ¢ :[ op 0o 20 0o J
1 OX 0x, 0x, Ox, OX,
Przy zmianie uktadu odniesienia i poddaniu wspotrzednych przeksztatceniu
4 Ox! ox!  Ox
X’ = : a _1927354 s a :_H:_v
s> S VZ:‘@' z e ) ox, ox,,

skladowe czterogradientu transformujg si¢ wedtug wzoru

Z op X, i 8(p
ox, 1ox, ox, o '
Czterogradient jest wiec czterowektorem, ktéry powstat z dzialania operatorem

24: 0 e — o o0 o0 0
=ox, " \0x, 0x, 0x, 0k,
na funkcje skalarng ¢.

Operator ten jest rowniez czterowektorem, gdyz jego sktadowe transformujg si¢ wedtug wzoru
0 ! 0

—=>a,—.
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e (zterodywergencja

Czterowymiarowa dywergencja (czterodywergencja) czterowektora jest iloczynem skalar-

nym operatora

0

0
Z‘ax

1 czterowektora

4
A=Y e, = (A

df48A

[ ) o 0 J
eu: 2 2 2
" 00X, 0X, O0X; 0X,

A,.ALA,)

e Czterodywergencja jako niezmiennik

~ uv v
u=123,4

X, _0x,

uv axv aX'

e Dalambercjan

~df 4 aA
dlvAzz =
p=l1 axu
_ a4 OA'
divA'= -
p=1 axu
oA’ & A i OAl & a
H:z HGLZZa“V H:zapvizapﬂAa:
8X;1 v=l 8Xv 8X;1 v=1 8XV v=1 axv a=1
4 4 P ~ 4 4 ag _ aaua
= a,—a = a, la =+ =
4 4 oA oA, OA
=22 88y =8, =t
1 At ox, ox, 0x,
8A' 4 ~
divA’ Z z = divA

p=l1
DywergenCJa czterowektora jest niezmiennikiem przeksztalcen
Lorentza.

(P:(P( X,y,z,t)Z(p(Xl,Xz,X3,X4)

daf 2 2 2 2 2 2 2 2 2
D(p:vz(p_c,zaZp:a(3+a?+a§p_c,za§p:a(f+a?+aczp+ 8(P2:
o> ox ay oz ot  ox* oy’ oz oict)
2 4
8(p+8 z 0 % =di z L =div grade
ox:  0x; 8x3 1 OX, OX,, 10X,

Poniewaz grade jest czterowektorem, a dywergenqa czterowektora jest niezmiennikiem trans-
formacji Lorentza, wigc dalambercjan funkcji skalarnej ¢ jest rOwniez niezmiennikiem tych

przeksztalcen.
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1 O CZTEROWEKTORY POLOZENIA, PREDKOSCI, PRZYSPIESZENIA I PEDU

e (Czterowektor polozenia

y
R
X
V4
IEZ(KNI’KNZ’Ki’Ki) ﬁd:f(xl,xz,x3,x4):(x,y,z,ict):(R,ict)
A= (A;,A;,AE,A;) R = (x;,x'z,xg,x;)z (x', y',z',ict')z (R',ict')
Al :F(K1+iBK4) x'=T(x-Vt)
Al =A, y'=y
Ag :Nz 2=z
A, -r(A,-x,) | t=r(t-vex)
A :F(A’l—iBA'4) x=T(x"+Vt')
A, =A', -
A, =K o
o - t=T(t' + Ve x)
A, =T(A'+ iBA",)
1
r=(1-vi?)2
B=Vc™

e C(Czterowektor predkosci

N_ _ . _ . df = g
=)= (ki) | 4R R
dt=y7'dt = czas whasny T dt
! v = czterowektor predkosci czastki
Y= (1 -p° )7 , B=vc" wzgledem ukladu laboratoryjnego
1

V. =V :%:% : drt Ydt ydt Wx =
N v :dxzzydx_zzyg:yV —y
v oy oYy _dx, Pdr Cdt Tde Y
SR g o0 _ A dz

o dz dx, VS_dT_ydt_ dt—Wz—VV3
v, =ic T T e T
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Vid—Rz(VI,Vz,V3,V4):(dXI,dxz,dx3,dx4j:(ydxl,ydxz,ydx3,ydx4j=
T dt dt dr dr dt dt dt dt
=( oy dz v@}(vv Wy 1v,avic )= (1, 1v,.yvs.yic )

dt’' dt’ dt’ dt i e ey

e Kwadrat modulu czterowektora predkosci

V2= (S + (v, F (o, +(ier) =72 (v +vi+v? )=y =

2 2

2.2 2.2 2( 2 2 v —=C 2

=y VvV —yc =y |V —¢ |]=———=—C
vviorie =y (vi-e)= o

e Relatywistyczna transformacja predkosci

A !

k 1’ K 1

° >V =(V,0,0)

vV=(Vy,Vy,V,)

[y ' ’

/ : VL)
X

z z'

=(%,,¥,.9,,¥,)  4-predkosé czastki w uktadzie K

y=(1-p2)2, B=ve v
\'%

v =(1-p7)2, pr=ve

'=(¥],v,,¥,,¥,) 4-predkos¢ czastki w uktadzie K’

v =T(¥, +iBV,)

V:(yvx,yvy,yvz,icy) V=9,
V’:(y’v;,y’v’y,y’v’z,icy’) V=7,
v, =T(¥, -iBY,)
; % _ﬂ ; _% 4 4 1
* dt’ Y dt’ “ dt 'Y’V’X:F'Y(V —V)
Ak dy ,_dZ o
odtT Y oAttt dt ) Y
TV, =YV,

B=Vvc™
Y _ 1 _N1-Ve”
2= v r(1-ve?v,)  1-Velv,
vi+V
= , Y v, -V
1+VV’C72 Vi :F_y( X _V): 2
* Y 1-Vv.c
V, ‘Vl \/2C_2 / 2 -2
y = }1, V P V’ :lv _ Vy l_V
TYVLC Yoyt 1=-Vvce?
i 2 -2
‘o Vi l\;\’/ ‘CZ vi=ty =Y I-Vie™
+ v.C z 'Y’ z 1-Vv C_2




MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Relatywistyczne skladanie predkosci réwnoleglych

v +V Jezeli czastka porusza si¢ wzgledem uktadu K po osi X z pred-

vyl koscig v a wzgledem uktadu K' po osi X' z predkoscig v', to

vi1-Vie™

Y1+ Ve

vA1-Vic™? V=L,V_2
v, :H\]—'_z 1+Vv'e
vie

X

_ ' o o
V,=V, v, =Vv,v =v, =v,=v, =0 oraz

e Doswiadczenie Fizeau

Pomiary predkos$ci $wiatla w spoczywajacej 1 poruszajacej si¢ wodzie wskazywaly, ze kla-
syczny wzor na sktadanie predkosci nie jest prawdziwy w przypadku §wiatla.

Wz6r na klasyczne sktadanie predkosci prowadzi do wyniku

c
v=—+V.
n

Z doswiadczenia wynikato, ze

V= < +V [ 1- sz Wz6r Fresnela
n n

V = predkos¢ wody wzgledem laboratorium
v=S = predkos¢ swiatta wzgledem spoczywajace] wody
n

v = predkos¢ swiatta w poruszajacej si¢ wodzie mierzona wzgledem laboratorium

Aby wyjasni¢ wynik doswiadczenia Fizeau, wykorzystamy wzor na relatywistyczne skia-
danie predkosci.

, Ly (C+Vj(l—vj
_V+V gy ~\n cn

' 2
FRASNS A 1_(\’)
C cn cn
V2
—<<1
C2
2
Vz(swj(l_zjzs{lﬂ(l_%)_v_z}
n cn) n c n c
2
—<<1
C2

VE£+V(1—LJ
n n

Otrzymalismy wzoér zgadzajacy sie z w wynikiem doswiadczalnym.
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Czterowektor przyspieszenia

y = (l—vchz)fi
=vc
dr=vy'dt

x?2 %y
dv,
a, =
dt
dv,
Y dt
dv,
a, =
dt
Vl :Wx
v, TV
V3 YVZ
a,llv
a lv

=Vv-a,
dv’ _d(v-v)
dt dt
= -ﬂ=2v a
dt

dfdzﬁ_dV:(N ~

a= = _E al,az,a3,54)

- dv. dv. d’x. .

g = doy =S5 (1=1234
T Tdt dre ( )

drt dt dt *dt

d . .
=v2i+wxﬂ=vzvx +yv.y=y’a, +yv,¥

dt dt
dv d'y
y y
= =+ — | =
y(y a dtj

51 :dVl :’del :’YdyVX :’Y[’YdstX'FV ﬂj:

s 4V, v, dyv
T e T

dv d . . :
=y’ dty +Wyd—z =2V, +yv, ¥ =va, v,y
- dv, dv, dyv, dv, dy
a, = = = = —= 4V — | =

P odt a  a e T a

dv dy . . .

2 z 2 2
=y —Z+yv,— =7V, + =y’a, +
Y dt Y z dt ’Y z ’YVZ’Y Y z ’YVZ’Y
5 dv, _ dv, :Ydlcy :icyﬂ

Yodr dt dt dt

a :(5”52’53’54):(Yz‘."*‘yv\'(aiCW):(Yza"‘YV%iCY\'()

Obliczymy teraz wystepujacy w powyzszych wzorach czynnik 7.

= IS (1) = (1-vie?) 1o vie ) =
= (1ot = (1 vie e ave ) Y
=Yy % =yt v =y tvasyietvay =Dy dst
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Relatywistyczna transformacja przyspieszenia

alzyzax-i_yvx:y 5:(51’52’53’54) - 5’:(51’75;75;754’1)
Ezzyzaeryvyﬁ( az(al,az,a3) - a':(a;,a'z,ag)
~ 2 -
a, =vya_ +
R v, +yV.y =T v, + v, - Vri)
a, =1eyy
al =y [Ty (a,y+v,7 - Vi)~ vi7]
aﬂ _ yrza! +'Y'V' "Y’
| X X
5; — Y!Zary +,Y!V;,-Y' 'Y,Za,y +'Y,V’y'Y, = yzay +'YVy'Y
' r-2 2 : 11t
a,=y"al +yVvy ay =7 (Y ay TYVYY YVyY)
a, =1cyy yrzarz+,yrvrz,-yrz,y2az+yvz,-y
' r-2 2 g (A
A =I'(3, +iBa,) a, =7 (Y az+YVZY—YVZY)
a,=a
2T icy'y’ = Dicyy —iVe'y?a, —iVe 'y, 7)
a; =3,

7' =Ty ( 7-Ve?ya, — VC_ZVXY)

B=Vc" ,_a(1-vie?)
1 A = 2
r=(1-ve?)2 (1-vv.e?)
2 .2
B=vc al, = [(I—vac’z)ay +VVyc’zax]1_V—Ci23
y=(1-ve?) (11__\;\];:2 |
B/ =v'c’! | a'z = [(I—VVXC_Z)ELZ +VVZC_2aX]m
y'=(1 V:zc—z)—g
> Przeprowadzajac analogiczne rachunki dla transformacji
l' = % odwrotnej, otrzymujemy:
Y -Vv.c
1-Vv ¢ 2
= x a'|1-Vic? )
! \/(I—VC_ZXI—VZC_Z) Ax = (1(+VV'XC_2))3
r - ' r =2 l_Vz 2
v :% a, =[(1+VVXC 2)ay AL 2ax]m
,A1=Vic? a, :[(1+Vv;c‘2)a’Z —\/V’Zc_za;]L(z3
BT T Ty e (1+Vvic?)

dv, ,  dvl

a, = , Ay =—
dt dt

B dv, . dV'y

y > ay - '
dt dt

dv, ,dv)

az = > Z = ]
dt dt
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o Czteropredkos$¢ i czteroprzyspieszenie w ukladzie wlasnym czastki

Uktadem wlasnym czastki nazywamy uktad, wzgledem ktorego czastka spoczywa. Jezeli
czastka porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym wzgledem inercjalnego uktadu la-
boratoryjnego, to uktad wlasny jest uktadem inercjalnym. Jezeli czastka porusza si¢ ruchem
przyspieszonym wzgledem uktadu laboratoryjnego, to uktad wiasny mozna traktowaé jako
inercjalny tylko w poszczegdlnych chwilach czasu.

dx| =dx}, =dx} =0 vi =V, =v; =0
. ' 12 _
dx), =icdt ve=0
dX! ’Y’:l
' B
Vg =———, :1,2,3 ~r o~
B dt’ (B ) v, =v, =v; =0
V2=V Ve v v - ,dx/, i
1 ! dt’
Yy:(l_vrzc—z)—g
- _dx) V'z(0,0,0,lc)
o Y dt, | vr — iC
~y ydv(; ~ ~ ~ ~r
a, = ? a, =a, =a; =4, =0
¥=(000,ic) W' =(0000)
v =1

e Czterowektory predkosci i przyspieszenia czastki sa ortogonalne
Dwa czterowektory A 1 B nazywamy ortogonalnymi, jezeli ich iloczyn skalarny jest roéw-
ny zeru AB=0.W szczegdlnosci wektor zerowy jest ortogonalny do samego siebie.

.
dt & 1d(7-9)
o Va=V —=— =0
5:£ va th 2 dt
dt
d(v-¥) . dv

o
a
ol
A
<
)
Il
o
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e (Czterowektor pedu

SR
1 ny ydt
~ dy
Vy =1V :YE
V,=vyv, = dz
3 Y z ydt
v, =icy

p= (51952a§3a54)
13' = (51'55555;55:1)

r=(1-vc?)2
B=Vc'

~2 ~ o~

p =pp
Vi=vi+vi+vi+v,
V=

df
p=m¥ = ( m¥,,mv,,m¥,,m%,) = (5,5, 5.5, )

df
p, =mvV, =myv, =p,
_ _ df
p, =mv, =myv, =p,
_ _ df
p; =mv; =myv, =p,

p, =mv, =imyc

=

= (myv,,myv,,myv,,imyc)= ( myv,imyc) =

= (px,py,pz,im’YC): (p,ll’l’l’YC)

Czterowektor pedu transformuje si¢ zgodnie z ponizszymi
wzorami.

p; =T(p, +iBp,)| |p, =T(p -iBp)
5'2 =P 52:5;
3 53 :5;

p; =
Py =I(p, —iBp,)| |, =T(P,+ iBp|)

Wektor

df

p:myv = (pxapyapz): (m’YVX,m'YVy,m'YVZ)
nazywamy tréjwymiarowym pedem relatywistycznym.
Obliczymy jeszcze kwadrat modutu czterowekora pedu.
~) o~ o~ ~ \2 ~ \2 ~ \2 ~ \2
p =p-p =(mV1) +(mV2) +(mv3) +(mV4) =

=m? (V2 +¥2 + 92 492 )=m’V’ =—m’¢?

B2=p Pp=p p-myc’ =m’yv: —m*>c>

Mamy tez
-p> 1 1 1
=—mc’ =—my’c’ ——my’v’
2m 2 2 2

Jak pokazemy dalej, powyzsza relacja ma nastepujaca
interpretacje:

Kwadrat modutu czterowektora pedu (nazywanego tez czte-
rowektorem pedu-energii) opatrzony znakiem minus i po-
dzielony przez podwojona mase¢ czastki jest rowny energii
spoczynkowe] czastki lub roznicy jej energii calkowitej

1 energii kinetycznej.
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Predkos$¢ i przyspieszenie jako pochodne promienia wodzacego wzgledem dlugosci
przedzialu czasoprzestrzennego

Na poczatku wyrazimy dtugos¢ przedziatu czasoprzestrzennego ds przez czynnik Lorentza v.

ds® = dx, dx, +dx,dx, +dx,dx, +dx,dx,

X, =1ct
2 2 2
Vo dx, N dx, N dx,
dt dt dt
2
ds* = —c*dt’ l—V—j

2
ds=icd‘[1/1—v—2
c

Y= - Czynnik Lorentza
v
1 -
C2
ds = dt
Y
LI
"d ds

Wykorzystujac powyzsze odwzorowanie, zapiszemy w innej postaci wprowadzone wczesniej
definicje czterowektoréw predkosci i przyspieszenia:

dx,, dx,

V = :iC 5 (1:1,2,3,4 5
=gt i, )
~ dv, . dv,
=Y =ic :
dt ds
Mamy takze:
5 dv, _df dx,|_ zdzxa_'_ dy dx,,
o T T d¢  dt dt
~  .dv, df. dx, | ., .dx,
a, =ic =ic—| ic =i"c"—*,
ds ds ds ds
d’ dy d 5, d’
Pty —| & i
(y a dtj ds?
PRZYKLAD

Jako przyktad podamy roézne postacie wyrazenia na sit¢ Minkowskiego, ktorg zajmiemy sie¢
w nastepnym rozdziale.

~ dp, dmv dv , d’x dy dx . dv 5 5 d’x
E = ¢ = L =my—*=m|y —*+y——=%2% = —
« = Y ! (y dt’ Ydt dt

= micC =mi1c
dt dt dt ds ds®

43



MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

1 1 DYNAMIKA RELATYWISTYCZNA

e Czterowymiarowe relatywistyczne rownania ruchu, sita Minkowskiego

dr=v7dt Fo dp
Y — ( 1 V2C 2 ) 2 dT
5 = mN - ~ ~ ~ ~ ~
= F - dp, _ d( mva) —y dp, —y d( mva) _ d( myva) ~my dv, Cmi
P, =MV, dr dt dt dt dt dt
Vo =TVq F= (E,E,E,E) = sita Minkowskiego
a=1234 - = < <
_ E=v%=vd(mvl)=vd(mW1)=v%=mv%=m51
Vs —(IC ) dt dt dt dt dt
R=(x,,x,,x - =~ ~ ~
15 X2, X3 FZ:ydpz :Yd(sz):Yd(mYVz):Ysz :mydv2 - md,
_drR dt dt dt dt dt
dt ~ dp, dmv,) d(myv,) dp v,
E = 3 _ 3 3) 3 —m 3 —ma
v=(v,v,.v,) T T e T e e T e T
p =myv ~ dp d(mv,)  d(myv,) . d(myc) dv ~
F 4 _ 4 4 =1 — 4 _ ma
p=(p;,p.p;) T T e T T T g T
p=(5p.5,) d d(myc))_( dp . d(myc)
~ F=|vy =\ v
~ __dv, dt dt’ dt
« =7 dt dp ﬂ -
o, -y d dt
dt
e (Czwarta skladowa czterowektora sily Minkowskiego
~ d( mv,) ~ d( myc)
Fa = Y 4 =
dt dt
=12 ~
¢ i 34 E, = imcyﬂ
v, =1yc dt
= 14,
dy _ v’c2(a-v) 54 = ?mc 1y4(a v)
dt , =imc'y*(a, - v
_ dv 1 2.2
dR
R
ally Jak pokazemy dalej, wielko$é Imy’c’ =E jest catkowita
a” e energig ciala o masie m poruszajgcego si¢ z predkoscig v.
€
a-v=
=(a,+a,)v=
=V
dy _ldy
T T2
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e Trojwymiarowe relatywistyczne rownania ruchu Minkowskiego

~ d(iye) Relatyvyistycznq site trojwymiarowa zapiszeply w postaci ulatwiaquej
F=F, “dt zbadanie pseudo-problemu dotyczacego zaleznos$ci masy od predkosci.
d(yv)

F=my—— dlyv d dv _
v dt F:mY%:mYVd_Z‘FmYzE:mWC ZV(V-a||)+my2(all +a,)=

= my“c"zvzaII + myza,, + myzaL = m\(421||(vzc"2 + y"2)+ myzaL =

a,=allv

a =aly
* =my‘a, +my’a,
a=a +a,
% =y’c’v-a, Relatywistyczna sita trojwymiarowa F
. . . . dv
dv F =my‘a, + my’a, 1 nierelatywistyczne przyspieszenie m
dt nie s3 w ogdlnosci rownolegte.
Y= (1 —vic™? )_5 . . _
(v . ) via my~ = relatywistyczna masa podtuzna
viv-a,)=
s ! 2 ! my’> = relatywistyczna masa poprzeczna
vie +y =1

Masa nie zalezy od predkosci, postugiwanie si¢ pojeciem ,,masy relatywistycznej” prowadzi
tylko do zbednych nieporozumien.

PRZYKLAD

Flv = F:myzﬂ
dt

Fllv = F:my“d—V
dt

e Trojwymiarowe ,relatywistyczne” rownania ruchu Plancka

p =myv FP:d_p
1 dt
y=(1-v*c?)2 FP:d(myv)
dt
Fol.) :M (0“:152:3)
dt
FIP :F; — d( myvx)
dt
P —F = d( myvy)
dt
F3P:FzP:d( mYVz)
dt ( )
P_ (P P =P\ [P TP P\ _ d(myvx)deVy d(sz)
F—(E’Fz’Fs)—(anFy’FZ)_( dt ° dt T dt

Stosowane w literaturze ,,relatywistyczne” rownanie ruchu Plancka jest
wedlug mnie niepoprawne, poniewaz sktadowe sity Plancka F" nie sa

sktadowymi przestrzennymi czterowektora sity F.
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e Energia kinetyczna, calkowita i spoczynkowa w mechanice relatywistycznej

Niech czastka o masie m porusza si¢ (dla prostoty) po osi x z predkoscig v. Obliczymy
energi¢ kinetyczng tej czastki, czyli prace jaka nalezy wykona¢ aby spoczywajaca czastke
rozpedzi¢ do predkosci v.

df %,

F=F,+F, E, jF -dx
F, = my'a,

_ 2
F =mya, F-dx=F,-dx+F, -dx=my*a,-dx =my*a-dx =
(1 _2.-2Y>
Y_(l ve )2 :my4d—v-vdt=my4vdv
a,-dx=a-dx dt
a -dx=0 .

_dv E, = |my'vdv=m|y*vdv=m =mc

4 .([ J- J- V2 72)2 .[(C v )Z
dx = vdt v
v-dv =vdv _ 4{ 1 :I IR DT

=mc —1| =zmy’ ¢ ——mc =—my’v
2(c*-v io 2 2 2

B 1
2(c? =)

Imy’c® =E
%mc2 =E,
E, = energia kinetyczna ciala o masie m poruszajacego si¢
z predkoscia v
E = calkowita energia ciala o masie m poruszajacego si¢
z predkoscia v

E, = energia spoczynkowa ciata o masie m

Dla matych predkosci (V << c) energia kinetyczna jest w przy-
2 2 -2 Y1 .,
v = ( I-vie ) blizeniu réwna

~ 1L 2
E, - mv

Tak wigc w przypadku nierelatywistycznym (V << c) energia calkowita wynosi

E=1mc’+1imv’

KOMENTARZ
Otrzymana przez nas warto$¢ dla energii spoczynkowej jest o polowe mniejsza od wartosci

wynikajgcej z popularnej relacji E, = mc’. Roznica ta jest spowodowana przyjetym przez nas
zatozeniem o poprawnos$ci rownan ruchu Minkowskiego a nie rownan ruchu Plancka.
Relacja E, =mc’ jest powszechnie kojarzona z nazwiskiem Einsteina i teorig wzglednosci.

Wynika to ze spektakularnych jej zastosowan, wsrod ktorych nalezy wymieni¢ bomby atomo-
wa 1 termojadrowa, energetyke jadrowa, zjawiska anihilacji 1 kreacji, zakrzywienie toru pro-
mieni $wietlnych w polu grawitacyjnym oraz reakcje termojadrowe na Stoncu.
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e Relatywistyczna transformacja sily

Fo(REE) | |FoT(RiR)
FofRREE) | 2R
1 E=FE

(1 _v2~2Y> " N

ll;;illc—lv ) )2 FA{:F(F4_1BE)

y:(l VZC_Z)_% E=T E’—iBE{)
'Y':(l v'2c 2)% EZE'
F=FE

F,=1(F + iBE)

e Skladowe czterowektora sily wyrazone przez skladowe trojwymiarowych wektorow
predkosci i przyspieszenia

e~ ~ dv dy
fo = ma, v :d—z I Tt
e=l234 Fy = my*v, +mv,yy
~  dv, dy v, = dx E =my’a, +mv,yy
a =y F'l‘ VX’YE dt - d
N _dy F =my’a + ny“c’z—(%mvz)
& =7V v Yy S ) dt
T =y +v.1y dz F =my’a, +mv,y'c”(a-v)
codt
dv ~ dv d
3, =7y —L+vyt E=m’—+mv,y—
2 =¥ dt yydt a :d"xzv ? ! dt yYdt
~ .20 : * dt * g 2. .
iz = Ysz + Vﬂ?’ dv, E, =my*v, +mv yy
& =va, vy YT g Y E =my’a, +mv,yy
dv, - d
a oy ey S F,=my’a, +VyY4cfza(%mV2)
3 z
dt dt - L
4 =7, v, Vi=vVi4vi+v] F, =my’a, +mv,y'c”(a-v)
~ 2 .
a; =vya,+vyy
v={vev,.v,) 1~33=my2%+mvzyﬂ
. &y dt dt
A= lcya a= (ax,ay,az) E = mYZVz +mv,yy
1~33 =my’a, + mv,yy
dy 1dy> - d
2 ~
= ly‘*c—? v = F, =my’a, + mvzy4c"2(a . V)
2 dt
:y4c-2(a.v) = dy . . d (1 , 2)
B , =imey—=ic” —(ymy’c
Y:(1_\,20—2)2 dt dt
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e (Czterowektor pedu-energii

Vl :Wx

v, = 'YVy
V3 = Wz
V= 1yC

v:(vx,vy,vz)

2 _ 2 2 2
Vi=vi+v Y,

2.2
E=Imy’c

Y= (l—vzc‘z)_é

e Kwadrat modulu czterowektora pedu-energii, zwigzek miedzy energia i pedem

~

P

df

:m,‘\;:(51552553954)

df

p, =my, =myv, =p,

~

df

p2 = mVZ = myVy :py

df

p; =mv; =myv, =p,

p, =mV, =imyc =2iy 'c'E

p = (myv,imyc) = (p, 2iy "¢ 'E) = (p,.p, p,, 2iy '¢ 'E)

p = myv = tréjwymiarowy ped relatywistyczny

p=(p,.p,.p,)=(myv,  myv, myv,)

~

p =mv

Vi =-c’

p= (p, Ziy‘lc‘lE)
P’ =Py +p,+p,
E =1my’c?

E

E

_1 22_l 2
—zm'YC zmc
1

[=]

2
> MC

ﬁzzm — _m?2c?
~2 ~
P =P

—m2c? = pz _4y—2c—2E2

2
P :_myzcz_lmcz
2m 2 2

51 = px
52 :py
53 :pz
p,=2iy"'c'E
P =D
P, =D,
p; =D,
Py =2iy"'¢c"'E’
B=Vc¢™
1
r=(1-vi?)2
1
Y= (l—vzc‘z)_i
1
yr — (I_Vrchz)’g

e Transformacja czterowektora pedu-energii

p; =I(p, +iBp,)
P> =D,
p; =D;
p: = F( P4 _iBﬁl)

p, =T(p, —2Vy'cE)

Py =P,

P, =p,

2(y)'E' =1(2y'E-Vp,)
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Funkcja Lagrange’a punktu materialnego

Tréjwymiarowe rdwnania ruchu Minkowskiego

F o dp, d(m%)_ d(myva)
e T T a

Tréjwymiarowe rownania ruchu Lagrange’a

6L d oL
ax dt OVa

=1,23

1

Y= (1 —vic? )75
v v = dx,,
o o dt
Vi=vi+vi+v]

L = funkcja Lagrange’a (lagranzjan)

e Funkcja Hamiltona punktu materialnego

H :%myzv2 +Ep(x1,x2,x3)

e Kanoniczne réwnania ruchu Hamiltona

L3S

mv, v, xl,xz,x)

l\)|>—‘

bo
E = Ep(xl’xz’ X3)
E_ = energia potencjalna

LZL(VI,VZ,V3,X1,X2,X3)

a_

ox,  ox,

oL _ ~
=my, =myv, =p,

6V

Aby moc postugiwac si¢ kanonicznymi rownaniami ruchu Hamiltona

dp, oH _dx, oH
Ta T, Ta T ep,

wyrazimy hamiltonian czastki H przez pedy p, i wspotrzedne x
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1 2 DIAGRAM CZASOPRZESTRZENNY

e Diagram czasoprzestrzenny

Czterowymiarowg czasoprzestrzen begdziemy obrazowali na tzw. diagramie czasoprzes-
trzennym, czyli w ukladzie wspolrzednych x,, x,.

Czastka spoczywajaca wzgledem uktadu nieprimowanego przedstawiana bedzie jako pros-
ta x, =const.

Czastke poruszajaca si¢ ze stata predkoscia v po osi X,

X, =vt

_.C
Xy X, =—1—X,
v

bedziemy przedstawiali jako odpowiednio nachylong prosta.

Linia reprezentujgca ruch czastki nazywana bedzie linig $wiata czastki. Linie $wiata odpo-
wiadajace fotonom sg nachylone pod katami 45° 1 135°.

Kazdemu zdarzeniu A mozna przypisa¢ na diagramie czasoprzestrzennym tzw. stozek

Swietlny, tworza go wszystkie zdarzenia mogace pozostawaé w zwigzku przyczynowo skutko-
wym ze zdarzeniem A.

Transformacje Lorentza
x| =I'x, +iBI'x, =cosa x, +sina x,,
x, =—iBI'x, +I'x, =—sina x, +cosa X,

opisuja obrét w plaszczyznie x,, X, o kat, ktorego tangens wynosi

sinaa .V
tga = =i—

cosa C

Sktadajac dwa szczeg6lne przeksztalcenia Lorentza wykorzystujemy fakt, ze kazde z nich
reprezentuje obrot w plaszczyznie x,, x, o katy odpowiednio ¢, 1 ¢, .

Oy =0, Ty
t +t
tgQ, = gOP; T1gQy
1-tgo, -tg oy

.V . Vy . Viu
tgo, =1 , 8oy =1 , 8oy =1
C (¢} C

V, +V,

Vv,V
[ERER
C

Vi =

Dwa przeksztatcenia Lorentza z pregdkosciami V, 1 V|, sa rownowazne jednemu przeksztalce-
niu Lorentza z predkoscia Vi, .
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Linia $wiata spoczywajacej czastki

Linie $wiata fotondw poruszajacych si¢
wzdluz osi X, zgodnie z jej zwrotem

Linie $wiata fotondw poruszajacych si¢
wzdluz osi x, przeciwnie do jej zwrotu

’
X

o Transformacje Lorentza

> X, opisujg obrot
w plaszczyznie x,, X,
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13 UWAGI KONCOWE

e Niefortunna nazwa

Teoria wzglednosci powinna mie¢ inng nazw¢ ze wzgledu na badane w jej ramach zagad-
nienia. Powinna nazywac¢ si¢ teorig inwariantow i kowariantow (niezmiennikdw 1 wspot-
zmiennikow). Szczegodlna teoria wzglednosci bada niezmienniki 1 wspotzmienniki w ukta-
dach inercjalnych w nieobecnosci pola grawitacyjnego. Ogolna teoria wzglednosci bada niez-
mienniki 1 wspotzmienniki w dowolnych uktadach odniesienia w obecnosci pola grawitacyj-
nego.

e Uklad inercjalny

Uktad inercjalny jest najbardziej kontrowersyjnym pojeciem w dziejach fizyki. Wprowa-
dzone przez Newtona spowodowato burzliwy rozwdj fizyki, a w szczegdlnos$ci mechaniki.
Ogolna teoria wzglednosci, detronizujac pojecie uktadu inercjalnego oraz pozbywajac si¢
pojecia sit grawitacyjnych, spowodowala kolejny wielki postep w fizyce.

Przypomnijmy, uktadem inercjalnym nazywamy taki uktad odniesienia, w ktorym spet-
niona jest Newtonowska zasada bezwtadnosci: ,,Czastka zachowuje stan spoczynku lub ruchu
jednostajnego prostoliniowego wtedy 1 tylko wtedy, gdy wypadkowa dziatajacych na nig sit
zewnetrznych jest rOwna zeru.”

e Transformacje Lorentza a transformacje Galileusza

Ktadac c=o w przeksztatceniach Lorentza

., x—=Vt , t—Vxc™

X =—Ff77—, y':y, zZ =7, t’:—a
N1-V32 V1=V

otrzymujemy przeksztatcenia Galileusza
X'=x-Vt, y=y, z=z, t=t.

Nazwy transformacje Lorentza i transformacje Galileusza wprowadzili odpowiednio Henri
Poincaré (1905) i Philipp Frank (1909).
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POLE
ELEKTROMAGNETYCZNE
W OSRODKACH
SPOCZYWAJACYCH

1 ROWNANIA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO DLA WEKTOROW E, B,
D, H—- ROWNANIA MAXWELLA

e Rownania Maxwella w postaci lokalnej (r6zniczkowej)

Pole elektromagnetyczne w osrodku spoczywajacym wzgledem danego inercjalnego ukta-
du odniesienia, nie zawierajacym ferroelektrykow, ferromagnetykow i magnesow statych,
opisywane jest przez rownania Maxwella.

E = natezenie pola elektrycznego
rotE = — B D = indukcja elektryczna
ot H = natg¢zenie pola magnetycznego
divB =0 B = indukcja magnetyczna
oD j=pv = gestos¢ pradu
rotH = j+— dq o
ot p=yY—=7Yp, = gestos¢ objetosciowa tadunku
divD = p v . o
v = predkos¢ tadunku dq rozmieszczonego w objetosci dV

Osiem réwnan Maxwella, w ktérych wystgpuje szesnascie zmiennych:
EX» Eyo EZ: BX: Bya BZ) Dxa Dya DZ) HX) Hya HZ& an jya jZa pa
nalezy uzupehic¢ dla izotropowego osrodka dziewigcioma rownaniami materiatowymi:

D =:E ¢ = przenikalno$¢ elektryczna osrodka
B=uH u = przenikalno$¢ magnetyczna osrodka
j=AE A = przewodnictwo elektryczne wtasciwe, konduktywnosé

ktére zawierajg trzy nowe zmienne: €, [, A.
Najczesciej, zmienne jy, jy, Jz» P> € M, A 53 zadane.
UWAGA

P __givj
ot

Roéwnanie cigglosci (jak pokazemy dalej) jest zawarte w rdwnaniach Maxwella.
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Rownania Maxwella w postaci globalnej (calkowej)

rotE = _O_B
ot
Twierdzenie Stokesa

”rotA ds = §A dl

H— dS——“A ds

SEM = §E -dl

©, =[[B-ds
S

divB =0

Twierdzenie Gaussa

jljdivAdV:ﬁA-dS

rotH:j+a—D
ot

Twierdzenie Stokesa

jsjrotA-dszjlﬁA-dl
Izjjj-ds
”— ds_—jsjA-ds

cDD_j D-dS
S

divD=p

Twierdzenie Gaussa

jldeAdV:{;fA-ds

Z jednej strony
[[rotE-dS = §E-d,
N 1

z drugleJ strony

jj = ds———jsjB-ds,

ostatecznie

0
fE-dlz—gL[B-dS
[ub
SEM = - 2%s

ot

mdidevzﬁB-dszo
A% S

ﬁB-dS:O

Z jednej strony
[[rotH-ds = {H-d1,
S 1

z drugiej strony

jj(,+_j o5 Jfi-as+ ] R-as =14 2 [p-as.

ostatecznie

o
dl=1+—[[D-d
31§H11+ jSDs

lub

oD
fH- = atD'

Z jednej strony
[[[aivDav =[[[pdv,

zvdrugiej stronyV

[[[divDdv =ffD-ds,
\% S

ostatecznie

{;}D-dszwpdv.
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rotE = _8_B
0

divB =0
rotH —J+6—D
ot

divD=p

0
fE-dl:—ngB-ds

ﬁB-dszo

§H d1—1+—J' D-dS

ﬁD ds = mpdv

Pelny uklad rownan pola elektromagnetycznego we wspolrzednych kartezjanskich

17 rownan

z y X

oy 0z ot

oE, CE, 0B,
0z 0Ox ot
OE, _OE,_ 0B
ox 0Oy ot

oB, B, 0B, 0
ox oy Oz

OH, oH, _dD,
oy 0z oot

oH, o6H, . 4D,
0z  0Ox Yy ot

oH, ¢H, . dD,
x oy ¢ a

ob, oD, oD,
ox oy 0z P

D, =¢E,

D, =¢E,

D, =¢E,

B, =uH,

B, =uH,

Bz - H’Hz

I, =AE,

Jy = ME,

], =AE,

19 zmiennych

I~

u=n(x,y,zt)
A= k(x, y,z,t)
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19 warunkow
poczatkowych

(x,y,2,t=0)
,(x,y,z,t=0)
,(x,y,2,t=0)
(x,y,2,t=0)
,(x,y,2,t=0)
,(x,y,2,t=0)=B,
L(x,y,2,t=0)
,(x,y,z,t=0)
0)
0)
0)
0)=

(% y.zt=
X(x Y,z,t =
y(x y,z,t =

(xy.zt=
p(x,y.z,t = )=p(0)

B =3 %Y,z t=0) =

iy (X Yz, t=0)=]

E
E
E
B
B
B
H
H
H
D
D
D
p=

€= s(x, y,z,t = 0): €(0)

n=p(x,y,z,t =0)=p(0)
A =A(x,y,z,t =0)=A(0)
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2 ROWNANIA MATERIALOWE

Rownania materialowe dla osrodkéw izotropowych nie zawierajacych ferroelektry-
kow, ferromagnetykow i magnesow stalych

D=c¢cE
E=E.¢E,
B=pH
U=l

j=AE
j=pu
dq

P=Tav

¢ = przenikalno$¢ elektryczna osrodka

& = przenikalno$¢ elektryczna prozni = 8,.85-107"°F/m
& = wzgledna przenikalnos$¢ elektryczna osrodka

p = przenikalno$¢ magnetyczna osrodka

o = przenikalno$¢ magnetyczna prozni = 4m-107 H/m
K = wzgledna przenikalno$¢ magnetyczna osrodka

c = wartos$¢ predkosci §wiatla w prézni

v = warto$¢ predkosci §wiatlta w danym osrodku

n = wspotczynnik zatamania o$rodka

A = przewodnictwo elektryczne wtasciwe, konduktywnos¢
p

d

= gestos¢ objetosciowa tadunku
V = objetos¢ w ktorej rozmieszczony jest tadunek dq
i estos¢ pradu
u = predkos¢ tadunku dq
E = natezenie pola elektrycznego 1
D = indukcja elektryczna Y= (1 —u’c” )75
H
B

|
aQ

= natgzenie pola magnetycznego
= indukcja magnetyczna

Rownania materialowe dla oSrodkow anizotropowych
W osrodkach anizotropowych &, p, oraz A s3tensorami.

D, =¢ E, +8XyEy +eE,
D,=¢e E +¢ E +¢g E, g€ =

D,=¢,E, +SZyEy +¢,E,

B, =p H +p H +p H,
B, =u, H +p, H +p H

€ XX Xy XZ
Pq & yx & yy & yz

€ zX zy € 7z

u XX u Xy u XZ

Bz = l’lszx +!"LzyHy +!"LZZHZ l"’zx !"Lzy l’l'zz

jX = XXXEX +7\'XyEy +7\'XZEZ

XX Xy Xz
jy = }beEX +7\’ny}' +>\'YZEZ qu - 7\'}’X vy yz
jz = xszx +>\’ZYEY +}\'ZZEZ }LZX }\‘zy }LZZ

p

g,, = tensor przenikalnosci elektrycznej osrodka

u,, = tensor przenikalno$ci magnetycznej osrodka

A

. = tensor przewodnictwa elektrycznego wlasciwego (konduktywnosci)
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3 WARUNKI GRANICZNE

divB=0 = B, =B,
divD=p = D, =D, +o

rotE:—i;B = E, =E,

D .
rotH:j+% = H, =H,+1,,

i A
j=E J.Zt _M

Jie 1
op . . . 0o
—=—divj = =, ——
8t .] J2n .]ln 8‘[

By, 1 By, = skladowe wektora B w osrodku 2 i 1 prostopadie do powierzchni granicznej
Dy, 1 Dyy = sktadowe wektora D w osrodku 2 1 1 prostopadte do powierzchni granicznej
Ey 1 Ej = skltadowe wektora E w osrodku 2 i 1 réwnolegte do powierzchni graniczne;j
Hy: 1 Hj; = sktadowe wektora H w osrodku 2 1 1 rownolegte do powierzchni graniczne;j
jat 1 jit = skladowe wektora j w o$rodku 2 i1 1 réwnolegte do powierzchni granicznej

Jon 1 Jin = sktadowe wektora j w osrodku 2 1 1 prostopadte do powierzchni graniczne;j

o = gesto$¢ powierzchniowa swobodnych tadunkéw na powierzchni granicznej

1, =dl,/dl

I = natgzenie powierzchniowego pradu przewodnictwa ptynacego po powierzchni gra-

pow

nicznej prostopadle do dl

4 ROWNANIA RUCHU - SILA LORENTZA

F" = sita Lorentza, q = tadunek
FL = y(qE +qVx B) E = natg¢zenie pola elektrycznego
dV = element obj¢tosci w ktorej rozmieszczony jest tadunek
dF dq o masie dm
= v B = indukcja pola magnetycznego
o dq F= my@ = trojwymiarowe réwnania ruchu Minkowskiego
= ’Y—
dv
m _dm f= pg’yM = objetosciowa gestosce sity
p = YW dt

p” =yp, = objetosciowa gestos¢ masy

f" =pE +p'vxB p, = spoczynkowa gesto$¢ objgtosciowa masy

f* = objetoéciowa gestos¢ sity Lorentza
j=p'v p? =yp, = objetosciowa gestos¢ tadunku

pg = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa tadunku

j =poyv = gestos¢ pradu

y = [1 + Vzc'zﬁ

57



POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAJACYCH

5 ROWNANIA BILANSU

e Lokalne rownanie bilansu gestosci objetosciowej wielkos$ci skalarnej

3
@Iﬁ—diVJ lub @IG—Z—[}
ot ot 67 OX

d
a=—
dv

i

Nierelatywistyczne trojwymiarowe rownanie
bilansu gestosci objetosciowe]j wielkosci skalarnej

= gestos¢ objetosciowa bilansowanej wielkosci skalarnej A

c= d_ta = zrodlo bilansowanej wielkos$ci skalarnej = czton zrodtowy

divJ = czton dywergencyjny

3 3
J= ZJ p€p = Zavﬁeﬁ =av = trojwymiarowy strumien wielkos$ci skalarnej
=1 =1

3 dx
VZZVB%’ Vg = dt
B=l

Jy=av,, (B=1,2,3)

o OXg 0x,

4 4
Z@ava -5 lub ZaJu -5
a=1 axa a=1 Xa

Nierelatywistyczne czterowymiarowe roéwnanie
bilansu gestosci objetosciowe]j wielkosci skalarnej

~ ~ ~ dx . .
J,—> 1, =ayv, =av,, v, =yv,, V, = dta , X,=Ict, v,=Ic, (a:1,2,3,4)
Ta = skladowe czterowektora strumienia wielkosci skalarnej

d;a ~ da
C=—— > 0=y——

dt dt

1

y = [l—vchz] 2

Relatywistyczne rownanie bilansu
gestosci objetosciowej wielkosci skalarnej
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Nierelatywistyczne globalne réwnanie bilansu wielkosci skalarnej

oa

- =0 divJ w%dvzwcd\/—wdmdv

5 av=S0eav | 2 ffaav=[Jfoav-ffa-as
A:jljadv

jljdideV:@ﬁJ.ds %Azwodv_g,].ds

1N

ot
czonym powierzchnig zamknieta o polu S

= szybkos$¢ zmian w czasie wielkos$ci skalarnej A w obszarze o objetosci V ograni-

H J-(S dV = szybkos$¢ zmian w czasie wielko$ci skalarnej A zwigzana z przebiegiem pro-
\Y%

cesOw wewnatrz obszaru V
ﬁ J-dS = szybko$¢ zmian w czasie wielkos$ci skalarnej A zwigzana z przepltywami przez
S

powierzchni¢ zamknietg S

Strumien jest wektorem o kierunku i zwrocie pokrywajacym si¢ z kierunkiem i zwrotem

transportu danej wielkos$ci skalarnej A. Strumien i produkcja sg wielko$ciami lokalnymi.

J >0, gdydana wielkos$¢ skalarna A wyptywa z objeto$ci V na zewnatrz

J <0, gdydana wielkos¢ skalarna A wptywa z zewnatrz do objetosci V

c >0, gdy wartos¢ danej wielkos¢ skalarnej A zwieksza si¢ w wyniku proceséw przebie-
gajacych w rozpatrywanym elemencie objgtosci V

0 <0, gdy wartos¢ danej wielkos$ci skalarnej A zmniejsza si¢ w wyniku procesoOw prze-

biegajacych w rozpatrywanym elemencie objetosci V

Relatywistyczne globalne rownanie bilansu wielkosci skalarnej

X, =1c, v, =ict 4 5va N
o da 3ol s
dt
3 a(yavﬁ) ' ia(yavﬁ)+ 8(yav4): o
> . =divyJ = ox, ox,
p=1  OXg dya
——=0c-divyJ

J'\J:J.% dv =§j\ﬂya dv o
[[[divya av = ffva-ds 1% av=[[fsav-fjavaav

[ av=yffaav=1a Sl av=[[faav —[faivia av

a8 Jifoav—[faivav
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Nierelatywistyczne lokalne rownanie bilansu wielko$ci wektorowej

dB ab X aJ XX aJ Xy aJ Xz
= — = = =0 - — —

b dv ’ b ( x’by’bz)’ b b(XaYaZst) ot X Ox ay oz
%:an gzv, %:Vz 8by_0 _GJYX_GJW_OJYZ
dt de 7 dt o8 Y ox oy oz
La=bve 1y =by, Jo=by, b, _ A, W, 3,
Je=byv, J,=bv, J, =byv, ot 2 x oy oz
sz = bZVX’ Jzy = szy’ Jzz = szz

( ) Ostatnie trzy rGwnania mozna zapisaé
G =106x,6,,9, w zwartej postaci.
X=X, Yy=X,, Z=X,

ob .
b _=b, by:bz, b, =b, Ezc—dw],,
V, =V, V=V, V, =V,
d,b, lub
6,=0,, 6,=0,, G,=0;, O, =
dt ob, a1, S
Jxx :JII’ ny:JIZ’ sz:JB ot _G“_; axv ’ (u_ ’ ’3)
Jyx = JZI’ Jyy = JZZ’ Jyz = J23
sz = J31’ Jzy = J32’ Jzz = J33
J,=byv,, (nv=123)
3 3 aJ
div],, = —e
;é ox, " H 6 = czton zrodtowy

B

Nierelatywistyczne globalne

= gestos¢ objetosciowa wielkosci bilansowanej B
= gesto$¢ powierzchniowa przeptywu wektora B (tensor drugiego rzedu)

réwnanie bilansu wielkosci wektorowej

a—bzc—diVJ,,

J'_V[J'aa—?dv=§ flfbav

Twierdzenie Gaussa

[[faivt.av =33 ff,65.,

p=l v=1 g

Bzwbdv

Iﬂg—? dv = jﬂc dV—wdivJ,,dV
oo oo S35

3
p=1l v=1

M

%B:wcdv_j

p=l v

ff1,.d8,¢,
S

Il
—_

dS, =cos(n,x,)dS, dS, =

3
sktadowa wektora dS = Z dS.e,

v=I

dS = wektor przyporzadkowany elementowi powierzchni dS o wartosci dS skierowany
wzdhuz normalnej zewnetrznej do powierzchni dS
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6 ROWNANIE BILANSU EADUNKU - ROWNANIE CIAGLOSCI

e Rownanie bilansu ladunku w postaci lokalnej

divD =p % =9

o . . 0
v =diver % = %diVD = div%) = div(rotH — j) = div rotH — divj
b =rotH —

ot -

div rotH = 0 E" — —divj

i =pv=yp,V

p=p'=yp,=YP;

e Rownanie bilansu ladunku w postaci globalnej

P — i 1D av - [fjihiiav
Iyaa—fd"=§wpd\’ gwpdvz—wdivjdv

Iydivjd\/zj?j-ds

. [[fpav =~ffias
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7 ROWNANIE BILANSU ENERGII POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO, WEK-

TOR POYNTINGA

e Rownanie bilansu energii w postaci lokalnej

wektor Poyntinga

I W _g
W—E(E-D+B-H) el
¢k @:ﬁ{l(E-D+B-H)}
B=pH ot ot 2
a—D:rotH—J @:E.ﬁ_DJFH'@_B_lEZ@_lea_u
o ot ot ot 2 ot 2 ot
B _ o N g rotH—j E—H.rotf -5 & _ Ly 0
o ot 27 a2 ot
H-rotE—E-rotH:diV(ExH) @=—diV(EXH)—j-E—lE2@—lHZa—“
df ot 2 ot 2 ot
P=ExH
Zal.:@zo, X, @——div(ExH)—'-E—lEZ@_lHZG_“
o ot ot YETYE AT A
M _ _GivP—jE
ot

H w = gestos$¢ objetosciowa energii pola elektromagnetycznego
P =

e Rownanie bilansu energii w postaci globalnej

%:—div(ExH)—j-E
w@a_vtvdvzg f[jwav
[[[div(ExH)dV = ff(ExH)-dS

vvv:wwdv S

flf%w V= ‘IlfdiV(Ex H)dV —Iy(j-E)dV

%HIWde—ﬁ(ExH)-dS—.[”(jE)dV

Interpretacje

oW
ot

aa—\fz—tfP-dS—w(j-E)dV

W = energia pola elektromagnetycznego w obszarze V ograniczonym powierzchnig S

—= % J'\J; J. wdV = % J'\J: J. % (E -D+B- H)dV = moc energii pola elektromagnetycznego

W obszarze V ograniczonym zamkni¢tg powierzchnig S
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w:l(E-D+B-H), [w]:i}
2 m

w = gestos¢ objetosciowa energii pola elektromagnetycznego

Wzﬂj.dez“J%(E-D+B-H)dV, [W]=1

W = energia pola elektromagnetycznego w obszarze V ograniczonym powierzchnig S
oW | ]

%VzgwwdV:%jﬂ%(E-D+B-H)dV, [E}ZQZW

oW r . .
—— = szybko$¢ zmian w czasie energii pola elektromagnetycznego w obszarze V ogra-

niczonym zamknigta powierzchnig S

f(Exm).ds = {fp.ds, {ﬁ(mn)as}%:w

S S
ﬁ(E X H) dS = szybko$¢ zmian w czasie energii pola elektromagnetycznego w obszarze

S
V ograniczonym zamknigtg powierzchnig S zwigzana z przeplywem energii przez t¢ po-

wierzchni¢ = moc energii pola elektromagnetycznego przenikajacej przez powierzchnie¢ S
df
P=ExH, [P]= Ez
m
P = wektor o warto$ci rownej gestosci powierzchniowej mocy energii pola elektromag-
netycznego przenikajacej przez powierzchni¢ S

j*E=?
f =pE+p(vxB) f-v=pE-v+p(vxB)-v=jE
p(v><B)-v=O
i=pv

. . Y
jE=1-v, [J-E]z—3
m

f = gestos¢ objetosciowa sity Lorentza
j-E = gestos¢ objetosciowa mocy pracy wykonanej przez site Lorentza

Iy(j-E)dvzjy(f.v)dv, {W(j.E)dV}%:W

.[ J- '[ (j . E)dV = moc pracy wykonywanej przez sit¢ Lorentza =
v

= szybko$¢ zmian w czasie energii pola elektromagnetycznego w obszarze V ograniczo-
nym zamknietg powierzchnig S zwigzana z pracg wykonywang przez site Lorentza

%V:_g(ExH)-ds—m(j'E)dV

Szybko$¢ zmian w czasie energii pola elektromagnetycznego w obszarze V ograniczonym
zamknigtg powierzchnig S jest rowna sumie szybkos$ci zmian w czasie energii pola elektro-
magnetycznego zwigzanej z przeptywem energii przez zamknietg powierzchni¢ S ograni-
czajacg obszar V i szybkosci zmian w czasie energii pola elektromagnetycznego zwigzanej

z pracg wykonywang przez site¢ Lorentza.
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8 1ENsOR NAPREZEN

e Definicja naprezenia
Naprezeniem o nazywamy wektor

o= o= N
ds’ m?>

dF n
C s>

gdzie dF jest sitg dziatajaca na element powierzchni dS o normalnej zewnetrznej n.
n = wersor normalnej zewngetrznej do elementu powierzchni dS.

Jezeli dF T4 n, to naprezenie nazywamy cisnieniem.
Jezeli dF T n, to naprezenie nazywamy ciagnieniem.
Jezeli dFLn, to napr¢zenie nazywamy naprezeniem $cinajacym.

dF dF &
ds ds

ci$nienie ciggnienie naprezenie §cinajace

Znajomos$¢ napr¢zen w kazdym punkcie powierzchni S pozwala na wyznaczenie wypadkowej
wszystkich sit zewnetrznych dziatajagcych na t¢ powierzchnie (sit powierzchniowych).

F :.[SJ-GdS

e Tensor naprezen

Zajmiemy si¢ teraz wektorami n, dS, 6 1 dF , aby wprowadzi¢ pojecie tensora naprezen.
n= cos(n,x)i+cos(n,y)j+cos(n z)k =n i+n, j+n, k= (nx,ny,nz):

3
= COS(H,XI)CI +cos(n,x )ez +COS n, X3 ZCOS( ) M = Zl’lu eu
p=l1

dS=dSn=
= dScos(n,x )i +dScos(n,y)j+dScos(n,z)k =dSn, i+dSn, j+dSn, k=

= dScos(n,x, )e, +dScos(n,x, )e, +dScos(n,x;)e ZdScos(n X, e, —ZdSn e,
pn=l1
—dS,i+ds, j+dS, k=(ds,,ds,,dS)=
3
=>dS, e, =(dS,,ds,,ds,)

p=l1
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dS, = dSCOS(n,x), cos(n,x): ddssx ds, =dS cos(n,xl),
ds ds, =dScos(n,x, ),
dS, = dScos(n,y), cos(n,y): dSy lub 2 cos(n,x,)
ds =dScos(n,x ),
dS, = dScos(n,z), cos(n,z) = (LSSZ 3 3
dS, =dsS cos(n,xu),
dF 3 dF
G:d—F:dF"+ y+dFZ:dF1+dF2+dF3:z ko
dS dS dS dS dS dS dS 7 dS
dF. 3 dF
=dF"i+ yj+dFZ =£e1+£e2 di%zz Le, =
ds ds ds ds ds ds = dS

3

=6, +6,+6,=6,+6,+6; =Y G, =

p=1

3
=o,i+to j+o k=0 +0,e,+05e; = ZGHeILl =

:(Gx,Gy,GZ)I(Gl,Gz,G3)

W danym uktadzie wspétrzednych kartezjanskich przez dany punkt poprowadzmy trzy wzaje-
mnie prostopadte ptaszczyzny, z ktorych kazda jest prostopadta do odpowiedniej osi uktadu
wspotrzednych. Niech na element powierzchni kazdej plaszczyzny zawierajacy dany punkt
dziata z zewnatrz dana sila. I tak, na element dS, ptaszczyzny prostopadtej do osi x niech

dziata z zewnatrz sitadF”, na element dS, plaszczyzny prostopadiej do osi y niech dziata
z zewnatrz sitadF”, na element dS, ptaszczyzny prostopadtej do osi z niech dziata z zewnatrz

sita dF”. Katy migdzy sitami dF*,dF’,dF”* a elementami powierzchni odpowiednio

dS,,dS,,dS, sa dowolne.

p=l

dF* dF} dF; dF dF’, dF}  dF’ i )

= + + = i+ Jj+ k=oc i+oc j+to,k
dS, dS, dS, dS, dS, dS," dS, !
dF? _ dFy +dFyy +szy _ 4K i+dFyy j+dFZy k=oc_i+oc j+o,k
dS, dS, dS, dS, dS, dS,° dS, Y ? ”
dF* dF? dF; dF7 dF7, dF; . dF? ) )

= + + = i+ Jj+ k=oc,ito,j+to,k
dS, dS, dS, dS, dS, dS," dS, Y
lub

dF' dF/ dF, dF, dF  dF dF,
= + + = e + e, +

€,

ds, ds, ds, ds, ds, ' ds, * dS,
dF* dF} dF; dF; dF° dF;  dF}
= + + = e + e, +
dS, dS, dS, dS, ds, ' ds, ds,
dF* dF} dF, dF; dF' dF,  dF)
= + + = e + e, +
dS, dS, ds, dS, dS, ' dS, ° ds,
Wielkosci 6, ,0,.,6 _,6.,0.,0 ,0 .,C

XX 2

yx?

zX

Xy? T yy? Yzy? T xz?

sktadowymi tensora naprezen.

yz?

6, lub 6,,0,,05,6,,0,,05,0);,0,,05; 53
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€; =0,€, +0,€, +0;,€;

€; =036, + 036, +G3;€,

cos(n, x,)

cos(n,x, )=

cos(n, x, )=

cos(n,xu)z

ds,
ds
ds,
ds
ds,
ds
ds,
ds
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Niech dF bedzie sita dziatajaca z zewnatrz na dowolnie zorientowany element powierz-
chni dS zawierajacy dany punkt, i niech n bedzie wersorem normalnej zewnetrznej do dS.

dF =dF* +dF’ +dF?

_dF _dF* dS,  dF’ ds, | dF” ds, dFX_dsX+_dFY_dSy4_dFZ_dsZ_
dS dS dS, dS dS s 'dS, dS, dS dS, dS dS, dS

y

_ ds: -cos(n, %)+ -cos(n, y)+

= (cxxi +0,.J+ czxk)- cos(n, X)+ (csxyi +o,J+ czyk)- cos(n, y)+ (csxzi +0,j+ czzk)- cos(n, z)

-cos(n,z) =

o= [cs cos( )+cs cos(n,y)+csxzcos(n,z)]i+
+[0 cos( )+0 cos(n,y)+0yzcos(n,z)]j+

+[0 cos( )+0 cos(n,y)+cszzcos(n,z)]k

Ostatnie rownanie zapiszemy w kilku ré6znych rownowaznych postaciach.

c(csn+c5n+csn)1+

XX X Xz z

+(c5 n,+o,n +oc Il)]+

yX X yz© 'z

+ (cszxnX +0,0,+0,0, )k

c,=0,, cos(n,x)+o, cos(n,y)+c5xzcos(n,z)zcsxxnx+c5xyny+csxznZ
c,=0, _cos(n, )+c5 cos(n,y)+c5 cos(n,z)= c,n, to,n +o.n,

6,=a,, cos(n, )+c5 cos(n,y)+c,, cos(n,z ):sznx+czyny+cszznz

GX GXX GXy GXZ nX
c,|=|o, O, O,||n, lub cz[cw] n
c 6, O©, O©

zZ zX zy 7z z

Tensor [Gw] nazywamy tensorem naprezen.

[dF*  dFY  dF? |
ds, ds, ds,

XX ny ze X y z
(6. ] dF* dF? dF;
(&) =|0 (& (&} =
" v dS, dS, dS

(¢

X y z
On O Oul I gpr gpy  dF?
ds, ds, ds,
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Uzyskane wyniki przesledzimy jeszcze raz, uzywajac skréconej notacji.
3 3
n= Z:cos(n,xu)eH = Z:nueu
=l =l

3
dS=dSn= Z:dScos(n,xu )e

p=l1

[

ds, = dScos(n,xul cos(n,xu): ddss”
dS = idsu e,
pn=1
dFY & dF) G dE]
ds. | ; ds. ; ds,
)
S,

dF G dFY dS, G dFY dS, & dFY R
6_5_  dS ds, _VZ::‘dS s = ds. COS(n,xV)_VZ::‘ ;Guv eucos(n,xv)

3 3
dF, =06,dS= ZGW cos(n, X, ) dS = ZGW ds,
v=I1 v=l1

3
dF =Y o, cos(n,x,)dSe,
v=1

dF, = [0“ cos(n,x1 )+ G, cos(n,x2 )+ o cos(n,x3 )] dSe,
dF, =[o,, cos(n,x, )+ 5,, cos(n,x, )+ 5, cos(n,x, )]dSe,

dF, =[o,, cos(n,x, )+ o, cos(n,x, )+ o, cos(n,x, )]dSe,

dF =23:dF“: idFue“ = i{icw cos(n, x, )} dSe,

pn=l1 pn=l1 p=1 [ v=I
F, = [[[o,05 = [[[ X0, cosln,x, )ds
S s v=l
F=(F.F,,F,)=Fe, +Fe, +Fe, = ZS:FHeH
p=l1
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y
A

dS =ndS

ds,
cos(n, X) = s

ds
dF

dS =ndS = wektor elementu powierzchni dS skierowany wzdhuz normalnej zewnetrzne;
n do powierzchni dS i o warto$ci rownej polu powierzchni dS

ds=(ds,.ds,,ds,)=(ds,,ds,.ds,)
dS, =dS cos(n, X) = rzut powierzchni dS na plaszczyzne prostopadta do osi x
dS,=dS cos(n, y) = rzut powierzchni dS na ptaszczyzng prostopadta do osi y

dS, =dS cos(n, z) = rzut powierzchni dS na plaszczyzne prostopadta do osi z

cos(n,x) = kosinus kata zawartego miedzy kierunkiem normalnej do elementu powierz-
chni dS a kierunkiem osi x

cos(n, y) = kosinus kata zawartego migdzy kierunkiem normalnej do elementu powierz-
chni dS a kierunkiem osi y

cos(n,z) = kosinus kata zawartego miedzy kierunkiem normalnej do elementu powierz-
chni dS a kierunkiem osi z

c, =0, cos(n, x)+ O, cos(n, y)+ c,, cos(n, z)

G, =0, cos(n, x)+ O,y cos(n, y)+ c,, cos(n, z)

G,=0, cos(n, X)+ G, cos(n, y)+ c, cos(n, z)

dF, dF, dF,
o,= R Gy: , 0,=
ds ds ds
ment powierzchni dS o kierunku normalnej zewnetrznej n) odpowiednio w kierunku osi
X,y,Z

_dFf

sktadowe naprezenia (sity dziatajacej z zewnatrz na ele-

G = skladowe tensora naprezen

k
3 3
dF, =6.dS = z (o cos(n, xk)dS = z o, dS,
k=1 k=1

dFE. = i-ta sktadowa sily dzialajacej na element powierzchni dS
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9 WARUNKI GWARANTUJACE ROWNOWAZNOSC SIE. OBJETOSCIOWYCH
I POWIERZCHNIOWYCH

e Sily objetosciowe
Sitami obj¢tosciowymi nazywamy sily przytozone w kazdym punkcie danego obszaru.

f :d—F, dF =fdV, F= ”J. fav D f = gestos¢ objetosciowa sil objetosciowych
dv v

e Sily powierzchniowe
Sitami powierzchniowymi nazywamy sity przylozone do kazdego punktu danej powierz-
chni.

dF
c= S’ dF=06dS, F= f{:.f odS H 6 = naprezenie = gesto$¢ powierzchniowa sit

s powierzchniowych

e Twierdzenie Gaussa-Greena

jy i% dv = ﬁicwcos(n,xv)ds - ﬁicwdsv, (w=12.3)

s v=1 s v=1

Calke po objetosci V z wektora bedacego dywergencja pewnego tensora drugiego rzedu
mozna przeksztatci¢ w catke po powierzchni zamknigtej S ograniczajacej t¢ objetosé
z sumy sktadowych tego tensora.

3
dS, = cos(n,x,)dS = skladowa wektora dS = z dS.e,

v=I
dS = wektor przyporzadkowany elementowi powierzchni dS o wartosci dS skierowany
wzdhuz normalnej zewnetrznej do powierzchni dS

e Rownowaznos¢ sil objetosciowych i powierzchniowych dzialajacych w polu elektro-
magnetycznym na ladunki, prady, dielektryki i magnetyki
W polu elekromagnetycznym dzialaja na tadunki, prady, dielektryki 1 magnetyki sity
objetosciowe

F =IHde, f = pE+ jxB—1E’grade —LH’gradp = f" — 1 E’grade — L H’gradp. .
\'%
fh = pE + jxB = gestos¢ objetosciowa sity Lorentza

—%Ez grade = gestos$¢ objetosciowa sit objetosciowych dziatajacych na dielektryk
—%Hzgradp = gestos$¢ objetosciowa sit objetosciowych dziatajagcych na magnetyk
W wielu zagadnieniach wygodnie byloby zastapi¢ sily objetosciowe dziatajace na pewien

obszar o$rodka réwnowaznymi im sitami powierzchniowymi dziatajgcymi na powierzchnie
ograniczajaca ten obszar F = ﬁ odS.
S
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e  Warunki r6wnowaznosci sil objetosciowych i powierzchniowych
Sity objetosciowe 1 powierzchniowe sa rownowazne wtedy 1 tylko wtedy, gdy wypadko-
we tych sit oraz ich momenty sg odpowiednio rowne.

Wypadkowa sil objetosciowych (oraz moment tych sit) w obszarze V osrodka ograniczo-
nego zamknigtg powierzchnig S sa rowne odpowiednio wypadkowej sit naprezen powierz-
chniowych dziatajacych z zewnatrz na zamknigtg powierzchni¢ (oraz momentowi tych sit)
wtedy i tylko wtedy, gdy

1. gestos¢ objetosciowa sit objetosciowych jest dywergencja tensora napregzen,

2. tensor naprezen jest tensorem symetrycznym.

dv = d 0
jﬂf Vv {?G S fu 223: a(::w
v=1

[[[tex)av = feexoas| | 7

v

v i

e  Warunki gwarantujace rownos¢ sit objetosciowych i powierzchniowych

IIIfHdV;ﬁGHdSH, (n=12,3)
v S

3.9
J[Ieav = [[[X = av
v v 3 o,
3 a 3
jlj;a%“dvzﬁgowdsv

[0V = ,.ds,

s v=l

[[[£.av = ffo,ds,

\Y S

Wypadkowa sit objetosciowych w obszarze V osrodka ograniczonego powierzchnig zamk-
ni¢ta S jest rowna wypadkowe;j sit naprezen powierzchniowych dzialajacych z zewnatrz na
zamknietg powierzchnie wtedy 1 tylko wtedy, gdy gestos¢ sit objetosciowych jest dywergen-
Cja tensora naprezen.

0c

[rav-flos, = 5-32
\' S

v=l v
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e Warunki gwarantujace rowno$¢ momentow sil objetosciowych i sil naprezen po-
wierzchniowych

[IJex0). av=ffexo). a5
j\ﬂ yf, —zf, dV:ﬁEJ((yGZ —zcsy)dS

r = promien wodzacy poprowadzony z punktu, wzgledem ktorego okre§lamy moment
sit, do elementu dV lub ds

w(yfz —7f,)dV =

0 0 0 0
:m y Oy Gzy $ 00 | P DO | PO gy
v 0x 0z 0> oy 0z
o _oz_, 8y oz _oz _dy
oy oz ox ox oy oz

(] 20— L 0, b v [, o

Twierdzenie Gaussa - Greena

0y =0, & [[flo,-c,)av=0
\'%

=0

= ﬁ[(yczx -0, )cos(n, X)+ (ycsZy -0, )cos(n, y)+ (ycsZZ -0, )cos(n, z)]dS =
S
ﬁy[cszX cos(n,x)+o, cos( ,y)+ o, cos(n, z)]dS+
S
+j-:.f [G cos(n, x)+0 cos(n y)+0 cos(n, z) ]dS—

6, =0, cos(n,x)+ G, cos(n,y)+o,, cos(n,z)

G, =0, cos(n, x )+ C,, cos(n,y)+ c,, cos(n, z)

ﬁ yo, -0,

S
J‘”'(rxf)X d\/:ﬁ(rxcs)X ds = {czy =0,,, fuzia;uv
v S v=1 v
Ogolnie
Ouw = 0w
(rxf)dvV={(rxc)dS < 3. 00,
(fesrov= 3y,
p=bv= v
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10 rowNaNIA BILANSU PEDU POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO, TEN-
SOR NAPREZEN MAXWELLA

e Rownania bilansu pedu pola elektromagnetycznego w postaci lokalnej

g=DxB % o
a—B——rotE o
%ZE(DXB):Dxa—BJra—DxB:D B _ gD _
a—D—rtH—' ot ot ot ot ot ER
ot ? ) =—-DxrotE—-BxrotH—-jxB
D=¢cE
B=puH D xrotE + B x rotH =
€=g,¢E, G 0 5 5
0 = _ZZOT[SE“Eﬁ +uH H, —%SW (SE +uH )]ea +
H = “o“r a=l p=1 B
divD =p +EdivD + HdivB - 1 E*grade — 1 H’gradp =
divB =0 :—zz s €, +pE —1E’grade — 1 H’gradu
f' =pE +jxB S50 “ ? 2
dlv[Tm[5 = gdzie
:iii’r‘i\é M 1 2 2
Sk, Tl =¢E,Ey +pH,H, - 15 (eE* +pH?)
jest tensorem naprezen Maxwella
8g < . 2 2
ZZ—T e, —pE—jxB+1E“grade + L H gradn
a=1 B= 1
3 M
dw[T | z (a=1.2.3)
t Bl x[5

g = gestos¢ objetosciowa pedu pola elektromagnetycznego
f = pE+jxB—-1E’grade— L H’gradu =f" — L E’grade — 1 H’gradp
f" = gestoéé objetosciowa sity Lorentza
—1E’grade = gesto$¢ objetosciowa sit objgtosciowych dziatajacych na dielektryk
—%Hz gradu = gestos¢ objetosciowa sit objetosciowych dziatajacych na magnetyk
TN =¢E,E, +pH,H, ~15 _(E? +pH?)
Té‘d = tensor naprezen Maxwella pola elektromagnetycznego
av[T]=3 Z— T
a=1 p= 1

le[T ] = dywergencja tensora naprezen (wektor)

72



POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAJACYCH

e Tensor naprezen Maxwella pola elektromagnetycznego

Tl =¢E,B, +uH,H, 15 (eE* +pH?)=
=E,Dy+H,B;-43 (E-D+H-B)

eE2 + uH? —L(cE” + uH?) ¢E E, +uH H, ¢E E +uH H,
TN =|  €E,E, +uH,H, €E2 +uH? —L1(éE* +puH?)  ¢E,E,+uH H,
¢E E_+pH H, ¢E,E, +uH H, gE2 +uH? — 1 (eE2 + uH?)

WELASNOSC 1
Tensor naprezen Maxwella pola elektromagnetycznego jest tensorem symetrycznym.

M M
T, =Tg,

WLASNOSC 2
Slad tensora naprezen Maxwella pola elektromagnetycznego jest rowny gestosci (objetoscio-
wej) energii ze znakiem minus.

M M M _
T, +T, +T5 =—w

DOWOD

T + T +T) = B2 + uH? — L (6B + pH? )+ 6B + puH? — 1 (¢E> + pH? )+
+€E2 + pH? —L(¢E> + uH?) =

— (B2 +E2 + B2 )+ p(H? + H? + H?)- 3 (¢E* + uH? )=

=gBE’ +uH? —2¢E* - 2puH’ =

= —1(eE* +uH?)=-

e Rownanie bilansu pedu pola elektromagnetycznego w postaci globalnej

8 dlv[T |-t jy dv = mdw[T Jav - Mfdv

et |
” le[T ]dV— aj\[}gd\’:ﬁzzn cosn X, )e,dS— .m.de

a=1 B=1

‘ﬁZi T.j cos(n.x; Je, ds —mg dv = ﬁZTMCOS 3)ds— mf dv

s a=l =1

oTN -
LUZ @ gV = o 1,2,3

axﬁ

_ﬁﬁz:‘T cosn X )dS oG :ﬁiiTM cos(n,xﬁ)eadS—F
G=|[[gav. F=([[rav o
\'% Vv
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G= .[ I '[ gdV = wypadkowy pe¢d pola elektromagnetycznego w obszarze V
v

= [fjrav

netyki znajduja}ce si¢ w obszarze V

wypadkowa sifa dzialajaca na fadunki i prady oraz na dielektryki i mag-

ﬁ Z Z T cos )eadS = wypadkowa sita naprezen Maxwella dziatajacych na zam-

s a=Il p=1

knieta powierzchni¢ S ograniczajaca obszar V

ds

B

cos( n,x B) 13
cos( n,xﬁ) = kosinus kata zawartego miedzy kierunkiem normalnej do elementu po-

wierzchni dS a kierunkiem osi Xg
= B-sktadowa wektora dS
T, cos| n,x, )dSe, =T,dSe, =

= skladowa sily dF, prostopadta do sktadowej dS; wektora dS

e Interpretacje

gj\ﬂg dv = gggTﬁ cos( n,xB)dSeu —j\ﬂf dv
%G: ﬁigﬂ“ﬁ cos(n,x, )dSe, ~F
S ol po

Szybko$¢ zmian w czasie pgdu zmiennego pola elektromagnetycznego w obszarze V
ograniczonym powierzchnig zamknietg S jest rowna roznicy miedzy sitami naprezen
dziatajacych na powierzchni¢ S obszaru V a sitami dziatajacymi na tadunki i prady
oraz na dielektryki i magnetyki znajdujace si¢ w tym obszarze.

Poréwnujac przedostatnie rownanie

‘_mgd" ‘ﬁZZTaBCOS n,x,)dSe, +ﬂjfdv

s o=l p=l1

z 0g6lna postacig réwnania bilansu dla wielkoséci wektorowej

_.m'de —ﬁZZJWCOS n,x, )dSe +”'[ch

S p=lv=l

widzimy, ze bardziej loglczme byloby zdefiniowac¢ ped pola elektromagnetycznego Z innym
znakiem niz to powszechnie uczyniono.

WNIOSEK
W stacjonarnych polach elektrycznych 1 magnetycznych wypadkowa sit objetosciowych
dziatajacych na tadunki i prady oraz na dielektryki i magnetyki znajdujace si¢ w obszarze V

moze by¢ formalnie zastgpiona przez sume sit powierzchniowych dziatajacych na powierz-
chni¢ S ograniczajaca ten obszar.
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1 1 NAPREZENIA DZIALAJACE W POLU ELEKTRYCZNYM

e Stacjonarne pole elektryczne
W przypadku stacjonarnego pola elektrycznego:
E =const, D=const, B=0, H=0,
f* =pE-1E’grade.
Tensor naprezen Maxwella dla stacjonarnego pola elektrycznego upraszcza si¢ do
[T¢]=[o",]=€E,E, - LeE%,,

¢(E2 —EEZ) sEXEy ¢E E,
[o%,]=| eEE,  e[B2-1E*) <EE,
¢EE, ¢E,E, (B2 -1E?)

Gestos¢ objetosciowa pedu stacjonarnego pola elektrycznego jest rowna zeru.
g" =DxB=0
Gestos$¢ sit objetosciowych jest dywergencja tensora naprezen Maxwella.
3 0ot
— d; _ op
fE—le[GSB], fF = ,

o

(@=1,2,3)

o OXg

Wypadkowa sit objetosciowych jest rdwna wypadkowej sil naprezen powierzchniowych.
3 3

H ffdv = ﬁGE dS, o¢°= ZZGEﬁcos(n,xﬁ)ea
\% S

a=l B=1

e Napre¢zenie ¢ dzialajace w stacjonarnym polu elektrycznym na element powierzchni
dS o kierunku normalnej zewnetrznej n

c —(G 0 ,O ) GEi+GEj+GEk

o, = o, cos(n,x)+ L, cos(n,y)+ ok, cos(n, z) =

:S(Ei —%Ez)cos( x)+¢E,E, cos(n ,y)+ eE E, cos(n,z)=
:sEX[EXcos(n x)+E, cos(n,y)+E, cos(n,z) ]——.sE2 cos(n,x)

)
)

:aEy[EX cos(n,x)+E cos( ,y)+E cosn z)]—isEzcos(n,y)

+ ny COS( , y)+ Gyz COS(Il, Z) =

+ S(Ei - %Ez)cos(n,y)Jr eE E, cos(n,z)=

b =ot cos(n,x

=eE E . cos(n,x

or = o, cos(n,x)+ o, cos(n,y)+ oL, cos(n, z) =

=¢B,E, cos(n,x)+&€E,E, cos(n,y)+ 8(E2 —lEz)cos(n z)=

2

=¢E [E cos(n, x)+E cos(n,y)+E, cos(n, z)]—lsE2 cos(n,z)

2

=¢(E-n)E-L¢(E-E)n

E=Ei+E j+EK
n= cos(n x)1+cos( y)J+cos(n z)k

E-n=E cos(n x)+E cos( y)+E cos(n z)
E-E=E’

75
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6" =¢(E-n)E-L¢(E-E)n

1.

ET™n Ilub ET n,natezenie pola elektrycznego jest rtownolegte do normalnej zewnetrz-
nej, czyli prostopadte do elementu powierzchni dS.
E-n=E, E=En,

o' =¢E’n-1¢E’n=1¢E’n

c*=1¢En < [E™Mn v ETNn)

Jezeli natezenie pola elektrycznego E jest prostopadle do elementu powierzchni dS, to na-
prezenie redukuje si¢ do ciaggnienia.

2.

E.Lln , nat¢zenie pola elektrycznego jest prostopadle do normalnej zewngtrznej, czyli rowno-
legte do elementu powierzchni dS.

E-n=0

o' =—1¢E’n < Eln

Jezeli natezenie pola elektrycznego E jest rownolegle do elementu powierzchni dS, to napre-
zenie redukuje si¢ do ujemnego ciggnienia, czyli ci$nienia.

1 2 NAPREZENIA DZIALAJACE W POLU MAGNETYCZNYM

e Stacjonarne pole magnetyczne
W przypadku stacjonarnego pola magnetycznego:
B =const, H=const, D=0, E=0,

f' = jxB—1H’grad .
Tensor naprezen Maxwella dla stacjonarnego pola magnetycznego redukuje si¢ do

o

[Thfs]: [Ggﬁ]: nH Hg _%“staﬁ ’

nHZ -1H?)  pHH, wH.H,
[of]=| wH, w-3w) p g,
HH H, WHH,  p(H-1H?)

Gestos¢ objetosciowa pedu stacjonarnego pola magnetycznego jest rOwna zeru.
g"=DxB=0
Gestos¢ sit powierzchniowych jest dywergencja tensora naprgzen Maxwella.

3 dol!
1 =div[el], =Y«

a=123
> (12

Wypadkowa sit objetosciowych jest rowna wypadkowe;j sit napr¢zen powierzchniowych.

.m.fH dV:j-:'fcsH ds, " :i:ikfﬁcos(n,xﬁ)eOL
\% S

a=1 B=1
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e Naprezenie o dzialajace w stacjonarnym polu magnetycznym na element powierz-
chni dS o kierunku normalnej zewnetrznej n

o' = (G?,G?,G?): oL+ G;Ij +or'k

ob =oh.cos(n,x)+ohcos(n,y)+olcos(n,z)=

= M(H2 —le)cos(n x)+uH H cos(n,y)+ uH H cos(n,z)=
=puH, [H cos n X)+H cos( y)+H cos(n z)]——uH cos(n X)
o, = nycos(n, X)+ nycos(n,y)+ Gyzcos(n,z) =

= uH H,cos(n,x)+ p,L(H2 —le)cos(n,y)+ nH H,cos(n,z)=
=pH, [H cos(n,x)+ H,cos(n,y)+ H,cos(n,z)|— L uH’cos(n, y)
o' =6 cos(n,x)+c! cos( ,y)+ ' cos(n,z)=

= uH,H cos(n,x)+pH,H cos( ,Y)+ M(H2 le)cos (n,z)

= pHZ[HXcos(n,X)+ Hycos(n,y)+ Hzcos(n,z) —+uH cos(n,z)

=u(H-n)H-u(H-H)n

H=H i+H j+HJKk
n :cos(n x)1+cos( y)]+cos(n z)k
H-n=H cos(n x)+H cos( y)+H cos(n z)

H-H=H’

1.

HTTn Iub HTn ,natezenie pola magnetycznego jest rownolegte do normalnej

zewngtrznej, czyli prostopadte do elementu powierzchni dS.
H-n=H, H=Hn

c" =puH’n—1uH’n = LuH’n

" =luHn < (H™Mn v HMNn)

Jezeli natezenie pola magnetycznego H jest prostopadie do elementu powierzchni dS, to
naprezenie redukuje si¢ do ciggnienia.

2.

H.ln , natezenie pola magnetycznego jest prostopadie do normalnej zewnetrznej, czyli
réwnolegle do elementu powierzchni dS.

Hxn=0

c'=-1pH’n < H.ln

Jezeli natezenie pola magnetycznego H jest rownolegle do elementu powierzchni dS, to
naprezenie redukuje si¢ do ujemnego ciggnienia, czyli ci$nienia.
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13 ROWNANIE BILANSU MOMENTU PEDU POLA ELEKTROMAGNETYCZ-
NEGO

e Rownanie bilansu momentu pedu pola elektromagnetycznego w postaci lokalnej

k=rxg k = gestos¢ objetosciowa momentu pedu pola
g=DxB elektromagnetycznego
g = gestos¢ objetosciowa pedu pola
(@j xg=0 elektromagnetycznego
r = promien wodzacy poprowadzony z punktu obserwacji

[Tig = tensor naprezen Maxwella

f = gestos¢ objetosciowa sity

r:ix . rxf = gestos¢ objetosciowa momentu sity
o=1

3. 2, 0T
divT3]=3 > e, | K _,

a=1 p=1 aX[} ot ’
Ty =¢E,E, +pH H, — 6_k:8(r><g):@xg+rx@:
_Ezs(m(g}ﬂ:2 +},lH2) o oo o

og

T =T —rxa: (le[T ] f)
f=pE+jxB- —rxdiv[ Y |-rxf

—~1E’grade -1 H’grad p

6xu_8 _ RNV
o l0euzy

0x

v

%kzrxdiv[ng]—rxf

%(:rxdiV[T;\g] —rxf

rxdiV[TO{‘g]:Z}:xxek S 6TM
P a1 p=1
= _ai;l(szzl\f _Xszl\f)"'&(XzTg _X3T21\24)+§a3(X2T31\34 —xTos )} €
+_i(x T —x TM)+i(x TY —x TM)+i(X TY —x TM) e, +
_aXl 37011 1731 aXz 3712 1732 6X3 3713 1733 2
+_i(x ™ —x TM)+i(x T —x TM)+i(x TY —x TM) e, =
_8X1 1721 2711 axz 1722 2712 8X3 1723 2713 3

I
-
-

E
(¢
I
&
—~
~
E
.
I
-
2o
e
>
[
>
w

%(:diV[Kw] —rxf
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e Tensor momentu pedu pola elektromagnetycznego drugiego rzedu
Tensor

(Xszl\l/[ _Xszl\f) (Xszl\z/[ - X3Tzl\g) (XzTé\; _X3T2h;)
[va]: K.. = (XSTII\I/I _X1T3I\14) (X3T12/l _X1T3l\;) (XsTll\;l _XlTsl\;)
(Xszl\;l _XZTIJ\I/[) (Xszl\; _Xlel\z/[) (Xszl\; _Xlel;[

nazwiemy tensorem momentu pedu pola elektromagnetycznego drugiego rzedu.

1 0 0
X X
_ I 31 M M
Ky, =[x X, X;|= ™ M|T X, Ty, —=x5T,,
TM TM TM 2B 3B
2v 3v
0 1 0
X X
_ 1 3| M M
Ky =% X, X30=—_u vl = %1 —x/T5
TM TM TM Tlv T3V
2v 3v
0 0 1
X X
_ % 2| M M
K, =% %, X;|= ™ ™[ x,T,, =x,T,,
TM TM TM lv 2v
1v 2v 3v

e Rownanie bilansu momentu pedu pola elektromagnetycznego w postaci globalnej

a_k_dwK —rxf jy‘g—l:dv:MdivK,,dv_W(rxf)dv
o2 e

jﬂdM{,,dV: )

—ﬁii , cos(n,x, Je,dS gwkd" ﬁung cos(n, x, Je,dS - mrxf v

K= %J J I k dV = wypadkowy moment pedu pola elektromagnetycznego w obszarze V

M = J J I(r x f )dV = wypadkowy moment sit Lorentza dzialajacych na tadunki i1 prady
v

znajduja}ce si¢ w obszarze V

ﬁ; ZZK CcoS n X ) e, dS = wypadkowy moment sit napr¢zen Maxwella dziatajacych

p=l v=l1

na powierzchni¢ S ograniczajacg obszar V

e Interpretacje.

a—K:ﬁZZK cos )eHdS—M

S p=l v=I
Szybko$¢ zmian w czasie momentu pedu pola elektromagnetycznego w obszarze V ogra-
niczonym zamknigta powierzchnig S jest rowna réznicy miedzy momentem sit naprezen
Maxwella dziatajacych na powierzchni¢ S i momentem sit Lorentza dziatajacych na tadun-
ki oraz prady znajdujace si¢ w obszarze V.
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e Tensor momentu pedu pola elektromagnetycznego trzeciego rzedu
Czton dywergencyjny w réwnaniu bilansu momentu pedu pola elektromagnetycznego
przedstawimy teraz w innej postaci.

3 3 3 aTM
erIV[Té\g —(Zxkeijzz op e, =
A=l a=1 B=I axﬁ

3 3 3 aTiVI
Zzzzxk P - (ekxea)=

r=1 a=1 B=1 Xﬁ
B 3 3 3 aTi\g aTxl\g
—;;;@WM—Q&J@XQ_

Ox Ox ox ox .

Tié_;_T*hg aXZ:O bo g:zag’ g;zsﬁa Ty =—Tp,
V& 6T01£ M OX; 8Ti\g v 0, ~
_;;; o 8xﬁ Tl 8Xﬁ Xa axﬁ T axﬁ (ex Xea)_
~ 303 3 G(XXT%) 8()( T;‘g) ~
_;zwzl R (e, xe,)=

3 3 3 8 X Ti\/[ XQTM
:ZZZ (x gx M3)](ex><em):

A=l a>) B=I 5

Ko = XxTig X, Thg = tensor momentu pedu pola elektromagnetycznego

3 3 3 aK N
STy 3 R (e, )-

A=la>a p=l  OXg

p
e xe,=e,, € xe, =—e,, e,xe =e

3 3 3
>33 Ho (¢, e, ) - aivk..
X

rxdiv] T ] =divK ..,

Tensor

M M
Kxaﬁ = XxTaﬁ _XaTxﬁ

bedziemy nazywali tensorem momentu pedu pola elektromagnetycznego trzeciego rzedu. Po-
siada on w przestrzeni trojwymiarowej dwadziescia siedem sktadowych.

Poniewaz
M M
KOLOLB = XOLTOLB - Xoc af = 0 b K?»(x[?) = _KOLM} >

z posrdd osiemnastu niezerowych sktadowych tensora K,,, tylko dziewie¢ jest niezaleznych.
K=K =K 3 =Ky =Ky, =Ky =Ky =Ky = K33 =0

a1 =Ky, Koy ==Ky, Koy ==Ky,

=Ky K ==Ky, Ky =-K;;

121 = _Kzna K122 = —K212, K123 = _K213

~ AR
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14 ROWNANIA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO W OSRODKACH JED-
NORODNYCH DLA POTENCJALOW SKALARNEGO I WEKTOROWEGO

e Potencjal skalarny i wektorowy

Rozwigzaniami rownan Maxwella
divB =0

rotE +8—B =0
ot

s potencjaly wektorowy A i skalarny ¢ , okreslone odpowiednio jako

A: B =rotA

OA
: E=—gradp———
¢ grado ot

Powyzsze definicje uzupetnia tzw. dodatkowy warunek Lorenza.

. op
divA = —gu—
"
Birot A divB =divrotA =0
df oA oB aAj 0
- _oa rotE + — =rot| —gradp——— [+ —r0otA =
E=—grado-— o ( S P P
divrotA =0 = —rot grad(p—rota—A+£rotA:
rot gradp =0 ot ot
O0A O0A
0 OA =—rot—+r10t— =0
arotA :rotg ot ot
e divD=p — Oe=-1ip
divD = p divD=p — Oep=-1p
D =cE divD = div ¢E = edivE + Egrads = divE =
div eE = edivE + Egrade o . oA i ; i oA
zal.:  grade =0 = ediv| —gra (P_E =—ediv gradp—¢ IVE—
OA 2
E:—grad(p—g :_SVZ(P'i_SzuaaT(zP:p

div gradp = V>
aA 8 82

div—>-=—divA vz@_guy‘f:_gp lub Op=-1p
82

Do =V’e-zn atip

N
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o rotH:j+aa—]t) — OA=—uj

rotH:j+a—D
ot

B=puH

D =¢E

rotlB = lrotB + [gradlj xB
[ [ [

df

B =rotA

gradl = —Lz grad p
[ [

zal.: gradu=0

rot rotA = grad divA -V’ A

divA = —sp@

ot
oo op  0¢
rad epn— = egpn grad — + —grad ¢
g M@t ng ot 8tg u

gradep =egradpu+pgrade

zal.: gradp=0
zal.: grade=0
zal.: e =0
ot
df aA
E=—gradpo——
grad ¢ o

0 op
—orad @ = grad—
8tg =g ot

0*A

OA =V?’A-c¢
" ot?

rotH:j+aa—lt) — OA=-uj

rotlB :j+—a ¢E
1) ot

Z jednej strony:

rotlB = lrotB + (grale xB =
K K K

= lrot rotA — Lz(grad u)x rotA =
K H

= l rot rotA =
1)

= lgrad divA — lva =
K K

= —lgrad aua—(p —lVZA =
p o u

=—¢ grada—(p—lgrad su—lVZA =
o u u

=—¢ grada—(P—l(s grad p + p grad 8)—1V2A =
o u p

=—¢ grada—(p—lVZA,
ot

u)

z drugiej strony:

mamy wigc:
0’A
atZ

-£ grada—(P—lVZA:j—s grada—q)—s
ot u ot

2
VZA—ep%tf‘ =—nj lub OA=—pj
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e Po co to wszystko?

Z pieciu rOwnan

. op
divA = —gpu—,
"
o’ 1
Vip-eu b =——p,
P-ep_r=""p
0’A .
VA —gp =2 = H

mozna wyznaczy¢ @ i A, znajac €, |, p oraz j.
Z szesciu rOwnan

B =rotA

E = —grado - %A

mozna wyznaczy¢ B i E znajac ¢ 1 A.
Na koniec zapiszemy wszystkie te rOwnania w rozwinigtej postaci.

OA, OA, 0A, 3l0)
+ + =—gu—
ox 0y oz ot
2 2 2 2
0 (E+a (2p+6 (Zp_gua (Zp:_lp
ox" oy’ oz ot €
O’A, O’A, O°A, O°A, :
aXZ + 8y2 + azz - 8“ = “’Jx

ot
O’A, O°A, O’A, A, |
x> + 8y2 + P —ep =~Hy

ot

O’A, O'A, O°A, O’A, .
+ —&p =1,

+ J—
ox* oy’ oz’ ot?
B - 0A, OA,
Yooy oz
B - OA, OA,
Y0z 0x
B - OA, _0A,
©ox oy
B - _0p  OA,
ox ot
g o_00_0A
y ay at
B - _0p OA,
oz ot
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1 S ROWNANIE FALOWE (OGOLNA POSTAC)

rotE = _8_B

divB=0

rotH:j+a—D
ot

divD =p
D=¢cE
B=pH
j=AE

Z czterech wektorowych rownan Maxwella i trzech wektoro-
wych rownan materialowych po ucigzliwych przeksztatceniach
mozna otrzyma¢ dwa réwnania wektorowe, ktorych lewe strony
beda miaty posta¢ rownania falowego.

Rownanie falowe dla wektora E

O’E
V’E —pe— =
:(Mk-i-zu@-i-{i%ja—]z-f-
ot ot ) ot

2
+ u@+ka—“+a—“@+ua—f E +
ot ot ot ot ot

+ lgrad p— %grad € —lgrad(E -grad 8)+ LZ(E -grad s)grad e+
€ € € €
OH ou
+(grad p)x — +| grad— [x H
(grad w)x— (g ~ j

Rownanie falowe dla wektora H

o’H
V’H - pe P

ou 0O )\oH
=|pA+2e—+p— |—
(” 5 H@tj ot

1 grad(H -grad u) + LZ(H -grad u)grad n+
K K

- (grad s)x %E - (grad%) xE - (grad X)x E

Roéwnanie falowe dla wektora E uzyskalismy, obliczajac rotacje obu stron rGwnania

rotE:—a—B.

ot

Rownanie falowe dla wektora H uzyskali$my, obliczajac rotacje obu stron rOwnania

rotH:j+a—D.
ot

W dalszych rozwazaniach zajmiemy si¢ uproszczonymi postaciami réwnan falowych.
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16 ROWNANIE FALOWE POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO DLA PROZNI
I OSRODKOW JEDNORODNYCH, NIE POCHEANIAJACYCH I NIEPRZEWO-

DZACYCH

rotE = _a_B rotE = _8_B
ot ot
divB=0 divB =0
oD OE
tH=j+— rotB = ep—
I Mot
divD=p divE =0
D=¢cE . .
Z jednej strony
B=pH
1= 0 trotf = —rot B - o — —ep O E
Zalozenia rot rot = -ro o T ot = el P
grade=0
gradu=0 z drugiej strony
gradp=0 .
oe rot rotE = grad divE — V’E = -V°E,
-0
ot ostatecznie mamy
Fe_,
o’ O°E 1 0°E
V’E = lub V’E - — =0
op = H ot’ ° v: ot?
ot
A=0 Analogicznie:
p=0
OE 0 0°B
rot rotB = —rot ep— = —epu—rotE = —gp——
OA O ot ot ot
rotg =—TrotA
rot TotA — rot rotB = grad divB - V’B = -V°B
_ A V2
=grad divA -V~A VB e o°B b VZB_L o’B 0
rot oA = H o2 v atl
= o rotA + (grad o) x A
Rownanie falowe zapiszemy na koniec w super
, 18 zwartej postaci, wykorzystujac operator d’Alam-
O=V'-—— berta (dalambercjan).
V- ot
2 2 2
VZ_A:82+82+82 LOE=0
ox~ 0y~ 0z OB = 0
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17 FALA PLASKA SPOLARYZOWANA LINIOWO O DOWOLNYM KSZTALCIE
IMPULSU FALOWEGO JAKO JEDNO Z ROZWIAZAN ROWNANIA FALOWEGO

e Fala plaska

W odpowiedniej odleglosci od punktowego izotropowego zrddta (czyli zrédta emitujace-
go rownomiernie we wszystkich kierunkach) fale sferyczng mozna w dostatecznie matym ob-
szarze traktowaé jako fale ptaska, czyli taka, ktéra we wszystkich punktach w danej ptasz-
czyznie prostopadiej do kierunku rozchodzenia si¢ fali w danej chwili czasu charakteryzuje
si¢ takg samg wartos$cia fazy drgan wektoréw E i B.

e Fala spolaryzowana liniowo
Fala jest spolaryzowana liniowo, jezeli wektor natezenia pola elektrycznego E ma caty

czas staty kierunek.

e Rownanie fali plaskiej spolaryzowanej liniowo

E(r,t)=E f(n-r—vt)=E f(¢)=E_f(E)i+E f(E)j+E,f(E)k =E i+E j+Ek
B(r,t)=B f(n-r—vt)=B f(¢)=B, f(¢)i+B,f(¢)j+B,,f(¢)k =B,i+B j+Bk

n = wersor kierunku rozchodzenia si¢ fali

r = promien wodzacy poprowadzony ze zrodia fali do punktu obserwacji

v = predkos¢ rozchodzenia si¢ fali

f = dowolna funkcja argumentu (n T — Vt) dwukrotnie rézniczkowalna wzgledem czasu
1 wspotrzednych przestrzennych

E=n-r—vt=nx+n,y+n,z—vt

E ,B, = stale wektory

o

EX = EOXf(a)
Ey = Eoyf(a)
E,=E,f(&)

Jednym z rozwigzan rownan falowych

1 0°E
VE= G a

1 0°B
V’B=—

v: ot?
1,
V2 H

jest fala ptaska spolaryzowana liniowo o dowolnym ksztatcie impulsu

E(r,t)=E_f(n-r-vt)=E_f(&)
B(r,t)=B_f(n-r—vt)=B, f(&)

E, fEi+E, fE)j+E, f(E)k=Ei+E j+Ek
B, f(&)i+B,f(8)j+B,f(E)k =B,i+B j+B,k

co dalej wykazemy.
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0’E, O’E, O°E,’ 1 JE,
ox* oy> oz8 V' ot
’E, 0°E, O°E,’ 1 O’E,
> Va2 T T A
ox oy 0z~ Vv~ ot
O’E, O’E, 0°E,’ 1 0°E

O'E, _ 0 OB, _ 0 OE,f()_ 0 . of(g) of(€)og _ 0 of(E) _

d
ox:  ox ox  ox  ox  ox N ox ox ™ 0 ox ox ™t o
e LB, 200 QRS 0
ox O o8 Ox o8 0 0 ¢
0°E, _ 0 OB, _ 0 OB, f(g)_ o . ofg) _ o 04 of(g)oe @ R of(e) _

dy’ “oy oy oy oy oy ™ ey oy " o oy oy "V oo
00E)_p 0o oot _ o)

= oxny a T Hoxy a ox "y a a ox Ty 2

dy 08 ¢ dy g og Jy g
O'E, _ 0 OE, _ 0 OE,f(§)_o . ofg)_o, ofle)og_0a,  of()_
0z° 0z 0z 0z Oz oz ™ o6z 0z ¥ 0 o0z oz ° " 0§

g QO g o) 0 0E)E 2 0TE)
oz % o oz 3 o€ o %

0’E, 0 0B, 0 E,f(¢)

_0p OfF)_op o) _ o, o) _

0
o> ot ot ot ot 8t°x6t ot > o ot ot > 0g

OAE)_ p ooE)_ p oaE)E _p . 2rE)
“ot ok “og ot “og o ot " o8]

E n’ azf(é:’)JrE nzi(&)JrE n

oX X aiz oxX "y 8&2 oX "z aaz v oX 8&2

2 9 2
oX a f(zg) (an( + l'lf, + 1’12 ):EOX &(2&)
% g

2 2 2
g O f(zg) g O f(;‘,)

a 93
Analogiczne rachunki mozna przeprowadzi¢ dla pozostatych dwoch rownan.
W powyzszym uzasadnieniu wykorzystaliSmy nastepujace relacje:

E
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18 PROSTOPADELOSC WEKTOROW NATEZENIA POLA ELEKTRYCZNEGO

I INDUKCJI MAGNETYCZNERJ DO KIERUNKU ROZCHODZENIA SIE PLAS-
KIEJ FALI SPOLARYZOWANEJ LINIOWO O DOWOLNYM KSZTALCIE IMPUL-

SU

E(r.t)=E,f(¢)

E=n-r—vt=

=n.X+n,y+n,z—vt

98 _
oz
divD =p
D=c¢cE

Zalozenia
p=0
grade=0

g @), o) _

~ Pox aX + oy ay oz 62
= i(&’)% +E i((g)% +E i(&)% —
08 0ox ¥ 0¢ oy * 0t oz
= onnx ag(ét’) +E y y ag(éto) + E ag(ég) =
6f(§) (E n, +E, S+ Eoznz) af(F,) (E n)
g o€,

Poniewaz divE = 0 (diveE =edivE + Egrade ) :
E -n=0,

E,f(§)n=0,

E-n=0 < Eln.

Wektor nat¢zenia pola elektrycznego E jest prostopadty do kierunku rozchodzenia si¢ fali.

B(r.t)=B,f()

E=n-r—vt=
=n.X+n,y+n,z—vt
ox

0z

divB =0

divB(r,t) = divB f(&)=

— a]30Xf(a + 8B0Yf(a) + a]30zf(a)

X dy oz
of(e) , 5 of(E), 5 Of(8) _

ox 8X oy ay 0z 82
ﬂ(a)%_’_B L(a)%ﬁ'B L(a)%:

*9e ox ¥ e oy " O oz

:Boxnxﬂ(é)+Bon %+B n %:

g T g 3

_of(g) of (&)
. e, )

=B

=B

n+Bn+Bn)

Poniewaz divB = 0:
B,-n=0,

B,f(¢)-n=0,
B-n=0 < Bln.

Wektor indukcji magnetycznej B jest prostopadty do kierunku rozchodzenia sig fali.
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19 PROSTOPADLOSC WEKTORA INDUKCJI MAGNETYCZNEJ DO WEKTO-

RA NATEZENIA POLA ELEKTRYCZNEGO PLASKIEJ FALI ELEKTROMAGNE-
TYCZNEJ SPOLARYZOWANEJ LINIOWO O DOWOLNYM KSZTALCIE IMPUL-

SU

E(r,t)=E,f(¢)
B(r,t)=B,f(¢)

E=n-r—-vt=

rotE:—a—B
ot

Ox

%:nz

0z

%:V

ot

=nX+ny+n,z-—vt

OE,,f(g) OE,f(&) _oB,f(¢)

oy oz ot
OE, f() 0E,f(e) 0B, f()
oz ox ot
OE,f(E) OB, f(g) oB,f(&)
ox oy ot
of(g)og o ofg)og _, of(€)ae
o dy ¥ O oz GE ot
L@)%_E L@%:B of(g) o8
“0E 0z " A ox ¥ O ot
E, L@%_E L@%:B of(g) g
Yo ox ™ Qe dy  * OE ot

nE -nE =vB

ox
1’IZEOX _nXEOZ = VBOy
nE -nE =vB

oz

nxE =vB/

nxE f(g)=vB,f(g)
nxE=vB = BlE

Wektor indukcji magnetycznej B jest prostopadty do wektora natezenia pola elektrycznego E.

Zbierzmy uzyskane wyniki:

E-n=0 < Eln

B-n=0 < Bln

nxE=vB = {

BLlE

B-E=0

sV

B

W kazdym punkcie przestrzeni wektor natezenia pola elektrycznego jest prostopadty do wek-
tora indukcji pola magnetycznego i oba sg prostopadie do kierunku rozchodzenia si¢ fali.
Wektory n, E i B tworzg prostokatny uktad prawoskretny.
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PRZYKLAD

Fala plaska spolaryzowana liniowo harmoniczna i monochromatyczna (biegnaca) roz-

chodzaca si¢ wzdhluz osi X

1 0°E
TV o
g L 0’B
v? ot?

V’E

> N
I

[
m o <

oy COS k(x — vt)

<
I
S

N

< >

I
T o O

., cosk(x —vt)
liczba falowa

N

= "W W WM mm s
Il

<le

Wykorzystanie liczb zespolonych

2 R 2
0 Ey £L8 Ey
ox*  v: o’
0°B,? 1 0’B,
x> v ot

0°E,, cosk(x — Vt);

1 &’E, cos k(x - vt)
2

ox’ v ot’
0’B,, cosk(x—vt)? 1 8°B,, cosk(x - vt)
ox’ v’ ot’

0” cosk(x — vt)

0° cosk(x —vt)? 1
2

ox’ v o’
0 cosk(x —vt)? 1 8 cosk(x —vt)
aXZ :? atZ

[5).4 Ox v?

Ox

- % [sin k(x — vt)] ;%

—kcosk(x - Vt)il[—
v

cosk(x — vt) = cosk(x

ot ot

9 [~ ksink(x — vt)]eizg [kvsink(x —vt)]

v

%[sin k(x - vt)]

kvcosk(x — vt)]

- Vt)

2 2 .
E, =E, cos k(x - Vt) =E, cos(kx - mt) =E,, cos[%x _T’th _ ReEoyel(kx—wt)

B, =B, cos k(x - Vt) =B, cos(kx - cot) =B, COS(TX —?t

27 21 j_
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAJACYCH

20 ROZCHODZENIE SIE FAL ELEKTROMAGNETYCZNYCH W JEDNOROD-
NYM OSRODKU PRZEWODZACYM, ROWNANIE TELEGRAFISTOW (TELE-

GRAFICZNE)

rotE = _6_B

ot
divB=0

rotH:j+a—D
ot

divD=p
D=¢cE
B=pH
j=AE

el = —

v
Zalozenia:
grade =0
gradp=0
gradp=0

O _
ot
TozsamosSci:

rot 8_A = 2 rotA
ot ot

rot rotA =

= grad divA - V*A
rotolA =

= o rotA +(grad o )x A
grad af =

=P grad o+ B grad a

grad 1 —Lz grad a
o o

rotE = _6_B
ot

divB=0

rotB = pAE + su%z

divE =2
e

Z jednej strony
2
rot rotE = —rota—B = —grotB = —uka—E — sua—lj ,
ot ot ot ot
z drugiej strony
rot rotE = grad divE — V2E = grad ? - V2E = -VE
€
ostatecznie mamy

—M%E— M(Z]E =-V’E,

V’E - ‘Z]f = M%E

Analogicznie:

rot rotB =

=rot uAE + rot Su%@ = pA rotE + gp%rotE = _“7‘68_1: B 8“%

rot rotB = grad divB — V’B = -V’B

OB
M ~ e

=-V’B

o’B B
VB - ==
EUL— =
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POLE
ELEKTROMAGNETYCZNE
W OSRODKACH
PORUSZAJACYCH SIE

1 ROWNANIA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO W PROZNI DLA CZTERO-
WEKTORA POTENCJALU

e Czterowektor potencjalu

&-(5.5,5.5.) (AA At &, =1(®, +iBd,)
= 1> 2535 %4 )= oy BT 5'2:&)2
_ &); = ~3
A = potencjal wektorowy &' :F(&) _iB® )
¢ = potencjal skalarny ’ : :
iaAZ_éAY g o Op 0A,
Y 0y 0z oox ot
df O0A
g JO0A, 0A, Eyz_@_cp__y
Y0z 0x dy ot
af 0A df
BZ= )’_an Ezz_a_(P_aAZ
ox Oy oz ot

e C(Czterowektor gestosci pradu

7= (3.3.5.3) £ i Ji {3 ied.)
=1,
=l J; :1
Je =PV =PoYVi =Py Vi (k :1’2’394) NL = F( I‘ —iBTl)

p=1vp, = objetosciowa gestos¢ tfadunku

p, = spoczynkowa gesto$¢ objetosciowa tadunku

V,=——, V,=7v,, V,=ic, V,=yic

i=pv= (jxajy,jz) = gestos¢ pradu
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e Dodatkowy warunek Lorenza dla czterowektora potencjalu

divA = oA, 07y, OA
X oy oz
E):(CT)I,CI)Z,(T)3,<T>4):
:(Ax’Ay’Az’% )

0 _i@lc(p_(i%(p
c? ot ¢? dict  dict

dvA+ L% o 5 v =0
c” ot

oA oi
1 0p_0A, 0A, 0A, Ole_

divA +— :
c ot 0Ox 8y 0z  Oict

e Rownia Maxwella dla czterowektora potencjalu

®=(0,0,,0,,)=
=(A.A,.A,.10)
7=(7.7,.1.7,)=
=(Jody»dvicp)
R = (x,,X,,X;,x, ) = (X, y,z ict)
1 o

O=A-——
c- ot

C2 8t2 C2 2 12
o _d%
ity  ox;
—= L= piep
céEe

=~
00, +ac1> +acp L 0P, _ zaq)k—divtl)—o
S ox, ox, 0x, 0x, Hox,
div =0
OA=—pn,j y o
° ? 0’ D.
D(P_—ip - zﬁlez MOJI’ (1_1’2’3’4)
- k=1 k
0’A, +82AX +82AX .
o’ oy o o o ek
O’A, +asz N O’A, 1 0'A, Ny
ox’ oy’ oz° ¢ ot o
O’A, 0’A, 0’A, 10°A,
- o,

+ +
ox>  oy> 0z & ot

o'®, 00,
2 + 2 + 2 + 2
0X, 0x,  0X; 0X,
o*®, 0°®, o*®, 0D ~
P 22 + 22 + 22 + 22 =10,
X 0X 5 0X3 0X,
o*D, 0D, 0D, 0D ~
P 23 + 23 + 23 + 23 =K
X, 0X; 0X; 0X

oD, 0*d ~
l l :_MOJI

2 2 2 2

Po Do Fo 100 1,

ox~ 0o0y" 0z" c¢ ot g,

o* i ot o* i ot i
cz(P+ cz(P+ cz(P+ .Cq:: -£ -

0x oy 0z 6(10‘[) ce,

25 25 25 25

R G N

0X; 0X; 0X; X,

4 A2
00, =T, (=1234) lub O®=—p J
2 Ji .
=1
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e Rownanie cigglosci

~ (777 .4 A
J_(tlla"IZarISa“h) lej+a—=0 N za‘]k =0
=(Jody»i,vicp) ot =g
ﬁzx,x ,X.,X, )= .
(x v ) 3. 0, &, dicp
:(xy,zu:t) —t—+——+—=
. ) ox oy 0z Oict
avg=3 A g GG 6
ox 0Oy 0z Ly—24+ 234490
. ox, 0x, Ox, OX,
Op _ dicp
ot oOict ~
L 0], .~
> =0 Iub divI=0
divJ = z o OX
k=1 Xk

e Po co to wszystko?
Zbierzmy uzyskane wyniki.

Czterowektor jest wspotzmiennikiem, a jego modul niezmiennikiem przeksztalcen Lorentza.
Dywergencja czerowektora jest niezmiennikiem przeksztalcen Lorentza.

Delambercjan czterowektora jest czerowektorem.

4 D ~
divA +ia— = Z P o b divd=0
¢’ ot o OX,
divj + @ J =0 lub divd=0
ot o OX

Lewe strony rownan pola elektromagnetycznego dla czterowektorow potencjatu D i gestosci

pradu J jako dywergencje czterowektora sa relatywistycznie niezmiennicze, prawe strony
tych rownan bedace zerami sg rowniez relatywistycznie niezmiennicze.

DA =—p,j 526 ~ ~
I J. (i=1234) Wb O®=—p J
Oo=-Lp kz i o Ji ) M

[}

Obie strony tych rownan sg relatywistycznie wspotzmiennicze. Lewe strony stanowig dalam-
bercjan czterowektora potencjatu ® a prawe czterowektor gestosci pradu J .

94
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2 ROWNANIA MAXWELLA W POSTACI TENSOROWEJ

e Jednorodne rownania Maxwella w postaci tensorowej

Jednorodne rownania Maxwella
W postaci trojwymiarowej

rotE = _6_B
ot

divB =0

X =X,
y=X,
Z=X,
ict=x,
E, =0

m
!

— —iE,

R R ® T

Il Il Il Il

»—no

&5 Lo
™ w
N

)
=
Il
|
(¢)
s}

mbmbmbmumwmwmummmmmmm
@ [\ jum > @ o —_
Il Il [ Il Il Il
o o o | S 1 H
T W ™ % xm

N
=
Il
(=)

0 iE, -iE, -c¢B,
—iE 0 iE,. -cB
(.= 7
H iE, —iE, 0 —cB,
cB cB cB 0
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dict

diveB=0

0iE, OE, acB

oy oz dict
OiE, 0iE, OcB

0z 0x - oict
8iEy OiE ocB

X z

X

y _

ox Oy  Oict

ocB, 0cB, ocB
- +

ox oy 0z




POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH PORUSZAJACYCH SIE

e Niejednorodne rownania Maxwella w postaci tensorowej

Niejednorodne rownania Maxwella CH - oicD
W postaci trojwymiarowej ro dict
divicD =icp
. 0D
rotH = j+—
ot

| oH, OH, icD,
divD=p o oz et

0 oH, oH, dicD, |
X z =]
e oz ox  aiet
u .
__H OH, OH, dicD, _i
ox oy oict
dicD, 0dicD,  ¢icD, .
+ + =icp
ox oy 0z

—_
—_

LS}
N

s
<

=
I
|
.
()
O

>

I
|
s

[ 5]
%)
>

00  oH, 8(—Hy)+ d(-icD)

e N = I = = =S S
Il
o

24 =~icD, ox Oy oz dict h
1=y o(-H,) o0 oH, ol-icD,)
—+—+ + , =]
» =—H, Ox oy 0z dict Y
5 =0 OH, o(-H,) a0 o(-icD,)
, + +—+——"=],
H,, =-icD, 1) oy oz oict
H, =icD, dicD, 0icD, dicD, 80 .
. + + +——=1icp
H, =1cD, e oy 0z dict
H, =icD,
H, =0 oH,, +6H12 +8H13 +8H14 =]
ox, o0x, Ox, ox,
Je =) oH,, +8H22 +6H23 +8H24 _J
iy =1, ox, O0x, 0x; 0x, ?
1, =15 oH;, +8H32 +8H33 +8H34 =1,
icp=1, ox, O0x, O0x, 0X,
oH,, +8H42 +6H43 +8H44 -7
0 H, -H, —icD, x, oOx, oOxy ox,
-H, 0 H, —icD
[1,.]- D
. H -H,2 0 —icD,
D : 4 OH
icD, icD, icD, 0 =T, (n=1234)
v=1 axv *
H,=-H,
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e Rownania Maxwella i sita Lorentza wyrazone przez tensor F

Z tensora [EW] mozna skonstruowaé tensor [Fw]:

Ew - Fuv )
. 0 cB, -cB, -iE,
iE, — cB, L
T B [F ] —CBZ 0 CBX —IEy F F
—1 — —C = , —_
B : . : w cB, —cB, 0 —iE, w W
- . . .
B ! ! iE, iE, iE, 0
—cB,—»> —IiE,

Przy pomocy tensora [Fw] jednorodne réwnania Maxwella zapisywane sg takze jako

oF,, N oF,, N oF,, _0
0x, O0Xx, O0X,
OB Oh OB Ky ok,  OF, OF,
rotE = —— ox, Ox, Ox t—— =0
b - | K K K b |ox, ox,  ox
d. B 0 a]‘::42 + aFl4 + aFZI 0 g
Vb = - =432=341=42,1=23,1
aXl 8X2 6X4 H,V,G 535 35 5 9k 937
OF; + oK, + ok, -0
0x, 0X, O0X,
Tréjwymiarowg postac sity Lorentza
F" =my¥:y(qE+qva)

mozna przy pomocy tensora F,, rozszerzy¢ do postaci czterowymiarowe;j

4
myM = qyc'l ZVﬁFaB, o=1,2,3,4
p=1

dt

¢ Rownania Maxwella wyrazone przez tensor D

Z tensor [Hw] mozna skonstruowa¢ tensor [Dw]:

Hpv - Duv . :
. 0 icD, -—icD, -H,
H.. % ICD.. . .

) —1cD, 0 icD,  -H,
_H,,—>-icD,,} [D, ]=| , , D, =-D,
D H 3 icD, —icD, 0 -H, : g
icD,, -

] o0 ok HX Hy HZ O
—-1icD,, > -H,,

Przy pomocy tensora [ DW] niejednorodne réwnania Maxwella zapisywana sg takze jako

D, n dD,, n oD, =]
ox, O0x, O0Ox, : oD, D, D, ]
aD 8D34 + 8D41 +8D13 —J aX + aX + ax Yo
— 1 ) c v n
rotH = j+— ox, 0Xy, O0X,
(> \ap, 4D, oD by, v,0,0=
divD = p 2y =], =432,1=34,12=
aXl axz 8X4 R e
aDzs + aD31 + aD12 =] =42,1,3=23,14
ox, ox, ox,
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e Skladowe tensora F,, wyrazone przez skladowe czterowektora potencjalu

o0, 0D
va = C( - = ] ( M,V = 15293’4)

ox,  Ox,
D
F,=c o0, 0P, =0, F;=c o0, 00, =cB, =-F,
ox ox ox ox
1 1 2 3
ob, 00
F,=c %, _% =cB,=-F,, F,=c - =-iE, =-F,
0x, O0X, 0x, O0Xx,
D oD oD
F13=ca G =—cB, =-F,, F;= io—21=0
ox, Ox Y ox, Ox
1 3 3 3
O, ob
F,=c B B =—-iE, =-F,, F,=c TR =-1E, =-F,;
ox, Ox, ox, OXx,
oD ob, oD
F,, =c a@i)z_a_zjzo, F, = ( L - 4]20
2 X, ox, 0Xx,
e  Wyniki

0 iE, -iE, —c¢B,]
: : OB - OE,,
L o_|"E. 0 iE. -cB rotf = —— =0, (n=1234)

= — 447 Ox
iE, —iE 0 -—cB S
& z divB =0 divE =0
cB, ¢B, ¢B, 0 :
0 H, -H, —icD,] 4 OH
T D) D=1,
_— -H, 0 H, 2 —icD,| rotH=j+— k= OX -
TO|H, CH 0 D | ey o n=1234)
icD, icD, icD, 0 divH,, =J
0 cB, -cB, -iE, 0 OF OF
o OB gt (]
. —cB, 0 cB, —1E | rotE=-—— N ox, 0x, 0Ox,
* | cB, -cB —iE =432=34]1=
? y .c = .0 1E, divB = 0 u,v,oc=432=34,
1E 1IE 1E, 0 =421=231
0 icD, —-icD, —-H, oD oD
. . ) oy Do Dg
_ —icD, 0 icD, —H, | rotH =‘]+E — X, O0x, 0Xx,
* | icD, —icD 0 -H . wv,0,00=4,3,2,1=34,12=
Y * | divD=p
H, H, H, 0 =4213=23,14
Tensory E,,, H,,, F,, i D,, nazywane sg tensorami pola elektromagnetycznego.
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e Roéwnania Maxwella dla proézni

Dla prézni,
e, =L, p, =1, D=¢E B=pH, H,z=cekF,, Dj,=ceE,,
rownania Maxwella
OB . oD
rotE = —— rotH = j+—
ot ot
divB =0 divD=p
mozna zapisaé przy pomocy dwédch wektorow pola
OB rotB=p j+ ok
I‘OtE 2 “0 MO o at
ot 1
divB =0 divE =—p
oH . 0D
otD=—u g — I'OtHIJ+—
“() o at at
divH =0 divD =p
lub jednego tensora pola
4 OE OE OE E
3y e B sﬁ+am:1Ja
oo OXg ox, O0x, O0X cg
a=1234 B,v,o,a=4321=34,1,2=4213=23,14
4 oD oD oD D
z aﬁ:() BV+ Gﬁ_i_a vcs:JOl
oo OXg ox, 0x, 0x4
a=1234 B,v,o,a=4321=34,12=4213=23,14
OF, OF, F 4 OF
Bv + op +a vo _ () Z—aﬁ :LJQ
ox, O0x, 0x, b1 OXy €
B,v,6=432=341=4,2,1=23,1 a=1234
cH cH 4 oH
Bv + of +8ch :0 Z of — Ja
ox, Ox,  0xg b1 0%,
B,v,6=432=341=42,1=23,1 a=1234
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3 TRANSFORMACJA LORENTZA DLA WEKTOROW E, B, D, H POLA ELEK-

TROMAGNETYCZNEGO

e Transformacja Lorentza dla wektorow E, B,D i H

0 iE, —iE, -cB,
—-iE, 0 iIE, -cB,
LB )= . ,
, —I1E| 0 —cB,
cB cB, ¢B, 0

0 H, -H, —icD,

~H, 0 H, -icD,
[1,,]- |

7l H, -H, 0 —icD,

icD, icD, icD 0

—
oS = O O
()

P ox, 0x|
\Y%

B=—
C

r=(-8)z,
T, = r [Tll - B2T44 + iB( T ,+T,, )]
T, = 1—‘( T, + iBT42)

T,, =I(T, +iBT,,)

T, = r’ [ T, + B2T41 + iB( T,-T, )]
T, = 1H( T, + iBT24)

T, =T,

Ty =Ty

T, = 1H( T, - iBTZl)

T;, = 1—‘( Ty, + iBT34)

T;, =T,

T, =T,

T;, = F( Ty, - iBT}l)

T, = r’ [ T, + B2T14 + iB( T,-T, )]
T, = F( Ty - iBle)

T = F( Ty = iBTB)

Tz;4 =T’ [ T44 - BZTU - iB( T,+T, )]

—zzaw i
$Ea

a=1 v=I

E : Ey=E,;,
El =E,

E,: E|, =T(E, +iBE,),
E, =T(E, - VB,)

E,: E|,=T(E, +iBE,),

E -T(E,+VB,)
B,: E, = FZ[EM +BZE41 +iB(E44 _Ell)]’

B, =B,
B,: Eb =T(E, -iBE,)

y

B! —F(B VEZJ
C

E;4 - 1H(E34 —iBE31),

, \Y%
B/ = F(BZ —C—zEyj

D, : Hj, ZFZ[HM +B’H,, +iB(H,, _Hn)]a
D' =D

X X

D, : H), :F(H24

y

~iBH,,),

, \Y%
D! =F[Dy ~H,
C
D,: H}, = 1—‘(Hs4 _iBH31)a
D’ :F[DZ i,
C
H : H) =H,,
H' =H,

H, : H, =T(H, +iBH,),
H, =T(H, + VD,)
H, : H), =T(H,, +iBH,,),
H, =T(H, - VD, )
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Odwrotna transformacja Lorentza dla wektorow E, B, Di H

0 iE, -iE, -cB, 0 H, -H, —icD,
[E ]: _iEz 0 IEX —CBy [H ]: —HZ 0 Hx —iC])y
P iE, -iE, 0 -cB,|’ P H, -H, 0 -icD,
cB, ¢B, ¢B, 0 icD, icD, icD, 0
L& Ox, 0x, ., 3 , E : E,=Ej,
Tpv = 21; aX:l a 1 TotB = zlgcpacvﬁ’raﬁ E — E!
a=1l B= o B o=l p= X X
E, E13:F(E;3 IBE:B)’
0 0 -iBL E, =T(E,+VB))
[C ]— 0 10 0 E,: E, :F(Eiz 1BE'42)5
P 0 0 1 0 _ , ,
E,=T(E,- VB,
iBlC 0 O r , . , ,
B,: E,= FZ[EM +B2E41 _1B(E44 _En)]a
ox B, =B
P [ [
p 8x:1 B,: E, :F(E24 +1BE21),
B ZF(B' —XE'j
Al vV y y 2 Tz
r=(1-B*)2, B=— D
c B,: Ej _F(E34 +1BE31)a
B I B + v E'
2 ! 2y . ! ’ = _
T, =T [Tn_B T44_1B(T14+T41)] ’ Pt

T, = F( T, - iBT;z)

T, = F( Tj; - iBTzis)

T, = r’ [ T, + Bszil - iB( T, —T)
T, = F( T, - iBT2'4)

T, =T,

Ty, =Ty

T, = F( T, + iBT2'1)

Ty = F( T;, - iBT3'4)

Ty,=T';,

Ty, =T,

Ty, = 1H( Ty, + iBT3’1)

T41 = FZ[T;1 + B2T1'4 - iB( Tz;4 - TI’l
T, = 1—‘( T,, +iBTj, )

T, = 1H( T, +iBT), )

T44 = 1—‘2[’11;4 - B2T1’1 + iB( T1'4 + TA;I )]

)

)

4 4
!
E,= ZZCvaﬁEas
a=1 B=l1
4 4
!
Hy =222 CuaCuHiyg
a=1 p=1

D, : H,, =[*[H, + B’H, —iB(H/, -
« =D5

O

D,: H,, =T(H) +iBH)),
D, :F(D'y +12H;j

C
D,: H, = 1H(H;4 +1BH'31),
D, =r(D; -%H;j

C
H, :H,; =H),
H =H'
Hy H, :F(H;3 iBH:B )a
H, =T(H, - VD)
H,: H, :r(H’ZI 1BH'24),
H, = (H, + VD!
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e  Wyniki

E/ =E, E, =E

E, =T (E,-VB,) E,=T(E, +VB',)
E, =T (E,+VB,) E,=T(E,-VB,)

B\ =B, B, =B

: \ , V.,

By:F(BerC—ZEZj By:F(By—C—ZEZj
’ V ! V !

BZ:F[BZ——ZEYJ BZ:F[BZ+—2Eyj

C C

D\ =D, D, =D}

! V ! V !
Dyzr(Dy—C—szj Dyzr(Dy+C—2sz
! V ! V !
DZ:F(DZ+C—2HYJ DZ:F(DZ—C—ZHyj

H =H, H, =H,
H, =T (H, +VD,) H,=T(H, - VD!
H, =T'(H,-VD,) H, =T (H, + VD)

PRZYKLAD
Rozpatrzmy fale ptaska o kierunku rozchodzenia si¢ wzdtuz osi X. Niech wektory E 1 B be-

da rownolegte odpowiednio do osi Y i Z. Zrodto tej fali jest nieruchome wzgledem uktadu K.
Wtedy

E,=D,=B,=H =E,=D,=B,=H =0,

n, =+, n,=n,=0,

E, =E; cos®,

B, =B, cosD,

O :m(c’lx—t).

Dla obserwatora zwigzanego z uktadem K' poruszajacym si¢ z predkoscig V
E/ =E}, cos® =T (B, -VB,) =T ( E,, = VB,, Jcos®,

B, =B}, cos® =T (B, -VcE,) =T'(B,, - V¢ E,, Joos @,
Q= co'(c’lx'—t’) =,

Wykorzystujac powyzsze rownania, otrzymujemy

E[)y :F(EOy _VBOZ)’ B:)z :r(BOZ _VC_ZEOy)'

Poniewaz B, = c"lE0y , mamy dla przypadku, gdy obserwator oddala si¢ od zrédta

-1 -1 -1 -1
E,Oy _E,, 1-Vc _E,, 1 Vc_l B, - B, L _B,, 1 Vc_l
’\/1—V2C_2 1+ Ve 1/1_\/20_2 1+ Ve
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e Przyklad poél elektrycznego i magnetycznego réwnoleglych w obu ukladach wspoél-
rzednych

y Ay
K K! y

—E
—B

>V =(V,0,0) = Vi

> >
X

~

z z'

E=(E,00)=Ei, E,=E, E ,=0,E,=0, B=(B,00)=Bi, B,=B,B,=0,B,=0
ExB=(EB,-EB, )i+(E,B,-EB,)j+(E,B, -E B, )k=
=(0-0-0-0)i+(0-B-E-0)j+(E-0-0-B)k =0

E, =E,=E, E, =0, E, =0, E'=(E,0,0)=Ei

B, =B, =B, B, =0, B, =0, B'=(B,0,0)=Bi

E'xB' =(E'B, -E/B! )i+(E,B, -E'B!)j+(E/B, -E'B/ )k =
=(0-0-0-0)i+(0-B—E-0)j+(E-0-0-B)k =0

Wektory E 1 B rownolegte wzgledem siebie (Ex B= 0) w inercjalnym uktadzie odniesienia K
przeksztalcity si¢ w wektory E' 1 B' rowniez rownolegte wzgledem siebie (E'xB'zO)
w ukladzie K'.

e Przyklad pél elektrycznego i magnetycznego réwnoleglych w ukladzie K i nieréwno-
leglych w ukladzie K'

y E B ,

>
X

Ay

>V =(V,0,0) = Vi

a8 4

z 7'

E=(0,E,0)=Ej, E,=0,E =E E, =0, B=(0,B,0)=Bj, B,=0,B,=B,B,=0
ExB=(E,B,-E,B, )i+(E,B, -EB,)j+(EB, -E B, k=
=(E-0-0-B)i+(0:0-0-0)j+(0-B-E-0)k =0

E! =0, E, =TE =TIE, E, =TVB =I'VB, E'=(0,[E,TVB)

B, =0, B, =TB, =TB, B, =—['V¢E, =-T'Vc¢E, B'=(0,[B,-T'Vc E)
E'xB'=(E/B, -E/B/ )i+(E,B, -E'B.)j+(E/B, ~E'B )k =

=(-r?Ve?E? =?VB?)i+(0-0-0-0)j+(0-0-0-0)k =—"*V(c*E> + B )i =

= I’V(c?E>+B> )V # 0

Wektory E i1 B rownolegte wzgledem siebie (E xB= 0) w inercjalnym uktadzie odniesienia K
przeksztalcily si¢ w wektory E' i B' nierownolegle wzgledem siebie (E' xB'# 0) w ukladzie
K.
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4 SKEADOWE WEKTOROW E, B, D, H PROSTOPADLE I ROWNOLEGLE DO

WEKTORA PREDKOSCI V
E,=E'i E,=E. i
E, =E!j+Ek E =E j+Ek
B, =Bli B, =B.i
B, =B/j+Bk B, =B j+Bk
D, =D'i D, =D.i
D' =D/j+Dk D, =D j+Dk
H =Hli H, =H_i
H| =H/j+Hk H| =H j+Hk
V =(v,0,0)

i, j, k = wektory jednostkowe (wersory)
wzdhuz osi X, y, z

i j Kk
VxE=V 0 0|=-VE,j+ VEk
E, E, E,
i j k
VxB=|V 0 0[=-VB,j+VBk
B, B, B,
1 ]k
VxD=V 0 0|=-VD,j+VD k
D, D, D,
i i k
VxH=|V 0 0|=-VH,j+VHEk
H, H, H,
E=E,+E, E'=E,+E/
B=B,+B, B'=B,+B’,
D=D,+D, D'=D,+D/
H=H,+H, H'=H,+H

E,=Eli=E,i=E,

E, =E,

E| =Ej+Ek=

~T(E, - VB, )j+T(E, + VB, )k =
=T[(E,j+Ek)+ (- VB,j+ VB k)|=
=T[E, +(VxB)|

E =T[E, +(VxB)]

B, =Bli=B,i=B,

B, =B,

B, =Bj+Bk =

=1(B, + Ve *E, )i+ (B, - Vo, Jk =
= r[(Byj+BZk)—c‘2(— VEZj+VEyk)]=
= 1"[BL - cfz(V X E)]

B, =T[B, —¢(VxE)

D =D{i=D,i=D,

D, =D,

D, =Dj+Dk =

=1(D, - Ve, Ji+T(D, + Ve H, Jk =
—1|(D,j+D,k)+c (- VH, j+ VH k)|
= 1“|:DL + c_z(V X H)]

H =Hli=H,i=H,

H, =H,

H =Hj+Hk=

~T(H, + VD, )j+T(H, - VD, )k =
=, j+ HK) - (- VD, j+ VD k)] =

1l (VD)
H. = T{H, —(VxD)
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Wyniki

E, =E, E, =E,

E =T[E, +(VxB)] E, =T[E'| —(VxB')]
B, =B, B, =B,

B, =T[B, —c*(VxE)| B, =T[B/ +c>(VXE')
D, =D, D, =D

D, =T[D, +c>(VxH)| D, =T[D, —c(VxH')]
H,=H, H, = H;

H =T[H, - (VxD)| H, =T[H' +(VxD')]

Vic?<<l lub r=21

E'=E,+E =E,+E, +(VxB)=E+(VxB)
B'=B,+B, =B, +B, —c*(VxE)=B-c*(VxE)
D'=D+D =D, +D, +c*(VxH)=D+c?*(VxH)
H=H,+H =H,+H, —(VxD)=H-(VxD)
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5 NIEZMIENNIKI TRANSFORMACJI LORENTZA

e Niezmienniki transformacji Lorentza wektoréow E, B, D i H
Zbadamy pie¢ niezmiennikow transformacji Lorentza.

Inv,=1,=E"-B'=E-B
Inv,=1,=D-H'=D-H

Inv, =1, =c’B”? -E"” =¢’B’ - E’

Inv, =1, =H"” -¢’D"” =H* -¢’D’
Inv,=I,=H"-B'-D'-E'=H-B-D-E

E-B=E-B
E B =E'B,+E B +EB/ =

—E B, +T(E,~VB, JI(B, + V¢ °E, )+ T(E, + VB, Jr(B, - V¢ °E, )=
—E,B,+E,B,+E,B, =E-B

D' -H'=D-H
D' -H'=D/H,+D H, +DH, =

-D H, +T(D,~VcH, J'(H, + VD, )+ T(D, + Ve *H, Jr(H, - VD, )=
~D,H,+D,H, +D,H,=D-H

’B'? _E” ;CZBZ _g2

¢’B?—B"? =c*(B? +B +B)- (B +E* +E)=

_ cz[Bi +1(B, + Ve ?E, ) +T3(B, —Vc’zEy)z]— [Ei +T2(E, - VB, f +T2(E, +VBy)2]:
=¢’B* - E?

H? — 2D ;Hz _ D2

H? —¢*D = (H? +H?? + H?)-c*(D? + D> + D7 )=

—H?+T*(H, +VD, ) +T*(H, - VD, f —cz[Di +13(D, -veH,) +13(D, +Vc’2Hy)2]=
=H? -¢’D?

H B -D -E=H-B-D-E
H-B'-D'-E'=H'B +H'B, +H/B, -D'E/ -D'E/ -D'E/ =

—H,B, +T(H, +VD,)r(B, + V¢ E, )+ T(H, - VD, Jr(B, - V¢ E, )+
-D,E, -TI(D, - VeH, )N(E, - VB, )-T(D, + Ve *H, Jr(E, + VB, )=
~H-B-DE

D r=(1-vie?)’
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e Whioski wynikajace z transformacji Lorentza i jej niezmiennikow

WNIOSEK 1

ElIB < EB=0 < E-:-B'=0 < ELILB

DIH < D-H=0 < D'‘H=0 < D.1H

Jezeli w danym inercjalnym uktadzie odniesienia wektory E 1 B sa wzgledem siebie prostopa-
dle, to w kazdym innym uktadzie inercjalnym wektory te s rowniez wzgledem siebie prosto-
padte.

Te sama wlasno$¢ posiadaja wektory D i H.

WNIOSEK 2

E=cB & E’=¢’B’ o E’-¢’B°=0 < E’-¢’B?=0 < E'=cB
H=cD < H’=¢’D’ & H’-¢D’=0 < H?-c¢D?=0 < H'=cD
Jezeli w danym inercjalnym ukladzie odniesienia spetniona jest rowno$¢E =cB, to praw-
dziwa jest ona rowniez w kazdym innym uktadzie inercjalnym K’, E' =cB’.

To samo odnosi si¢ do relacji H=cD.

WNIOSEK 3

Jezeli w danym inercjalnym uktadzie odniesienia K

E+x0, B=0,

Inv, =E-B=0, ElB,

Inv,=c’B°~E*>0, c¢’B*>E>,

to istnieje taki inercjalny uktad odniesienia K’, w ktorym

E'=0, B'#0.

Uktadem takim moze by¢ na przyktad uktad K’ poruszajgcy si¢ wzgledem uktadu K z pred-
koscig

V=B?(ExB).
DOWOD
E'=0 , ,
E-E +E'l}:>(E”:0 ANE = )
E =0 }
' F‘II_0
E, =E,
E, =0
E=E,+E, ;= (E=E , ELV)
E=0
E =0
E'fr[Eﬁ(vXB)]}:‘&Z‘(VXB)
E=E }:Ez—(VxB):BxV
E, =—(VxB)
E=BxV

ExB :(BxV)xB
ExB=BV-(V-B)B
! (ELB, ELV)=(BLV)=(V-B=0)
ExB=B’V
V=B?(ExB)

ELB (E j
=V==,0,0
V:B-Z(ExB)} B
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WNIOSEK 4
Jezeli w danym inercjalnym uktadzie odniesienia K
E+0, B=0,

Inv, =E-B=0, ElB,

Inv, =c’B*-E* <0, ¢’B*<E?,

to istnieje taki inercjalny uktad odniesienia K’, w ktorym

E'#0, B'=0.

Uktadem takim moze by¢ na przyktad uktad K’ poruszajacy si¢ wzgledem uktadu K z pred-
koscia

V =c’E?(ExB).

DOWOD
B'=0 (B, =0 A B',=0)
B!:Blrl +B'J_ = =9 A 1~
B, =0 }

' B, =0
B, =B,
B, =0
B=B,+B, = (B=B, BLV)
B=0
B =0

. =B, =c*(VxE)
B =T[B, —c(VxE)
B=B

- =B=c?(VxE)

B, =c*(VxE)
B=c?(VxE)

ExB:c_zEx(VxE)
ExB=c[E’V—(E-V)E]

! (E1B, BLV)= (ELV)=(E-V =0)
ExB=c’E*V
V =c’E”(ExB)

ELB c’B
=V= ,0,0
V=c’E?(ExB)

WNIOSEK 5

Jezeli w danym inercjalnym uktadzie odniesienia K

E=0, B=0,

to istnieje taki inercjalny uktad odniesienia K’, w ktorym

E'#0, B %0,

E'1B'.

Uktadem takim moze by¢ na przyktad uktad K’ poruszajacy si¢ wzgledem uktadu K z pred-
koscig

V=-B?(E'xB’).
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DOWOD
E=0
E=E, +E,
E, =0 } '

(= E, = 0
E, =E,
E =0
E'=E,+E = (E'=E, E'LV)
E' #0
E =0 , ,
E.-TE, —(vm’)]}:““ = (VB
E'=E/
E| =(VxB)
E' =V xB’
E'xB'=(VxB')xB’
E'xB'=(V-B')B'-B"’V

! (E'1B, E'LV)= (B'LV)=(V-B'=0)
E'xB’'=-B"*V
V=-B7(E'xB’)
E' 1B’

E!
V=-—,0,0
V:—B’Z(E'xB’)}: ( B’ j

WNIOSEK 6

Jezeli w danym inercjalnym uktadzie odniesienia K

E=0, B=0,

to istnieje taki inercjalny uktad odniesienia K’, w ktorym

E'#0, B =20,

E'lB'.

Uktadem takim moze by¢ na przyktad uktad K’ poruszajacy si¢ wzglgdem uktadu K z pred-
koscig

V=-c’E'7(E'xB).

}:>(E”:0/\EL:0)

}:E':VXB'

DOWOD
B=0

=(B,=0 A B,=0)
B=B,+B,
Bn =0 /

(= B, =0

Bu :Bu
B, =0
B'=B,+B = (B =B/, B'LV)
B' =0
B, =0

B, =—?(VxE')=c?(E'xV
BL:F[BL+CZ(VXE')]}:> L == (VHE) = EV)
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B' =B’

5 =B =c2(E'xV)
B, =c?(E'xV)
B =c?(E'xV)

E'xB’ =cE'x (E’ X V)
E'xB =c?[(EV)E -E"V]
! (E'1B, B'LV)= (E'LV)=(E'-V=0)
E'xB'=—c’E"’V
V=-c’E*(E'xB)

E' 1B’ ¢’B
=>V=-—,0,0
V:_CZE!—Z(E!XBV) E
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6 POLE LADUNKU PORUSZAJACEGO SIE RUCHEM JEDNOSTAJNYM PRO-
STOLINIOWYM

e Wektor nat¢zenia pola elektrycznego poruszajacego si¢ ladunku

y Uktad laboratoryjny K y' Uktad wihasny K’
vV r_ A(x,Y, z)

q e

>
/ / X
z z x -Vt

W chwili t = t'= 0 $rodki uktadow K i K’ pokrywaly sie. Punkt obserwacyjny A jest nieru-
chomy wzgledem uktadu K. Ladunek q spoczywa wzgledem uktadu K’, czyli porusza si¢
z predkoscia V wzgledem uktadu K. r i r’ sg promieniami wodzacymi poprowadzonymi od
fadunku do punktu obserwacji zmierzonymi (okreslonymi, badanymi) odpowiednio wzgle-
dem uktadow laboratoryjnego K i wlasnego K.

=<V

V =(v,0,0) r? = (x - Vt) +y* +2
r=(x-Vtli+yj+zk (x - Vt)’ =1’ cos’ o
X — Vt =rcosa 12 =r?cos’ o+ y* +2°
cos’a =1-sin’a s s
12 12 12 12 y +z° =1 sm-a
r=x +y tz 12 2 2 2 2
X'ZF(X—Vt) r°=r (X—Vt) +y +z" =
y =y =I’r’cos’ a+R*sin’ o =
S =7 :FZrz(cosza+F"2sin2(x):
t’:l"(t—Vc’zx) :Fzrz[l—sinz(x+(1—V2c"2)sin2(x]:
1 1221 202 ain?
F:(I—Vzc’2)7 Ir (1 V7c ™" sin 1oc)
E =(E/,E,E!) r' = Fr(l - V?c?sin’ oc)5
O r ,
dmer'’” 1’ r'3:F3r3(1—Vzc‘zsin2a)2
: q X
Ev= Aner? 7
ne ' E _[ :ir(x—Vt)
o4 Y Y 4me 17
E yo 2
4rer r’ Ey:FE’y:ir};
g -_4d . .z 4re v
* dmer” v , q I'z
B'=(BL.B,.B,)=(0.0,0) | B TTE T
E=(E.E,.E,) po 4 Hx-Vtli+yj+zk] _ q Ir
E =F', ane r’ ane 1"3r3(1—Vzc*2 sinza)%
E,~T(E,+VB)) —
E,=T(E,-VB,) g-4.*r. 1=Ver
ane t (l—Vzc'zsinzoc)E
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e Skladowe rownolegla i prostopadla wektora natezenia pola elektrycznego poruszaja-
cego si¢ ladunku

2 =2
go_d Ls 1-V-c i
4ne 1 (l—Vzc'2 sin? oc)2
r = const

et dmer’ C

a=" B =—9 (—vie?)r-—9 “

2 Aner? 4mer’
EL 2 .-2\)5 3
—={1-Vi¢c7)2=T
5= (-vie?)

E,
e Pole magnetyczne poruszajacego si¢ ladunku
B'=(B/,B/,B.)=(0,0,0) B, =0=c?(VxE),
V =(V,0,0)=Vi B,=-TVc’E, =—V,E, =c*(VxE),
‘B’ =V B, =TVcE, =¢V,E, =c*(VxE),
B, =I(B, - Ve ’E,) B=c?(VxE)
B, =T(B, + Vc°E!)
q r 1-V3ic™ 5 S
E = = S q c (1 -V-c )
BYNRURE B= : (Vv
4me 1 (1 —~V?c¢sin’ OL) dmer’ (1—V2C72 sin? a)’z (Vxr)

Wyobrazmy sobie kule otaczajaca poruszajacy si¢ tadunek o srodku w punkcie zajmowanym
przez tadunek. Najwigksza warto§¢ B (przy ustalonym r) pojawia si¢ na przekroju tej kuli
prostopadtym do V (osi x), lezacym w plaszczyznie rownoleglej do ptaszczyzny (y, z) i prze-
chodzacym przez tadunek.
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e Prawo Biota-Savarta

Zalozenia: E- q r
Vie? <<l 4ng, 1’
Osrodkiem jest proznia:
8r:1’ Mr:1’8:807 M:MO’
5 B= qu} (Vxr) | Prawo Biota-Savarta
c =g, 4mr
r =

promien wodzacy poprowadzony od poruszajgcego si¢ tadunku do punktu obserwacji
zmierzony wzgledem uktadu laboratoryjnego K

7 WZAJEMNE ODDZIALYWANIE DWOCH PORUSZAJACYCH SIE LADUNKOW

Uktad laboratoryjny K Uktad wtasny K’

:\
=<V

Iy
Q

oA 4

e Rozpatrzmy dwa tadunki q; i g, odlegle od siebie o r, poruszajace si¢ wzgledem uktadu

laboratoryjnego kazdy z predkoscig V. Ladunek g, umiescimy w $rodku uktadu K'. Wzgledem
uktadu K’ oba tadunki spoczywaja. W uktadzie laboratoryjnym tadunek q;, znajdujac si¢ w polu
elektrycznym 1 magnetycznym tadunku q,, doznaje dziatania sity Lorentza F;;.

F, =q,(1- V) E, +q,(1- V)] (VxB,)

2 -2 -2 2 2
- q23 1-V-<c r, B, - q23 c (I—Vc )3(V><1')
4ner (I—Vzc*2 sinzoc)2 4mer (I—Vzc*2 sin’ oa)2

Vx(Vxr)=(V-r)V-V?r=(Vrcosa V-V’r

F, = 9.9, (I_VZC_Z)E : {(1 _Vzc‘2)£+ (Vc‘zcosa)V}

4ner’ (1 — V¢ sin’a r
Dlakata o =47

9, r
F. =2 ~
1 4mer? r
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8 ROWNANIA MATERIALOWE DLA PORUSZAJACYCH SIE OSRODKOW

e Rownania materialowe dla poruszajacych si¢ oSrodkow, rownania Minkowskiego

Uktad laboratoryjny K Uktad K'stowarzyszony z o$rodkiem
Ay
- V = (V,0,0)

K K'

z/ z'

Jednorodny izotropowy osrodek spoczywa wzgledem uktadu K', poruszajac si¢ z predkos-
cig V wzgledem uktadu K.

=\ 4
o /

W uktadzie K’ D, =¢E,

D' =¢E’

B’ =pH’ D, =¢E,

j’ — }\‘E!

E, =E, D, =ck,

E =T[E, +(VxB)] D, +c2(VxH)|=elE, +(VxB)]
B, =B, )
B’l:F[Bl—c'z(VxE)] D, =¢E, +&(VxB)-c?(VxH)
i =D, _2 B, =pHj

D, =T[D, +c(VxH)|

H; =H, B, =uH,

H' =T[H, -(VxD)]

A=A, +A, B, =pH,

F[BL_ c” (V x E)]ZHF[HL - (V X D)]

B, =uH, —u(VxD)+c?(VxE)

W ukladzie K

D=¢cE+&(VxB)-c?(VxH) Roéwnania
B=puH-pu(VxD)+c?(VxE) | Minkowskiego
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Rownania materialowe Minkowskiego w czterowymiarowej postaci tensorowej

W uktadzie laboratoryjnym K:
D=¢E+&(VxB)-c(VxH)
B=uH-pu(VxD)+c?(VXE)

W ukladzie stowarzyszonym z
osrodkiem, czyli w uktadzie K"
D' =¢F/

B'=uH’
Czterowektor predkosci osrodka
wzgledem uktadu K:
V=V, 9,.9,.9,)-
= (rv,,Tv,,I'V,,Tic)=
=(I'V,0,0,Tic)
Czterowektor predkosci osrodka
Wzgle;dem uktadu K":
V=V, V1V, V )=
-(rv; ,FVY,FVZ,FIC) -
=(0,0,0,ic)
0 H, -H, -icD,
H, 0 H, -icD
Hop = H, -H, 0 —icDZ
icD, icD, icD, 0
0 cB, -cB, -iE|
-cB, 0 cB, -iE,
“~| ¢B, -cB, 0 -iE,
iE, iE, iE, 0
0 iE, -iE, -cB,
iE, 0 iE, -cB,
Eop = iE, -iE, 0 -cB,
cB, ¢B, ¢B, 0
0 icD, -icD, -H,
-icD, 0 icD, -H,
Doy = icD, -icD, 0 -H,
H H H 0

Roéwnanie

D+c?(VxH)=¢E+¢g(VxB)

rozpiszemy dla sktadowej x.

D, +c?(VxH), =¢E +&(VxB),

D, +c>(V,H,-V,H, )=¢E +¢V,B,-V,B,)
1H,V,~1H V, -iD,ic=(cB,V, —cB,V, ~iE ic)
0I'Vy +1H,I'V, - 1H 'V, -iD Tic=
—¢(0rv, +¢B,I'V, -¢B,I'V, - iE Tic)

%( Hllvl + H12\~/2 + H13\73 + H14\74 ):
—¢(E,V, +F,V, +F,V, +F,V,)

Ogodlnie:

ii 24: a=1,234)

o

Roéwnanie

B-c?(VxE)=pH-p(VxD)

rozpiszemy réwniez dla sktadowej x.

B, —¢?(VxE), =uH, —u(VxD),

B, -¢*(V,E,~V,E,)=uH, —p(V,D,-V,D,)
0LV, —iE,T'V, +iE 'V, +cB,Tic =

= cu(ic0rV, —icD,T'V, +icD,T'V, + H,Tic)
i0I'V, +iE,['V, —iE 'V, —cB,Tic =

= cp(icOrV, +icD,T'V, —icD,T'V, - H, Tic)
E Vi+E,V,+E,;V, +E,,V, =

= CH(DnVl +D,V, + D3V + D14V4)

Ogodlnie:

4 - 4 N
ZE“BV[} = CMzDaBVﬁ s ((X = 172:3:4)
p=1 B=1

Ostatnie rownanie zapisywane jest takze przy pomo-

cy tensorow F o i H g

)

E.V,+E,V, +E.V, = u(H V,+H,V, +H,.V,
F,V, +F,V, +F,V, =cp(H,,V, + H,V, +H,,V,)
FoV, +F, Y, + BV, =cu(H,,V, +H,,V, +H,,V, )
F),V, +F, Y, + F,V, = cn(H,,V, + H, Y, + H,V,)
Ogolme

F,V, +F V. +FE ¥V, =cu(H, V, +H, V. +H_V,

T,v,6=432=341=421=23,1
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9 PRAWO OHMA DLA PORUSZAJACYCH SIE OSRODKOW

e Prawo Ohma dla poruszajacych sie osSrodkow

J= (31325334) Niech w uktadzie stowarzyszonym K’ ptynie prad przewodnictwa
~ N o gestosci j' spetniajacej prawo Ohma.

5, =13 -iveT,) PR

=1 i =A\E j, =AE] Prawo Ohma

I =T =2,

I, = F(I{ +iveT) ) V' =(0,0,0,ic)

B (£ K = (003037 = G ,.5.0)
E/ =E,

E, -T(E,-VB,)
E, =T(E,+VB,)

W uktadzie laboratoryjnym K :
=(T'v,0,0,T’ic)

= (lezjwi): (jxajy,jzaiCP)

i =T(J7=ive'T,)=Tj, =IAE, =B,
,=i,=j, =2E, =AT(E, - VB,)

i,=j, =2, =2r(E, + VB,)

,=icp= F(I{ + ch'II'): Tivej, =
=TiVc 'AE, =Tic"'AE,V =Tic 'AE-V

SR ST

(VxB)-V=0

—
Il

L=
I

—
Il

i= FX[E + (V X B)] Prawo Ohma

j*V=TAE+(VxB)-V=TAE-V+(VxB)-V]|=TAE-V

74 =ic'j-V Czwarta sktadowa czterowektora gestosci pradu

¢ Rozniczkowe (lokalne) prawo Ohma w czterowymiarowej postaci tensorowej

Rownanie

j=TAE+(VxB)]

rozpiszemy dla sktadowej x.
i,=TAE_+TA(V,B,~VB,)
j,;=2c"(cB,T'V, —cB,T'V, —iE Tic)
J =i (FIZ\NIZ +E,V, + F14\N/4)
Ogodlnie:

J, =" E,V, (¢=1,234) | PrawoOhma
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1 O WARUNKI GRANICZNE DLA PORUSZAJACYCH SIE OSRODKOW

e Przypadek granicy oSrodkow prostopadlej do predkosci

Uktad laboratoryjny K

K y

BIZn = B;n
By =E;

D'2n = D;n
Hy =H,,

Dla osrodka spoczywaja-
cego wzgledem uktadu K"

granica o$rodkow

Uktad stowarzyszony K' -
A !
y 1 ~—>n=(10,0)
>
1 x'

V = predkos¢ granicy osrodkow wzgledem uktadu K

B), =B,
B’zu = B;u
Bzu = B1||

=B

n 1n

'

E2t_Elt
"t

EZJ__EU_

F[Eu + (V xBy, )] = F[Eu + (V X Bu)]

Eu _Eu

= (VXBu)_

(VxB,,)

E, -E, :VX(Blt _th)

lub

n><(E2t —Elt)=11><[V><(B1t _th)]:
:n-(Blt -B,, )V—(H'V)(Bn —th): (n'V)(th _Blt)

D), =Dj,
Drzu = D;u
Dzu = D1||

=D

n In

D,

H’2t = H;t

H’u = H;L
F[Hu
HZJ_ - Hu

_(VXDZJ_)]: F[H1
:(VXDzL)_(VXDu)

L _(VXDu)]

H2t - Hlt =Vx (DZt

_Dlt)

lub

“X(Hzt Hlt) nx[Vx( o VI )]

=n- (D2t Dlt )V _(n
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e Przypadek ogolny

Uktad laboratoryjny K

y

Al
K '

b V = (V,0,0)

Uktad stowarzyszony K’

4

granica osrodkow

n = jednostkowy wektor (wersor) normalny do powierzchni granicznej
V = predkos¢ granicy osrodkow wzgledem uktadu K
nV = rzut predkosci V na kierunek n

= sktadowa predkosci V prostopadia do powierzchni granicznej

Dla osrodka spoczywaja- B, =B,
cego wzgledem uktadu K" n-B, =n-B/,
B, =B, nPy=nB
B -2V, o [, (v )
D, =D/ n-B,-c”’n-(VxE,)=n-B, —c’n-(VxE,)
H;t:H;t n'BZ:n.Bl+C_2[n.(VXE2)_n'(VXEl)]
: : n-B,=n-B, +c?[-(nxE,)-V+(nxE,) V]
nxE=nx(E +E )=nxE, 0B =n-B —c2V.[axE. )= (axE
an:nX(Hn+Ht):ant 2 1 [( 2) ( 1)]
n.B:n.(BnJr_Bt):n.Bn “'Bz:n'Bl_CJV'[nX(Ez_El)]
n-D=n-(D,+D,)=n-D, n-B,=n-B, —c?(Vxn)(E,-E,)
| el bredkodei n'(an_Bln):_c_zv'[nX(Ezt_Elt)]
Dl malych pediosel, T=1: 1| (g, ~B,,) == *(vcn)-(E,, -,
B'=B-c?(VxE)
D' =D+c?(VxH)
H' =H-(VxD)
PRZYKEADY
n =(1,0,0) n =(0,1,0) n =(0,0,1)
V =(v,0,0) V =(v,0,0) V =(V,0,0)
Vxn=0 Vxn=(0,0,V) Vxn =(0,-V,0)
V.n=V V:n=0 V-n-=
B, =B, B,, =B,, —¢”V(E,, ~E,) B,, =B, +¢>V(E,, -E,, )
B, =B
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Dla os$rodka spoczywajacego
wzgledem uktadu K"

B), =Bi,
E% =E|

D}, =D,
H'2t = H;t

n><E=n><(En+Et)=n><Et

n><H=n><(Hn +Ht)=n><Ht

n-B=n-(B,+B,)=n-B,
n-D=n-(D,+D,)=n-D,

Dla matych predkosci, I'=1:
E' =E+(VxB)
B'=B-c?*(VxE)
D'=D+c*(VxH)

H =H-(VxD)

E), =E|,

nxE) =nxEj

nxE, =nxE]

nx[E, +(VxB,)|=nx[E, +(VxB,)|
n><E2+n><(V><B2):n><E1+n><(V><B1)
(nxE,)—(nxE,)=nx(VxB,)-nx(VxB,)
n><(E2 —El‘):
=(n-B,)V-(n-V)B,—(n-B,)V+(n-V)B, =
:V(n'Bl _n'B2)+(n'V)(B2_B1)

nx(E,-E,)=V[n-(B,-B,)]+(n-V)B,-B,)
nx(E, -E,)=V[n-(B, -B,,)]+ (- VB, -B,)

PRZYKLADY

n = (1,0,0)
=(v,0,0)
Vxn=0
V:-n=V

D, =D

n In

=(0,1,0)
V =(v,0,0)
Vxn=(0,0,V)
V:n=0

=(0,0,1)
V =(v,0,0)
Vxn =(0,-V,0)
V:n=0

r '
D2n_D1n

! !
n-D, =n-D,
n-D), =n-Dj;

n:[D, +c?(VxH,)|=n-[D, +c2(V=H,)]
n-D,+c”’n-(VxH,)=n-D,+c’n-(VxH,)
n-D,=n-D, +c’[n-(VxH,)-n-(VxH,)|
n-D,=n-D, +c?[(nxH,)- V-(nxH,) V]
n-D,=n-D, +c?V-[(nxH,)-(nxH,)

Dl) ZV'[nX(Hz_Hl)]
-D,)=c¢?(Vxn)-(H,-H,)

1
DZn - Dl
2n _Dl

n) CizV'[nX(Hzt_Hn)]
) C_Z(Vxn)(Hzt Hlt)

n

nx[Hz_(VXDz)]:nX[Hl _(VXDI)]

nx H, —n><(V><D2)=n><H1 —nx(VxDl)

nxH, -nxH, =nx(VxD,)-nx(VxD,)

nx(H,-H,)=(n-D,)V-(n-V)D, -
—(n-D,)V+(n-V)D,

nx(H,-H,)=V(@-D,-n-D,)-(n-V)D, -D,)

nx(H, -H,)=[n-(D, )] ~(n-V)D,-D,)
nx(H, -H,)=[n-(D,, -D,, )IV-(n-V)D, -D,)
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1 1 TENSOR PEDU-ENERGII POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO

e Tensor pedu-energii pola elektromagnetycznego w prozni

Opierajac si¢ na rownaniach bilansu pedu i energii pola elektromagnetycznego, skonstru-
ujemy tensor pgdu-energii i czterowektor gestosci sity w prozni oraz znajdziemy zwigzek mig-
dzy nimi.

f=pE+jxB f= le[T ]__
TY —¢ E,E, +u H,H, - 15, (¢, B> +p H?) i E = _divp %
g=DxB=¢ u ExH=c’ExH=c"P .
3
f :z%_%, ( :1’2’3)
P=ExH=c’g o Oxp Ot
Lo = O0P ow
w=1(E-D+B-H)=1(g E* +p H?) J'E__BZIQ_E
f =pE, +(jxB),, (a=12,3) s
fa_z%_a(léga) ( 1 23)
S o OXg alict)
ga :(DXB)(X =C (EXH)OL’ (a:1’2’3) 3
i F=—d z aPﬁ iic ow
I E=ETC T T
= (ExH), (3=123) o
M .
T, =—icg,, (a=123) £ = i Oy , 5(—%‘:&1), (@=1,2,3)
o OX, aict)
x, =ict i E:ia( %Pﬁ)Jr ow
' o OXg alict)
f, :%JE
T, =—1P, (B=1,23) f—i—a‘%ﬁn (@=1,2,3)
4B TP B_aa a_ﬁ:laxﬁ 8X4 9%y
T44 =W f4 = i 6T4ﬁ 8T44
o OXy  0X,
f :(flafzaf3af4)
f :i T (w=1,2,3,4)
Tensor pedu-energii: boE ok, g
lub
T} T Ty —icg
B e F=div[T,]
- Tzl\l/[ Tzl\; T;\; —lcg, N
—ip —ip, —ip, w W prozni czterowektor gestosci sity f
ol ¢ ¢ jest czterowymiarowa dywergencja
tensora pgdu-energii [ T,
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40T
fu:zg‘”, (n=1,234)

v=1 v

Trzy pierwsze sktadowe czterowektora gestosci sity stanowig réwnania bilansu gestosci
pedu pola elektromagnetycznego. Czwarta sktadowa czterowektora gestosci sity stanowi row-
nanie bilansu ggstosci energii pola elektromagnetycznego.

e  Wilasnosci tensora pedu-energii w prozni

Tll\l/l Tll\z/l Tll\s/l —lcg,
T;; T, T;; —i1cg,
P =P <P w

w=1(E-D+B-H)=1(g,E* +p H)

g = (DXB)k = SOHO(EX H)k = Ciz(EX H)k =c”P,, (k = 1,2,3)
P, =(ExH), =c’g, (k=1,2,3)

T = E,B, +pu H H, - 18, (6, B> +u,H?) , (a,p=12,3)
T =Tp ., (0,p=123)

WEASNOSC 1

Tensor [Tw] Jest w prozni tensorem symetrycznym, T, =T, .

DOWOD

Zawsze T, =Ty . Dlaprozi (e=¢,, p=p,, & =1, p, =1 n=1)

g=DxB=¢g pu ExH=c’ExH=c?P, g, =i2Pk, (k=1,2,3),
C

copowoduje,ze T, =T,, T, =T,, T, =T,;.

WLASNOSC 2
Slad tensora [Taﬁ] jestrowny zeru: T, +T, +T;; +T,, =0.

DOWOD

T,+T,+T;+T,=0

T +Ty + T+ T, =

= g,E? +u H? —L(e,E? +u, H? )+ &,E> + pu H2 —L(e,E? + u H? )+
+&,E2 +u H? —L(e B +p H? )+ (e E> +p H?) =

—g,(E? +E2 +E2)+p, (H? +H2 + H?)—g B> —p H? =

=g BE’+pu H —¢ E*—p H* =0
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e Transformacja Lorentza wybranych skladowych tensora pedu-energii w prézni

T, =—ic"'P, = —icg, =T, T/, = —icg, =2[T,, + B’T,, +iB(T,, - T, )| =
T, =—ic"'P/ = —icg =T, = —ic[? [gl(l +Vic? )— Ve (T, - T, )]
T, =—ic"'P, = -icg, =T,
/ s —lpr : ' /
Ty = e Py =-cg; = T, T, = —icg; =I"" [T41 +B°T,, + iB(T44 =Ty )]:

Ty =—ic”'Py = —icg, =T, — —iel?[g, (1+ V2 )= Ve X (T, - T,, )]

r s -lpr ro_ T
Ty =—ic Py =—icg; =T,

T, +T, =-icg, —icg, = g =T[g,(1+V?c?)- Ve (T, - T,)]

=-2icg,

T}, = —icg), = [(T,, —iBT,, )= -icI (g, + Ve T, )

Tll\l/[ Tll\z/[ Tll\;[ - icgl TA;Z = —ng'Z = F(T42 - iBle ) = _icr‘(gz + Vc—lez)

| T Ty Ty —ieg, o, =T(g, + Ve™T,)
T, Ty Ty —icg,
—ip -iP, —iP; w T}, = —icg}, = T(T,, —iBT,, ) = —icT (g, + Ve °T,, )
T,=T, (nv=1234) T}, = —icg}, = (T, —iBT, )= —icl (g, + Ve T,

T, =TV =¢E,E, +uH H, -8,w | | g} =T(g, + Ve T,,)
(o,p=1,2,3)

T,=w'= Fz[T44 _B2T11 _iB(TM +T41)]:
=T?(w - V27T, +2Vg,)

W/ =T (w - V2T, + 2V, )
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e Rownanie laczace czterowektor gestosci sily, czterowektor gestosci pradu i jeden
Z tensorow pola elektromagnetycznego

Czterowektor gestosci sity:

~

f=(f,f,,f,.f,)

fl—fX:pEX+(J>< ) :pEX+p(v><B)X:pEX+p(VyB VB) fL
f, =f, =pE, +(jxB), =pE, +p(vxB), =pE, +p(v,B, —v,B,)=f’
f, =1, =pEZ+(] ) =pE, +p(v><B) =pE, +p(V B, -v,B ) f)
f4: (J E):c( ) (pV E, +pv,E +pVZEZ)

L (fL,£5, £ )= pE pE+p(V><B)

Czterowektor gestosci pradu:

T=(3,0,,3,.3,)= (i, dnsicp)= (pv,.pv,.pv,.icp)
i=(icdyedn)=pvespv,.pv,)=pv. i, =pv,, i, =pv,, j, =pv,

Tensor pola elektromagnetycznego:

0 cB —-cB. —-iE

z y X
[F ] —CBZ 0 CBX —iEy
@il eB, -cB, 0 —iE,
iE, iE, iE, 0

Czterowektor gestosci sity f= (fl,fz,f3,f4) przedstawimy w postaci wygodnej do dalszej
obrobki.

fi=¢10+pv, -cB, +pv, -(—)cBy +icp-(—)iEx]

f,=L|pv, -(~)cB, +0+pv, -cB, +icp-(—)iEy]

[
[ov

f3=%[p -cB, +pv, -(—)CB +0+icp- - iEZ]
[ov,

f, =1(J,F, +J,F, +J,F, +J,E,)
f, =1(J,F, +J,F, +I,F, +J,E,)
f, =L1(J,F, +J,F, +J,E, +J,E,)
f4 %(JF41+JF42+JF43+JF44)

Przy pomocy tego réwnania wyrazimy skladowe

4
— 1 —
fo =3 BZ_;J pFop > (a - 1’2’3’4) tensora T, przez skladowe tensorow F i H
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Skladowe tensora pedu-energii wyrazone przez skladowe tensoréw F,, 1 Hy,

0 cB, -cB, -iE, 0 H, -H, -icD,
[F ]: —CBZ 0 CBX _%Ey ’ [ ]: —HZ 0 HX —%CDy
op ¢cB, -cB, 0 -iE, by H, -H, 0 -icD,
iE, iE, iE, 0 icD, icD, icD, 0
4, OH,, L~
D =7, f,=1> F,J,
v=1 8XV [}:1
_ 4 4 aH
2 I I
B __HVB p=1 v=1 axv
4 4 6H
f, =1 F,—
OF, ¢ ;Z P ox

4 4
— H va B=1 v=1 v v
43 OF 44 OF OF,
- H b __1 H “® L H Po 1
6FQB +6FBV 8Fva 0 ;; Bv 6xv 2;;( Bv P ] vB axvj
ox, 0x, 0Xg 4 4 oF OF
l =—32 2 Hp ==+ Hy, 8;]—
B=1 v=1 v B
F,, | R, ), .
T Shy OF
aXv OX an [ 1 ap va |
B ;;ZHﬁv[aXV axﬁj
D=¢E 4 4 OF 4 4 OF
o — lH Bv — 1 F Bv —
D1 :goEl ;;2 Bv ax(x ;;2080 Bv 8Xa
D2:80E2 _4 418 _4 418
D, =¢.E, = ;;4 axa(FBVCSOFBV)_ﬁZ;VZ;“ 6Xa(FBVHBV)
B=p H _14 41 L4 41
BIZMOHI fu B Cﬁz;; aXv (F‘*BHBV)+4C ﬁz:‘; an(FﬁVHﬁV)
B,=u,H, i (& P 4 4
f,=t>» — ) F,H =08, — F_H
]33 M0H3 o cgax\, (; of Bv]+4c Sow aXV (51 o sn snj
£ 0T f ia(liFH L5 iiFHj
= — 1 +-L
f(l:z::‘ 6X(xv o - aXV c = af By 4c Y av o ot snsn
4 4 1 - L
T =+>»F_ H L3 F_H.
tzleansn — av c; af Bv+4c uv;; sn+ s
s=1 n=1
:%(}’lo}l2 _SoEz)
4 s
HaB = CSOFOLB T(xv zso;FaBFﬁv +%6avgozﬂ§an
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e Macierz pedu-energii pola elektromagnetycznego w oSrodku

Zaczniemy od problemow zwigzanych z konstrukcjg tensora pgdu-energii po za préznig
w osrodku materialnym w oparciu o rownania bilansu pedu i energii pola elektromagnetycz-
nego.

f=pE+jxB-1E’grad e —1 H’grad g Y
Mp I g 2 % “2 f:dlv[TaB]——
T = 6B, E, +uH, H, 15, (¢E> + pH?)
oW
g=DxB=¢uExH=¢ p e ExH= h——leP—E
2 2
- L ExH="_P o
C C
L e 2 ag“ (@=1,2,3)
P EXH:—g:—zg 8Xﬁ
ewn 3.0P  ow
h—JE+1E288 lea“ =
ot ot

—1(E-D+B-H)=1(sB* +uH?)

5 0Ty _ dlicg,)
) Ot ou L= e (@=1.2.3)
f, =pE, +(J><B)OL —%EZ o _%HZ . = afﬁ 6(1Ct)
a=123 %h:_%Zaﬁ_%%a_W
g, = (DxB)a, (oc = 1,2,3) pr OX ot
P, =(ExH),, (B=12.3) R
T .
T, =-icg,, (=123 f = 28 w ?Cg“), (00 =1,2,3)
. o OXg aict)
x, =1ct X a(—iP) .
; s Ot 0 ip= c B
f4=%h=%(J-E+%EZE+%H25“j= ‘ BZ; ox,  olict)
. .. 0g O
=ij E+1B*ii 2 I|2ii2" 3 oM
c-] 2 Clat 2 018t fa_zaq[} 6T ( _123)
_ii.E 1E2 os 12 a].l _ B=1 ax[} 4
AT ) T et 3Ty | T,
=
4 4 P
Ty =—tP, (B=123) £=3"2 (1=12,34)
T44 =W v=l XV
T =(f,f,,f,.1,) lub
Tll\l/[ Tll\z/[ T11\34 —icg, f= diV[ Tuv]
M M M :
[T ]: T, T, T,; —icg,
" T} T, T, —icg, Czterowektor gestosci sity f jest cztero-
-iP 1P, —IP, w wymiarowg dywergencja z macierzy [THV] .

Szkoda tylko, ze macierz ta nie jest tensorem.

Co mozna wykaza¢, transformujac na przyktad elementy T,, 1 T,, tej macierzy. Otrzymujemy
dwa rownania: g’ = F(g2 +Vc’2T21) oraz g’ = F(g2 +Vn2c’2T12), ktore dla n>1 nie moga
by¢ jednocze$nie prawdziwe (le =T, )
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e Problemy zwiazane z konstrukcja tensora pedu-energii w oSrodku
Po prostych przeksztalceniach bez zadnych dodatkowych zalozen réwnanie bilansu
energii przepiszemy do innej postaci.

OV _ _givp—jE-L1E2 2 _1p2 Ok
ot ot ot
2 2
o(n w):n26W+W8n _a0w o on
ot ot ot ot ot

div(nzP) =n’divP +P- grad( n’ ) =n’divP +2nP - gradn

2
M = —diV(nZP)+ 2nP - gradn + 2w n%—nzj-E —1n’E’ a—i—lnsz ou

ot 2 ot

Ostatnie rdwnanie, po zapisaniu go w bardziej zwartej formie, wykorzystamy w dalszych roz-
wazaniach.

2
n’j-E +%n2E2%+in2H2%—2nP -gradn —2w n@ = —M—div(nzP)

2 ot ot ot

df
q:nzj-EJr%anz%+%n2H26—“—2nP-gradn—2w na—n
ot ot ot

q:—a(lé—ztw)—div(nzP) n’ =g,
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e Tensor pedu-energii pola elektromagnetycznego w osrodku
Opierajac si¢ na rOwnaniach bilansu pedu 1 energii pola elektromagnetycznego w osrodku
skonstruujemy tensor pedu-energii i czterowektor gestosci sity.

f=pE+jxB-1E’grade—1H’grad p f :diV[TM] _og
T =¢E,E, +puH H, - 138, (¢E> +uH?) t
g=DxB=¢guExH=¢ p ¢ pnExH= q:—div(nzP)—a(na—tw)
—ﬁExH—ﬁP
B c? B c? 3 0TM 0
PLExH=Lg=S ¢ f“:sz‘ . Sta’( =123)
= =—g=— -1 O
en” n’ 3 0n’P,) oln?
q:nzj-EJrlanz@Jrlnsza—“— q:_z (8x ﬁ)_ (atW)
? ot ot Pt T
0
_2nP.gradn—2nwan ] :ZS:aTig _a(icga) ( _123)
:%(E'DJFB'H):%(SEZ +MH2) bt OXp ( 26(3‘3'[) ( )
B ) g2 08 du N :_l3anPg i eon’w
f(x _pEa +(JXB)0L ZE aXa 2H aXa Cq C; axﬁ ¢ ic at
a=123
_ _ 5 oTM .
gu (DXB)OL’ (0(‘ 1’2’3) fa zza ap +a( %Cga), ((1:1,2,3)
P, =(ExH),, (B=123) = o0x, alict)
T,, =—icg,, (a=12)3) Lq:ia(_éHZPﬁL a(nzw)
x, =ict o ox, dict)
f4 = q
T4ﬁ 2P[3’ (B_l 2 3) fa — iaTé\g aTOL ( _1 2 3)
T,, =n’w 1 Oy 0x,
3 3 0T
f= ( fff) f4:zax4l3 863;44
T\ TS Ty -icg, e )
T, T, Ty  -icg
T — 21 22 23 2 4 aTV
R B S I B B | PR UM PER
-in’P, -in’P, -in’P, n’w lub Y
n’=¢ e, =, ep=—, n=S
r!"lr b o“’o C2 s "’l VZ b v «F _ le[ Tuv]

Czterowektor gestosci sity f jest cztero-wymiarowg dywergencja tensora pedu-energii

[T.].
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e  Wiasnosci tensora pedu-energii w oSrodku

Tll\l/l Tll\z/[ Tlhs/l —icg,
T;; T, T; —1Cg;
—in’P, -in’P, —in’P, n’w

w=21(E-D+B-H)=1(¢E” +uH?)

2
gOt :(DXB)(X :SH(EXH)Q :n_z(EXH)(x’ (a:1’2’3)
C

P =(ExH),, (a=123)

T,, =T =¢B B, +puH H, 18, (eE> +uH? )= ¢E E, +pH H, -8, w, (a,p=123)

T =Ty, (a,p=123)
T +Ty + Ty =—w

WLASNOSC 1
Tensor pgdu-energii [TW] w osrodku jest tensorem symetrycznym, T,, =T, .
DOWOD

M _ 1M
T =T,

Boc > (oc,B = 1,2,3) oraz T, =—icg, = —ic’lnzPK =T,., (K = 1,2,3,4).

WLASNOSC 2
Slad tensora pedu-energii [THV] w osrodku jest rowny iloczynowi gestosci (objgtosciowej)
energii pola elektromagnetycznego przez réznice kwadratu wspodiczynnika zatamania osrodka
1 jedynki.

T, + Ty, + Ty, + T, = w(n® 1)

DOWOD
T, + Ty +Tpy + Ty = TN + TN + T +T,, =—w + wn’ = w(n® —1).

WNIOSEK

Gestos¢ (objetosciowa) energii pola elektromagnetycznego przemnozona przez réznice kwa-
dratu wspotczynnika zalamania o$rodka i jedynki jest niezmiennikiem transformacji Lo-
rentza.
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¢ Transformacja Lorentza wybranych skladowych tensora pedu-energii w osrodku

?4 i:ii‘;il T/, =—icg| =I*[ T, + BT, +iB(T,, - T,,)]=
Tj: =—icgj = —icrz[gl(1+Vzc_2)—Vc"2(T44 _Tu)]
T, =n’w
Tuv :Tvu ' 2 2 .2 -2
=I 1+Vic”) -V (T, -T
T, =¢E,Eg+puH Hy—6,,w & [gl( ) ( H “)]
(o, p=12.3)
w 2%(8}32 +],LH2) T, =—icg) = r(T24 _iBTZI): _icr(gz +VC_2T21)
2
g.= 5 (ExH),
v 1 g, =T(g, +Ve™T,,)
B=—=Vc
o (¢
r——L —(-vie?)e Ti, = —icg} = T(T,, —iBT,, ) = —icT( g, + Ve T, )
= ===V 1 = —icg) =Ty, —iBT;, )= —icl'( g, + Ve Ty,
1-B

gy = 1H(g3 + V072T31)

T, =n""w'= 1—‘Z[T44 -B°T, _iB(Tm +T41)]:
=?[n’w - V2T, +2Vg, |

n"w'=T2[n’w - V2T, +2Vg, |
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e Czterowektor gestosci sily w oSrodku

f- (fl’ f,, f3,f4)

Ot ou . Ot o
f=f =f" —%EZ&—%HZ&:pEX +(jxB), —%EZ&—%Hzgz
=pEx+p(V><B)x—%E2@—%H2%

10> 0x
f, :fy:f;—%Ezﬁ—gHZQ:pEy+(ij)y—%E2@—%H2@:
oy y ay y
Oe ou
2 2
:pEy+p(va)y—%E g—%H 5
Ot ou . Oe ou
f,=f =f —1E>~—-1H’——=pE, +(jxB), -1E’ = -1H’—=
3 z z 2 az 2 az p b4 (J )Z 2 az 2 az
= PE, +p(vxB), ~1E* L 1 M
0z 0z

f, :%j.E_F%EZ@_}_%HZa_H:%j.E_%Ezﬁ_%Hzﬂ

ot ot 0x, 0x,
f* =pE+(jxB)=pE +p(vxB)
Czterowektor gestosci sity f= (fl,fz,f3,f4) przedstawimy w postaci wygodnej do dalszej

obrobki.

t O ou
f,=1>JF,—1E"—-1H ——
(&3 C; B aP 2 ax 2 8X

o o

T=(3,0,,9,.3,)=(ivdysdnsicp)= (pv,.pv,.pv,.icp)
j=(jx,jy,jz)z(pVX,pVy,pVZ)IpV, jx =pvy jy =pvy, jz =pv,

0 0
f] 2%(J1F“+J2F12+J3F13+J4F14)—%E2 © _%Hz b
0X, 0X,

%(O +pv,cB, —pv,cB, —icpiE, )—%E2 %—%Hz % =

0 0
p(v,B, -v,B, )+pE, —1E* & 12 E

8x ax
os 8!_1
=p(vxB) +pE. —1E*—=—-1H*-Z
p(vxB), +pE, —4E* = —1H* -
f, =
f, =
os au
f4:%(J1F41+J2F42+J3F43+J3F44)_%E26__%H2_:
X, ox,,
1 . . . ) |2 68 . : au
X4 8X4

Oe 0 e Ok 0
3H R = (I B)- 4R S H

=ip(v-E)-$E’
2T oox, 0x, 0X, 0x,
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12 CZESTOTLIWOSC 1 KIERUNEK ROZCHODZENIA SIE PLASKIEJ FALI

ELEKTROMAGNETYCZNEJ WZGLEDEM ROZNYCH OBSERWATOROW INER-
CJALNYCH

e Faza fali jako niezmiennik
Faze fali ® mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu skalarnego czterowektora falowego Kk
1 czterowektora potozenia R.
®=k-R
k=(kjioc™") = (k,,k,,ky,ioc™), k=wc'n

l3~l=(r,ict)=(xl,x2,x3,ict), r:(xl,xz,x3)

® =k -r-ot=kx, +k,x, +k;x; —ot

Faza fali jest niezmiennikiem przeksztatcen Lorentza, poniewaz jest iloczynem skalarnym
dwoch czterowektorow.

k = wektor falowy
n = wersor kierunku i zwrotu rozchodzenia si¢ fali

e [Efekt Dopplera

Niech w uktadzie K bardzo daleko od jego poczatku spoczywa zrodio fal elektromagne-
tycznych o czgstotliwosci v, ktore w poczatku uktadu moga by¢ traktowane jako fale ptaskie.
Obserwator znajduje si¢ w spoczynku wzglgdem poruszajacego si¢ uktadu K'.

k; =r(k, +iBk,)
k;
[
k, =1(k, -iBk, )

Z ostatniego rOwnania otrzymujemy
iﬂ':r( 19—‘139111)

=k,
=k,

c c c
F:;, B:X, n, =cosp, o =2nv', o=2nv
1 v: ¢
CZ
)
vl 1-——coso
, c
V= -
%
c

¢ = kat zawarty miedzy promieniem wodzacym r taczacym zrodio §wiatla z obserwato-
rem a predkoscig V obserwatora wzgledem uktadu K

!

v' = czestotliwos¢ §wiatla mierzona przez obserwatora
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¢=0 Podluzny efekt Dopplera ¢=mn
Obserwator Obserwator
oddala si¢ od zbliza si¢ do
zrodla: \V4 zrodia:
v| 1-—cos@
, C
V= -
=
C
Poprzeczny efekt Dopplera: ¢ =1 n
, \Y
V= =
Y
C
e Aberracja
ki =r(k, +iBK,)
Ei :3coscp', El——COS(p, E4=i9, B:X’ o _ 1
c c ¢’ o T(1-Bcoso)
COSQ —— ctgo'= COS(p; CosQp ——
cos' = ¢ N ctgo' = < == —tg( ¢ —90 )
1—;coscp sin @ l—c—2
PRZYKLAD

Poruszajacy sie z predkoscig V teleskop wzgledem zrodia $wiatta docierajacego z zenitu
((p = 90°) nalezy odchyli¢ o kat o' =¢' —90°.

f———p ] /2
| /1 /I /’ /1
I //~| //‘I’ , /7
. o S0 o
! / 7 | / |
! / ! / I 7 |
| / ! / | ’ l
' ‘ ! r’ | r/ 1 rcosa’ = ct
1 4 | / | / 1
| / 1 / | / 1
! // ! / 1 ‘ 1
| /dv | // | // |
1 / ! / 1 ’ I
1 / ! ’ 1 / 1
1 L/ 1 S
V=0 V>0 a'=¢'-90 rsina’ = Vt, tga' = V/c

, 1
tga' =—
c V2
I-—
C
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DODATEK

W 2008 zamiescitem w internecie pierwotng wersje tej ksigzki. W lipcu 2010 dokonatem radykal-
nych zmian w sze$ciu rozdziatach wymienionych ponize;.

Mechanika relatywistyczna
11 Dynamika relatywistyczna

Pole elektromagnetyczne w osrodkach spoczywajacych

1 Réwnania pola elektromagnetycznego dla wektorow E, B, D, H — réwnania Maxwella
2 Réwnania materiatlowe

4 Roéwnania ruchu — sita Lorentza

5 Rownania bilansu

Pole elektromagnetyczne w osrodkach poruszajacych sie¢
7 Wzajemne oddzialywanie dwéch poruszajacych sie tadunkow

W Dodatku znajduja si¢ pierwotne wersje tych rozdziatow.
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

1 1 DYNAMIKA RELATYWISTYCZNA

e (Czterowymiarowe relatywistyczne rownania ruchu, sita Minkowskiego

dt=vy'dt

oL =
Il
—_
—_
) |
<
o
o
S}
~—
(S

<
I
<
<
Q

~ R R
I
£l
=
N’PU

p = myv
p=(p.p,.p,)

p=dp
dt

F_dp
dt
~ dp, d(mv d{ mv d
¢ o, _dmy,) _d(mv,)_ d(mp,)
dr dr dt dt
INT:(E,E,E,E) = sita Minkowskiego
= __d(myv,) __d(myv,)
F = = ~=7F
1= dt Y (dt ) Ty
- d d{ myv
=y (IEZVQL a0
~ d d
F3:Y (IthVS):,Y (IE’tYVZ):,YFZ
~ d . d
F oy (rzzw):w (Z?(C)
d(myv)

1y

dt

=S
I
TN
~<

dt a T de

e (Czwarta skladowa czterowektora silty Minkowskiego

v, YE +vv,YE, +yv,YE + icy1~74 =0

v*v-F+icyE, =0

iyc ' (F-v)

E =1yc ( ’
2
iycll%c)—iycl(F-v)

dlmye?)

dt

) (0o dlmme)) (s

(2=1,2,3,4)

d( myc)

dt

)

Relacja ta ma rewelacyjng interpretacje, wielko$¢

myc® =E jest catkowita energig ciata o masie m

poruszajacego si¢ z predkoscia v.

136/44



MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Trojwymiarowe relatywistyczne rownania ruchu Plancka

p =myv dp
1 F:E
(1 _v2.-2Y3
=0 )
F=—0—"""
dt
P L7 B P
dt

’ dt
g, g - dmm,)
Y e
F3 — FZ — d( mYVz)
dt
d ) dlmyv, ) d ]
F:(FI,FZ,F3):(FX,FY,FZ):( (va )’ (dt y), (IEZV )j

Przypomnijmy dla poréwnania czterowymiarowg posta¢ rGwnan ruchu.

~ dp (v = = = .
allv F= d—p = (F] ,FZ,F3,F4)= (ny,yFy,yFZ,lyc"lF . V)
a lv t
a=a+a, Relatywistyczng sile trojwymiarowa zapiszemy w postaci ulatwiajacej
dy =y’c v a, zbadanie pseudo-problemu dotyczacego zaleznosci masy od predkosci.
dt
a=a,+a, d( myv) dy dv 3
F= =mv—+my—=mvyc v-a,+myla,+a, )=
_ d_V at dt Y dt Y I Y( I J_)
dt =my’v’c’a, + mya, + mya, =my’a, ( vie? +y7? )+ mya, =
y= (1 v )’5 =my’a, + mya,
v(v-a,)=va, Relatywistyczna sita trojwymiarowa F
vty =1 F=my’a, +mya, i nierelatywistyczne przyspieszenie %

nie s3 w ogdlnosci rownolegte.

my’ = relatywistyczna masa podhuzna
my = relatywistyczna masa poprzeczna

Masa nie zalezy od predkosci, postugiwanie si¢ pojeciem ,,masy relatywistycznej” prowadzi
tylko do zbednych nieporozumien.

PRZYKLAD

Flv = F:myﬂ
dt

Fllv = F=my3d—V
dt
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

¢ Energia kinetyczna, calkowita i spoczynkowa w mechanice relatywistycznej

Niech czastka o masie m porusza si¢ (dla prostoty) po osi x z predkoscig v. Obliczymy
energi¢ kinetyczng tej czastki, czyli prace jaka nalezy wykonaé aby spoczywajaca czastke
rozpedzi¢ do predkosci v.

F=F +F, df ¥
s E, =[F-dx
F, =my’a, 0
F, =mya,
y:(l—vchz)% F-dx=F,-dx =my’a, -dx =my’a-dx =
2
a”'dX:a'dX :mry3ﬁ.vdt:lmy3dldt:lmy3dvz
dv dt 2 dt 2
a=—
dt . . L
dx = vdt E, zj%mfdvz zémjy3dvz :{mcz(l—vzcz)ﬁ _
Vﬂ_ld_vz 0 0 0
dt 2 dt 1
! =mc2(1—vzc_2) 2 —mc” =myc’ —mc’
v-dv=1dv’
jY3dV2 = E, = myc’ —mc’
3
= (1 vie 2)2dV2: myc? = E
1
:2c2(1—vzc_2)_E = me =E
=2c’y ’
E, = energia kinetyczna ciala 0 masie m poruszajacego si¢
z predkosciag v
E = calkowita energia ciala o masie m poruszajgcego si¢
z predkosciag v
E_ = energia spoczynkowa ciala o masie m
Dla matych predkosci (V << c) energia kinetyczna jest w przy-
R blizeniu réwna
y:(]—Vchz) 2 =
=l+1ivie? +-- E, =myc’ —mc’ =mc’(y—-1)= mc2(1+%vzc‘2 +~-~—1):%mv

Tak wiec w przypadku nierelatywistycznym (V << c) energia catkowita wynosi

E = mc? Jr%mv2

KOMENTARZ
Relacja E, =mc’ jest powszechnie kojarzona z nazwiskiem Einsteina i teorig wzglednosci.

Wynika to ze spektakularnych zastosowan tej relacji, wérdd ktorych nalezy wymieni¢ bomby
atomow3 1 termojadrowa, energetyke jadrowa, zjawiska anihilacji 1 kreacji, zakrzywienie toru
promieni §wietlnych w polu grawitacyjnym oraz reakcje termojadrowe na Stoncu.
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Relatywistyczna transformacja sily

E =1F. F =1(F, +iBF, )
F, =7F, E =F,
E =yF, F =F,
E :iyc’l(F V) E’ = F( E _iBE)
F =yF, F =TL[F -Bc(F-v)
E =vF !
' o F' :l
F3 YFZ y ,Yr y
F, =iy'c(F'-v') FZ' :l' Z
Y
2.2 _l
r=(1-ve?)s F'.v' =T L[(F-v)-BeF |
B=Vc' v
y:(l—vzc‘z)_5
Y,Z(I_VQCQ)Q ;211-Vc2(F;v)
lzm 1-Vv,c
’Y’ 1—\7VXC_2 F' =F I_Vzc_z
R BV

Przeprowadzajac analogiczne rachunki dla transformacji odwrot-
nej, otrzymujemy:

’ -2 ' '
F:R+W(Fw)

X r -2

1+Vvic

- J1-Vic™?

RS O AV

VI=V?ic™?

2

F=F.
1+Vvic™

F'-v'+VE]
Fov=——"0-"7"
I+Vv.c
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e (Czterowektor pedu-energii

Vl = YVX
v, =7V,
V3 = YVZ
v, =iyc
E = myc’

df

~

p2mv:(51:52:53:54)

df
p,=mV, =myv, =p,
N _ df
p, =mv, =myv,=p,
_ _ df
p; =mv; =myv, =p,

P, =mvV, =imyc =ic"'E

p = (myv,imyc) = (p,ic 'E)=(p,.p,,p,ic 'E)

p =myv = trojwymiarowy ped relatywistyczny

p = (px’py’pz): (mYVX’mYVy’mWZ)

e Kwadrat modulu czterowektora pedu-energii, zwiazek miedzy energia i pedem

P2 2 2.2 2 4 2 p2 Ve o p2
- E°=p°c"+m’c lub E=mc",|l+—— ~ mc"+——
2m-c mc 2m

e Transformacja czterowektora pedu-energii

,151 =px

,ﬁZ = py

,153 = pz
p,=ic'E
P =P,

P, =D,
p;=p,

P, = ic'E’
B=Vc™

F=(1—V20_2)_%

p; =I(p, +iBp,)
5; :52
P; =D
p; =T(p, -iBp,)

p. =T(p, - VcE)

P, =p,
p, =D,
E'=T(E-Vp,)

otrzymujemy:

p, = F(p; + Vc’zE')

p, =D,
P, =D,
E=T(E'+Vp.)
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MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

e Funkcja Lagrange’a punktu materialnego

Roéwnania ruchu Plancka
L =-mc*y™" +const
F o= d( myva)
* dt
Rownania ruchu Lagrange’a bo
F = df oL oL
“ dtl ov, PV myv,
2
1 \%
=
Y C
dx,
v, =
dt
Vi =vi+vi+v]
L = funkcja Lagrange’a

e Funkcja Hamiltona punktu materialnego

df
H:Vaa—L—L
GV[X
L
L _ myv,, L=-mc*y" +const
v,
2
v -2
—+7 =1
e

2
H= mycz( V—2+ y‘zj— const
c

H = myc’ +const’

e Kanoniczne rownania ruchu Hamiltona
Aby moc postugiwac si¢ kanonicznymi rGwnaniami ruchu Hamiltona

o

dt ox, “ dt op,

W, M . dx, oM

wyrazimy hamiltonian czastki H przez pedy p,,

af AL, p2
Po v, Ve Y m2c?
3
p’=>p.
a=1
2 p’
E =myc H = mc*,[1+—5— +const’
e m°c
E =mc?, |1+
m’c’
H = myc® + const’
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POLE
ELEKTROMAGNETYCZNE
W OSRODKACH
SPOCZYWAJACYCH

1 ROWNANIA POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO DLA WEKTOROW E, B,
D, H—- ROWNANIA MAXWELLA

e Rownania Maxwella w postaci lokalnej (r6zniczkowej)

Pole elektromagnetyczne w osrodku spoczywajacym wzgledem danego inercjalnego ukta-
du odniesienia, nie zawierajagcym ferroelektrykow, ferromagnetykow i magnesow statych,
opisywane jest przez rownania Maxwella.

E = natezenie pola elektrycznego
rotE = — B D = indukcja elektryczna
ot H = natg¢zZenie pola magnetycznego
divB =0 B = indukcja magnetyczna
oD j=pv = gestos¢ pradu
rotH = j+— dq ‘ ‘
ot p=—— = gestos¢ objetosciowa tadunku
divD = p v . o
v = predkos¢ tadunku dq rozmieszczonego w objetosci dV

Osiem réwnan Maxwella, w ktérych wystepuje szesnascie zmiennych:
EX» Eyo EZ: BX: Bya BZ) Dxa Dya DZ) HX) Hya HZ& an jya jZa pa
nalezy uzupehic¢ dla izotropowego osrodka dziewigcioma rownaniami materiatowymi:

D =:E ¢ = przenikalno$¢ elektryczna osrodka
B=uH u = przenikalno$¢ magnetyczna osrodka
j=AE A = przewodnictwo elektryczne wtasciwe, konduktywnosé

ktére zawierajg trzy nowe zmienne: €, [, A.
Najczesciej, zmienne jy, jy, Jz» P> € M, A 53 zadane.
UWAGA

P __givj
ot

Roéwnanie cigglosci (jak pokazemy dalej) jest zawarte w rdwnaniach Maxwella.
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAJACYCH

Rownania Maxwella w postaci globalnej (calkowej)

rotE = _8_B
ot
Twierdzenie Stokesa

”rotA ds = §A dl

”— dS——”A ds

SEM = §E di

©, = [[B-dS
S

divB=0

Twierdzenie Gaussa

wdivAdvszA-ds

rotH:j+a—D
ot

Twierdzenie Stokesa

J.J.rotA-dS:§A-dl
S

I=”j-dS |
H— ds_—ijA-ds

cDD_j D-dS
S

divD =p

Twierdzenie Gaussa

IydivAdV =£§A-ds
([pav=a

Z jednej strony
[[rotE-ds = fE-d1
S 1

z dI'U.ng] strony

jj = ds_——ijB-ds ,

ostatecznie

0
fEdl——&J;JB-dS
lub
SEM = - %5 |

ot

mdidevzﬁB-dszo
\% S

ﬁB-dszo

Z jednej strony
”rotH-dS = §H -dl
S 1

z drugiej strony

_g(ﬂ%j.ds=J'Sjj.dS+J'SJ'aa_lt).ds=1+§J'SJ'D.ds ,

ostatecznie

d
dl=I+=[[D-ds
fH 1 1+athD

lub

oD
fH-d1= atD'

Z jednej strony
[[[divDdv = fD-ds ,
zvdrugiej stronyS
[[foav=s.

v

ostatecznie

gn-dszjﬂpd\/zq.

143/54



POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAJACYCH

2 ROWNANIA MATERIALOWE

e Rownania materialowe dla oSrodkéw izotropowych nie zawierajacych
ferroelektrykow, ferromagnetykow i magnesow stalych

D=c¢E
E=¢.¢,
B=pH

H= R M,

1
gy =

¢ = przenikalno$¢ elektryczna osrodka

& = przenikalno$¢ elektryczna prozni = 8,.85-107"°F/m

& = wzgledna przenikalnos$¢ elektryczna osrodka

p = przenikalno$¢ magnetyczna osrodka

Lo = przenikalno$¢ magnetyczna prozni = 4m-107 H/m
L. = wzgledna przenikalno$¢ magnetyczna osrodka

c = wartos$¢ predkosci §wiatla w prézni

warto$¢ predkosci swiatta w danym os$rodku

n = wspotczynnik zatamania o$rodka

A = przewodnictwo elektryczne wtasciwe, konduktywnosé
p = gestos$¢ objetosciowa tadunku
d

<
Il

i = gestos¢ pradu

u = predkos¢ tadunku dq

E = nate¢zenie pola elektrycznego
D = indukcja elektryczna

H = natg¢zenie pola magnetycznego
B = indukcja magnetyczna

e Rownania materialowe dla oSrodkow anizotropowych
W osrodkach anizotropowych g, p, oraz y s3tensorami.

D =¢_E, +.sXyEy +¢eE,

D,=¢, E + szyEy +¢, E,

XX Xy Xz

D, =¢e, E +¢ E +¢g E, g€ =

Pq & yX SY}’ 8}’2

zX € zy € 7z

B, =p H, +p H +p H, Mo My My
Bz = l"lszx +“zyHy +“ZZHZ “’ZX uzy ”’zz
jX = A’XXEX +>\’XyEy +>\’XZEZ }\IXX Xy Xz
jy = )\’yxEx +A’nyy +>\’yzEz }qu = }\‘yx }\‘yy }\‘yz
i, =A B, +A,E +L\,E, Ay Ay Ay,

p

A

Pq

€,, — tensor przenikalnosci elektrycznej osrodka
U, = tensor przenikalno$ci magnetycznej osrodka

tensor przewodnictwa elektrycznego wiasciwego (konduktywnosci)
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POLE ELEKTROMAGNETYCZNE W OSRODKACH SPOCZYWAJACYCH

4 ROWNANIA RUCHU - SILA LORENTZA

F'=qE+qvxB

pdF
dv
_dq

dv

m _ dm

dv

pq

f" =p'E +p'vxB

i=p'v

f' =p'E+jxB

F" = sita Lorentza, q = tadunek

E = nateZenie pola elektrycznego

dV = element objetosci w ktorej rozmieszczony jest tadunek
dq o masie dm

B = indukcja pola magnetycznego

F = m%tv) = trojwymiarowe rownania ruchu Plancka
f=p" % = objetosciowa gestosc sity

p" =yp, = objgtosciowa gestos¢ masy

p, = spoczynkowa gesto$¢ objgtosciowa masy
f* = objetoéciowa gesto$¢ sity Lorentza

p? =yp; = objetosciowa gestos¢ tadunku

p, = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa tadunku

j =peyv = gestos¢ pradu
1
y= [1 + vzc‘zTE
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5 ROWNANIA BILANSU

e Lokalne rownanie bilansu gestosci objetosciowej wielkosci skalarnej

3 . . . . , .
Oa _ o—divl  lub Oa _ o— z Oy I\I.1ere1atyw15t’yc.zneh ‘[I‘O_]’VV.ymIa.I‘OV.VG réwnanie
ot ot o Ox bilansu gestosci objetosciowe] wielkosci skalarne;j

dA : . . .. . .
a= v = gestos$¢ objetosciowa bilansowanej wielkosci skalarnej A

c= j = zrodto bilansowanej wielko$ci skalarnej = czton zrodlowy
divJ = czton dywergencyjny

3 3
J= ZJ p€p = Z:aVBeB =av = trojwymiarowy strumien wielkos$ci skalarnej
=1 =1

x, =ict, v,=ic, J =av,, (a=l,2,3,4)
23:8 avﬁ)+ a(av4)_
=1 aXB 8X4
Lolav, ) lub LT, Nierelatywistyczne czterowymiarowe rOwnanie
; ox. °c ; X © | bilansu gestosci objetosciowej wielkosci skalarnej

a — ya = relatywistyczna gesto$¢ objetosciowa wielkoS$ci skalarnej
a = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa wielkosci skalarnej

J, —>Ta =yav,=av,, V,=YV,, V,6 = d;“ , X,=lct, v,=lic, (a:1,2,3,4)
J, = sktadowe czterowektora strumienia wielkosci skalarnej
da ~ dyya
c=—"- > g&5=""—
dt dt
1
Y= [1 -vic? ]_5
24: 6!}/ av, ) = 1ub Z“: o1, = Relatywistyczne rownanie bilansu
~ ox, ~ox, gestosci objetosciowej wielkosci skalarne;j
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Nierelatywistyczne globalne réwnanie bilansu wielkosci skalarnej

oa

S =o-divl w% qv = chv_ wdm dv
5 av=L0eav | 2 fffaav=(Jfoav-ffa-as
A=wa dv

jljdideV:j'?ﬁJ.ds %ijch—gJ.ds

oA
ot
czonym powierzchnig zamknieta o polu S

= szybkos$¢ zmian w czasie wielkos$ci skalarnej A w obszarze o objetosci V ograni-

” IG dV = szybkos¢ zmian w czasie wielkosci skalarnej A zwigzana z przebiegiem pro-
A%

cesOw wewnatrz obszaru V
ﬁ J-dS = szybkos¢ zmian w czasie wielkosci skalarnej A zwigzana z przeptywami przez
S

powierzchni¢ zamknietg S

Strumien jest wektorem o kierunku i zwrocie pokrywajacym si¢ z kierunkiem i zwrotem

transportu danej wielkos$ci skalarnej A. Strumien 1 produkcja sg wielkosciami lokalnymi.

J >0, gdydana wielkos$¢ skalarna A wyptywa z objetosci V na zewnatrz

J <0, gdydana wielkos¢ skalarna A wptywa z zewnatrz do objetosci V

c >0, gdy wartos¢ danej wielkos¢ skalarnej A zwigksza si¢ w wyniku proceséw przebie-
gajacych w rozpatrywanym elemencie obj¢tosci V

0 <0, gdy wartos¢ danej wielkos$ci skalarnej A zmniejsza si¢ w wyniku procesoOw prze-

biegajacych w rozpatrywanym elemencie objetosci V

Relatywistyczne globalne rownanie bilansu wielkosci skalarnej

X, =1c, v,=1ct

M-
S
l{i-:
<
Q

EZM o O0X, =0
dt 3 a(yav) a( )
B Yav,) ~
ia(LVﬁ):divyJ 2 o, T ox, C
%:8—divyJ

12 00 ffmav
JJ[divyd av =§fya-as Iy%d\’ﬂlﬁd\/—wdivm\,

I\ﬂya dv = [}”a dv, =A %J;”.Ya dv = J‘\_[J.CNS dV—J‘\J;J.diV vJ dV

dV =vydV,
" 5_A:m6dv-mcﬁvwdv
at A% Vv
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7 WZAJEMNE ODDZIALYWANIE DWOCH PORUSZAJACYCH SIE LADUNKOW

Uktad laboratoryjny K

2\ 4

Uktad whasny K’

Rozpatrzmy dwa tadunki q; i q» odlegle od siebie o r, poruszajace si¢ wzgledem uktadu
laboratoryjnego kazdy z predkoscig V. Ladunek q, umiescimy w $rodku uktadu K’. Wzgledem
uktadu K’ oba tadunki spoczywaja. Ladunek q;, znajdujac si¢ w polu elektrycznym i magne-

tycznym tadunku qp, doznaje dziatania sity Lorentza F,;.

F, =qE, +q1(VXB2)

E_Qz

2 4ner? 2 2. 2.}
mer (I—Vc sin oc)2

B. - q, c’z(l—

Vchz)

 4mer’ (1—\/2(:"2 sin” OL)E

Vx(Vxr)=(V-r)V-V?r=(Vrcosa V- V’r

-(Vxr)

9.9, 1- V2C72

F21 =

4rmer’ (1 — V% %sin?

o T

: {(1 ~ Ve (Ve cos oc)V}

Dlakata a=17

| =

£, -3 _yic?)

r
r
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Naleze do pokolenia fizykow, dla ktorych idolami
byli Albert Einstein, Lew Dawidowicz Landau
| Richard P. Feynman. Einstein zniewolit mnie
potegg swej intuicji. Landaua podziwiam za
rzetelnosc, precyzje | prostote wywodow oraz
iInstynktowne wyczuwanie istoty zagadnienia.
Feynman urzekt mnie lekkoscig narracji
| subtelnym poczuciem humoru.
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