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STALE
POLE ELEKTRYCZNE
W PROZNI

1 ISTOTNE CECHY POLA ELEKTRYCZNEGO

e Pole elektryczne migdzy innymi:
1. Dziala sitami na spoczywajace 1 poruszajace si¢ tadunki elektryczne.
2. Indukuje tadunki elektryczne na powierzchniach nienatadowanych metali
(wywotuje indukcje elektrostatyczng).
3. Indukuje tadunki elektryczne na powierzchniach nienatadowanych dielektrykow
(wywotuje polaryzacje¢ dielektrykow).
Z opisem tych zjawisk zwigzane s3 odpowiednio wektor nat¢zenia pola elektrycznego E,
wektor indukcji elektrycznej D, zwanej tez przesunigciem elektrycznym, oraz wektor polary-
zacji P, ktorym zajmiemy si¢ w innym rozdziale.

2 WEKTOR NATEZENIA POLA ELEKTRYCZNEGO E

e Natezeniem pola elektrycznego E w danym punkcie nazywamy stosunek sity F , dziala-
jacej ze strony pola na umieszczony w tym punkcie tadunek probny q,, do wartosci tego
fadunku.

E-—
9o

Ladunek prébny z zatozenia jest dodatni 1 odpowiednio maty, aby jego pole nie zaburzato
badanego pola. Nat¢zenie pola elektrycznego jest wektorem.

[E]=1E=1X.
C m

e Sila dzialajaca na ladunek w polu elektrycznym
Znajomo$¢ wektorow natezenia pola w kazdym punkcie pola elektrycznego pozwala na
obliczenie sity dziatajacej na znajdujacy si¢ w polu tadunek elektryczny.

F=q-E

Na dodatni fadunek dziata w polu elektrycznym sita o kierunku i zwrocie nat¢zenia pola
elektrycznego. Na ujemny tadunek dziata w polu elektrycznym sita o kierunku nat¢zenia pola,
ale majaca zwrot przeciwny niz natezenie.

q>0 = FTTE
q<0 = FITE
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STALE POLE ELEKTRYCZNE

e Stalym polem elektrycznym nazywamy takie pole elektryczne, ktorego wektory nat¢zen
sg state w czasie. Dalej zaymowac si¢ bedziemy statym polem elektrycznym, ktérego zrodlem
sg spoczywajace tadunki elektryczne.

e Jednorodnym polem elektrycznym nazywamy takie pole elektryczne, ktorego wektory
natezen sg state co do wartosci, kierunku 1 zwrotu w kazdym punkcie pola. Jednorodne pole
elektryczne jest szczegblnie proste do opisu.

3 WEKTOR INDUKCJI ELEKTRYCZNEJ D

e Zjawisko indukcji elektrostatycznej

SBSB 1. Stykamy ze soba dwie nienaladowane kulki lub plytki metalowe
umieszczone na izolujgcych podstawach.

? 2. Przyblizamy do nich dodatni (lub ujemny) tadunek indukujacy.

?[ gE i@i 3. Przy obecnosci tadunku indukujacego, odsuwamy od siebie obie
kulki.

?ﬁ ?L 4. Usuwamy tadunek indukujacy.

e  Wektor indukcji elektrycznej

Warto$cig indukcji elektrycznej D w danym punkcie pola elektrycznego nazywamy sto-
sunek maksymalnego tadunku g, indukowanego na powierzchni jednej z dwoch zetknigtych
ze sobg bardzo matych metalowych ptytek probnych umieszczonych w danym punkcie, do
pola powierzchni (jednostronnej) S tej ptytki.

|-
S

Indukcja D jest wektorem o kierunku prostopaditym do ptytek préobnych i skierowanym od
ptytki, na ktorej indukuje si¢ ujemny tadunek elektryczny, do ptytki, na ktorej indukuje sig¢
dodatni tadunek elektryczny. Indukcja elektryczna nazywana byta dawniej przesunigciem

elektrycznym.
C
[D]=1—.
m

e Relacja miedzy wektorami E i D

Z doswiadczenia wiadomo, ze w jednorodnych izotropowych osrodkach dielektrycznych
wektory E 1 D s3 réwnolegle wzgledem siebie, a ich warto$ci sg proporcjonalne do siebie
w kazdym punkcie osrodka.

D=¢¢c E

UWAGA
Wiasno$¢ ta nie dotyczy osrodkow anizotropowych oraz ferroelektrykow.

12



STALE POLE ELEKTRYCZNE

€, = przenikalno$¢ elektryczna prozni

g0 = 8,85 - 10"°C/Vm

& = wzgledna przenikalno$¢ dielektryczna osrodka lub stata dielektryczna, czyli liczba
informujaca ile razy natgzenie pola elektrycznego w danym osrodku jest mniejsze od na-
tezenia pola elektrycznego w prozni

g 21

e, =1 tylko dla prozni

€, >1 dla wszystkich dielektrykow
€, =1,00059 dla powietrza

UWAGA
Indukcja elektryczna D nie zalezy od statej dielektrycznej osrodka.

4 PRAWO GAUSSA

e Strumien wektora indukcji elektrycznej przez powierzchni¢

Podamy definicj¢ strumienia indukcji ®p w prostym przypadku, kiedy w kazdym
punkcie ptaskiej powierzchni indukcja ma taka samg stalg wartos¢, ustalony kierunek i zwrot,
inaczej mowiac, gdy pole jest jednorodne a powierzchnia jest fragmentem ptaszczyzny.

®,=D-S lub O, =¢.¢E-S

S = pole ptaskiej powierzchni

S = wektor o warto$ci réwnej polu plaskiej powierzchni S, prostopadly do tej powierz-
chni, o zwrocie na zewnatrz obszaru ograniczonego mi¢dzy innymi przez rozwazang
powierzchnie

[@,]=1C.

Aby wyznaczy¢ strumien wektora indukcji, w przypadku gdy pole jest niejednorodne
a powierzchnia nie jest ptaska, nalezy powierzchni¢ podzieli¢ na kawatki plaskie tak mate,
aby we wszystkich punktach pole byto jednorodne. Nast¢pnie nalezy obliczy¢ strumien dla
kazdego kawatka

dd, =D-dS
1 wszystkie takie elementarne strumienie zsumowac.

Inaczej mowige, w ogdlnym przypadku strumien wektora indukcji D przez powierzchnig
S dany jest jako

®, =[[D-ds
S

Dla powierzchni zamknigtej

®, = {D-ds
S
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STALE POLE ELEKTRYCZNE

e Prawo Gaussa w postaci calkowej (globalnej)

Strumien wektora indukcji elektrycznej przez powierzchni¢ zamknigtg jest rowny
algebraicznej sumie tadunkoéw swobodnych otoczonych przez t¢ powierzchnig.

D, :ﬁD-dS=Z:qi
S i

Powierzchnia zamknigta, ktorg otaczamy tadunki, nazywana jest powierzchnig Gaussa. Cata
sztuka stosowania prawa Gaussa polega na skonstruowaniu odpowiedniej powierzchni
Gaussa, co jest stosunkowo proste w przypadku pol symetrycznych.

UWAGA

Strumien wektora przez dany element powierzchni zamknigtej jest dodatni, gdy wektor ma
r6zng od zera sktadowg skierowang na zewnatrz powierzchni Gaussa, prostopadta do danego
elementu powierzchni. Strumien wektora przez dany element powierzchni jest ujemny, gdy
wektor ma r6zng od zera skladowa skierowang do wnetrza powierzchni Gaussa, prostopadta
do danego elementu powierzchni.

e Prawo Gaussa w postaci rézniczkowej (lokalnej)

Prawo Gaussa — ” IdivD dv = ” Ip v
v v

@( D-dS = Z a;
Twierdzenie Gaussa .
ffp-ds = [[[divp v - | dvb=p
S \'

¥ - v

D p = gestos¢ objetosciowa tadunku

5 POTENCJALNOSC STALEGO POLA WEKTORA E

e Przypomnijmy, zajmujemy si¢ staltym polem elektrycznym, ktérego zrodtem sa spo-
czywajace tadunki elektryczne. State pole wektora natezenia E jest polem bezwirowym lub
potencjalnym, czyli polem w ktorym praca wykonana przez sity pola przy przesuwaniu fa-
dunku wzdhuz krzywej zamknigtej jest rowna zeru. Inaczej mowiac, praca wykonywana przez
sily pola przy przesuwaniu tadunku z jednego punktu do drugiego zalezy tylko od potozenia
tych punktow, a nie zalezy od toru, po ktorym przesuwany byt tadunek. To, Ze state pole wek-
tora natezenia E jest potencjalne, oznacza rowniez, ze mozna go opisa¢ skalarem zwanym
potencjatem elektrycznym.

Roéznica potencjatow elektrycznych migdzy punktami A i B jest rowna stosunkowi
pracy Wa_,p, ktoérag wykonujg sily pola elektrycznego przy przemieszczaniu tadunku
q z punktu A do punktu B, do wartos$ci tego tadunku.

W, 5 J
= = — = =1—=1V
Or— P q [(P] C

14
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Potencjatem elektrycznym @, w danym punkcie A pola elektrycznego nazywamy
stosunek pracy jaka musza wykonaé sity pola przy przemieszczanu tadunku q
z danego punktu A do punktu B, w ktorym z zatozenia potencjatl jest réwny zeru,
do wartos$ci przemieszczanego tadunku.

W—>
(pA_><: AB) (pBZO
q

UWAGA

Potencjat w danym punkcie zdefiniowali$my jako roznic¢ potencjaléw w tym punkcie oraz
w punkcie, gdzie z zalozenia przyjeliSmy potencjal rowny zeru. Najczesciej przyjmuje si¢
¢ = 0 w nieskonczonosci. Fizyczny sens ma jedynie rdznica potencjatow.

e Zwiazek mi¢dzy natezeniem a potencjalem

Z potencjalnos$ci stalego pola wektora E wynika zwigzek miedzy natezeniem a potencja-
tem, ktory podamy dla najprostszego przypadku, czyli dla stalego pola jednorodnego wzdtuz
linii wektora E.

I > X = (PA_(pB:_E(XA_XB)

W statym jednorodnym polu wektora E bezwzgledna
warto$¢ réznicy potencjaldow miedzy punktami A i B,
lezagcymi na linii wektora E, jest rowna iloczynowi war-

Wass = F( X~ XA) tosci wektora E 1 odlegtosci d migdzy tymi punktami
oo
¢, 0, |E| d
W og6lnym przypadku:

WA»B:q((PA_(PB) = §F'dl:0

B 1
W, =[F-d U
A
F=qE i
Dla statego potencjalnego pola elektryczne-
Twierdzenie Stokesa §E -d1=0 go cyrkulacja wektora E wzdhuiz dowolne;j
i#;E dl = J' J‘ rotE - dS : drogi zamknigtej oraz rotacja wektora E
4 S rotE =0 w kazdym punkcie sg rowne zeru.
rotE =0
rot gradp =0 = E = —grade
UWAGA

Znak minus oznacza, ze wektor natezenia pola elektrycznego E jest skierowany od wigkszego
do mniejszego potencjatu.

15
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6 ROWNANIA POISSONA I LAPLACE’A

] = dive,e, E=p
divD =p .
e,e, divE + Egrade ¢, =p
D=¢ ¢ E .
g divE =p
E = —grado )
g e div gradp = —p
grade, =0
divaA = adivA + Agrada —p
gradof = Bgrado + augradp Ap = P Roéwnanie Poissona
div gradep = V@ = Ag
2 2 2
A= 0 + 0 + 0 -0
ox* oy’ 0z P
A = operator Laplace'a,
laplasjan Ap=0 Roéwnanie Laplace’a

7 PRAWO COULOMBA

e Prawo Coulomba
Dla powierzchni Gaussa bedacej sferg o promieniu r, w srodku ktérej znajduje si¢ tadunek
punktowy Q, mamy:

S = 47r? 1 Q Dwa punktowe tadunki elektryczne oddziatuja
ﬁ;D_ dS = Danr? b ) na siebie wzajemnic sil, ktorej wartos¢ j§sF
g 1 Q wprost proporcjonalna do iloczynu ich wartosci

E= — oraz odwrotnie proporcjonalna do iloczynu kwa-
ﬁ;D d5=Q 4me, &1 dratu odlegtosci migdzy nimi i statej dielektrycz-
> nej osrodka, w ktorym si¢ znajduja. Sifa ta jest
D=¢.:E F= I Qq skierowana wzdtuz prostej taczacej oba oddzia-
F=qE 4me, 1’ hujace tadunki. Dwa tadunki jednoimienne odpy-

chaja si¢, a dwa réoznoimienne przyciagaja sig.

€, = przenikalnos$¢ elektryczna prozni

g = 8,85 - 10" m>N"'C?

1/4me, = k = 9+ 10 "m’NC”

& = wzgledna przenikalnos¢ dielektryczna lub stata dielektryczna, czyli liczba informu-
jaca ile razy sita dziatajaca migdzy dwoma tadunkami elektrycznymi w danym osrodku
jest mniejsza od sity dziatajacej miedzy tymi tadunkami w prozni

g 21
€, =1 tylko dla prézni
€, >1 dla wszystkich dielektrykow

€, =1,00059 dla powietrza

16
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PRZYKLAD
Obliczmy ile razy wartos$¢ sity F. odpychania elektrycznego dwoch elektronow jest wigksza
od wartosci sity F, przyciaggania grawitacyjnego tych dwoch elektronow.

ke’
F =—-—
e rz
Gm
F, =—= F
¢ = - =4 10%
e=16-10"C ¢
m, =9,1-10" kg
G =6,67-10"Nm’kg™>

e Zapis prawa Coulomba w postaci wektorowej

r; = promien wodzacy poprowadzony z punktu 1 do punktu 2

r; = odleglo$¢ miedzy punktami 11 2

,=hL—-§, L=hH—L

rp = — Iy

r,, r, = promienie wodzace poprowadzone z poczatku uktadu wspotrzednych odpowied-
nio do punktu 112

F,, = sita z jaka fadunek q; dziata na tadunek q;,
F, = —F,

8 LINIE WEKTOROW E I D. POWIERZCHNIE EKWIPOTENCJALNE

¢ Linie pola wektorowego sa liniami, do ktorych styczne w kazdym punkcie pokrywaja si¢
z kierunkiem wektora w tym punkcie.

e Pole elektryczne mozna charakteryzowac, kreslac linie wektorow E 1 D. Linie wektora E
nazywa si¢ niekiedy liniami sit pola elektrycznego. W prézni linie wektorow E i D pokrywa-
ja sie. Linie wektoréw E i D zaczynaja si¢ na dodatnich tadunkach i koncza si¢ na ujemnych,
lub jeden z ich koncow znajduje si¢ w nieskonczonosci, przy czym linie wektora D zaczynaja
si¢ 1 koncza tylko na fadunkach swobodnych. Linie wektoréw E i D nie moga by¢ zamknigte,
poniewaz cyrkulacja wektora E wzdtluz dowolnej zamknigtej linii sit bylaby dodatnia. Linie
wektorow E 1 D nie przecinajg si¢. Linie wektorow E i D, w przypadku pola jednorodnego,
sg rownolegte. Gestos¢ linii danego wektora jest wprost proporcjonalna do wartosci tego wek-
tora. Pojecie linii sit pola elektrycznego wprowadzit Faraday. Poczatkowo linie sit wigzano
Z napr¢zeniami eteru.

¢ Powierzchnie ekwipotencjalne, to powierzchnie stalego potencjatu. Linie sit sg prostopa-
dte do powierzchni ekwipotencjalnej. Ggstos¢ powierzchni ekwipotencjalnych jest miarg war-
tosci gradientu potencjatu, czyli miarg warto$ci natezenia pola elektrycznego.
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POLE ELEKTRYCZNE

9 POLE LADUNKU PUNKTOWEGO
Natezenie pola elektrycznego ladunku punktowego

E=—
s
1 Qq,r

F = S
dne, er’r

g, =1

Q = tadunek zrodtowy

=| E=

Q>0 Q<0

r
r

1.Q

dne, r

Praca sil pola elektrycznego przy przemieszczaniu ladunku q w polu tadunku zroédlo-
wego Q z punktu A do punktu B wzdhuz linii sil

W, s :TF-dr

TA

F-dr = L Qq dr
4ne, sr
1

4ne,

k=

g, =1

o

WA—)B = qu ' (i - ij

Iy Ty

r, = odlegtos¢ punktu A od tadunku zrédtowego Q
rz = odlegtos¢ punktu B od tadunku zrodtowego Q
r = promien wodzacy zaczepiony w zrodle

Potencjal pola elektrycznego ladunku punktowego

W

A—B

q
g =0, @z =0

Pa =

W, s =kQq- . -

kQ Q | |
| T ¢ Q>0, <p~+—1
A T
EE—_ §
Q = tadunek zrédtowy _1
r = odleglo$¢ od zrodta Q<0, o~ o

1 O POLE UKEADU EADUNKOW PUNKTOWYCH. ZASADA SUPERPOZYCJI

Zasada superpozycji natezen

Wektor natgzenia E pola elektrycznego, wytworzonego przez uktad tadunkéw {Q;} ,
rowny jest sumie wektoréw natezen E; pochodzacych od poszczegdlnych tadunkow.
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e Zasada superpozycji potencjalow

Potencjal ¢ pola elektrycznego, wytworzonego przez uktad tadunkéw {Q;} ,
réwny jest sumie potencjatow ¢; pochodzacych od poszczegdlnych tadunkow.

N 1 N :
(P:Z(Pi_ Z_l

i=1 dne, ‘S

Moy

1 1 POLE DIPOLA

e Dipol

Dipolem elektrycznym nazywamy uktad dwoch réznoimiennych tadunkéw punktowych
g>0 1 —q o identycznych warto$ciach bezwzglednych, znajdujacych si¢ w statej odlegtosci od
siebie. Osia dipola nazywamy prosta, na ktorej znajduja si¢ oba tadunki dipola. Srodkiem di-
pola nazywamy punkt lezacy na osi dipola w rownej odlegtosci od obu tadunkow dipola. Ra-
mieniem dipola nazywamy wektor lezacy na osi dipola, o poczatku w tadunku ujemnym,
a koncu w fadunku dodatnim, o wartosci rownej odlegtosci 1 miedzy tadunkami dipola.

e Momentem elektrycznym p dipola lub elektrycznym momentem dipolowym nazywa-
my wektor

p=q-l

Podamy tez inng, rownowazng definicj¢ momentu dipolowego, nadajaca si¢ do uogolnien.

H=qr +q,r, = ) qr,

s=1

p=pd+p j+pk

B =X +Q,X, = QX
s=1

R, =Yy +4,Y, = 2.4.Y,

s=1

H, =4z + 4,2, = D4,
s=1

e Natezenie i potencjal w punktach plaszczyzny prostopadlej do osi dipola przecho-
dzacej przez jego Srodek
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E =2E, cosa = E= LY w Srodku dipola : r, :11 E= 2M3
] 4re, T 2 me,l
E, =— &
ane, 1, y r>l=r~=r
1
cosaL ==
L E~r ' M E4——0=0
n=ql 4ne, 1’
__1 ja_a - o K
4ne, \r, T ¢= © >
I, =1

] r = promien wodzacy poprowadzony ze §rodka dipola

W kazdym punkcie plaszczyzny prostopadiej do osi dipola, przechodzacej przez jego

srodek,

1. wektor nat¢zenia pola elektrycznego jest rownolegly do osi dipola i skierowany od
tadunku dodatniego do tadunku ujemnego,

2. potencjal elektryczny jest rowny zeru.

e Potencjal w dowolnym punkcie daleko od Srodka dipola

ZA 4

op=—[9_4d
qam \r, 1 % L. B
a=/0r)=/(nr) >a//'

>

no Y

r>>1 e
r —r, ®lcosa o
, X - X
r 1, =T
1 ucosa 1 u-r
p=ql = = — = | o= 3
4re, r 4rne, r
I ¥ = prcoso
! U
r=(x2+y2+22)2
7 0= 1 nz
coso = — - ' 3
r 4ne, (X2 +y’ +zz)2

UWAGA

pcosa jest rzutem wektora momentu dipolowego p na promien wodzacy poprowadzony ze
srodka dipola do punktu obserwac;ji.
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e Natezenie w dowolnym punkcie daleko od srodka dipola

I pr 1 pu-r per
- : = E = —grad : =— -grad
i dne, s {47‘580 r’ } 4rg, s { r’
E = —grade 1 11
5 5 5 = “ame -{(p-r)gradr—3+r—3grad p.-r}
grad=1i—+j—+k— °
ox "0y 0Oz
gradr” =nr" . L E=_ 1. 3(u-r).£_£
r 4me, oo
1 3 r
rad—=—-———
8 r’ rtor
gradp-r=p E- 1 J3pcosa r p
JL-T = urcosa 4me, r’ ror
rz(x2 +y’ +zz)E
cosaL =2 N E — 1 3uxz 5
3 uz ey (P rytegt)
¢= B
4mne, (x2 +y’ +zz)2
E, :—@ N E - 1 3uyz
SX y 47‘580 (X2+y2+Z2)E
E, =—£
o
EZZ_E N E — 1 .u(2zz—y2—x2)
E=(E2 +E2 +E2) e (xPeyteg)
X y z
_ 1 pcoso
dne, 1’ N E - 1 2pcosa
T 4me :
Er__@’ Eu:l.a_q) "o f
or r oo
N S
B e AR i
rsina. 0P - E, - 1 psina
Er—LEq 47'[80 I'3
E=(E>+E2)
sin’a =1-cos’a = E, =0
B U
E, = skladowa E wzdluz osi x
E, = skladowa E wzdluz os‘iy — E-_H . -(1+30052 ocf
E, = skladowa E wzdtuz osi z 4ne r
E, = skladowa radialna E
E, = sktadowa potudnikowa E
| | Ep = skladowa rownoleznikowa E
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1 2 DIPOL W ZEWNETRZNYM POLU ELEKTRYCZNYM

e Dipol w jednorodnym polu elektrycznym

-q
-F =-qE <« =

G »F =qE
q>0

"

W jednorodnym polu elektrycznym o nat¢zeniu E suma sit dziatajacych na dipol jest rowna
zeru, poniewaz na dodatni tadunek dipola dziata sita +qE, a na ujemny —qE. Sity +qE i —qE
stanowig pare sit o momencie M.

M =1xF

F=qE = M =puxE
p=ql

M =IFsina M = UEsi
F=qE = =uEsina
n=ql

Para sit powoduje obrot dipola do potozenia, w ktorym wektory p i1 E sa rownolegte (a=0).
UWAGA
Wprawdzie M=0 dla katow a=0 i oa=n, ale sg to jakosciowo rdzne stany.
1. o=0, M=0, uTTE, to stan stabilny.
Mate odchylenie od stanu a=0 powoduje oscylacyjny ruch dipola wokot tego stanu.
2. o=n, M=0, p»LTE, to stan niestabilny.
Mate odchylenie od stanu a=n powoduje bezpowrotne wyjscie z tego stanu.

e Energia potencjalna W, dipola w zewne¢trznym polu elektrycznym
Podczas obrotu dipola sity pola elektrycznego wykonujg prace rowna ujemnemu przyrostowi
energii potencjalnej dipola.

AW, = Wy, — Wy, = W, = J-ME sin adat
AW, =—-Wg, 2
oy U
Wi = —IMdOL
M = uEsina = Wp =-uEcosa
Wo, =W,, a, =a U
W, =0 < a, =g
' W, =—p-E
jsmada =—CoS O
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e Dipol w niejednorodnym polu elektrycznym

W nigjednorodnym polu elektrycznym sity dzialajace na dipol maja na ogot rézny od zera
moment i wypadkowa warto$¢, powoduja wigc obrot dipola do potozenia réwnoleglego
wzgledem lokalnego nat¢zenia i wciggaja go w obszar pola o wigkszym natezeniu.

F = —gradW, = F = grad(u-E)
W, =—un-E
0
W, =-uEcosa = F = grad(uE cos o)

Obliczmy ponownie sit¢ dziatajaca na dipol w zewnetrznym niejednorodnym polu elektry-
cznym.

E,

F=qE, —qE,

OE
E,-E =1—

2 1 81 E
! 1
la—E:(l-grad)E < S >
-q q>0

p=ql

(- grad)E = grad(u-E)
= F = grad(p-E)

23
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13 ROZWINIECIE MULTIPOLOWE POTENCJALU POLA UKLADU LADUN-
KOW PUNKTOWYCH

e  Multipole
Multipolem n-tego rz¢du nazywamy uktad 2" tadunkéw o jednakowych wartosciach bez-

wzglednych, z czego polowe stanowig tadunki dodatnie, taki, ze w duzej odleglosci od niego
potencjat pola elektrycznego wytworzonego przez ten uktad zachowuje si¢ w dobrym przybli-
zeniu, jak

1

(P ~ R n+1 °
Multipol [los$¢ biegundéw Przyktad Potencjat
zerowego rzedu, 20 1 +q 1
monopol - [ ® R
pierwszego rzedu, . -q 1q 1
dipol 2 =2 —eo “RZ
drugiego rzedu, 22 _4 1
kwadrupol N RS
trzeciego rzedu, s 1
oktupol 2" =8 R*

e Rozwini¢cie multipolowe potencjalu
Potencjat uktadu tadunkéw punktowych w duzej odleglosci od tych tadunkoéw mozna za-
pisa¢ w postaci szeregu

+ >+ T+
4ne R 4ne R™ 4ne R
zwanym rozwini¢ciem multipolowym.

(p:

Punkt, w ktorym znajduje si¢ tadunek Q,
(Xia Yia Zi) 2

Punkt, w ktorym wyznaczamy potencjat

Srodek uktadu wspotrzednych
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1ZQ

4n8
r,=R-R,

I :\/R2 —2RR; cosa; +Ri2
R >>R,;

ioroma (2o T 58 o

P (cos o) = wielomian Legendre'a stopnia n

n

P,(
(

P,(cosa ) cosal

cosa)=1

Pz(cos ) (3cos a—1)

P,(cosa) = %(5 cos’ o —3cos oc)

1
2 75 o0 n o0
12%{1_2%5%.(%}(%) } B Reosa)= s SR eosa)

-

o OISR cosa,

4ne

_ 1 1 1 [T
¢= 47e,R ZQi + 4re R ZQiRi cosa; + 4 R Z 5 QR; (3cos o, 1)+

K, = z Q, = calkowity fadunek uktadu

K, = z Q.R, cosa, = rzut wypadkowego momentu dipolowego uktadu tadunkow na kie-

runek promienia wodzacego R

K, = Z%Qin@coszoci —1)

Sprobujemy uzyska¢ ten sam wynik w inny sposob, przez rozwinigcie potencjalu w szereg
Taylora.
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e I - 1{2(&_);;)2]2

r,=R-R,

ri:\/(X_Xi)2+(y_Yi)2+(Z_Zi)2 ¢=

X=Xy, Y=X,, Z=X,

i i i
X;i =X, ¥i = X5, Z; =X

Po rozwinigciu 1/r; w szereg Taylora, otrzymujemy

1 1
—= X, —X = X - > x,—| ) x +— X X X
A 3 5
3 2 1 3 1 3 P 1
X2 :—’ Xz} :—, { Xz} [ p—
o] ] 3]
A1 3 3
0 2 2 | 2 1< 2 - 2 -X
— X =—— X 2X =— X X = ¥
1 3
N P N 507
0 S x2 __9 9o S x2 __ 9 x| x, b=
8XH5XV =1 8XH 6Xv =1 aXu =1
3 3 _5 3
=—X,—| ) X -1 ) X —=3x,X,| ) X - ) X ~ =
_3XHXV 1 1 3prv 5
TR R TR R
B Teou=yv
A [V R= TRV
3
ZX X, =R, -R=R,Rcosa
v=1
A .
. 0| |2 <xx, R,:R R,Rcosa;, R, cosa,
Z‘ Y ox, LZ‘ k} Z‘ R’ R’ R’ R’
1 1 1C 3x X
—=—+—R, cosa, +—— X, X -8, |+
ri R 2 1 1 32;; [ V( R2 HVJ
L z L ZQR cosa; + lZQiix‘x‘ 3X“XV—8 SRR
? " 4me R 4reg R24* 1 " 4me RP24T RYLOR? o
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Wykazemy jeszcze, ze trzecie czlony w obu rozwinigciach sg identyczne.

Are, R3_ZQ >3 (3)( 3 “VJ ?

i p=1 v=1

. R3 —ZQ R.2(3cos20Li —1)

SaNIE

p=1 v=1

] 3.3 3xix x'x 3

D22 —sz;xié‘»w =

p=1 v=1 p=1 v=1

$Ens, =ii—3"i"‘“’*"v—Rf:Rf(ii—3"L"“"iV’“—1j=

2
p=1 v=1 p=1 v=1 R

cos’ o, =27 V=1R2R2 :Ri2(3coszoci —1)

1

1 4 MULTIPOLE LINIOWE

* Multipol liniowy jest multipolem, ktorego tadunki potozone sa na jednej prostej zwanej
jego osig. Srodkiem multipola liniowego bedziemy nazywali punkt polozony na jego osi
w rownej odleglosci od obu koncéw multipola.

{+ q +©
monopole
— q — .
— +
dipole{_ ’ I I
+q, —q
- b

-q, +2q, —q

+q, —2q, + I
kwadrupole{ 4 =9 T I

-q, +3q, —3q, +
oktupole{ q q 4 T4 I

+q, —3q, +3q9, —q

+q, —4q, +6q, —4q, +q

—q, +4q, —6q, +4q, —q
+q, -39, +3q, —2q, +3q9, —3q, +q
-q, +3q, -39, +2q9, -39, +39,—q

heksadekapole
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PRZYKLAD
Potencjat 1 nat¢zenie pola kwadrupola liniowego w punktach lezacych na jego osi.
1 23 4 R
D -, S °
/IP\ A
Srodek kwadrupola Punkt obserwacji
1 2ql°
RP,(cosa, >0
ACRVERETE ;Q 2(cosar) - * T ame R0
P, (cosoai):%(%os2 o, —1)
P, (cos a) =P, (cos[n - oc] )
oy=0,=m lub 0, P, =1
o, =0,=0 lub w, P, =1 U
Q1 :Q4 =q>0, Qz :Q3 ==
R,=R, =1, R,=R;=0
E = —grado
1 -3R 6ql>° R
d—=—— = = —,q>0
SR TRR 4ne R* R 1
PRZYKLAD

Potencjat 1 nat¢zenie pola oktupola liniowego w punktach lezacych na jego osi.

R L
[0} 1 ZQRP(COSOL) = —m >0
’ 47‘[8 R* 5 ' 4me RY
1 3
P (cosa‘):—(Scos o, —3cosoci)
P, (cos a) (cos[n - oc] )
(cos O) (cos n): -1 — MB >0
" e R° R
a1:a2:a3:a4:nlub0, P, =—11ub +1 ¢
Os=04=0,=0g=01lubn, P;=+1Iub —1
Q=Q:;=Q,=Q,=-9,Q,=0Q;,=Q,=Q;,=q>0 _ .
3 ] o = kat zawarty miedzy pro-
R,=R,=>1, R,=R,=R, =R, =R, =R, =—1 mieniem wodzacym, poprowa-
2 2 dzonym z ujemnego do dodat-
E = —grado niego konca oktupola, a pro-
1 _4R mieniem wodzacym, poprowa-
gradg "R dzonym ze $rodka oktupola do
punktu obserwacji
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Z przytoczonych przyktadow wynika, ze potencjal multipola liniowego n-tego rzedu spetnia
nastepujace zaleznosci:

ln
0, = (¥)-—1

+ -W-H!Pn(cosa)
ne,

q>0

n! = silnia liczby naturalnej n
0'=1,1=12!=1.2=2,31=1-2-3=6

R = promien wodzacy poprowadzony ze $rodka multipola do punktu, w ktérym
wyznaczamy potencjat

1 = odlegtos¢ migdzy sasiednimi grupami tadunkoéw

( +) _J +1<& obakonce multipola sg tadunkami dodatnimi lub réznoimiennymi
B —1< oba konce multipola sg tadunkami ujemnymi

P (cosa)=(=1)"-P (cos[t—a])

UWAGA
Srodek uktadu wspotrzednych umiescilismy w $rodku multipola (co nie byto konieczne). Pro-
mienie wodzace tadunkow rozne od zera tworzg z promieniem wodzgcym punktu obserwacji
katy o lub m— a. Dla wielomianow (wspotczynnikow) Legendre’a stopnia parzystego P»,
P4, Pe, ...

P, (cos OL) =P, (cos[n - a] ) .
Dla wielomian6éw (wspolczynnikéw) Legendre’a stopnia nieparzystego Py, P3, Ps, ...

P, (cos a) =-P (cos[n - oc] ) .
Innymi stowy, dla multipoli parzystego rzgdu z katami nie ma problemu. Obliczajac wspot-
czynnik Legendre’a odpowiedniego parzystego stopnia, podstawiamy jeden z dwoch katow o
lub m—a, wedle uznania. Dla multipoli nieparzystego rzedu, obliczajac wspotczynnik Le-
gendre’a odpowiedniego nieparzystego stopnia, podstawiamy kat o zawarty mi¢dzy promie-
niem wodzacym R, poprowadzonym z ujemnego do dodatniego konca multipola, a promie-
niem wodzacym, poprowadzonym ze $rodku uktadu wspoétrzednych (Srodka multipola) do
punktu obserwacji.

e Natezenie pola multipola liniowego na jego osi

ql”
0, = (i)'W'n!Pn(COSOC)
oa=01luba=n ql” R
En — _grad(pn = En = (i)-W'(n+1)!Pn(COS (X.)E

1 1 R
graan+1 = —(n+1)Rn+2 E

n!(n+1): (n+1)!
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e Potencjal multipola liniowego w plaszczyznie prostopadlej do osi multipola przecho-
dzacej przez jego Srodek

ln
o, =(£ 4n?iR“” -n!Pn(cosg)
q —ql? 9q1*
= N :0’ = i . :0’ = i
%= amo R ¢, 0, = () e P, ¢, =(£) e

15 si.y WZAJEMNEGO ODDZIALYWANIA MIEDZY MULTIPOLAMI LINIO-
WYMI LEZACYMI NA WSPOLNEJ OSI

e Dipol w polu ladunku punktowego

-q q>0
: : S
1 2Qql

= F=— .

po_Qa 1 __ 1 : dne, | A1V A(1Y)
4re, |(R+1/2) (R-1/2) R e | el v

R >>1

h=d 1 2Q

_.Q
4ne, R’
F = graduE cosa

oa=0Iuba=mxn
1 2R | > |Fo- HQuecse R

rad =— — 3
g R2 R3 R 47t80 R R

e FLadunek punktowy w polu dipola

1 3ucosa R -q q>0
E = ' R H
4me, R* R R O——D R 0
a=/(uR). a=0lub a=m7
K =pcoso R
- Y 1 2
F =QE 4ne, R
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e Dipol w polu dipola

dipola

e  Monopol w polu multipola n-tego rzedu

Fi, = sila, z jaka pierwszy dipol dziala na drugi dipol
E1 = natezenie pola, ktorego zrodtem jest pierwszy dipol w srodku drugiego dipola

4oy, 9470 R 4y, 0
g1 [dwcosa, R L g
' 4ne, R* R R? ' 4me R®
oy = Z(HwR)
”1:M1COSQ1'B = (a1:0VG1:7€) = F :Mgradi
R 12 47[80 R3
F12 :grad(E1 'l»lz)
oy = Z(Eq,pp) = Ly, 1)
— 6 cosa,, R
gradLB:—f-B = F12:_“1M2—412'_
R’ R* R 4ne R R

R = promien wodzacy poprowadzony ze srodka pierwszego dipola do $rodka drugiego

E, = (i)—glnz 13{!112 Pn(cosoc)-% = | F= (i)(n+1{iS§1RIZL(COSG)%
F=QE,
e Dipol w polu multipola
1" P, (cos ) —(n+2)!ql"ucosBP, (cosa) R
E = i\(n+1)'q n _ \ n qrpu 0 K
n ( ] 4n80Rn+2 = F (i/ 4TC€OR3 R
F = gradpE_ cosf
B=01lub B=m
n=ql
1 -(+2)R
grad R R™ R B = kat zawarty miedzy promieniem wodzacym R,
(n N 1)'(n N 2)_ (n N 2)' poprowadzonym ze $rodka multipola do $rodka dipola,
’ B ’ a momentem dipola p

e Sily wzajemnego oddzialywania multipoli liniowych lezacych na wspolnej osi

1

Rm+n+2

F ~

Sita wzajemnego oddziatywania dwoch multipoli liniowych
o rzedach n 1 m, lezagcych na wspdlnej osi, zachowuje si¢ jak

31




STALE POLE ELEKTRYCZNE

1 6 CZLON DIPOLOWY W ROZWINIECIU POTENCJALU

e Czlon dipolowy
Jezeli sumaryczny tadunek uktadu jest rowny zeru ZQi =0, to rozwinigcie potencjalu

1

uktadu tadunkow

Z:QiRi cosq,

1

£y
= i +
? %}& 4me R?

zaczyna si¢ od drugiego wyrazu, zwanego cztonem dipolowym. W czlonie tym rozdzielimy
wspotrzedne okreslajace potozenie tadunkow od wspotrzednych potozenia punktu obserwac;i.

1
_Z‘Ql , cosa, P 4neOR3 ZQ
¢ 4me R?
R.-R 1
_ i — = . AX.X+V.V+7.7
cosa, = RR ¢ dre R ZQI( iXTYiy+Z )
R,-R=xXx+y,y+zz
p-R
= R. = =
H ZQ ' ® 4me R’

e Moment dipolowy p ukladu ladunkow

p= ZQiRi

zapiszemy, rozdzielajac cztony zwigzane z dodatnimi i ujemnymi tadunkami.

p=2 QR +> QR;
> QR
D Yo = YQR/=R'YQ

2QR;

Q/,R; = tadunki dodatnie i ich promienie wodzace
Q:,R; = fadunki ujemne i ich promienie wodzace
R",R™ = promienic wodzace poprowadzone ze $srodka uktadu wspotrzednych do srodka

tadunkéw odpowiednio dodatnich i ujemnych
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p-R'TQ R EQ

Jezeli sumaryczny tadunek uktadu jest rowny zeru (Z Q' = ZQ j , a $srodki dodatnich
1 uyjemnych tadunkoéw nie pokrywaja si¢ (R+ -R™ = 0), to moment dipolowy pn uktadu

fadunkow jest rowny iloczynowi sumarycznego tadunku dodatniego (Z ij 1 promienia
wodzacego (R+ — R*) poprowadzonego ze §rodka tadunkow ujemnych do $rodka tadun-
kéw dodatnich.

L-RYQ R YO
YQ ==Y = | p=YQ/R"-R")

R"—-R %0

e Moment dipolowy jako niezmiennik

Jezeli sumaryczny tadunek uktadu jest rowny zeru [z Q = Oj , to moment dipolowy p

tego uktadu tadunkéw nie zalezy od wyboru uktadu wspotrzednych.

DOWOD

Niech R;iR!' bedg promieniami wodzacymi tego samego tadunku Q. w dwdch réznych

uktadach wspotrzednych, a ¢ danym stalym wektorem i niech R!' =R +¢, wtedy

=Y QR'=YQ[R} +¢)=Y QR +Y Qe =Y QR +¢Y Q= Y QR} = '

1 7 CZLON KWADRUPOLOWY W ROZWINIECIU POTENCJALU

e Czlon kwadrupolowy
Jezeli sumaryczny tadunek i moment dipolowy uktadu sg rowne zeru, to rozwinigcie po-

tencjatu
Sgi/ \( ZQ R2(3cos a, —1)
i I

¢ :/(nsoi{\ %8 R\ 47580R3

zaczyna si¢ od trzeciego wyrazu, zwanego cztonem kwadrupolowym. W cztonie tym rozdzie-
limy wspotrzedne okreslajace potozenie tadunkéw od wspotrzednych okreslajacych potozenie
punktu, w ktorym wyznaczamy potencjal.
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1 1
= -E-ZQin(%osz a, —1)
Rz—xzoJr 2472 3XX _s
i M Yi i O = 47[8 R3 ~ ZQ ZZX“XV ny
(XiX+Yiy+ZiZ)2 l
R’R?

cos’ o, =

ot [For(3) Bl pon( )
So ly( j Tax, (——oj S, 1(3}'2 j+
+ZQiini[§_oj Q7 [E_oj 207, (323’ ﬂ

e Tensor momentu kwadrupolowego ukladu ladunkow
Czton kwadrupolowy w rozwinigciu potencjatu ukladu tadunkéw punktowych mozna
przedstawi¢ w postaci

2 2
_ ! 3-1- d, 3 +d, 3%—1 +d,, 3%—1 +

4me R* 2 R’ R R
+dxy(%— j+dy"(%_ ]+dx (%—0]+
+dzx(ﬁ—oj +d (% o) d (3%—0),

R’ R’ (R

gdzie dziewie¢ wielkosci, okreslonych ponizej

= ZQiXiz’ d,, = ZQiyiz’ d, = ZQiZiz;
= ZQiXiyi’ d ZQ1 i 1’ dyz = dzy = ZQiYiZi ,

tworzy tensor momentu kwadrupolowego uktadu tadunkéw punktowych, zapisywany tez
W nastepujacy sposob

dxx Xy Xz
[doyl=|d,, d,, d, | dy=2Qxix
dzx dzy 7z l

i i i
DX1_Xia X, =Y X3=Z4

Symetryczny tensor d,; kwadrupolowego momentu uktadu tadunkow punktowych tworzy

dziewig¢ sktadowych, w tym sze$¢ niezaleznych, poniewaz
d, =d d, =d d,=d,

yx? Xz zx 2
Tensor d,, jest tensorem drugiego rzgdu.

34



STALE POLE ELEKTRYCZNE

Przeprowadzimy jeszcze raz ostatnie rachunki, korzystajac ze skréconej notacji.

1 1
= —-» QR (3cos’ &, —1 Co(3x,x
4me R* Z‘ ( ) = Ri2(3coszoci —1):xlux‘V —5—=3,,
R
R _XHXVSHV
x!xix x U
cos? o, = uTY
R’R
— iy 1 1 3x,X,
G = 2Qxs | Ty 'E'd‘“( R’ _8‘“)
X=X, X, =Y, X; =2 U
_ 1 1 &S 3x,X,
8 = 1<:>M_V (P: 47[8 R3 .5 zzdw( R2 ™Y
A (RN TRV 0 u=t vt

Sprébujemy inaczej okresli¢ tensor momentu kwadrupolowego tak, aby zmniejszy¢ liczbe
jego niezaleznych sktadowych. W tym celu zrobimy pewng sztuczke z zerem.

2 2 2 2 2 2 2 2 2
& 3X2 -1 +& 3L2_1 ik I 3%_1 :& 3(X +y2 tz )_3 — 3R -3/=0
3 (R 3 (R 3 R 3 R 3 R’

lub to samo, inacze;j

3x WX
—RISW[SV A j 0.
3 R?

Dlaczego wlasnie takie zero?

2
Roéwnanie Laplace'a N Ai S 0 A ?’X_X_ L
1 R "oxox, R " R "R’
AE:O 1 3x,x
) (a2, )
A=d, ———
0x ,0X,, U
o 1 3%, X, 1 3x X,
G R RS R P g O =
U
] R2=X2+y2+Z2 1., 3x,X,
gRiESHV SW#—SW =0
. o[ 3x,x,
I oto zapowiadana sztuczka z zerem : X, Xy —5—=8,, |=
R

3x° (32}/ j
=X +otzy | ——
R’ R’
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i i 3XuXv
X, X, R -3, |=
2 2 2 2 2 2 2
:X12 3X2 -1 +'“+ZiYi(3iZ_ j_ & 3X2 -1 +& 3L2_1 +& 3i2_1 =
R R 3R 3R 3R
, 1, 3x? {32y j
=|x. ——R; —1|+--+(zy. =0) =—==-0|=
( 1 3 IJ(RZ (1Y1 R2
1 2 2 3x° 3zy
25{(3& —RiSXXIR2 -0, +---+(ziyi—8Zy F_Szy =
1(hoioi 2 3%, X,
:§(3X]J.XV _Ri 8“\'{#_8“")

Powtorzmy jeszcze raz te rachunki.

Coa3xx, Do 3x.x, 1., 3x,X,

X, X, R —SHV =X, X, . —SHV - ERiSHV SHV 5 —SW =
o 3x . X

—%(3XLX‘V —RfSHV{ o —SWJ

Powracamy do cztonu kwadrupolowego w rozwinigciu potencjatu.

1 1 o 3xuxV
— . »XIXI _8
? 4ne R 2 ZQ " ( R’ “”j
1 1 . 3x X
= c— 3x'x' —R?%8 E 2.3
? 47:80R3 6 ZQl( wey ' “V( R? “Vj
1 1 3XHXV

= D
? 4ne R 6 ““(

D, = ZQi(3xin} -R

R2
'3

1

_gwj

D, jest tensorem momentu kwadrupolowego uktadu tadunkéw punktowych. A oto jego skla-

dowe.

Do =2.Q
D,, = ZQi
D.=2Q
D,, =D, =>3Qxy,
D,, =D, = 213Qixizi

Dyz = Dzy = Z3QiYiZi

1

b -R)=Tal

1

Tensor D,, ma 5 niezaleznych skfado-

wych, poniewaz jest tensorem symetry-
cznym

=D

Vi

a suma jego sktadowych diagonalnych
jest rbwna zeru:

D,+D, ,+D, =0

| RI=xiayiez
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Na koniec zestawimy rézne postacie cztonu kwadrupolowego w rozwinigciu potencjatu ukta-
du tadunkoé6w punktowych.

o
4me R’

-%-Z:Qin@cos2 a, —1)

o p=1 v=1 R2
1 1 S 3x X
= .. d RV
4ne R 2 ;Z " R? ““j
duv :ZQi X, X,

p=1v=1 i
1 1 L3 3x X
— D LY S
4ne R 6 ;Z " R? “Vj

Jezeli sumaryczny tadunek i moment dipolowy uktadu sg réwne zeru, to sktadowe tensora
momentu kwadrupolowego tego uktadu tadunkéw nie zalezg od wyboru uktadu wspot-
rzgdnych ze zbioru uktadow o analogicznych osiach réwnolegtych.

PRZYKLAD
-1 0 +1 R
I I I ' >
X
0, -9qa q>0 R
D S > >
1 23 4
Qi =Q,=+q>0 4
d, = x? =2ql*
QZ :Q3 :_q<0 XX ;lel q
x,=-1 x,=0, x; =0, x, =+l pozostale sktadowe tensora d,, sa rowne zeru
y1 :y2 ZYS ZY4 :0 (p: L 3'1'(1“\,[3)(“?\/ _8“\;]2 ! 3'1'dxx(3xzz _1]
z,=2,=2,=2,=0 4neg R° 2 R 4ne R* 2 R
2ql°
x=R,y=0,z=0 =
Y ¢ 4re R’
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4
1 1 3x X
Dxx = 2Q1X12 :4q12, = _D nv _6 ,
1Z=1: ? 471.50R3 6 " R? w
4
- _ 2 _ 2 2 2 2
Dyy_ gQiXi 2q1 ’ (p: 1 3 l DXX 3X2 _1 +Dyy 3L2_1 +DZZ 3i2_1 )
M 4me R® 6 R R R
DZZ :_ZQiXi2 :_2q12 2q12
o1 Q= e
Pozostate sktadowe tensora e,
D,, sarowne zeru.

PRZYKLAD
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1 8 CZLON OKTUPOLOWY W ROZWINIECIU POTENCJALU

e (Czlon oktupolowy
Jezeli sumaryczny tadunek, moment dipolowy, oraz wszystkie sktadowe tensora momentu
kwadrupolowego uktadu sg réwne zeru, to rozwinigcie potencjatu

3prv 1
w \lk/ w E-ZQiR?(Scos3ai—3cosoci)
¢ = i N R3 N + i . p.
%58()\ /4%8?& 47[80R\ 4me R

zaczyna si¢ od czwartego wyrazu, zwanego cztonem oktupolowym. W czlonie tym rozdzieli-
my wspolrzedne okreslajace potozenie tadunkéw od wspdirzednych potozenia punktu obser-
wacji.

1 1 (5008 01, —
(P_4TESOR4 5 ZQiRi(Scos o, 3cosai)

2 2 2 2
Ry =xi +y; +z;

X, X+y,y+z,z

cosa,; =
R;R
3
cos’ a; = (XiXJFIz;IZj z;z)
1 1 S | SXeXpX, X085 +Xp0,, +X.0,4
= — 4 X, XgX -
? " dne R 2 ZQZ;; “P { R’ R
1 1 5 5x7 3x S5y 3y 5 527 3z
= — —_— |+ _— _
4me R* 2 ZQ{ 1[R3 Rj 1[R3 R) '"(R* R

2 2 2 )
+3Xi2Yi sty_l +3Xizzi stz_i +3XiYi2 SXZ X +3X1212 Sxf X +
Syz’ S5y’z  z 5xyz

e Tensor momentu oktupolowego ukladu ladunkow
Czton oktupolowy w rozwinigciu potencjatu uktadu tadunkéw punktowych mozna przed-
stawi¢ w postaci

5X,XpX, X85 +X40,, +xy6aﬁ]

1 1 CNS oXpXy
DL R XM :

gdzie dwadziescia siedem wielko$ci d,g, , okreslonych dalej, tworzy tensor momentu oktupo-
lowego uktadu fadunkéw punktowych.
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— 3 — 3 — 3
dxxx - ZQiXi ’ dyyy - ZQiYi ’ dzzz - ZQiZi >
i i i
. . . 2
dxxy T Mxyx T dyxx - ZQiXiyn
i
_ _ 2
XXZ dxzx - dzxx - zQiXiZi’
i
— — 2
xXyy dyXy - dyyx - zQiXiYi >
i
— — 2
X7z dzxz - dzzx - zQiXiZi °
i
_ _ 2
yzz dzyz - dzzy - ZQiYiZi ’
i
d,,, =d,, => Qyiz
yyz yzy — “zyy iYiZis
i

dxyz = dxzy = dyxz = dyzx = dzxy = dzyx = zQiXiini'

i

o
I

o
I

o
I

o
I

o
I

Dwadzie$cia siedem powyzszych wielkosci tworzy tensor momentu oktupolowego uktadu ta-

dunkéw punktowych, zapisywany tez jako

dyp, = 2 QX Xpx,
i

Tensor dgg, jest tensorem trzeciego rzedu, stanowi go 3% =27 skladowych, w tym dziesicé

niezaleznych.
Przeprowadzmy jeszcze raz ostatnie rachunki, korzystajac ze skréconej notacji.

R’R’

R? R

1 1 RA3(5COS3OLA —3cosou):
(P:W'E'ZQiR?(SCOS3OLi—3COSOLi) ! i i
e - i i i i i
ot i COSX X XXX, X, _3XOLXOLXBXy8[3y
. =
cosal. = oXq R’ R
=
R,R i SXQXBXY_?)XOLSBY B
R? = [ 18 =X XpX, R? R o
i T XaXa T XX, Op,
i i i
X'X XeX.X' X (5% X,X X O, +X,0 +X.0
COS3O(,i= aTa BBy Ty :X;XEX;( a”Bry  Tarpy B ay Yy af

~ X, 0p, + X0, +X.0,4

R

|

|

Aby zmniejszy¢ liczbe sktadowych niezaleznych tensora momentu oktupolowego, wykonamy

znowu sztuczke z zerem

3 331 5x X.X

apty

2 i i
—-R; (xaéiﬁy +x,0,, +X,0,, .
o Bt y=1 D R

33 3
Dla uproszczenia rachunkow, opuscimy operatory sumowania Z Z z 1 przyjmiemy, ze

_ 5%, XpX, ~ X, 0p, + X0, +X.0,4
R’ R '
40

B X, 0p, +X0,, +X.,8,, _o.
R

a=1p=1 y=1
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_— 5meﬁxy anBy +Xﬁ8w +Xy8mB
X XpXy 3 -
R R

S 1 . . .
[ SR T | _ . 2 i i i _
=X XpX, A s R; (X(XSM +x50,, +X,0,, A =

i1 na( i i
= A[Xaxﬁxv _g'Ri (Xasﬁv +X1380w +XY8‘*B )j| -

1 Co o . . 5X,XpX, X85 +Xg0,, +X,0,,
25-[5meﬁxy -R; (Xonsﬁy +X8,, +xy8aﬁ)]( I 4 P!

R’ R
Powracamy do cztonu oktupolowego w rozwini¢ciu potencjatu.

1 1 303 3 5X, XX, X85 +X38,, +X.8.,
= — A D —
® 4ne R* 10 4 Q‘;;‘; “BV( R3 R
Daﬁv = zQi[SXLX}i ; _Riz(xixsﬁv +XE8av +Xi78aﬁ )]

Wypiszemy teraz w jawnej postaci sktadowe tensora D,g, momentu oktupolowego.

D, = 2.Q;(5%] -3xR?)= Y0, (2] - 3x,y7 - 3x,2})

D, =3 0,65 ~3yR})= 30,25} ~3x}y, -3y,

D,, =iQi(Sz? —3zin)=ZiQi(2z? ~3x}z, - 3yiz,)

D, =I;xyx =D,, =ZQ1(5xlfyi -y,R})=3Q,[4x?y, -y} - y,2})
D, =D,.=D,, =ZiQi(5x?zi —ziR?)=2iQi(4xfzi 7] —yiz,)
wr =Dy =D,y =izQi(5xiyf —xin)=izQi(4xiyf -x] -x7})
=D, =D, =Y Q,(5x,22 -x,R?)=YQ,(4x,z -x] - x,y?)
=D, =D, =305y, —yR?)= 20,4y, y1 - xly)
yi =Dy =Dy =iZQi(5y?zi —ziR?)=iQi(4y?zi -z} -x’z,)

Xyz :szy :Dyxz :Dyzx :szy :Dzyx :ZQi(SXiYiZi _O)ZZQiSXiini

tw ) o
I Il

w1y
I

Dxxx +nyy +szz =0

D,+D, +D, =0
DZXX +DZyy +DZZZ :O

Tensor Dyg, momentu oktupolowego uktadu fadunkéw punktowych jest tensorem trzeciego
rzedu, tworzy go 3° =27 sktadowych, w tym siedem niezaleznych.
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Napiszmy jeszcze raz wszystkie trzy postacie cztonu oktupolowego.

1 VSR 5e0s’ o, ~3cosa,
(p_4n80R4 5 ZQlRl(SCOS o, 3cosa1)

5X,XgX, B X 0p, + X508, +X.8,,

1 1 33 3
@=4RSR4-5-ZQZZZ%M( R’ R

|

5, XpX, X 85 +Xp0, +X,0,

__ 11 ShRAY oXpXy _
®  4me.RY 10 .QizzzD“‘”( R’ R

D, = ZQi[SX;xgxiy ~R2(x18,, +x58, + x5, )|

2 2 2 2
R =x; +y; +z;

|

o analogicznych osiach rownolegtych.

Jezeli sumaryczny tadunek, moment dipolowy, oraz wszystkie sktadowe tensora momentu
kwadrupolowego uktadu tadunkéw punktowych sa réwne zeru, to skladowe tensora mo-
mentu oktupolowego nie zalezg od wyboru uktadu wspotrzgdnych w zbiorze uktadow

Na koniec powr6¢my do sztuczki z zerem.

apty

) (SX XpX, X 85 +Xp0, +X,8.,
af -

iZi%-Rf(XLSM +x;38ay +x;8

3
a=1p=1 y=1 R R

Sh ekl BT i i 2
- ZZZERI 'F(Xasﬁv +Xﬁ8av +Xv8aﬁ lsxaxﬁxv -R (Xaaﬁv +Xﬁ60w +X78aﬁ )]:

z,

- SRi3 '3Xi[(5X3 _3XR2)+(5X3’2 —XR2)+(5x22 —sz) +

2

+ 51;13 -3y, [(Sy3 —3yR2)+(5Xzy—yR2)+(5yz2 —sz )]+

RZ

! 5Ri3 '321[(523 —3ZR2)+(SXZZ—ZR2)+(5yzz—zR2)]:

2

= R 15 xix(x2 +y’+27° —Rz)eriy(x2 +y’+7° —R2)+ZiZ(X2 +y’+2z° —Rz)]:

5R°®
2

- 5Ri Aslx x(R? ~R?)+y,y(R? ~R?)+z2R* -R?)|=0

R3
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PRZYKLAD
z
+q -q Q1:Q3:Q5:Q7:_q<0
12 9 Q,=Q,=Q¢=Qy=+q>0
X;=X,=X;=X,=0
7/_q _i_q@ X5 =X =X; =X4=1
Yi=Y,=Y; =Yy =0
g Y5 =Ys=Ys =Y =1l
O 2,=2,=25=2,=0
Z,=2,=2,=2, =1
1 gl I = odleglosé mied
3 glos¢ miedzy
X dwoma sgsiednimi tadunkami

8
dxyz = dxzy = dyxz = dyzx = dzxy = dzyx = zQiXiYiZi = ql3

i=1
Pozostate sktadowe tensora d.g, sa rowne zeru.

8
nyz = szy = Dyxz = Dyzx = szy = Dzyx = ZSQiXiYiZi = 5q13
i=1

Pozostate sktadowe tensora Dgp, sa rowne zeru.

1 9 KIERUNKI WLASNE (OSIE GLOWNE) I WARTOSCI WEASNE ORAZ NIEZ-
MIENNIKI TENSORA MOMENTU KWADRUPOLOWEGO

e Osie gldwne lub kierunki wlasne symetrycznego tensora drugiego rzgdu, to kierunki osi
uktadu wspotrzednych prostokatnych, w ktorym wszystkie sktadowe niediagonalne tensora sg
rowne zeru. Sktadowe diagonalne takiego tensora nazywane sg jego wartosciami wiasnymi.
Kierunek wtasny tensora ma t¢ wlasno$¢, ze kazdy wektor x o tym kierunku, przemnozony
przez macierz utworzong ze skladowych tensora, staje si¢ wektorem Ax. Wspotczynnik A
jest wartos$cig wlasng tensora dla danego kierunku.

3 _

Ay Ay gz || Xy X4 (311 _K)X1 +a,X, +a,;X; =0
zapqxq :kxp

Ay, Ay, Ay, ||X, |=AX,| lub I lub a,x, +(ay, —A)X, +2a,X,=0

a3 a3 a3 || X, X3 p=123 a3 Xy tagX, +(a33 _k)x3 =0

Uktad ten (przedstawiony w trzech réznych rownowaznych postaciach) posiada niezerowe
rozwigzanie X1, Xp, X3 wtedy 1 tylko wtedy, gdy jego wyznacznik jest réwny zeru.

a1 —A aqp a3
detla, 28, )=| ay, an-1 a, |=A+[N-LA+1, =0
asy as a; —A

Wspotczynniki 14, I, I3 okre$lone sg nastepujgco:
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3
I,=a,,+a, +ta,; = Zaw
p=1

ds dg

= (311322 _312321)"'(311333 _313331)"'(322333 _323332)

L, = detapq =a44@y833 24,8385 +2438,985, —A438,,35 —a443,385, — 24,5985

Réwnanie —A° +I[,A* =1, A+1, =0 nazywamy réwnaniem charakterystycznym (wiekowym
lub sekularnym).

Dla kazdej wartosci wlasnej tworzymy odpowiedni uktad rownan.

0 Xq =X1xp, p=123.

=\,X,, p=12,3.

pﬂ

M- i1 21+
o o o

B

Y

=)

X, =A3x,, p=12,3.

Pq q

o)
n

Rozwigzania tych rownan wyznaczaja kierunki wlasne tensora, odpowiadajace wartosciom
wlasnym A, A,, A; .

Ze sktadowych tensora momentu kwadrupolowego tworzymy macierz

dll d12 dl3
dpv = d21 d22 d23 b dpv = dvp
d31 d32 d33

Tensor momentu kwadrupolowego, jak kazdy symetryczny tensor drugiego rzedu, mozna
sprowadzi¢ do postaci diagonalnej o sktadowych rzeczywistych. W nowym uktadzie wspot-
rzednych sktadowe tensora d,, maja postaé

0 0
A 0
A

Znajdujemy je jako rozwiazania A,, A,, A, roéwnania charakterystycznego, zwane wartos-

ciami wlasnymi tensora d,, . Odpowiadajace tym wartosciom wiasnym kierunki wilasne sta-
nowig osie nowego uktadu wspotrzednych.

det(d,, —28,, )= -2 +IA* ~LA+1, =0,

3 3 3
deqxq :Xlxp, deqxq =k2xp, deqxq :X3xp, p=1,2,3.
q=1 q=1

q=l1
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Niezmiennikami ortogonalnych przeksztatcen uktadu wspotrzednych sa:
1. $lad macierzy utworzonej ze sktadowych tensora

I,=Trd,, =dy +dy, +d;; =Trd,, =d;; +d,, +dy; =1, ,
2. wyznacznik macierzy utworzonej ze sktadowych tensora
I, =detd,, =detd,, =1,
3. warto$ci wlasne A,, A,, A; macierzy utworzonej ze sktadowych tensora,

4. wspolczynnik I3 w rownaniu charakterystycznym macierzy utworzonej ze
sktadowych tensora

L, = (d1 1d22 - d12d21 ) + (d1 1d33 - d13d31 ) + (d22d33 23d32) =
= (d'11d'22 - d'12d'21 )+ (d'11d'33 - d'13d'31 )+ (dlzzdgs - d23 32) I3
PRZYKLAD
AY T X, Tensor momentu kwadrupolowego
-qﬁD 71 ﬁ] >0 w uktadzie wspotrzednych x1, x,
0 qI* 0
] ] > 42
ZI@ é) X =X, d, =|dl 0 0
q>0 -%L -q 0 0O 0

Roéwnanie charakterystyczne

3 2144 _
I,=0 Warto$ci wilasne:
12
I, =—q°I* M=
M A= —ql?
=0 »=—q
Ay =0

W uktadzie osi gléwnych tensor momentu kwadrupolowego przyjmuje posta¢ diagonalng.
A, 00 ql’ 0 0

d;w =0 %, O0|=0 —q* 0O
0 0 A, 0 0 0

Aby znalez¢ osie glowne (kierunki wlasne) tensora, nalezy dla kazdej warto$ci wiasnej
Ay Ay, Ay rozwigza¢ odpowiedni uktad réwnan.

3 3 3
deqxq =MiX,, deqxq =\, X, deqxq =A3X,,
p e p
p=12,3.

L=ql? A, =—ql’ A, =0
(O—qlz)x1+q12x2+0:0 (0+q12)x1+q12x2+0=0 0-x,+ql°x, +0-x, =0
q12x1+(0—q12)x2+0=O q12x1+(0+q12)x2+0:0 ql’x; +0-x, +0-x, =0
0+0+(0—ql* )k, =0 0+0+(0+ql* )k, =0 0:x;+0-x,+0-x; =0
Xy =X, X, =-X, x,=0
x,=0 X, =0 x,=0

x; =0
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X224

(X, = =x,, x; =0) (x; =x,, x; =0)
Kierunek wtasny Kierunek wiasny
odpowiadajacy odpowiadajacy
warto$ci wlasnej warto$ci wlasnej
A, =—ql°. A=ql*.

o X1 tgo = 1

»

Kierunki wlasne stanowig osie nowego uktadu wspotrzednych x,, x, . Nowe wspotrzedne pun-
ktow, w ktorych znajdujg si¢ tadunki kwadrupola, znajdujemy ze wzordéw transformacyjnych.

X, = X, COSO +X,sino
X, = —X,SIno + X, cosa
tga =1 a=45"

AY =X,

[

0 qI> 0 q®> 0 0
d,=[q® 0 0 d,=l 0 —q* 0
0 0 0 0 0 O
A X1 X2 A X4 X,
Q| 21 21 x;:+%-x1+%-x2 Q | &1 0
' V2 V2
1. 1. X, =—% X, +5-X
Q2 El 2 1 2 2 ! 2 g Qz 0 —%1
1. —1.
Qs 2 1 2 I Q; _%.1 0
_aal o2a
Q4 2 Q4 0 %1
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20 MULTIPOLOWE ROZWINIECIE POTENCJALU POLA CIAGLEGO ROZ-

KELADU EADUNKOW ROZMIESZCZONYCH ZE STALA GESTOSCIA OBJETOS-
CIOWA W OBSZARZE ELIPSOIDY W UKEADZIE WSPOLRZEDNYCH, KTORY
STANOWIA OSIE ELIPSOIDY

e [Elipsoida
Elipsoida obrotowa modeluje wiele obiektéw, poczynajac od kuli, poprzez dysk, cygaro,
a na walcu konczac. Elipsoida trojosiowa jest powierzchnig dang rownaniem kanonicznym.

2 2 2
X
T

T =1 H a, b, c = potosie elipsoidy
a

O|N
(3]

a=b=c sfera
a=b>c elipsoida obrotowa sptaszczona
a=b<c elipsoida obrotowa wydtuzona

Objetosc elipsoidy wynosi

V:i-nabc
3

Kontur rzutu na ptaszczyzn¢ X,y przekroju elipsoidy ptaszczyzna prostopadly do osi z jest
elipsa

+ =1, z =const

o potosiach

7’ 7’
al-— 1 b,[1-—
R R

Z2
R,|= nab[1 ——2j
c

e Przejscie od dyskretnego (nieciaglego) do ciaglego rozkladu ladunkow
Aby przej$é, od wzoréw dla uktadu tadunkéw punktowych do wzorow dla cigglego roz-
ktadu tadunkow, dokonamy nastepujacych odwzorowan.

20 - Q= [[[plx,y, 2}V

1 polu powierzchni

=2.Qx, >, = [[[p(x.y.2)xdv d, =2Qx; >d, = [[[plx,y.z)x*aV
= ZQiYi —> U, :”jp(x,y,z)yd\/ d, = Z:Qiyi2 —>d, = ”jp(x,y,z)yzd\/
= ZQizi —>u, = ”'[p(x,y,z)de d, = Z —>d,, J-J.J‘P X,Y,Z Z 2dv
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D, =¥ Q,Lx} -y} ~2)-D

i

Dyy :ZQ1(2Y12 —xi2 —Zf)—)D

i

D, =>Q2 -y -x})>D

1

:” p(X,y,Z)(zxz —yl-z
= [[[plx,v.2)2y? =x* = 2* jav
= p(x.y.z)2z* —y* x> |V

v

e Moment dipolowy ciaglego rozkladu ladunkéw rozmieszczonych w obszarze elipso-
idy ze stala gestoscig objetosciowa
Zalozymy ciagtly rozktad tadunkdéw w obszarze elipsoidy ze stala gestoscig objetosciowa

3Q
4rmabce

p(x,y.z)=

Zatozymy tez, ze osie uktadu wspotrzednych pokrywajg si¢ z osiami elipsoidy, czyli z osiami
glownymi tensora momentu kwadrupolowego.

= ij(x, y,z)xdV

3Q
p(x " ) 4mabce
2
”dydz = chc(1 —X—zj
R, a

axdx= i +a:O
pa5].

—a

Ja-x3dx = {XT:}H =0

—a

= [[[plx.y,2)ydv

3Q
4mabc

” dxdz = nac(1—g—z]
R

y2 +b B
pov-%] -0

+b
ol

p(x,y,x)=

U
w, = J-” 4iz?bc xdxdydz =

j j j xdxdydz =

47ca C

= 3Q Txdx”dydz=

4mabc 7, R,

+a 2
= 3Q nbcjx 1—X—2 dx =
4mabc a

=0

U

u, = ”'[42330 ydxdydz =

4na . ”_[ ydxdydz =

4nabc I ydyj I dxdz =

3Q +b yz
4mabe nacj y( b? 4

-b
=0

= j_[jp(x,y,z)de

3Q
4mabe

” dxdy = Tcab(1 - i—jj
R,
.C[Zdz = {é]c =0

—C

_c[z3dz = {%TC =0

—C

p(x,y.x)=

U

zdxdydz =
mabc

= 4::3)0 j j Izdxdydz =

3
= 4713)0 I zdz” dxdy =

= 3Q Tcabjz 1—Z—2 dz =
4mabc - c

=0

[

Ry = rzut na plaszczyzne y, z przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadta do osi x
j I dydz = pole rzutu na plaszczyzne¢ y, z przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadia
R

do osi x
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s3 rowne zeru.

(m,=0,p,=0,p,=0)= p=0

W rozpatrywanym uktadzie wspotrzednych, czyli ukladzie ktorego osie pokrywaja sie
z osiami elipsoidy, moment dipolowy jest réwny zeru, poniewaz wszystkie jego sktadowe

e Tensor momentu kwadrupolowego ciaglego rozkladu ladunkow rozmieszczonych
w obszarze elipsoidy ze stala gestoscia objetosciowg

= l o(x,y,2)x2dV =IJ p(x.y.z)y’dV
p(x,y,2) = 473&3)0 p(x,y,2) = ;Sbc
l [dydz= nbc(1 —;‘_jj y dxdz = nac(1 _Z_jJ
Ixzdx _ X—3 :§a3 _J;yzdy: %3: :§b3
U U
A=y j R j ([ ydxdydz =
-1 Ixzdx flovar= | =] j virfJanis

+a 2
_ chcJ-x2 1—X—2 X
4dmabc < a

1
d_=—-Qa’
«=5Q

osl X

R)’

osi y

doosi z

_ 3Q y’
4nabcnac;[y[ szdy

1
dyy = ngz

49

= “ p(x,y,z)z’dV

plx.y-2)= 4iz?bc
ydxdymab 1—?]

J
v sz dxdydz =

3Q Tzzdz“dxdy =

4mabc °

2
3Q mab .[ ( )dz
4na c ? c’

1
d_ =-Qc’
7z SQ

Ry = rzut na plaszczyzne y, z przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadta do osi x
j j dydz= pole rzutu na ptaszczyzne y, z przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadiy do
R

R, = rzut na ptaszczyzne X, z przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadla do osi y
I I dxdz = pole rzutu na ptaszczyzn¢ x, z przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadia do

R, = rzut na ptaszczyzn¢ x,y przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadta do osi z
J- I dxdy= pole rzutu na ptaszczyzne X,y przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadia
R
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D= [[foberfox -y 2 )av

3
p(x, y,z) - 4RSDC

U

w 473ch¢ jﬂ(zxz ~y? - 2" )dxdydz =

2 +b +c
= 473ch¢ 2.[x2dxi[;|-dydz - .[yzdyydxdz - [zzdz_l[.!dxdyJ =
= 473[3?‘)0 :27‘[]2)0]‘:)(2 (1 — z—deX — Ttac]iyz('] _l})/_zjdy _ ﬂ?&b]-:zz('] _z_jjdzj| _

= 3Q ﬁ'ﬁa3bC—i'nab3C—i-nabc3
4mabe | 15 15

+a

- 4mabce ZIYZdy-ngdz a .[dexgdde— Tzzdzgdxdy} =

—a —c

3Q I Tt y’ 't x 't z
_ 2 ) _ 2 o~ _ 2 _~ _
= b _2nac.[y (1 o2 jdy nbc.[x (1 2 ]dx nab.[z (1 > jdz} =

C

38 be—t matbe—— . rabe?
4mabe | 15 15 15
1 2 2 2
Dyy:g'Q(zb —a —¢ )
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D, = J-J'jp(x,y,z)(2z2 -y’ —xz)dV

3

U
_3Q
“  4mabe

__3Q
4mabe

.U;J.(2zz -y’ —x’ )dxdydz =

2t|-czzdz”dxdy - Tyzdyﬂdxdz - szdx”dydz =
—c R, -b R R,

—a

3Q B +c Zz +b yz +a Xz
= 2mab | z?| 1-= |dz—mac | y*| 1—- 2 |[dy —ntbc | x*| 1-=— |dx | =
4mabe | J; ( czj J;y ( sz Y J- [ azj }

—a

_ 3 i-7tabc3—i-Tc.'11b3c—i-rca3bc
4mabe | 15 15 15

D, :%-Q(2cz ~b*—a®)

Zbierzmy otrzymane wyniki.

1 1 1
d =—-Qa’, d_=—-Qb*, d_=--Qc?,
XX 5 Q yy 5 Q 7z 5 Q
D =§-Q(2a2 ~b’-¢?), D, :%-Q(zb2 —a’-¢’), D, :%-Q(2c2 ~b>-a?),
D,+D,+D, =0
Sktadowe niediagonalne obu tensoréw sa wszystkie rowne zeru.

W przypadku elipsoidy obrotowe;j

a=b,

D, = £ Q=<
Dyy :%Q(az _Cz)’
D, :%Q(c2 —az),

1
_EDZZ :Dxx :Dyy s

tensor momentu kwadrupolowego D,,, posiada tylko jedna sktadowa niezalezng D, .
UWAGA

Sktadowa D,, bywa utozsamiana z tensorem momentu kwadrupolowego, co prowadzi do nie-
porozumien.
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e Czlon kwadrupolowy w rozwinieciu potencjalu pola ciaglego rozkladu ladunkéw
rozmieszczonych w obszarze elipsoidy obrotowej ze stalg gestoscia objetosciowa

1 1SS 3x X
= — D nov _8
& 4ne R’ 6;; “V( R? “VJ ZA
X{=X, X, =Y, X; =2 Punkt olzserwacp
! R
DXX :Dyy :_EDZZ
o
2 2 2
= — cC —a >
zz 5 ( ) y
DXy :DyX :DXZ :DZX :DyZ :DZy :0
R? = x? +y2 +7?
2 z’ X
cos’ o =—
R
U

1 1 3x’ 3y’ 3z
- ~|ID “1+D_ | 2L —1|+D | 22 1
2 4me R° 6{ XX(RZ j yy(Rz j ZZ(RZ

1

B 2 2 2
atete [
ne, |

?,
1 1 —3x? -3y’ +62°
(Pz = 3 _DZZ yz
4me R’ 6 2R
1 1 3z —R?
= -D | =
e r 4 7 R )

- 47:810R3 %DZZ (3 cos” oL — 1)

0,

Pierwsze trzy cztony w rozwinigciu potencjatu ostatecznie przyjmujg postac

Q 1 Q 1 1 2 2 2
= =—F c—-—I\c" —a" J3cos"a—-1).
i 4re, R 4ng, R’ 10( X )

PRZYKLAD
Elektryczny moment kwadrupolowy jadra atomowego
Jadro atomowe bywa modelowane elipsoidg obrotowa, w ktdrej objetosci rozmieszczony jest
fadunek Ze ze statg gestoscig objetosciowa

_ 3Ze

4a’c

Moment dipolowy tadunkéw rozmieszczonych ze stalg gestoscig objetosciowa w obszarze eli-
psoidy obrotowej jest rowny zeru wzgledem uktadu wspotrzednych, ktorego osie pokrywaja
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si¢ z osiami elipsoidy obrotowej, a rownoczesnie z osiami gtownymi (kierunkami wtasnymi)
tensora momentu kwadrupolowego. W takim uktadzie wspotrzednych tensor momentu kwa-
drupolowego D,,, posiada niezerowe rzeczywiste sktadowe diagonalne Dy, = Dy, = (1/2) D,,,
a pozostate sktadowe sg rowne zeru. Tensor momentu kwadrupolowego jadra posiada wigc
tylko jedng sktadowa niezalezng D,, .

7z

D =%Q(2cz ~b>-a?)

Q="Ze >
e=16-10"C

W przypadku gdy moment kwadrupolowy ma tylko jedna niezalezng sktadowa, jej znak dos-
tarcza informacji o rozmieszczeniu tadunkow.

ZA ZA ZA

<V
<V
<V

Kula: D, =0 Cygaro: D, >0 Dysk: D,, <0

Jadra kuliste (sferyczne) maja D,, = 0.
Jadra wydluzone wzdhuz osi symetrii (cygaro) maja D,,> 0.
Jadra sptaszczone wzdtuz osi symetrii (dysk) maja D,, <0 .

Moment kwadrupolowy wyrazimy przez sredni promien jadra r i parametr deformacji jadra n.

7z

D :%-Ze(c2 —az)

1

_atec ZI‘OAE
1 =1,07-10"m = | D =2.ze™
7z 5
Ar=c—a
nzgzz.c—a
r c+a

c’—a’=(c+a)c—a)=2r"n
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Elektryczny moment kwadrupolowy jadra bywa tez definiowany, jako

Q= [[[olsyro -y* =x*)av =D,

e
PRZYKLAD
Potencjal elektryczny jadra atomowego
Q 1 1 , Ze Ze 1
= + —D,_,\3cos” a—1 - (2 2 2 1
P 4me R dme,RY 4 ( K 4ne. R dme RO 10(C 2’ J3cos” o 1)
Q="7Z¢
=0 ¢ = Ze + ze 31nr2(3coszoc—‘l)
2Ze 4 4ne R 4mg R° 5
= —_— 2_ 2 :_Z 2
7z 5 (C a ) 5 enr
Ze r2 n

¢= r— 1+F-g(3cos2 a—1)

21 POLA ROZNYCH NALADOWANYCH PRZEWODNIKOW I ROZKEADOW
LADUNKOW

e Pole elektryczne nieskonczonej plaszczyzny naladowanej ze stala gestoscia powierz-
chniows ladunku o

Powierzchni¢ Gaussa stanowi powierzchnia
walca prostopadlego do naladowanej plasz-
E_ /" < Vo E_, czyzny. Strumien natezenia pola elektrycz-

L nego przez powierzchni¢ boczng walca jest
S S roéwny zeru, poniewaz wektory natgzen pola

elektrycznego sa rownolegle do tej po-
wierzchni.

q)D:Zqi x>0 = E=E :ﬂi
' 2e, X
®,=¢,E_,2S = ¢E ,2S=0cS =

o x>0 o x>0

x>0 x<0

E.-o = wektor natezenia pola elektrycznego dla x>0
E.<o = wektor natgzenia pola elektrycznego dla x<0
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-do = Edx
E—_d_(P = (P(Xz) X,
dx - [do=[Edx
X>0 (P(X1) X4
+C
_Z U
jdX:X (P(X1)_(P(X2)=% (Xz_X1)
[do=1¢ :
x,=0 U
(p(X1)—O o
X, =X = @(X):—Z X
do
E=_——*
dx = (P(X1)_(P(X2):% (x; —x,)
x<0 ©
-o
E=—
2¢, v
x,=0
(P(X1):0 (x)—i-x
X, =X = Px)= 2¢,
e E4 0A
2¢, -
> >
X X
-0
2g,

e Pole elektryczne dwoch nieskonczonych plaszczyzn rownoleglych naladowanych roz-
noimiennymi ladunkami o stalych gestosciach powierzchniowych +c i —c

-G +c
T —_— —
E=0 | L E=0
. 0,0 _o

2e, 2¢, ¢

[}

Niebieskie strzatki oznaczaja wektory natgzen pola elektrycznego, ktorego zrodtem jest
ptaszczyzna natadowana ujemnie. Czerwone strzatki oznaczaja wektory natgzen pola
elektrycznego, ktorego zrodtem jest plaszczyzna naladowana dodatnio.
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e Pole elektryczne powierzchni cylindrycznej (walcowej) naladowanej ze stalg gestos-
cig powierzchniowa ladunku o

777777777777777777777777777777777

-

Prawo Gaussa dla powierzchni Sy :

0, :Zqi

r>R
®, =¢ E-2nr-1
Y q,=c-2nR-1=Q

i

®D=Zqi
r<R
®, =¢ E-2nr-1

2.4 =

Prawo Gaussa dla powierzchni Sjj :

R = promien natadowanej powierzchni
cylindrycznej

Sex = cylindryczna powierzchnia Gaussa
wspolosiowa z natadowang powierzchnig
cylindryczng o promieniu r > R

Sin = cylindryczna powierzchnia Gaussa
wspolosiowa z natadowang powierzchnig
cylindryczng o promieniu r <R

1>>R

l>>R
r>R
__do
dr
g_9R
g T
—dr = In|r
Par=w | -
_Q
2nR1
,_Q
1

= g, E-2nr-1=0-2nR-1=Q
U U
=R -2
r 2g mrl
E=0
oR.  r
ofr) - ()= —In=
€, I
— Q 1 I‘2
2ne 1 1
= A lnr—2
2ne, 1,
=
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0% § r,=R
I, =T
R y | | oR)=0
T
U
o(R)- g(r) == n =
e, R
> :_ﬁl r
) o(r) - IR

e Pole elektryczne walca naladowanego ze stala gestoscia objetosciowa ladunku p

-

Prawo Gaussa dla powierzchni Sy :

CDD:Zqi
r>R
O, =¢,E-2nr-1
D, =p-mR*-1=Q
__Q

nR 1
A=

p

_|,Q

(I)D:Zqi
r<R

®, =¢ E-2nr-1
>q =p-mr’l

= ¢ E2nrl =pnR’l

Prawo Gaussa dla powierzchni Sjj :

= g, E2mrl = prr’l

U

R = promien natadowanego walca
Sex = cylindryczna powierzchnia
Gaussa wspotosiowa z natadowanym
walcem o promieniu r >R

Sin = cylindryczna powierzchnia
Gaussa wspotosiowa z natadowanym
walcem o promieniu r <R

1>>R
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r<R = —de=Edr
_ d(p )
R ~Jolt,)~ (s, )] = [ Ear
E=P
2 o) -ole)= 2 rar =
Jrar=3r K ofr) ()= ;2 1)
r,=0 U
o(r,)=0 N (P(r)__prz
r,=r 480
r>R
do
E—_a = —do=Edr
20
TS olr)-or,) = 2 [ ar
2g 1 2g, 51 — 2
_pR r
j%dr=ln|r| (p(r1)—(p(r2)— 2. 1 i
r,=R U
r, =T R2 R2 1
: = | a)=0lR) -5 g =B Dol
PR’
R)=—
o(R) ™
F4 PR 94
/ 280
--------- R
E ; unkt przegiecia
E _pRZ I B . /p p gie
E 4e
5 >
R r
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e Pole elektryczne powierzchni kulistej (sferycznej) naladowanej ze stalg gestoScia
powierzchniowa ladunku +o

R = promien sfery natadowane;j elektrycznie

Sex = powierzchnia Gaussa koncentryczna z naladowang
sferg o promieniu r >R

Sin = powierzchnia Gaussa koncentryczna z natadowang
sferg o promieniu r <R

lex 1Tjp = promienie powierzchni Gaussa Sey 1 Si, koncen-
trycznych z natadowang sfera

Prawo Gaussa dla powierzchni Sy :

O, = Zqi
r>R N B Q : E - Q : r
O, =¢E-4nr’ 4me, dne r’ T
Zqi =c-4nR*=Q
r>R = —dp=Edr
do K
B=—’ ~ [o(0) - (r)] = [ Edr
¢(0)=0 -
Q 1
- —d
. - o) 4re, !rz '
4re r .
Q | -1 Q 1
1 1 = — = —
r_zdr Ty (P(r) 4ne, { r 1 - (p(r)— e, r

Prawo Gaussa dla powierzchni Sj, :

r<R
q)Dzzqi

i = | E=0
O, =¢ E-4nr’

zqi:()

i

Natezenie pola elektrycznego, ktérego zrédtem jest sfera natadowana ze stalg gestoscia
powierzchniowg fadunku o, jest
1. wewnatrz sfery (r <R) réwne zeru,

2. nazewnatrz sfery (r > R) takie, jakby caty tadunek zgromadzony byt w srodku sfery.

PRZYKLAD

Przyktadem takiego rozmieszczenia tadunkow jest naladowana kula metalowa, poniewaz ta-
dunki gromadzg si¢ tylko na jej powierzchni.
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DA

=

>
T

>
r

PRZYKLAD

Zetknieto ze sobg dwie natadowane jednoimiennie metalowe kule, odpowiednio o promie-

niach Rq1R; ipotencjatach @11 @,. Wyznaczmy potencjat wypadkowy tych kul.

__Q
P4 R,
__Q
@2 4ne R,
.
4ne R,
g=—2
4ne R,
Q+Q,=Qi+Q;

R.9, +R,0,

R,+R,

e Pole elektryczne kuli naladowanej ze stala gestoscia objetoSciowa ladunku p

R = promien kuli natadowane;j elektrycznie
Sex = powierzchnia Gaussa koncentryczna z natadowang kula

o promieniur > R

Sin = powierzchnia Gaussa koncentryczna z natadowang kula

o promieniu r <R

Prawo Gaussa dla powierzchni Sy :

r>R
?, =Zqi
O, =¢ E-4nr’

Zqi = p(4/3)7TR3 =Q

- 2
4ne 1
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Prawo Gaussa dla powierzchni Sjj :

r<R N Ezﬂ
Q, :zqi 380
®, =¢ E-4nr’
4 U

. =p-—Tr

Zi‘,ql P
Q

p:

ﬂTl?l(3 = = QI‘ 3

4ne R

Natezenie pola elektrycznego, ktorego zrédtem jest kula naladowana ze statg
gestoscig objetosciowa p, jest

1. wewnatrz kuli (r < R) takie, jakby zrodlem pola byta czes¢ catego tadunku
znajdujaca si¢ w kuli o promieniu r, i zgromadzona w jej $rodku,

2. nazewnatrz kuli (r > R) takie, jakby caty tadunek zgromadzony byt w $rod-
ku kuli.

>R = —do=Edr
p-_d0 ~[o(e0) - o(r)] = [ Edr
dr T
¢(x0)=0 _Q 71
B Q 9lr)= 4me, !rz dr
4re 1 -
o Q 1 Q 1
= _— - = —
ji dr:—l olr) 4rne, rl olr) dne,
r r
<R — —do=Edr
po_d¢ ~[0(e0) - o(r)] = [ Edr
dr r
()= 0 R ?
i O (p(r)—.r[Eindr+i[Eexdr
" 4ne R° R =
° Q Q 1
E - ~ 4me R’ .[rdr+ 4ne, ;[rz ar
* dme r’ QO 1 Q [1
_ AT 2]r 1
jrdr e olr)= 4me R> 2 o 4me, uR
Jorae == ’
r r

3 Qr
(p(r)_8n80R 8ne R’
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punkt przegiecia

22 PRZEWODNIK W POLU ELEKTRYCZNYM

e Naladowany przewodnik we wlasnym polu elektrycznym

1. Nieskompensowane tadunki elektryczne gromadzg si¢ tylko na zewngtrznej powierzchni
naladowanego przewodnika.

2. Wewnatrz natadowanego przewodnika nat¢zenie pola elektrycznego jest rOwne zeru.

3. Wnhngtrze natadowanego przewodnika jest ekwipotencjalne.

4. Na zewnetrzne] powierzchni natadowanego przewodnika natezenie pola ma tylko sktado-
wa normalng (prostopadta) do tej powierzchni.

5. Powierzchnia natadowanego przewodnika jest ekwipotencjalna.

6. Skladowa natg¢zenia pola prostopadta do powierzchni natadowanego przewodnika jest
proporcjonalna do lokalnej ggstosci powierzchniowej fadunku E, = o/e, .

7. Gestos¢ powierzchniowa fadunku natadowanego przewodnika jest odwrotnie proporcjo-
nalna do lokalnego promienia krzywizny o ~ 1/R .

Sprobujemy wszystkie te twierdzenia udowodnic.

1. To, ze nieskompensowane jednoimienne tadunki elektryczne gromadzg si¢ tylko na zew-
netrznej powierzchni metalu, jest wynikiem ich kulombowskiego odpychania sig.

2. To, ze wewnatrz metalu natezenie pola elektrycznego jest rowne zeru, wynika z twierdze-
nia Gaussa, w zwigzku z brakiem nieskompensowanego tadunku wewnatrz metalu.

3. To, ze wnetrze metalu jest ekwipotencjalne, wynika z rownania E = -gradp, w zwigzku
ze znikaniem natgzenia pola wewnatrz metalu.

E = -grado Wewnatrz metalu
Wewnatrz metalu | =
E=0. ¢ = const.

4. To, ze natgzenie pola elektrycznego na powierzchni natadowanego metalu posiada tylko
sktadowa normalng, czyli nie posiada sktadowej stycznej, wynika z (braku powierzchnio-
wych pradoéw elektrycznych) rotE =0 w punktach wewnatrz i na zewnatrz metalu, w zwiaz-
ku ze znikaniem natezenia pola wewnatrz metalu.

Wewnatrz i na zewnatrz metalu Na powierzchni metalu
rotE=0. E.=0,
Wewnatrz metalu = E,#0.
E=0.
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5. To, ze powierzchnia natadowanego metalu jest ekwipotencjalna, wynika z E = -grade,
w zwigzku ze znikaniem na powierzchni metalu sktadowej stycznej natezenia pola elektrycz-
nego.

E = -grado Na powierzchni metalu
. . -
Na powierzchni metalu ¢ = const .
Et =0.

6. To, ze skladowa nat¢zenia pola prostopadta do powierzchni natadowanego metalu jest
proporcjonalna do lokalnej gestosci powierzchniowej tadunku, wynika z twierdzenia Gaussa,
w zwigzku ze znikaniem natg¢zenia pola wewnatrz metalu.

E=0 —> L

wnetrze zewngtrze

7. To, ze ggstos¢ powierzchniowa tadunku jest odwrotnie proporcjonalna do lokalnego pro-
mienia krzywizny, pokazemy na przykladzie naladowanej kuli metalowe;.

__ 9
i 4ne R 1
= G~—
G=—1 R
4nR’

PRZYKLAD

Wiaderko (puszka) Faradaya. Gromadzenie si¢ nieskompensowanych jednoimiennych
fadunkow elektrycznych tylko na zewnetrznej powierzchni przewodnika wykorzystuje si¢
w wiaderku Faradaya, czyli metalowej powtoce sferycznej (wydrazonej kuli metalowej).

wiaderko sonda
Faradaya

O QOO

Wszystkie tadunki elektryczne znajdujace si¢ na sondzie (probniku), po dotknigciu nig (nim)
wewnetrznej powierzchni wiaderka Faradaya, natychmiast gromadzg si¢ na jego zewngtrznej
powierzchni. Wiaderko Faradaya §wietnie nadaje si¢ na koncowke przyrzadow pomiaro-
wych, takich jak elektrometry i elektroskopy, oraz na rezerwuar tadunkéw elektrycznych
w maszynach elektrostatycznych i elektrostatycznym generatorze Van de Graaffa.
PRZYKLAD

Ostrza. E ~ o ~ 1/R . W poblizu natadowanego ostrza natezenie pola elektrycznego jest tak
duze, ze powoduje jonizacj¢ otaczajacych go czasteczek powietrza. W poblizu ujemnie nala-

63



STALE POLE ELEKTRYCZNE

dowanego ostrza wskutek wyptywu elektrondw powstaja jony ujemne. W poblizu dodatnio
natadowanego ostrza, w skutek zasysania elektrondw, powstajg jony dodatnie. W obu przy-
padkach powstaje tzw. ,,wiatr elektryczny”, ktdrego istnienie mozna spektakularnie zademon-
strowa¢ pochylaniem si¢ ptomienia $wiecy w kierunku od ostrza, lub obrotem wiatraczka.
Wyptyw elektronéw z uziemionego ostrza wykorzystywany jest w piorunochronach.

e Nienaladowany przewodnik w zewnetrznym polu elektrycznym

1. Zewnetrzne pole elektryczne wywoluje w nienatadowanym przewodniku zjawisko induk-
cji elektrostatycznej, ktore polega na deformacji chmury swobodnych elektronow przewod-
nictwa. Na zewnetrznej powierzchni przewodnika indukuje si¢ tadunek.

PRZYKLAD

Elektrofor. Zjawisko indukcji elektrostatycznej wykorzystane jest w elektroforze do wytwa-
rzania tadunkow elektrycznych.

raczka izolujaca

++++++

ebonit natadowany
przez pocieranie

2. Natezenia obu pol, zewnetrznego 1 powstalego wewnatrz metalu w wyniku deformacji
chmury elektronowej, znosza si¢. Wypadkowe natgzenie pola w dowolnym punkcie wewnatrz
przewodnika, znajdujacego si¢ w zewnetrznym polu elektrycznym, jest rowne zeru.
PRZYKLAD

Ekran elektrostatyczny (oslona elektrostatyczna). Otoczenie urzadzen i przyrzadéw po-
miarowych uziemiong blacha lub siatkg metalowa (klatka Faradaya) ostania je (ekranuje)
przed wptywem zewngtrznego pola elektrostatycznego, poniewaz pole tadunkow zewnetrz-

nych znosi si¢ z polem tadunkéw indukowanych przez nie na zewngtrznej powierzchni osto-
ny.

3. Ladunki znajdujace si¢ wewnatrz uziemionej ostony metalowej indukujg na jej wewnetrz-
nej powierzchni tadunek
- ﬁ odS
S

rowny im co do bezwzglednej wartosci, ale przeciwnego znaku. Do ziemi odplywa tadunek
réwny tadunkowi wewnatrz ostony.

powierzchnia Gaussa

S

Uziemiona oslona metalowa ekranuje przestrzen na zewnatrz ostony od tadunkéw znaj-
dujacych si¢ wewnatrz ostony.
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ﬁE-dSzlei:O
S.. €7

Zj:Qi - ﬁGdSJFI-V[-[pdV = _ﬁcds = j\ﬂpdV

S = wewngetrzna powierzchnia ostony metalowe;j
.[ J- '[ pdV = tadunek znajdujacy si¢ wewnatrz ostony metalowej
v

- ﬂ o6dS = tadunek znajdujacy si¢ na wewnetrznej powierzchni ostony
Q

4. Wnetrze nienatadowanego przewodnika, znajdujacego si¢ w zewnetrznym polu elektrycz-
nym, jest ekwipotencjalne.

5. Na powierzchni nienatadowanego przewodnika, znajdujacego si¢ w zewnetrznym polu
elektrycznym, nat¢zenie pola ma tylko sktadowa prostopadia do powierzchni przewodnika.

6. Powierzchnia nienatadowanego przewodnika, znajdujacego si¢ w zewnetrznym polu ele-
ktrycznym, jest powierzchnig ekwipotencjalna.

7. Emisja polowa. Silne pole elektryczne o natezeniu 10°V/m i wiekszym powoduje emisje
elektrondw z metalu. Zjawisko to nosi nazwe¢ emisji polowej, zimnej emisji lub autoemisji.
Gestos$¢ pradu autoemisji nie zalezy od temperatury emitera. Przyktadem wykorzystania tego
zjawiska jest mikroskop polowy.

e Pojemnos¢ elektryczna odosobnionego przewodnika

7'\

>
q

Pojemnoscia elektryczng C odosobnionego przewodnika nazywamy stosunek tadunku q,
zgromadzonego na powierzchni przewodnika, do potencjalu ¢ na jego powierzchni.

c=4
¢
PRZYKLAD
Pojemno$¢ odosobnionej kuli metalowe;:
c=4
¢
= C=4ne R
¢= 1
4ne R
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23 ENERGIA POTENCJALNA UKEADU LADUNKOW W ZEWNETRZNYM
POLU ELEKTRYCZNYM

e Energia potencjalna ladunku w zewnetrznym polu elektrycznym

Energia potencjalng W, wzajemnego oddziatywania tadunku q z zewngtrznymi nieru-
chomymi tadunkami wytwarzajacymi pole elektryczne, w danym punkcie tego pola, nazywa-
my prace jaka wykonuja sity pola przy przemieszczaniu tadunku q z danego punktu do nies-
konczonosci (lub do punktu, w ktérym z zalozenia energia potencjalna jest rowna zeru).

WP = WA—)DO

Wi, = q((PA - (Poo) — W, = qo
Py =0 ’

¢, =0

:| ¢ = potencjat pola zewngetrznego w punkcie zajgtym przez tadunek q

Site dziatajaca ze strony pola na tadunek q mozna wyrazi¢ przez jego energi¢ potencjalng.

F=qE
E=—gradp | = F = —gradW,
W, =qo

e Energia potencjalna dipola w zewne¢trznym polu elektrycznym
Obliczymy ponownie energi¢ potencjalng wzajemnego oddziatywania dipola z zewnetrz-
nymi nieruchomymi tadunkami wytwarzajacymi pole elektryczne.

We = a0, + 9,0, E
0
¢, =04 :_(Pl
ol 1 o
© S> > 1
op ~lerade “=-9<0 g=9¢>0
E = —grado
p=ql = | Wp=-nE
- U
W,=0< a=—
2 W, =—-uEcosa

@1 1 @ = potencjaly zewnetrznego pola elektrycznego w punktach zajmowanych przez
fadunki dipola q; 1 q»
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e Energia potencjalna ukladu ladunkéw punktowych w zewnetrznym polu elektrycz-
nym

W, = ZQi(P(R

¢(Rj) = potencjal zewnetrznego pola elektrycznego w punkcie zajmowanym przez ta-
dunek Q;

R, = (xﬁ,xiz,xg) = promien wodzacy i-tego fadunku

Jezeli w obszarze, w ktorym znajduje si¢ uktad tadunkow, pole zewnetrzne niewiele si¢ zmie-
nia, to energi¢ potencjalng tego uktadu tadunkéw mozna rozwing¢ w szereg Taylora.

WP = ZQi(P(XiUXiz’X;)

8([)(X1,X2,X3) 1 i) 0 (P( XZ’Xs)
(p(x1,x2, ) (p(OOO) ; { ox, l+2§;x xx|: o Ox, 0+
U
_ i | 0plx 4, x,, X ix ( X1,X,5,X3 )
Ws _ZQi(P(O,O’O)_FZQi;X}{ ox, } ZQ zz { ox _ox, l‘k

Wp=¢(0a050)ZQi+ZF@(’”T} Yo+ 222 Q. ;F “’(gx“a’;”’%)} b

i A

{M} -, 000)
0X, 0

ZQiXix ~Ha

Z{M} ZQ X} = Z ,(0,0,0)- 11, =-E(0,0,0)-u = —p-E(0,0,0)

x X,

PP
ZQiXKxx =d,,
i

W a00050, - Hoan) e, [P

—~ < 0x 0X,
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©(0,0,0)= warto$¢ potencjatu pola zewnetrznego w poczatku uktadu wspotrzednych
E(0,0,0) = wektor nat¢zenia zewngtrznego pola elektrycznego w poczatku uktadu wspot-
rzednych

E, = skladowe wektora natezenia pola elektrycznego w poczatku uktadu wspotrzednych
E,:E,=E,,E,=E , E,=E,

p = wektor momentu dipolowego

n, = skltadowe wektora momentu dipolowego

Mo o By = Uy By = Hy, By =1,

d, = tensor momentu kwadrupolowego

I
w} = wartosci pierwszych pochodnych potencjatu pola zewnetrznego w po-
Xa

czatku uktadu wspotrzednych

o2
@éx1,axz,x3 )} = warto$ci drugich pochodnych potencjatu pola zewnetrznego w po-
XK X}\. °

o

czatku uktadu wspotrzednych

W wyrazeniu na energi¢ potencjalng czion opisujacy oddziatywanie kwadrupola z zewnetrz-
nym polem elektrycznym przedstawimy w innej postaci.

1ETFani| S]]
kK A i °

0X 0X,

Rizam az(P(XlaX27X3) -0
0X .0X,

ZQi(3Xi<Xix - R?SKK): D,

0X 0X, 0X . 0X,

=éZZZQi{3x;x;{az“’("l”‘z”‘3)} —Rfsk{az“’("“"w’%)} }:
K A i o

2 2
:%ZZZQI(3XLX;‘_R?6KK1:8 (p(X17X29X3):| :%ZZDK}L{G (p(X19X25X3):|
kK A i . .

0X 0K, 0x 0%,

Zbierzmy otrzymane wyniki.

W= 00050, - B000) + LE 5 [Tolrn)]

paly 0Xx 0X,

K

2
WP = ([)((),(),())ZQ1 — HE(0,0,0) + %ZZDK}L|:6 (p(X17X27X3):| +

walry 0X 0X,

68



STALE POLE ELEKTRYCZNE

PRZYKLAD
Energia potencjalna jadra atomowego w zewnetrznym polu elektrycznym

Zatozymy, ze dodatni tadunek jadra rozmieszczony jest ze stalg gesto$cig objetosciowq
w obszarze elipsoidy obrotowej. Wybierzemy uktad wspoétrzednych, ktorego osie pokrywaja

si¢ z osiami elipsoidy.

ZQi: Ze, ”:09 Dxx =D :_lDzz’ Dzz :%(Cz_az):izenrz
i » =T 5 5
1 R0 RO R0
WP _(szl_ u E +E{DXX|: 2j| +DYY|: 2 Dzz a 2
o'¢ 0'¢ 0°¢ o . o'¢ 0
ox* oy’ oz’ ox’ oy’ oz’

W — Ze + lD aZ(P(Xl’XZ’X3)
P 4 7z 8Z2 .

e Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania monopola z dipolem

XT pIroL MONOPOL

*Q

W, =—p-E(0,0,0)

E(0,0,0)=— Q_R| __1 QuR _ 1 Quecosa
2 R WP 3 = WP =
4ne R 4re, R 4ne, R’
p-R=pRcosa

e Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania monopola z kwadrupolem

1 aZ(P(X <. X ) KWADRUPOL MONOPOL
W - d 1532543
F 22; K{ Ox 0K, }
_ 1 Q
(P(X15X2ax3)_ 4me. R
y
1 1 0* 1
W, = —.0- d —
' o4me, 2 Q Z; ‘{ax,(axk Rl
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DX [ i}

:4n8 = 0x,0x, R |

e Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania dipola z dipolem

", R

Wp =-n;-E,

1 [3(p RNpy-R) py-p
E. = 1 .3(H2'R),B_ﬁ - WP:_4n8 { 1 R’ 2 TR
2 4ne, R* R R? °

pn,-R=p,Rcosa,

K, -R=p,Rcosa,

Hq-Hy =HqH, COSOy,
12 :|a1 _0‘2|

I T

S -(3cosoc1 cosa, —cosocu)
4nte R
o
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PRZYKLAD

o, =0
e I n R - ) s o, =0 N - —2u1u§
o, =0 4ne R
o, =0 o
o Moo R P H, - o, = = Vszzzaaiif;
Oy =T ’
T
R . Halty
W, =——
a S A " ane R
2 (o]
oy, =0
@ a1 = E
T R 2 Hqp
= N ok Lo
5 SR W e R
Oy =T
T
My X s a,=0 | = | W, =0
T
O = 5
e Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania dipola z kwadrupolem
KWADRUPOL DIPOL

W, :%.zsz{

KA
-1

(P(wazaxs): Are

8XK8XX
Hcosa
. R2

az(P(XszaXs)}
0

, &= Z(uR)

U

4re,

K A
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0 1
W, = —-cosa d —
s, 2 ML “{ K(&xk RZHO

o 1 o( o 1 0 (—2xxj o
ox 0x, R?  ox_|ox, R ox. | R ox,. R

K

-4x X 1
S

_SK}\.j

-1
4re,

5 j_ 2 [4XKXx
KA _R4 R2
'MCOSOL

4
DD AMES

A

W, =

- 81(7»)

1

IR
R* ox,

Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania kwadrupola z kwadrupolem

KWADRUPOL I

KWADRUPOL II

SN [

1>X2ax3)
Ox 8XB
0

3X,X, 1

o(x, x5, %) =, 2 ZZ ( ; E%j
U
1 1 3X,X, 1
W, = —. d! ——59
e T T ( |
1 1 15x X X 3 O0X, X 30 X
W. = o d[ v d arptv D pv uv > a
" 4ne, 4 Zzﬁ: o ZZV: ( Rk, | R HO
W L. dI dII
" ns, 4 RSzzzz
ox ox 0’
gxmxﬁxuxV 52 0, X X + X we  Falulv | g 8 430 T
R OX 0X OX , 0X 4 .
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e Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania kwadrupola z kwadrupolem -

wzor szczegolowy

KWADRUPOL I

KWADRUPOL II

4 2
aar 185 S)
R

+d' q" (105}’4 90}’2

yyoyy R4

Ldlan (1052 90z> +9J

+(dld" +d! d" +4d d"

XX T yy yy o XX Xy = Xy

XX 7z 7z XX XZ XZ

yy T zz 7z yy yz = zy

+(2d! d" +2d' d" +4d’ d" +

Xy o Xz

XX T yz yzZ XX

yy Xz Xz T yy

2
+(2d! d" +2d! d" +4d' d" +4d;2d§3y{105’? z_
R

7z Xy Xy 7z

2
+(2d1,d" +2d% d" + 4d',d" + 4d;1d31{105;fz

+9j+

2.2
+(dld" + dd" + 4d! d" )(105" Y

+(a! d" + dld" +4d!d" )(

Xy yz

Xz yz

2.2 2
105x4y 15x 152 L3l
R R
_15x* 157°
R +3 |+
105y°z* 15y2 15z2°
4 TR
R R R
2
4dizdi;)(105;4 yz—ff}
15xzj
R® )"
_115;2}'}

+(2d! a" + 24! d"

105x°z

3
2d! gt 105751 y_45>§y N
R R

ol 2a L {109

+(2d! d" +2d! d"

45xzj

yy © Xy Xy "y R4

105xy’ 45ny
2

+(2d! d" +2d! d"

vy yz yzoyy
R*

105y°z 45yz]+

105yZ

45xzj
+

R4
+(2d%d" + 2d' d"

7z yz yz ' zz

cldiat 4 zd;d;{ms"z

v
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PRZYKLAD

Energia potencjalna wzajemnego oddziatywania dwoch kwadrupoli liniowych lezacych na
wspolnej osi:

1 1 2 3 1 4 5 1 6 7 1 8
——ce—1—a R e—Lgo——@
Pierwszy sposob
dxx = 2Q12’ Q >O ) j— WP :%dxx .|:82(P(Xa1;:2(2’x3):|
(P(wazaxs): 20l 3 J '
4ne R
: ool | = weo 2Q1{82 1}
(P X17X27X3 P ) 2 .3
W, =— d.- 4ne, 0x~ X
P 2;; af |: axaaxﬁ }0 U 0
R=x 214
1 24Q°1
2 1 12 = W, = 3
Y X e, R

Drugi sposob

W [Q1Q5 L0, QQ;, 00, Q:Q; |, Q.Q , Qs |, Q0 |

4ne, [ R R+l R+1 R+21 R-1 R R R+1
L0 Q0 Q.0 Qs QQs Q.0 Q.Q, Q.0
R-1 R R R+1 R-21 R-1 R-1 R
2 2 2 2 2
W, = 1 6Q_4Q_4Q+Q +Q
4nre.| R R+l R-1 R+2l R-2I
214
WP:4T:8 ) 24?321 41*
° RS(”Rz‘RJ
R>>1
1 24Q%1°
W, =——
4me R

o

Trzeci sposéb

D, =23 Qx> =2(QI> +0+0+QI*)=4QI’
D, = _ZQiXiz =-2QI”

D, =->.Qx; =-2QI
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¢
8y2

Fo0)
0z°

¢
aXZ +Dyy

p
2

W, = +D,,

1
6

(DXX

DW:ZDH

|

2 2 2
8@+8¢+8¢:
aXZ ayz aZZ
D . =4Ql’

1 2Qr

4ne, R’
R=x
or 1 12
8x2x3_

s
X

PRZYKLAD

KWADRUPOL I

KWADRUPOL II

75

R
d! =Qr’
1 2
di, =-Ql
dll :QIZ
11 2
d). =-Ql
x =R
y=0
woo T g 105x4_90x2+9 T 105y4_90y2+9 N
" 4ng, 4 RS | Y RY R? EWLRY R?
— Lo Y 105x%y? 15x* 15y°
+(dxxdyy+dyydxx{ T a3
1 57 Q1*
w, -1 579
4ne, 4 R
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24 ENERGIA POTENCJALNA WZAJEMNEGO ODDZIALYWANIA MIEDZY
PUNKTOWYMI LADUNKAMI ELEKTRYCZNYMI

e Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania dwoch ladunkow punktowych

Energia potencjalna W, wzajemnego oddziatywania uktadu dwoch fadunkéw punkto-
wych q1 1 q2 , znajdujacych sie w odlegtosci rq, od siebie, jest rowna pracy jaka wykonuja
sity elektryczne przy rozsuwaniu tych tadunkéw na odlegto$¢ nieskonczenie wielka.

A B()
L 23 >0 ®
qd, Ty, 9z
p = Wiss — W, = 1 949,
Wiss = q((PA - (PB) 4ne, 1,
q=4,
P, = T .4 W]DA Ladunki jednoimienne
4ne, 1,5 1
(PB = WP "’E
— P
v 1
W, ~——

W, >0 < ODPYCHANIE M2
W, <0 < PRZYCIAGANIE Ladunki r6znoimienne

Ujemny przyrost energii potencjalnej uktadu tadunkéw, zwigzany ze zmiang potozenia tych
fadunkow wzgledem siebie, rowny jest pracy wykonywanej przez sity elektryczne (dziatajace
migdzy tadunkami) podczas zmiany ich wzglednego potozenia.

WSH el = 'Awp

e Energi¢ potencjalng W, wzajemnego oddziatywania uktadu dwoch tadunkow
punktowych q1 1 g wyrazimy w innej postaci.

_ 949 1
WS | 2| We=5aetae,)

_ 9
1 4ne 1,5 U

q Ogodlnie:
¢, ="

4ne, 1,, 1@
W, =—

S b 2;%%

@1 = potencjal pola pochodzacy od tadunku q» w punkcie zajmowanym przez tadunek qq

¢, = potencjal pola pochodzacy od tadunku q¢ w punkcie zajmowanym przez tadunek q,

¢x = potencjat pola pochodzacy od wszystkich tadunkow procz tadunku gx w punkcie
zajmowanym przez tadunek q
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e Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania dowolnego ukladu ladunkow punk-

towych
1 n
W, :5' k=1qk(Pk 1 1 -
(p = 1 .n& WP:_ qkq1 , 1¢k
‘ dne, Ty = 2 4ne, ‘TS 1,
izk

L = T

PRZYKLAD

Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania trzech tadunkéw punktowych qi, q2, qs :

W, :%.41 .(Ch% L%, D%, s, 99y +q3q2j

e Iy L3 Iy Iy I3y I3,

Iy, I3 Iy

w, = '(Ch% 4 9id; +q2q3j

Rozwazania o energii potencjalnej zakonczymy, podajac jeszcze raz jej definicjg.

Energia potencjalna wzajemnego oddziatywania uktadu tadunkéw punktowych jest rowna

pracy jaka wykonuja

1. sity zewnetrzne przy tworzeniu tego ukladu ze spoczywajacych tadunkéw znajdujacych
si¢ w nieskonczenie duzej odlegtosci od siebie, lub

2. sity wewngtrzne przy likwidacji tego uktadu polegajacej na usunigciu kazdego tadunku
oddzielnie do nieskonczonosci, tak by w stanie koncowym odleglo$¢ miedzy kazda para
tadunkéw byla nieskonczenie duza.

Oczywiscie w obu przypadkach zaktadamy, ze energia potencjalna jest rowna zeru w stanie,

gdy odlegtos¢ miedzy kazda parg tadunkow jest nieskonczenie duza.

e Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania ciaglego rozkladu ladunkow

Wzér W, = %qu(pk dostosujemy do przypadku ciggtego rozktadu tadunkéw w danej
k=1

objetosci z gestoscig objetosciowa p =dq/dV , na danej powierzchni z ggstoscia powierz-
chniowa & = dg/ds, na danej linii z gestoscig liniowg A =dg/dl .

q=jljpdv, qzjsjods, q:.lfkdl

1 1 1
W, =Ejljp¢dV+E.LjG(pdS+5!X@dl

¢ = potencjal pola wszystkich tadunkéw objetosciowych, powierzchniowych i liniowych
w elemencie objetosci dV, na elemencie powierzchni dS i1 na elemencie liniowym dl

77



STALE POLE ELEKTRYCZNE

25 ENERGIA POLA ELEKTRYCZNEGO

e Energia pola elektrycznego ciaglego rozkladu ladunkow
, 1 1 1 . . 1 )
Wzor W, = EJ.\J:Ip(pdV + EJ.SJ.G(pdS +5J1'7»(pd1 sprowadzimy do postaci W, = 580 J.\J:IE dv,

ktérej mozna nada¢ pigkna interpretacje fizyczng. Dla prostoty rozpatrzymy przypadek
=0, A=0.

W, = %J”p(pdV, c=0,1=0
A\

Twierdzenie Greena PP o _

i S B Gt R

V:p:grad(p:—E S %80” Ede:%_”‘jp(pdV:WP
2 p v v

Vip= —g 1

ffove-ds=0 bo g(=)=0 W, =§sojj E*dV

S A%

Energia W = %80 I J. IEde jest energig pola elektrycznego zlokalizowang w przestrzeni
\%

z gestoscia objetosciowa  w fd—w—ls E’
5 ! v 27

Energia pola elektrycznego jest sumg energii wiasnych tadunkéw bedacych zrodtem pola ele-
ktrycznego i energii wzajemnego oddzialywania tych tadunkéw. Energia wiasna tadunku jest
roOwna pracy jaka wykonatyby sity wzajemnego odpychania si¢ tworzacych go sktadnikow
przy hipotetycznym oddalaniu si¢ ich do nieskonczonosci. Dodatnia energia wtasna fadunkow
jest niemniejsza od energii wzajemnego oddzialywania migedzy nimi. Przesledzmy to na przy-
ktadzie dwoch tadunkéw q; 1 qo, ktore sg zrodlem pol o natezeniach Eq i E,. Energia pola
wypadkowego o natezeniu E = E1+E, wyniesie:

w=le, fl[eav = e, w‘EdeJr%so jijE;dv%eo [[f2(e,-E.)av.,
W=W,+W,, +W,,
W, = e f[[Eav.

\%

W, =%80“ E2dV,

W, :%sojlj2(El -Ez)dV:sojlj(El ‘E,)dV.

Wi11,W2, = energie wlasne tadunkow q1 1 q
Wi, = energia wzajemnego oddziatywania tadunkow qq 1 qp
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e Energia pola elektrycznego odosobnionego naladowanego przewodnika jest rowna
pracy jaka nalezy wykona¢, aby go natadowac¢. Niech dW oznacza prace jaka nalezy wyko-
na¢, aby przenies¢ tadunek dq z nieskonczono$ci na przewodnik.

dW = (¢ -, )dq
¢, =0

dq =Cdo
q=Co

[odo =%<p2

PRZYKLAD

= dW =¢dq

W= .T(pdq = .TC(pd(p = C.T(pd(p = €o
0 0 0

Energia pola rdwnomiernie naladowanej kuli o promieniu R:

W:%aoszdv

- .4

- 2
4re, T

dV = 4nr’dr

1
2

8ne 1

o

dr W= a ]3
R

2

2

2 ® 2
e -
ne, | rlz 8me R

e Energia wlasna ladunku punktowego

W:%soji EdV

E=— .9

- 2
4ne, r

dV = 4nr’dr

e

dr 2

P—

UWAGA

Ladunek punktowy ma nieskonczenie wielkg energi¢ wlasng. Przytoczone powyzej rozumo-
wanie jest wynikiem nieporozumienia. Elektrodynamika klasyczna nie czyni zadnych zatozen
o strukturze tadunkow i pradow. Ladunek punktowy jest pojeciem nieprecyzyjnym, modeluje
on tylko symetrycznie sferyczne rozktady tadunkéw (powierzchnia sferyczna natadowana ze
stalg gestoscig powierzchniowg tadunku o i kula natadowana ze statg gestoscig objetosciowa
tadunku p w odlegtosci od $rodka kazdej z nich nie mniejszej niz promien odpowiednio sfery
1 kuli) oraz dowolny uktad tadunkéw w odpowiednio duzej odlegtosci od punktu obserwacji.
Jak uczy fizyka kwantowa male tadunki sg obiektami rozmytymi w przestrzeni.
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26 RUCH EADUNKOW W POLU ELEKTRYCZNYM

e Przyspieszenie, energia kinetyczna, predkos¢ i ped ladunku w jednorodnym stalym
polu elektrycznym

F=ma
F=qE

E, = 5
W =AE, v, =0
W =qU

p
2
_pP [2qU
Ek_zm E, =qU = V= % = | p=+2mqU

e Rownolegle i antyrownolegle wejscie ladunku w jednorodne stale pole elektryczne

— E = const
— F = const

v, =0 =
q>0

ruch prostoliniowy jednostajnie przyspieszony

— E = const
< F = const

v, =0 . . . .

o = ruch prostoliniowy jednostajnie przyspieszony
q<0
— E = const

— — F = const

Ve ruch prostoliniowy jednostajnie przyspieszony
q>0
— E = const <« F = const
>V, ruch prostoliniowy jednostajnie opdzniony, a po zatrzymaniu
q<0 si¢ 1 zmianie kierunku predkosci — jednostajnie przyspieszony
— E = const — F = const
«— v, = ruch prostoliniowy jednostajnie opdzniony, a po zatrzymaniu
q>0 si¢ 1 zmianie kierunku predkosci — jednostajnie przyspieszony

— E = const
< F = const

«—V - : - .
° ruch prostoliniowy jednostajnie przyspieszony

q<o0
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Prostopadle wejscie fadunku w jednorodne stale pole elektryczne

F=qE
F=ma
poat
2
Z=v_t

v, sino

V,COSQL
=9 _
ty =1 N LoV,
v=v,_ +at a
t— t; U
v—> 0
v, = V,sina N t, _Vv,sina t:2V0 sin o
q q
q —.E 4 5
a—> ——E
m m m
t=2t,
hmax:?
v2sin’ o
V,+V = h =
S: -t max q
2 2.1.E
m
S— h, .
v, =V, sina
t—>t, 2v? cosasina v2 sin 20
= Z: 0 = Z: o
Z="7 q q
Z=v, cosa-t m m

2cosasin o = sin 20
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e Atom wodoru (model Bohra)

® ©-e
F, =F, m, v’ e’
= = 5
P m,v’ R R 4ne R
d — R U
2
F=—" 5 R e’
4ne R* R R =
, 4me, m v’
W, = mv
2 ]
P 2 2
4ne R - W, = € — W=— © = &:_l
W=W_+W, 8me R 8ne R W, 2

Przeprowadzone obliczenia pozornie wygladaja na poprawne. Zgodnie z fizyka klasyczna,
krazacy wokot jadra elektron powinien emitowac energi¢ w postaci fali elektromagnetycz-
nej 1 po torze spiralnym spas¢ na jadro. Wedtug Bohra, elektron poruszajac si¢ wokoét jadra
po tzw. stacjonarnych orbitach, spelniajacych warunek

m,v R =nf, (n=1,2,3,4,..),
nie emituje energii.
meVﬂRﬂ = nh :> R = 47T80h2 .n2
o2 1 m, e’
Rn = —2
4ne m, v
2nR | 3223 21.3
v, = - N T - 32n Sih - 480h4 1
n m_e m_e
w1
8ne, R,
2
e=1602-10""C SN |
m, =9,109-10 kg 4mei n
h=6,625-10""J-s
4
h= 1054107 s woo__me 1
= n 2 2 2
2n 32n’e i’ n
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2
R, ~n
T, ~n’ R ~n’
n
T, ~n’
g 2R, R, 1 1
"TT T n Vo~
n n n
1 1
p,=myv, ~v, ~— P, ~—
n n
v 1 N 1
a. = ~— ~—_—
" R, n' "t
1 = 1
_ F ~—
Fn—mean~an~F n 1’14
L,=m,v,R, ~v,R, ~n L,~n
2 1
m_v 1 ~—
Wkn: e'n ~V2~_2 Wkn 2
i 1
e’ 1 W o~
= — ~_—— Pn n2
Pn
4ne R n 1
2 W o~ ——
___ ¢ S n g
8ne R, n

n = glowna liczba kwantowa, czyli numer dozwolonej stacjonarnej orbity

R, = promien n-tej dozwolonej stacjonarnej orbity

= okres obiegu n-tej dozwolonej stacjonarnej orbity

vn = predkos¢ elektronu na n-tej stacjonarnej orbicie

pn = ped elektronu na n-tej stacjonarnej orbicie

a, = przyspieszenie dosrodkowe elektronu na n-tej stacjonarnej orbicie

F, = sila dosrodkowa dzialajaca na elektron na n-tej stacjonarnej orbicie

L, = moment pedu elektronu na n-tej stacjonarnej orbicie

Win = energia kinetyczna atomu wodoru, gdy elektron znajduje si¢ na n-tej orbicie
W,, = energia potencjalna atomu wodoru, gdy elektron znajduje si¢ na n-tej orbicie
W, = energia calkowita atomu wodoru, gdy elektron znajduje si¢ na n-tej orbicie

=
|
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1 KONDENSATOR PLASKI I JEGO POJEMNOSC

e Kondensator plaski stanowi uklad dwoéch ptaskich rownoleglych ptytek metalowych,
zwanych jego oktadkami, naladowanych tadunkami o takich samych wartosciach bezwzgled-
nych, ale przeciwnych znakach.

U U

T T T

Q Q

U = napigcie migdzy oktadkami kondensatora
Q = tadunek na dodatniej oktadce kondensatora

e Pojemnoscia C kondensatora nazywamy stosunek tadunku Q na oktadce dodatniej do

napi¢cia U migdzy oktadkami.
cQ
U
UWAGA
Dla danego kondensatora:  C = const, Uu~Q.

e Kondensator ptaski modelowany jest dwoma nieskonczonymi ptaszczyznami
réwnolegtymi naladowanymi réznoimiennymi ladunkami o ggstosciach powierzchniowych
+c 1 -o.

Z prawa Gaussa wynika, ze w obszarze miedzy tymi plaszczyznami:

E= b E=-2
€,€ €,€,5

o r

anazewnatrz E=0.
E = natezenie pola elektrycznego w obszarze miedzy oktadkami kondensatora

o = gestos¢ powierzchniowa tadunku, czyli stosunek tadunku Q zgromadzonego na da-
nej powierzchni do pola S tej powierzchni

c=Q/S

g, = przenikalnos$¢ dielektryczna prozni

e, = 8,85-107 F/m

€. = wzgledna przenikalno$¢ dielektryczna osrodka lub stata dielektryczna, czyli liczba

r

mowigca ile razy pojemno$¢ danego kondensatora z dielektrykiem, znajdujacym sig
miedzy jego oktadkami, jest wieksza od pojemnosci tego kondensatora, gdy miedzy jego
oktadkami jest proznia
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g 21

e, =1 tylko dla prozni

€, >1 dla wszystkich dielektrykow
€, = 1,00059 dla powietrza

c=2
U
E:E N Co €,€,95
d d
E= Q
€,€,5

S = pole powierzchni jednej oktadki kondensatora
d = odlegto$¢ miedzy oktadkami kondensatora

UWAGA

Ostatni wzor jest tym dokladniejszy, im d* jest mniejsze od S.

e Na zewnatrz kondensatora nie ma pola elektrycznego, E = 0. Wewnatrz kondensatora
pole elektryczne jest jednorodne. Na brzegach oktadek kondensatora pole elektryczne bywa
niejednorodne.

W celu zlikwidowania niejednorodnosci pola elektrycznego na brzegach oktadek kondensa-
tora plaskiego stosuje si¢ w praktyce pier§cien ochronny.

e Jezeli kondensator tworzg ptytki réznego ksztattu i wielkos$ci, to przy przyblizonym obli-
czaniu pojemnosci za S podstawiamy pole tzw. powierzchni czynnej, czyli wspolnej czesci
plyt znajdujacych si¢ nad soba.
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2 POLACZENIA KONDENSATOROW

e Polaczenie rownolegle kondensatoréow

C
Sl -1 C
i : Ci= Q']/U o i i o
— < U 0 C2=Q/U =
+ -
+ -
HE C = (Q+Q)/U C=CiHCr
Q1

W polaczeniu rownolegtym kondensatorow napiecie na kazdym kondensatorze jest
takie samo, a pojemnos$¢ zastgpcza jest rOwna sumie pojemnosci poszczegdl nych
kondensatorow.

UWAGA
Potaczenie réwnolegte trzech kondensatoréw mozna przedstawi¢ na rozne sposoby:

e HHH e

e Polaczenie szeregowe kondensatorow

C
C, C, C = Q/Ul
U, U, C, = Q/U, =
Q Q C =0Q/(U,+U,) 1/C = (1/C,)+(1/C,)
UWAGA
Korzystaj L1, ietaj 0 odwroceni iku [~ >c
orzystajac ze wzoru |(— = —— — |, pamigtaj] 0 odwroceniu 1KUu |(—
ystaja c - ¢ *c, | pamict wyniku |2
C,C
lub uzywaj postaci = —1=2 1
ywarp C, +C,

W potaczeniu szeregowym kondensatorow tadunek na kazdej oktadce jest co do
bezwzgledne] wartosci taki sam, a odwrotno$¢ pojemnosci zastepczej jest rowna
sumie odwrotnos$ci pojemnosci poszczegdlnych kondensatorow.
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TWIERDZENIE
W przypadku potaczenia szeregowego n identycznych kondensatoréw, kazdy o pojemnosci
C, pojemnos¢ zastepcza jest n-krotnie mniejsza niz C.

— - F—— I

C C C C

zast —

TWIERDZENIE
W polaczeniu szeregowym dowolnej liczby roznych kondensatoréw pojemno$¢ zastepcza jest
mniejsza od najmniejszej pojemnosci w sieci.

¢ Polaczenia mieszane kondensatorow szeregowo-rownolegle

Ponizej podamy dwa proste przyktady potaczen mieszanych kondensatorow szeregowo-
rownoleglych. Obliczenie pojemnosci zastgpczej polega na kolejnym upraszczaniu danej sieci
kondensatorow.

ICll Ci C2
1 Cs _| I_l I_
[ | |
1 Cs
C2
cum S
Cn=Ci+C2
— —
3
Cs

e Polaczenia mostkowe kondensatoréow

Ci C2
1
0— Cs ——0
T
Ca Cs

Sie¢ ta jest przykladem mostkowego potaczenia kondensatorow. W przypadku, gdy
C,C, = C,C,, kondensator C, mozna pomina¢, redukujac sie¢ do potaczenia szeregowo-
rownoleglego.
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TWIERDZENIE
U,=0 & CC,=C,C,
DOWOD
Us=0 ol Q, |9, 0, Q,9;
U + +
P, =0,=9 | | |
Ql = Qz C1 ?, Cz
Q;=0Q, —_— U, C, —
Cl — Ql C4 (P4 C3
0~ o | | |
C:2 — Q2 + +
R o) Q,lo, o Q; 10,
o Q
(P' (P3
__Q
C4__<|>1—<|> = c,C,=C,-C,
PRZYKLAD
Najbardziej popularna ilustracja omawianego twierdzenia:
ICI C C
1T
i anirni s B
C [ T
11
C C C
Czast: ? Czast: 9

Oba uktady sg identyczne. Poniewaz C-C = C-C, kondensator czerwony mozna pomingc.
Pojemnos¢ zastepcza zredukowanej sieci wynosi C.

PRZYKLAD
Niekiedy pojawia si¢ bardziej wyrafinowany przyktad w postaci nastgpujacego pytania. Czy

istnieje sie¢ utworzona z nieparzystej liczby kondensatorow taka, ze usunigcie z niej jednego
kondensatora nie zmieni pojemnosci zastepczej?

e Zwarty kondensator

o | I I 0 Zwarty kondensator nie jest kondensatorem.
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e Kondensator z plytka metalowa miedzy okladkami
Jak zmieni si¢ pojemnos¢ kondensatora po wlozeniu miedzy jego oktadki ptytki metalo-
wej o grubosci x?

di d2
d
<>
X
€,S
C=— d +x+d,=d = d,+d,=d-x
d

Po wtozeniu plytki metalowej uktad mozna rozpatrywa¢ jako dwa kondensatory polaczone
SZEregowo.

di d2
c =85 o oS
d, d,
Ci C2
_ CC, €,5 €,5 C, d
*C +C, d;+d, d-x’ C d-x
szc-d lub cxzc
d-x X

3 POJEMNOSC PEASKIEGO KONDENSATORA Z WARSTWAMI ROZNYCH
DIELEKTRYKOW

Wykorzystujac prawo Gaussa, obliczymy ponownie nat¢zenie pola elektrycznego w kon-
densatorze z jednorodnym dielektrykiem catkowicie wypeiniajagcym przestrzen miedzy oktad-
kami kondensatora.

e Opis powierzchni Gaussa

Powierzchnia Gaussa jest w tym przypadku powierzchnig prostopadtos$cianu, ktorego jed-
na para $cian rownolegtych jest rownolegta do oktadek kondensatora. Pole powierzchni kaz-
dej z tych $cian jest identyczne z polem powierzchni oktadki kondensatora.

T
e Obliczanie strumienia nat¢zenia pola elektrycznego

Strumien natg¢zenia przez $ciany powierzchni Gaussa prostopadle do oktadek jest rowny
zeru ze wzgledu na rownoleglo$¢ wektora nat¢zenia do tych $cian. Niezerowy strumien otrzy-

mujemy jedynie dla jednej ze $cian powierzchni Gaussa rownolegtej do oktadek. Catkowity
strumien nat¢zenia pola elektrycznego przez powierzchni¢ Gaussa wynosi:

®, = E-S .
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Na mocy twierdzenia Gaussa:

@E:E-Sz& lub E = Q
€,€, €.€.S

UWAGA
W przypadku ptaskiego kondensatora, wypelnionego réwnolegtymi warstwami rdéznych
jednorodnych dielektrykow, natezenie pola w kazdej warstwie wynosi:

. Q

i
€,€,S

e Pojemnos¢ kondensatora z dwoma szeregowymi warstwami réoznych dielektrykow

C = Q
¢~ P d, da,
E1 — ¢—- ¢
dl
- E E
E2 — ¢ 0, — C = SOS — 1 =
d, $+ d, — |
g €
E1 — Q 1 2 g, £
€0ES
Q
E, =
’ €0€,5 ¢ (0] ¢,
l
Rozwigzanie mozna rowniez uzyskac traktujac ten uktad jako dwa kondensatory potaczone
SZEregowo C, = £&,8 , C, = €08, CC- C,-C, '
dl d2 Cl + C2

e Pojemnos¢ kondensatora z wieloma szeregowymi warstwami réoznych dielektrykow

€,

¢ Pojemnos¢ kondensatora z plytkg dielektryczna o grubosci x w Srodku

.S
C = 0 d d d,
4 d dy 1 ’
€ & &
=1
& = C = 8os — —_— € €, &y —
£2% & —+d-x
83_ Sr
d, =x
2 : X 5
d+d,=d-x d
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e Pojemnos¢ kondensatora z dwoma rownoleglymi warstwami réoznych dielektrykéw

Uktad ten mozna potraktowac jako dwa kondensatory

potaczone rownolegle o pojemnosciach Ci1 1 Ca
€,€,5 €,€,5
C,=—-, (C,=—2=2 C=C,+C,
d d
U

4 ENERGIA POLA ELEKTRYCZNEGO W KONDENSATORZE

e Energia W, pola elektrycznego w kondensatorze jest rowna energii doprowadzonej do
kondensatora w procesie tadowania go lub jest rowna co do bezwzglednej wartosci cieptu ja-
kie wydziela si¢ w oporniku zwierajagcym kondensator.

Energia pola elektrycznego w kondensatorze jest rowna pracy jaka musza wykonac sity
zewnetrzne, aby tadunek z jednej oktadki przenie$¢ na druga. W zwiazku z przeniesieniem ta-
dunku dQ miedzy oktadkami sity zewnetrzne wykonujg prace dW.= UdQ.

dW,_ = UdQ
c-Q
U
Q
deQ = EQ

Q Q
= We:jUdQ:j
0 0

Q
o= L _Q
EdQ_chdQ 2C
We:Q_ZZCUzzﬂ
2 2 2

Energia W, pola elektrycznego w kondensatorze jest rowna polu powierzchni pod wykresem

UodQ.

UA

We

O‘ y
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e Rozne postacie wzoru na energie pola elektrycznego w kondensatorze

2 2
dQ
QU = w = W =
We=—- ©2C = ° 2eeS
c-©
U
ceS
C = Odr N W B CU2 W B SOSrSUZ
U ©T ) = ¢ 2d
E:E
U

e Jak energia pola elektrycznego w danym kondensatorze zalezy od jego pojemnoSci

1. w potaczeniu szeregowym kondensatorow?
2. w polaczeniu réwnoleglym kondensatorow?

Q Q _|C1I_
—H e
Ci C2 —l I—

C2
Q 2
Ve w=57
-~ 1 ~
w C W~C
_1_ G Wi _ C
\ \W )

W potaczeniu szeregowym kondensatorow wigcej energii gromadzi si¢ w kondensatorze
0 mniejszej pojemnosci.

W polaczeniu rownoleglym kondensatorow wiecej energii gromadzi si¢ w kondensatorze
o wigkszej pojemnosci.

UWAGA

Catkowita energia uktadu kondensatorow jest réwna sumie energii zgromadzonych w posz-
czegblnych kondensatorach uktadu.
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5 GESTOSC OBJETOSCIOWA ENERGII POLA ELEKTRYCZNEGO

e Poprzednio otrzymali$my dla energii pola elektrycznego w kondensatorze wyrazenie

W, = %aoars-d-Ez :

Sd = V = objetos¢ przestrzeni miedzy oktadkami kondensatora, w ktorej zgromadzona jest
energia pola elektrycznego

Energia jednorodnego pola elektrycznego jest w tej objetosci roztozona rownomiernie z ges-
toscig objetosciowg energii w rowna:

df
w = Ve _ ls:oerz
\% 2

UWAGA
Wzoér ten jest poprawny dla dowolnego jednorodnego pola elektrycznego lub dla niejednorod-
nego pola elektrycznego w odpowiednio matym obszarze.

e Pole elektrostatyczne, czyli pole elektryczne, ktorego nat¢zenie jest state w czasie, stanowi
szczegOlny przypadek pola elektromagnetycznego. Najbardziej spektakularnym wynikiem
teorii pola elektromagnetycznego, rozwinietej przede wszystkim przez Maxwella, byto odkry-
cie fal elektromagnetycznych.

6 SILA WZAJEMNEGO PRZYCIAGANIA SIE OKEADEK KONDENSATORA

e Aby wyznaczy¢ site wzajemnego przyciagania si¢ dwoch oktadek kondensatora plaskiego,
przyrownamy prace, jakag wykonujg sity elektryczne przy zmianie odlegltosci miedzy
oktadkami kondensatora, do zmiany energii pola elektrycznego w kondensatorze.

Wara = AW, F, = Q’ F = 1QE
el — L= =
Wsi{ el _Fel Ad = ZSOSrS = 1 9
2
AW, = Q'Ad I
2e €S )
Q=Cu = £8SU7
2d?
C = €,€.5
d U
Q
- 2F
E € & S U — d el
o €,€,5
ZASTOSOWANIE

W oparciu o wzér na U zostata opracowana przez Kelvina w roku 1860 metoda pomiaru na-
piecia przy pomocy tzw. elektrometru bezwzglednego, zwanego tez woltomierzem absolut-
nym lub wagg napigcia.
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"] DWA STANY NALADOWANEGO KONDENSATORA:
ZE ZRODLEM (U=CONST) I BEZ ZRODLA (Q= CONST)

e Jak zmiana parametréw ¢, S, d, x wplywana C, Q, U, W, E?

Ptaski kondensator powietrzny natadowano i
I. odtaczono od zrédta statego napiecia.
II. pozostawiono ze zrodtem statego napigcia.
Nastepnie w kazdym przypadku:
1. wlozono dielektryk do wnetrza kondensatora, & wzrosto.
2. wyjeto dielektryk z wnetrza kondensatora, er zmalalo.
3. zwigkszono powierzchni¢ oktadek kondensatora, lub dotagczono rownolegle nie natado-
wany kondensator, S wzrosto.
zmniejszono powierzchni¢ oktadek kondensatora, S zmalalo.
oddalono oktadki kondensatora, d wzrosto.
zblizono okladki kondensatora, d zmalalo.
wlozono ptytke metalowg do wnetrza kondensatora, x wzrosto.
8. wyjeto ptytke metalowa z wnetrza kondensatora, x zmalalo.
Zbadaj jak w skutek tego zachowaty si¢ w kazdym przypadku:
A. pojemnos¢ kondensatora, C.
B. tadunek na oktadkach kondensatora, Q.
C. napiecie miedzy oktadkami kondensatora, U.
D. energia pola elektrycznego w kondensatorze, We.
E. natezenie pola elektrycznego w kondensatorze, E.

NS e

e 7 faktu, ze natadowany kondensator odtaczony od zrédta charakteryzuje Q = const, a po-
zostawiony ze zrodlem U = const, oraz z relacji zestawionych w pionowej ramce, uzyskujemy
odpowiedzi na tytutowe pytanie.

s Kondensator bez zrodia Kondensator ze zrodtem
€= d Q = const U = const
C, = CX
1 I
d
c-Q c|u/|wW.|E c |o |wW. | E
v oU el | Lt [t ] el | 4| L |1 [const
W, = B3 € T J l e T T T | T |const
W - Ccu? st v T T S J J [ 1 [const
) =3 0 IO IR IO sT | T T | 7T lconst
W = Q_2 d J ) J J const d J ) ) ) )
° € d? [ L[] Jeonst| gt | V[V [V
E= 1 xvy [ V[T 7 xv | V[V
e I NV S N O

\O
W
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8 BILANS ENERGII POLA ELEKTRYCZNEGO W KONDENSATORZE

T = const fale elektromagnetyczne
-

|+ -
5l
uktad Q::E): ciepto
—

zrodto napigcia statego

e Dla izotermicznych zmian stanu uktadu i przy zatozeniu, Ze zmiana energii kinetycznej
ciat uktadu jest do pominigcia, mamy:

AW, = AW, + AW, + AW, + AW,

AW, = zmiana energii pola elektrycznego w kondensatorze

AW, = zmiana energii zwigzana z praca wykonang przez sily zewn¢trzne podczas:
wkladania dielektryka —
wyjmowania dielektryka +
zwigkszania powierzchni —
zmniejszania powierzchni +
oddalania oktadek +
zblizania oktadek —
wkladania ptytki metalowej —
wyjmowania ptytki metalowej +

AWZ = Wit zew

Fzew = — Fael

AW, = zmiana energii zwigzana z:

ladowaniem akumulatora —
roztadowaniem akumulatora +

W, = ¢AQ
¢ = sila elektromotoryczna
WC

A

A zmiana energii zwigzana z wydzielaniem si¢ ciepta Joule a-Lenza w przewodach

w wyniku przeptywu pradu elektrycznego —

AW, = = Qu
AW, = zmiana energii zwigzana z emisj3 fal elektromagnetycznych —
+ oznacza, ze dany sktadnik jest dodatni

- oznacza, ze dany sktadnik jest ujemny
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e Rozpatrzmy przypadek, dla ktérego wydzielanie sie ciepla Joule a-Lenza i emisje fal elek-
tromagnetycznych mozna zaniedba¢. Réwnanie bilansu energii pola elektrycznego w konden-
satorze redukuje si¢ wtedy do postaci:

AWe = Wsilzew + (C"AQ
U U
1 2 1 2
AW, = ECZU _ECIU U=const=& Q = const
AQ = CZU - CIU AWe = Wsil Zew + UAQ AWe = Wsilzew
U U
UAQ = 2AW, = U = const
AWe == sil zew
U U
UAQ =~ 2Wsil zew

UWAGA

Relacja UAQ = -2 Wiitew lub AWa = =2 AW: ma nastepujaca interpretacje. Wkiad do
energii pola elektrycznego w kondensatorze, pochodzacy od pracy sit zewnetrznych, jest co do
warto$ci bezwzglednej dwa razy mniejszy, ale przeciwnego znaku niz wktad pochodzacy od
kondensatora. Inaczej moéwiac: jak sily zewnetrzne zabiora kondensatorowi energig, to
akumulator doda mu dwa razy wigcej. Jak sity zewnetrzne dadza kondensatorowi energie, to
akumulator zabierze mu dwa razy wigce;.
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Kondensator plaski o pojemnosci C naladowano i odlaczono od Zrédla stalego napiecia.

1. Jaka prace musza wykonac sity zewnetrzne, aby n - razy zmieni¢ odleglo$¢ migdzy oktad-
kami kondensatora ? (Jezeli d wzro$nie n razy, to n > 1. Jezeli d zmaleje n razy, ton < 1.)

Q = const
Wsilzew = Awe
2 2 2
AWe: Q__Q_ = Wsilzew: (n_l)_
2C, 2C, 2C
S
Cc, = 252 _ ¢
d
C, = €,€.5 _C
nd n

UWAGA Jezeli d wzro$nie dwa razy, to n =2 . Jezeli d zmaleje dwa razy, to n = % .

2. Jaka prace musza wykona¢ sity zewnetrzne, aby wtozy¢ ptytke metalowa o grubosci x
mi¢dzy oktadki kondensatora?

Q = const
Wsilzew = Awe
2 2 2
AWe Q - Q = Wsilzew = Q_ i
2C, 2C, 2C d

c, =C
c, - Cd

d-x

UWAGA Plytka metalowa jest wciggana do kondensatora.

3. Jaka prace musza wykonaé sily zewngtrzne, aby wlozy¢ dielektryk migdzy oktadki
kondensatora?

Q = const
Wsilzew = AWe
2 2 2
1-—
AWe = Q - Q = Wsilzew = Q gr
2C, 2C, 2C e,
S
C, =22 =¢
d
S
C, = 252 _ ¢ ¢
d

UWAGA Dielektryk jest weiggany do kondensatora.
4. Jaka prace muszg wykonac sity zewnetrzne, aby wyjac dielektryk z kondensatora?
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Q = const
Wsilzew = Awe
2 2
AW, = Q _Q =
2C, 2C,
S
C, = 282 ¢
d
S
C2 = 80 = —
d €,

UWAGA Dielektryk jest wciggany do kondensatora.

Kondensator plaski o pojemnosci C naladowano do napiecia U i pozostawiono z akumu-
latorem. Wydzielanie si¢ ciepla Joule’a-Lenza i emisje fal elektromagnetycznych zanied-

bujemy.

1. Jaka prace musza wykona¢ sily zewnetrzne, aby n-razy zmieni¢ odleglos¢ miedzy oktad-

kami kondensatora?

U = const
Wsilzew = _AWe
aw = GUT QU
¢ 2 2
S
C = 282 _ ¢
d
c, - €,€.S _ C
nd n

UWAGA Jezeli d wzro$nie dwarazy, to n=2 . Jezeli d zmaleje dwarazy,to n=1/2.

2. Jaka prace musza wykonac sity zewnetrzne, aby wlozy¢ ptytke metalowa o grubosci x

miedzy oktadki kondensatora?

U = const
Wsilzew = _Awe
Aaw = GUT GU”
¢ 2 2
C, =0C, C, = Cd
d-—x

silzew 2 ’ d—X

UWAGA Ptlytka metalowa jest wciggana do kondensatora.
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3. Jaka prace musza wykonac¢ sily zewngtrzne, aby wlozy¢ dielektryk miedzy oktadki kon-
densatora?

U = const
Wsilzew Awe
2 2
Awe = CZU - CIU = Wsilzew = lCU2(1 - 8r)
2 2 2
S
c, = =2 =¢
d
S
C, = 252 _¢C
d
UWAGA

Dielektryk jest wciggany do kondensatora.

4. Jaka prace muszg wykonac sity zewnetrzne, aby wyjac dielektryk z kondensatora?

U = const
\\Y - AW

silzew — e
2 2

-1

CZU - ClU = Wsilzew = lCUz ' 81'

2 2 2 €

AW, =

r

UWAGA
Dielektryk jest wciggany do kondensatora.
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DIELEKTRYKI

1 POLARYZACJA DIELEKTRYKOW

e W dotychczasowych rozwazaniach traktowalismy dielektryk makroskopowo, jako osro-
dek nie przewodzacy pradu elektrycznego, charakteryzowany przez stala dielektryczng e,

nie wnikajac w budowe czasteczkowg tej grupy materiatow.

e Polaryzacja dielektrykow

Przy braku zewngtrznego pola elektrycznego w dielektryku niepolarnym kazda czasteczka ma
moment dipolowy rowny zeru, a w dielektryku polarnym suma momentow dipolowych wszy-
stkich czgsteczek jest rowna zeru pomimo, ze kazda czgsteczka ma rozny od zera trwaty mo-
ment dipolowy. Polaryzacja dielektryka polega na tym, ze w zewnetrznym polu elektrycznym
pojawia si¢ w dielektryku r6zny od zera sumaryczny moment dipolowy czasteczek. W zew-
netrznym polu elektrycznym kazda czgsteczka dielektryka niepolarnego uzyskuje induko-
wany (wymuszony) elektryczny moment dipolowy p, , skierowany wzdluz nate¢zenia pola

elektrycznego.

Big =€0E ¢

o = polaryzowalno$¢ czasteczki

o] = m’

Polaryzowalno$¢ o czasteczki nie zalezy od temperatury, gestosci oraz ci$nienia.

By =9l

q = sumaryczny dodatni tadunek wszystkich jader w czasteczce

I = wektor poprowadzony od $rodka cigezkosci elektronow w czasteczce do Srodka
ciezko$ci dodatnich fadunkow jader atomowych

E. = natg¢zenie efektywnego pola elektrycznego, czyli pola, ktore faktycznie dziata na

dang czasteczke dielektryka, bedacego sumg pola zewnetrznego 1 pdl pozostatych czaste-
czek
Pole efektywne nazywane jest niekiedy polem lokalnym lub skutecznym.

W dielektrykach polarnych zewngtrzne jednorodne pole -elektryczne powoduje
ustawienie si¢ momentow dipolowych czasteczek wzdluz pola elektrycznego, czemu
przeszkadza ich chaotyczny ruch cieplny. Zewnetrzne pole elektryczne powoduje rowniez
powstawanie w czasteczkach dodatkowego indukowanego momentu dipolowego.

Na powierzchniach granicznych spolaryzowanego dielektryka, prostopadtych do nate-
zenia zewngtrznego pola elektrycznego, pojawiajg si¢ zwigzane tadunki elektryczne bedace
zrodiem pola elektrycznego o natezeniu majacym taki sam kierunek, ale przeciwny zwrot niz
natezenie zewnetrznego pola elektrycznego. Wypadkowe natezenie pola elektrycznego w ob-
szarze dielektryka jest sumg wektorowa natgzen obu pol. Oczywiscie, wartos¢ wypadkowego
natezenia jest mniejsza od warto$ci natg¢zenia zewnetrznego, jednorodnego, stalego w czasie
pola elektrycznego.
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DIELEKTRYKI

UWAGA

Jezeli zrodtem pola elektrycznego jest plaski kondensator podtaczony do Zrédla stalego na-
pigcia, a jednorodny dielektryk catkowicie wypetia przestrzen mi¢dzy oktadkami kondensato-
ra, to nat¢zenie pola wewnatrz dielektryka jest takie samo jak mi¢dzy oktadkami kondensatora
bez tego dielektryka. Jezeli Zzroédltem pola elektrycznego jest ptaski kondensator natadowany
1 odlaczony od zrodta statego napigcia, a jednorodny dielektryk catkowicie wypetnia przestrzen
miedzy okladkami kondensatora, to natgzenie pola wewnatrz dielektryka jest € razy mniejsze

od natg¢zenia pola migdzy oktadkami kondensatora bez tego dielektryka.

2 ZALEZNOSC STALEJ DIELEKTRYCZNEJ OD TEMPERATURY I INNYCH PA-
RAMETROW

e W dielektrykach niepolarnych czasteczki nie majg trwalych momentéw dipolowych,
w dielektrykach polarnych czasteczki majg trwate momenty dipolowe.

e Wektor polaryzacji

Wektorem polaryzacji lub polaryzacja P nazywamy wektor bedacy suma momentow
dipolowych wszystkich czasteczek dielektryka podzielong przez jego objetosé.

N = liczba czgsteczek zawartych w objetosci V
V = objetos¢ dielektryka

Dla dielektryka niepolarnego znajdujacego si¢ w polu elektrycznym:

N
z B =Np,,
o1

Big =€0E = P =ng 0E
N

n=—

v

n., = indukowany moment dipolowy jednej czasteczki

n = koncentracja czasteczek

n = stosunek liczby czasteczek N, zawartych w objetosci V, do objetosci V
o = polaryzowalnos¢ czasteczki

E.. = natezenie efektywnego pola elektrycznego

Wektor polaryzacji spetnia empiryczng relacje:

P=¢,(c, ~1)E

D E = natezenie wypadkowego pola elektrycznego w dielektryku

I juz jestesmy gotowi do otrzymania zapowiadanych w tytule zaleznosci.
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DIELEKTRYKI

e Stala dielektryczna niepolarnych gazow rozrzedzonych

P =ng,0E = e, =l+na
P= ao(sr - l)E
E, =E = g =1+ 2% 4
M
. N, -d
M
n= 1 = € = 1+ g . B
kT k T
| d = gesto$¢ dielektryka, [d] = kg m™
M = masa czasteczkowa, [M] = kg kmol™
N, = liczba Avogardo = 6,022 - 10°® kmol™
p = cisnienie, [p] = Pa
k = stata Boltzmanna = 1,38 - 102 1K!
srA
Polaryzowalno$¢ o nie zalezy od temperatury, ci$nienia
oraz gestosci 1 dlatego stata dielektryczna €, niepolarnych
1 gazow rozrzedzonych jest liniowa funkcjg gestosci.
aP

e Stala dielektryczna niepolarnych gazow, cieczy i krysztalow

Przypomnijmy, w dotychczasowych rozwazaniach E oznaczato natezenie wypadkowego
pola w dielektryku, bedacego sumg pola pochodzacego od zroédet zewngtrznych i pola
pochodzacego od tadunkéw pojawiajacych si¢ wskutek polaryzacji na zewngtrznej
powierzchni dielektryka. Aby polepszy¢ zgodnos¢ relacji teoretycznych z do$wiadczeniem,
wprowadza si¢ do wzorow tzw. natgzenie E_ efektywnego pola elektrycznego, czyli pola,
ktore faktycznie dziala na dang czasteczke dielektryka, bedacego suma pola zewnetrznego
1 pol pozostatych czasteczek. Zgodnie z teorig Lorentza, przyjmujemy dla natezenia pola
efektywnego rownania

E -E+— P | Wb | E,-5"2E
€ 3
e, —1 na
P =ng0E = =—
e, +2 3
P=¢,(c, ~1)E
g +2 . . . .
E,=—" 3 ‘E Rownanie Mossottiego-Clausiusa.
n:NA-d - e, -1 M_N,a
M e, +2 d 3
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DIELEKTRYKI

e Stala dielektryczna polarnych gazéw rozrzedzonych, gdy pE << kT

2
P= nsooc+ni E.;
3kT

P= 80(8 —l)E

T

E,=E

Roéwnanie Langevina-Debye’a

2
€, :1+n(oc+

u
kTe,

e Stala dielektryczna polarnych gazéw, gdy pE << kT

2
P= m;ooa—i-ml E.;
3kT
sto(sr—l)E
Eef=8r+2 E
3
n:NA-d
M

d = gestos¢ dielektryka

M = masa czasteczkowa

N, = liczba Avogardo

o = polaryzowalno$¢ czasteczki
p = moment dipolowy trwatego dipola przy braku pola elektrycznego
k = Stata Boltzmanna

n = koncentracja czasteczek

p = moment dipolowy trwatego dipola przy braku pola elektrycznego
k = Stala Boltzmanna

e.—-1 n
=—la+
e +2 3(

2

u

3kTe,

|

Roéwnanie Mossottiego-Clausiusa-Langevina-Debye’a

e, -1 M N,

e+2 d 3

o

uz
3kTe,

W przypadku dielektrykéw polarnych w stanie gazowym zgodnie, z prawem Mossottiego-
Clausiusa-Langevina-Debye’a, wzrost temperatury powoduje zmniejszenie si¢ statej dielek-

tryczne;j.

Wielkoge ot
e +2 d

T
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DIELEKTRYKI

3 WARUNKI GRANICZNE

e Granica dielektryka z dielektrykiem

Na nienatadowanej powierzchni granicznej dwoch stykajacych si¢ ze sobg dielektrykow mu-
szg by¢ spelnione podane ponizej warunki graniczne dla sktadowych wektoréw nat¢zenia pola
elektrycznego stycznych (rownolegtych) i normalnych (prostopadtych) do powierzchni grani-

cznej.
WARUNEK 1
Sktadowe styczne natezen pol po obu stronach powierzchni granicznej sg takie same.
rotE =0 Ea=Ey
D=¢ ¢ E = D, _Dy
- € €

UWAGA
Zatozylismy, ze rotE = 0. Wynika to z potencjalnosci statego pola wektora E .

WARUNEK 2
Sktadowe normalne nate¢zen pol po obu stronach powierzchni granicznej sa odwrotnie propor-
cjonalne do statych dielektrycznych osrodkow.

le]()) B p D2n = Dln
p= =
D=¢ ¢ E &,E,, =¢E,,

UWAGA

Zatozylismy, ze gestos¢ powierzchniowa tadunkow swobodnych ¢ na powierzchni granicznej
jest rowna zeru. W przeciwnym przypadku warunek graniczny dla sktadowych normalnych na-
tezen pol elektrycznych przyjmuje postaé:

&,E,, —gE, = =,
80
e Granica dielektryka z przewodnikiem
Na granicy miedzy dielektrykiem a przewodnikiem sktadowa styczna wektora nat¢zenia pola
jest rowna zeru.

E, =E,
E. =
&E,, —¢E, == 2 =0
80 = E2n = °
Elt :0, Eln =0 €,8)
1 = metal, 2 = dielektryk

H 6 = gesto$¢ tadunkéw swobodnych na powierzchni przewodnika

UWAGA
Na granicy dielektryka z przewodnikiem wektor natezenia pola elektrycznego jest prostopadty
do powierzchni przewodnika.
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4 DIELEKTRYKI O ROZNYCH KSZTALTACH W JEDNORODNYM STALYM
POLU ELEKTRYCZNYM

e Dla kilku bryt wzor na natezenie pola elektrycznego wewnatrz bryty ma podobng strukture.

n = wspotczynnik depolaryzacji
E. = natezenie pola elektrycznego w bryle o stalej dielektrycznej €,

m

E_, = nate¢zenie zewngtrznego pola elektrycznego w prozni
., = stala dielektryczna o$rodka, w ktorym znajduje si¢ rozwazana bryla
g, = stala dielektryczna bryly
Poniewaz
p= 8[8— —lem,
SSX
mamy tez
E. =E,— —nP
80
3¢ E
Kula. n — l Ein — eex 0
3 2e, +g,
. . . 1 2¢ _E
Dtugi walec o osi prostopadtej do E n=— | E, =—"—"
2 €, T &,
Walec o osi rownoleglej do E n=0 E. =E,
. e E
Ptytka ptasko rownolegta prostopadlado E, | n=1 E, =——
gin

Pole wewnatrz kazdej z tych bryt jest jednorodne i rownolegte do pola zewngtrznego.

e Dielektryk uzyskuje w zewngtrznym polu elektrycznym wskutek polaryzacji rozny od zera
moment dipolowy p* = VP i zachowuje si¢ jak dipol elektryczny. Moment sit dziatajacych na
taki dipol spowoduje, ze ustawi si¢ on tak, by wektory p~ i E_ byly rownolegle. Jezeli zew-
n¢trzne pole elektryczne jest niejednorodne, to rozpatrywany dielektryk dozna jeszcze dziata-
nia sily w kierunku silniejszego pola.

PRZYKLAD

Zrédtem niejednorodnego pola elektrycznego sg laski szklane lub ebonitowe oraz kawatki bur-

sztynu naelektryzowane przez pocieranie. Przyciggaja one drobne skrawki réznych dielektry-
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5 FERROELEKTRYKI

e Ferroelektrykami nazywamy dielektryki krystaliczne, ktore przy braku zewngtrznego po-
la elektrycznego sktadaja si¢ z domen, czyli matych spolaryzowanych obszarow. Ze wzgledu
na chaotyczne rozmieszczenie domen, ich wypadkowy moment dipolowy, a tym samym catko-
wita polaryzacja sg roéwne zeru. W zewngtrznym polu elektrycznym ferroelektryki ulegaja po-
laryzacji, ktora polega na powigkszaniu si¢ domen i obrocie ich momentéw dipolowych
w kierunku pola.

Ferroelektrykami sg na przyktad tytanian baru (BaTiO3), sol Seignette’a, czyli winian so-

dowo potasowy (NaKC O -4H20), kwasny fosforan potasu (KHzPO 4), oraz RbH,PO,,
CsH,PO,, RbH,AsO,, KH,AsO,, CsH,AsO,, KTaO,, NaTaO,, KNbO,, PbTiO,,
LiTaO,, LiNbO,, Cd,Nb,O,.

State dielektryczne ferroelekrykow zalezg nieliniowo od temperatury i natezenia zewngtrz-
nego pola elektrycznego.
o Histereza dielektryczna jest zaleznos$cig polaryzacji P ferroelektryka od natezenia E zew-

netrznego pola elektrycznego. Danej wartosci natezenia E odpowiadaja rozne warto$ci polary-
zacji P w zalezno$ci od jej wezesniejszej wartosci. Ferroelektryki posiadajg ,,pamiec”.

P A
1
2
/ 0 = stan poczatkowy
3 > 114 = polaryzacja nasycenia
0 E 215 = polaryzacja szczatkowa

/6
316 = koercja

5

Pole powierzchni petli histerezy jest proporcjonalne do ciepta wydzielonego w ferroelektryku
podczas jednego obiegu (1 -2-3-4-5-6—- 1) .
e Temperaturg Curie (punktem Curie) nazywamy temperature, powyzej ktorej ferroelek-
tryk przechodzi w stan wtasciwy dla normalnego dielektryka polarnego. Niektére ferroelek-
tryki posiadajg dwa punkty Curie. Gorny punkt Curie i dolny punkt Curie, to temperatura od-
powiednio powyzej 1 ponizej ktorej ferroelektryk traci swe wiasnosci.

W temperaturze Curie ferroelektryki osiggaja bardzo duze wartosci statej dielekrycznej
rzedu 10° =10°.
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PRAD ELEKTRYCZNY
STALY W METALACH

1 PRAD ELEKTRYCZNY PRZEWODNICTWA

® Pradem elektrycznym nazywamy uporzadkowany ruch tadunkow elektrycznych. Dalej
zajmowac si¢ bedziemy tzw. pragdem przewodnictwa lub pradem przewodzenia, czyli
uporzadkowanym ruchem swobodnych tadunkow w osrodkach przewodzacych pod wplywem
zewngetrznego pola elektrycznego.

Osrodek przewodzacy Nos$niki pradu
metale, stopy metali, wegiel elektrony
poiprzewodniki elektrony i dziury
elektrolity jony ujemne i dodatnie
gazy jony ujemne i dodatnie oraz elektrony

UWAGA
Wewnatrz metalu E =0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy metal jest odosobniony i nie istnieje rézna
od zera rdznica potencjatow miedzy dowolnymi jego punktami.

e Natezeniem | pradu elektrycznego nazywamy stosunek tadunku Q, przeptywajacego
przez poprzeczny przekroj przewodnika, do czasu t tego przeptywu.

0
t
Natezenie pradu elektrycznego jest skalarem.
[I] = 1€ = 1A = lamper.
Is
PRZYKLAD

Jezeli w przewodniku plynie prad o natezeniu jednego ampera, to przez przekrdj poprzeczny
tego przewodnika w czasie jednej sekundy przeptywa 6,25 - 10'* elektronow.

e=16-100"C = C =6,2510"

e Pradem stalym, jakim bedziemy si¢ dalej zaymowac, nazywamy prad, ktérego natezenie
jest stale w czasie.

e Kierunek przeplywu pradu elektrycznego przyj¢to umownie oznaczaé strzatka skiero-
wang od punktu przewodnika o potencjale wyzszym do punktu przewodnika o potencjale niz-
szym. Tak okreslony kierunek pradu zgadza si¢ z kierunkiem ruchu dodatnich no$nikéw
pradu. Ujemne no$niki pradu poruszaja si¢ w kierunku przeciwnym do umownego kierunku
pradu.
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PRAD STALY

® Gestoscia j pradu elektrycznego nazywamy stosunek nat¢zenia pradu I do pola powie-
rzchni S przekroju poprzecznego przewodnika, na ktérym to przekroju rozktad pradu jest
rbwnomierny.

1
7S

Gestos¢ pradu elektrycznego jest wektorem o kierunku pradu elektrycznego.

) 1A
[i] = —-
Im

2 PRAWO OHMA

e Prawo Ohma

Dla przewodnikéw metalowych obserwuje si¢ do§wiadczalnie liniowg zalezno$¢ miedzy
napieciem U przylozonym do koncow przewodnika a natezeniem I pradu ptynacego w prze-
wodniku. Relacja ta zwana jest prawem Ohma.

IA

-U Prawo Ohma

R = opdr elektryczny lub rezystancja
U

R=—
I

[R]= NV 1o -1om
1A

R~ 0+10°Q

UWAGA

Dla danego przewodnika: R =const, 1~U .

Prawo Ohma bywa zapisane takze w innej postaci:

I=G-U

G = przewodnictwo elektryczne lub konduktancja

G=—
R

[G]= L = 1A = 1S = 1simens
1Q 1V
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PRAD STALY

e Zaleznos¢ oporu od dlugosci, przekroju i rodzaju materialu przewodnika metalowe-
go
R = pl lub R = L
S vYS

1 = dhugos¢ przewodnika

S = pole powierzchni przekroju poprzecznego przewodnika
p = opor elektryczny wlasciwy lub rezystywnos¢

[p] = 1Q m =1 omometr

vy = przewodnictwo elektryczne wiasciwe lub konduktywnos¢

’Y:

o |-

pl-—— -
I-m 1m

¢ Prawo Ohma w postaci lokalnej

1
=3
= i = vE
U=E-1l =7
R= L
vS

3 ZALEZNOSC OPORU WEASCIWEGO OD TEMPERATURY

®  Opdr elektryczny whasciwy zalezy liniowo od temperatury, z pomini¢ciem niskich 1 wy-

sokich temperatur. Dla wielu metali spetniona jest relacja:

p= %'pzn T

pu yu
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e Badajac doswiadczalnie zalezno$¢ oporu wiasciwego od temperatury, wyznacza si¢ tzw.
wspolezynnik temperaturowy oporu wlasciwego o .

o = 1 p—Pys
Py T— 273

T = temperatura w skali Kelvina
p273 = opdr wlasciwy w temperaturze 273 K

1
[a K

Wspotczynnik temperaturowy oporu wlasciwego o ma prostg interpretacje, ktora staje si¢ wi-
doczna, gdy wzor definicyjny zapisa¢ w postaci:

p= Pz73'(1_a'273)+ Py -t T

e Nadprzewodnictwo

pA pA p4
1
o= — oa< — a>——
273 273 273
T T T

W niskich temperaturach bliskich zera bezwzglednego op6r niektérych metali nagle spada
do zera. Zjawisko to, odkryte przez Kamerlingh-Onnesa w 1911 roku, nazwano nadprzewod-
nictwem.

¢ Prawo Wiedemanna-Franza-Lorenza
Stosunek wspolczynnika przewodnictwa cieplnego K do przewodnictwa elektrycznego
wiasciwego y dla wszystkich metali jest proporcjonalny do temperatury bezwzglednej T.

E:L-T
Y

D L = liczba Lorenza
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4 PRAWO JOULE A-LENZA

e Prawo Joule'a — Lenza
Podczas przeptywu pradu elektrycznego przez przewodnik wydziela si¢ w nim ciepto,

ktorego wartos¢ W jest proporcjonalna do kwadratu natezenia pradu I, oporu przewodnika R,
oraz czasu przeptywu t.

W =1*-R-t

e Moc P ciepla wydzielonego w przewodniku

P-2
2
W=1*>.R-.t | = P=IZ-R=%:IU
1=
R

>

e Prawo Joule’a — Lenza w postaci lokalnej

P
(D —
S-1 S
P=1"R
1
R=p—
p 3 1
1
Y ==
p
T 1
17y = (D=PJ2:?J'2=Y'E2
j=vE
o = gestos¢ mocy ciepta wydzielonego w przewodniku
o = stosunek mocy wydzielonego ciepta do objetosci, w ktorej si¢ ona wydzielita
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e Jak moc ciepla wydzielonego w danym przewodniku zalezy od jego oporu
1. w potaczeniu szeregowym przewodnikow?
2. w potaczeniu rownolegtym przewodnikow?

| Ri |
—+ T/ =] & = — = U =
P=I R 2
P=%
P~R
1
P~-L
P _ R R
P R2
P _ Ry
P2 Ri

W potaczeniu szeregowym przewodnikow wigcej ciepla wydziela si¢ w przewodniku
o wiekszym oporze.
W polaczeniu réwnoleglym przewodnikow wigcej ciepta wydziela si¢ w przewodniku
0 mniejszym oporze.

5 SUKCESY 1 PORAZKI KLASYCZNEJ ELEKTRONOWEJ TEORII
PRZEWODNICTWA ELEKTRYCZNEGO W METALACH

® W metalach w stanie statym swobodne elektrony, zachowujace si¢ jak gaz doskonaty, po-
ruszaja si¢ chaotycznie z predkoscig srednig Vgr~106% miedzy drgajacymi jonami dodatnimi
tworzacymi sie¢ krystaliczng. Jezeli do koncow przewodnika przylozymy statg rdznice
potencjatow, to pole elektryczne powstate w przewodniku spowoduje uporzadkowany ruch
elektronow wzdtuz przewodnika z predkoscig vy~1 0'4% , zwang predkoscia unoszenia.
UWAGA

Zmiany nat¢zenia pola elektrycznego wzdluz drutu rozchodza si¢ z predkoscia swiatta rzgdu
108% nadajgc niemal jednoczesnie wszystkim elektronom przewodnictwa sktadowg predkos¢

wzdhuz drutu v,~1 0* o,

PRZYKLAD
Predkos¢ $rednia vy bezwladnego ruchu cieplnego elektrondow w temperaturze pokojowej
w nieobecnosci pola elektrycznego wynosi:

mv;, _ 3kT

2 2
k=13810% .2 = v = ]P0 L izaq00
K m S

m=9,1-10"" - kg
T = 293K
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PRAD STALY

o Zwiazek gestosci pradu z predkoscia unoszenia

1
! S
-2

t = j=env,
Q= nSle

1
t=—

Vu

vy = predkos¢ unoszenia elektrondow przewodnictwa

Sl = objetos¢ przewodnika cylindrycznego o dlugosci 1 1 polu powierzchni przekroju po-
przecznego S

n = gestos¢ elektrondéw swobodnych przewodnictwa

nSl = liczba elektrono6w swobodnych w przewodniku

n = NAd/ M

Na = liczba Avogadro

d = gestos¢ metalu

M = masa molowa lub czasteczkowa metalu

e = tadunek elektronu

e Predkos¢ maksymalna i predkos¢ unoszenia

Na elektron o masie m 1 tadunku e, w stalym polu elektrycznym o natezeniu E, wewnatrz
metalu dziata sita F = eE = ma, ktora nadaje mu przyspieszenie a:
eF
o
Elektron bedzie tylko przy$pieszany w czasie jaki uptywa od zderzenia do kolejnego zderze-
nia z jonami sieci krystalicznej. Sredni czas T miedzy kolejnymi zderzeniami wynosi:

a=

T=—.
Vs'r

v¢ = $rednia predkos$¢ ruchow termicznych elektrondw przewodnictwa
A = $rednia droga swobodna elektronéw przewodnictwa

Pod koniec swobodnego przebiegu, odbywajacego si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym,
elektron uzyskuje predkos¢:

Vmax at
_ A _eE A
1= = Vmax T
Vsr Vér
eE
a=—
m

Srednia predkosé, z jaka elektron porusza si¢ w czasie swobodnego przebiegu, mozna trakto-
wac jako predkos¢ unoszenia.

A\ eE A
v = max __ .

u

2 2m v,
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PRAD STALY

® Mikroskopowa interpretacja prawa Ohma

j=env,
eE A
Vu - —
2m v
j=1E

E

. e'n)
. 2mv,,

o Mikroskopowa interpretacja prawa Joule'a — Lenza

Zderzajacy si¢ z siecig elektron przekazuje jej energie kinetyczna Ey . Mnozac t¢ energie
przez czestotliwos$¢ zderzen elektrondw z siecig vg/A 1 przez gestos¢ elektronow n , otrzma-
my gestos¢ mocy przekazanej energii od wszystkich elektronow.

_e’nh

2mv,,

2
E = mv, ..
= ——
2
_eE A
Vmax__._
m Vs'r
A\
o=E, -—n
A
o= yE’

e’n\
(0— .

= E?
2mv,

_e’nh

2mv,,

o Mikroskopowa interpretacja prawa Wiedemanna — Franza — Lorenza

Zaktadajac, ze przewodnictwo cieplne metali zwigzane jest z gazem elektrondw swobod-
nych, mozemy wyznaczy¢ wspotczynnik przewodnictwa cieplnego K metali, wykorzystujac
relacje dla wspolczynnika przewodnictwa cieplnego gazoéw, ktadac w niej liczbe stopni swo-

body i=3.
1
K=—-v,AC/d
3
c, - R
2n
1=3
R =N,k
N
n= 2d
M
_e’nh
2mv,
mv;  3kT
2 2
K. LT
Y

K :lnkvérk

2

2

K_3
Y e

3k*
L=

eZ
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PRAD STALY

e Zaleznos¢ przewodnictwa elektrycznego wlasciwego y od temperatury T

Klasyczna elektronowa teoria przewodnictwa elektrycznego metali nie radzi sobie z wy-
jasnieniem dos$wiadczalnej zaleznos$ci przewodnictwa elektrycznego wtasciwego y od tem-
peratury T.

_ ne’)
2mv;, 1
= Y r——
mv;, _ 3kT JT
2 2
Relacja doswiadczalna: v~ UT

® Prawo Dulonga-Petita

Inna wpadka klasycznej teorii elektronowej dotyczy ciepta wtasciwego molowego C me-
tali. Zgodnie z tg teoria energia wewnetrzna metalu jest suma energii drgan sieci krystalicznej
3NRT i energii chmury elektronowej 1,5NRT, gdzie N jest liczbg moli metalu, a R stalg
gazowa. Z pierwszej zasady termodynamiki

A(3NRT + 1,5NRT ) = CNAT
wynika, ze C=45R.
Przypomnijmy tre$¢ doswiadczalnego prawa Dulonga-Petita.
Ciepto wiasciwe molowe C krystalicznych ciat statych wynosi 3R.

C=3R

I znow relacja teoretyczna nie zgadza si¢ z relacjg doswiadczalng.

e Porownanie relacji empirycznych z teoretycznymi

Prawo Relacja empiryczna Relacja teoretyczna Wspodiczynnik
oh . . e’nh E __enk
ma 1=7E ] mv, 2mv_
2 A
e nh _ _¢n
Joule'a-Lenza o= YE? W= omv. ‘B’ v 2mv
K 2 2
Wiedemanna-Franza —=1T K_ % ) L= 3k
Y Y € e’
T T
Dulonga-Petita C=3R C=4,5R

Z porownania relacji empirycznych i teoretycznych otrzymali$my interpretacje mikroskopo-
we dla przewodnictwa elektrycznego wtasciwego vy iliczby Lorenza L.
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OBWODY PRADU
STALEGO

1 ELEMENTY OBWODOW ELEKTRYCZNYCH

e Podstawowymi elementami obwodow elektrycznych sg zrodta energii elektrycznej i1 od-
biorniki tej energii. Zrddlo napigcia charakteryzuje jego opdr wewnetrzny R, 1 sita elektro-
motoryczna & .

Sita elektromotoryczng & zrdédla nazywamy réznice potencjatow na jego zaciskach, gdy
przez zrédto nie ptynie prad.

e Symbole niektorych elementéw obwodow elektrycznych

zrodio stalego napiecia

opornik, rezystor

opornik z mozliwos$cig regulacji oporu
wytacznik

zaréwka

amperomierz

woltomierz

uziemienie

A

o Wezel, galaz, oczko

Wezlem obwodu elektrycznego nazywamy punkt, w ktorym spotykaja si¢ co najmniej trzy
elementy obwodu.

Galezia obwodu elektrycznego nazywamy jeden lub kilka elementow polaczonych wzgledem
siebie szeregowo. Natezenie pradu plynacego przez kazdy element gatezi jest takie samo. Na
poczatku 1 koncu galezi znajduja si¢ zaciski. Galezie obwodu dzielimy na pasywne 1 aktywne.
Galezig pasywna nazywamy galaz nie zawierajacg zrodel.

1 R o

—— >

Galezig aktywna nazywamy gataz zawierajacag zrodto.

¢ —-¢,=U,=IR>0

1 R T

Oczkiem obwodu elektrycznego nazywamy fragment obwodu bez rozgalezien, tworzacy
zamknietg droge dla przeptywu pradu.
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OBWODY PRADU STALEGO

PRZYKLAD

B
W mostku Wheatstone’a znajdujemy:
4 wezty,

A © C 6 gatezi,

7 oczek.
Gataz AC jest aktywna.

D Galezie AB, BC, CD, DA i BD sg pasywne.

: L
B o B [l

2 OBWOD JEDNOOCZKOWY BEZ ZRODLA

e Obwdd jednooczkowy bez zrodla jest fragmentem wickszego obwodu. W pozostatej
czesci obwodu musi znajdowac si¢ zrodto napigcia.

I1, I,

L, IL,

Relacje migdzy wielkosciami, opisujgcymi stan obwodu jednooczkowego, znajdujemy z praw
Kirchhoffa i Ohma.

1=1 +1,

LR, =L,R, = P, — 05 =U =1,

U

W maty opor wptywa duzy prad.
W duzy opér wptywa maty prad.
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OBWODY PRADU STALEGO

3 OBWOD JEDNOOCZKOWY Z JEDNYM ZRODLEM

e Prawa Kirchhoffa, Ohma i Joule’a-Lenza

<z

I= ﬁ prawo Kirchhoffa
U=1R, prawo Ohma
P=1R prawo Joule'a - Lenza

® Wzajemne relacje miedzy I, Ui R,

Ua

&R W (zwarcie )

}

—~V

< & (stan jalowy)

14

& <€'/RW (zwarcie)

>
U

14 & U4 U=IR,
1<— prad zwarcia= R_ ————————————— & &
w I=
R, +R,
| £ .
5 o | | Jezeh R, #0,t0o U<& U
> &R,
Rz RW + RZ
R, I U Zmiana oporu odbiornika R, powoduje
) J ) = przeciwne wzgledem siebie zmiany wska-
) 0 ) zah amperomierza i woltomierza.
Dane zrodlo: € = const, Ry, = const.
Rézne odbiorniki: R, zmienia sig. E_U
I=
U=¢€-IR, | & |¢=Rv*IR U=1IR, | — R,

& (stan jalowy)

121




OBWODY PRADU STALEGO

e Roznerelacjedla P,, Py, P. i n

2 U’
U=IR, N P =I'R, P= P =1U
&
Ry +R,
N p__ &R, P,=1& - I'R,
U z 2
(R, +R,)
U=& -1R,
IZER—U
w U - V)
ER, = P,= R
= w
Ry +R,
UR
R,=—W
E-U
2
= P, =I'R, p= R
P=I'R (R,+R,)
P. =P, +P,
_P
7 = p _(E-U
Y=
y R
2 E-V)E
P =I*(R,+R,) P =1& __¢ p= &1
R, + R, Ry,
_U _PC_PW _ Rz
"= ) T"RO+ R,
82

P, = moc ciepta wydzielonego w oporze odbiornika R,

Py, = moc ciepla wydzielonego w oporze wewnetrznym Ry,
P. = moc ciepta wydzielonego w catym obwodzie

n = sprawnos¢ zrodia

£?%/Ry, = moc ciepta wydzielonego w oporze wewnetrznym R,, podczas zwarcia

Jest to najwigksza moc jaka moze wydzieli¢ si¢ w obwodzie, szkoda tylko, ze w zrodle,
a nie w odbiorniku.
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OBWODY PRADU STALEGO

® Wykresy P,, P, i P. od R,

2 82R 2
P, = S—Rzz P, = —W2 P = ‘9—
(R,+R,) (R,+R,) R, + R,
5 1 P, Py P
(SEM) |
1{W
SEM =3V
T R, =1Q
4 P,
P
w \\
.
\\
\\\

1T N\

AN
P, \\

| | -
Ry 2R, z

2
R,=R, <« PZ:max:lg—
4 R,

Charakterystyczne stany pracy Zrodla

STAN R, U I P, Py, P, n | UWAGI
jalowy obwod
zrodla * & 0 0 0 0 otwarty
zwarcia 0 0 & 0 & & o | warty
zrodla R, R, R, odbiornik
dopasowania 2 2 2
1 1 & 1& 1 & 1 &
odbiornika | Ry =& - | - | - | = 1
do Zrodla 2 2R, 4R, 4R, 2R, 2
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OBWODY PRADU STALEGO

4 WYKRES ZMIENNOSCI POTENCJALOW W OCZKU

e Wykres zmiennosci potencjalow w obwodzie jednooczkowym lub w oczku obwodu
wielooczkowego sporzadzamy wedtug ponizszego odwzorowania.

CA 7'\ U7 \ CA

o
I
1
T
ﬁ]l

Ve
/
N

> ' >

PRZYKLAD

€ I &€ 1

1l — 1l 1

|| 1 | lI L ]
123 43 eemr 89
oo L

ST O A I O

-

|
L NN

Wykresy takie sg bardzo przydatne przy rozwazaniach jakosciowych.
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5 PRAWA KIRCHHOFFA

Do analizy zlozonych obwodow sktadajacych si¢ z dowolnej liczby weztow, galezi,
oczek, opornikow i zrédet wykorzystuje si¢ dwa prawa Kirchhoffa.

® Pierwsze prawo Kirchhoffa

Dla kazdego wezta obwodu

>1,=0
k

suma natezen pradow spotykajacych si¢ w wezle, wzietych z odpowiednimi znakami,
jest rowna zeru.

Konwencja znakowa:

1. Jezeli k-ty prad wplywa do wezla, to piszemy +I .

2. Jezeli k-ty prad wyptywa z wezla, to piszemy —Ii .

e Pierwsze prawo Kirchhoffa bywa formulowane takze w postaci mniej abstrakcyjne;.

Suma natezen pradow wptywajacych do wezta jest rtOwna sumie natezen pradow
wyptywajacych z wezla.

e Drugie prawo Kirchhoffa

Dla kazdego oczka obwodu

Y & =DLR,
i k

suma wszystkich sit elektromotorycznych wzietych z odpowiednimi znakami jest
réwna sumie wszystkich iloczynow IkRyx wzietych z odpowiednimi znakami.
Konwencja znakowa:

1. Obieramy kierunek obchodzenia oczka.

2. Gdy przechodzimy przez zrédlo w kierunku SEM, to piszemy +&.

W przypadku przeciwnym piszemy —E.
3. Gdy przechodzimy przez opdr w kierunku ptyniecia pradu, to piszemy —+IR.
W przypadku przeciwnym piszemy —IR.

o—7 S—0
A *€ —— .
kierunek obiegu
\.\
+IR
\S'\ IR /E/
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e Praktyczne wskazowki dotyczace ukladania rownan Kirchhoffa dla danego obwodu

1. Zaznaczamy kierunki wszystkich sit elektromotorycznych.

2. W kazdej gatezi zaznaczamy dowolny kierunek przeptywu pradu. Jezeli po rozwigzaniu
réwnan Kirchhoffa otrzymamy dla danej gat¢zi ujemny prad, oznacza¢ to bedzie, Zze przy-
jelismy niewtasciwy kierunek przeptywu pradu.

3. Wybieramy dany kierunek obchodzenia oczek, na przyktad, zgodny z kierunkiem ruchu

wskazowek zegara.

4. Jezeli sie¢ ma W wezlow i G galezi, to wygodnie jest napisa¢ w oparciu o pierwsze
prawo Kirchhoffa W — 1 niezaleznych rownan i w oparciu o drugie prawo Kirchhoffa G —
W + 1 niezaleznych réwnan, pamigtajac by kazde nowe oczko zawierato co najmniej jedng
nowg gataz nie nalezaca do wczesniej analizowanych oczek.

PRZYKLAD

—

® Obliczanie réznicy potencjalow

W obwodzie tym znajdujemy:

4 wezty, W =4,
6 gatezi, G =6,
7 oczek.

Mozna napisa¢ 11 rownan, w tym 6 niezaleznych,
3 rOwnania niezalezne w oparciu o pierwsze prawo
Kirchhoffa oraz 3 rownania niezalezne w oparciu
o drugie prawo Kirchhoffa. Liczba niezaleznych
réwnan powinna by¢ réwna liczbie galezi.

Réznica potencjatéw w punktach A 1 B nalezacych do danego oczka jest rowna
sumie wszystkich iloczynow I Ry, wzigtych z odpowiednimi znakami, napotkanych
na drodze od A do B, pomniejszonej o sume wszystkich sit elektromotorycznych
napotkanych na drodze od A do B, wzigtych z odpowiednimi znakami.

Pa

- P = zIkRk_ zgi

A—>B A—>B

A —>B nadrodzeod AdoB

e Uziemienie.

Oblicz wskazanie amperomierza i woltomierza.
R=1Q

E=1V
I[=7?

Qa-pp= ?
ROZWIAZANIE
36=3IR, [ = &R = 1A, ¢a— s =IR-E=0.

Jeden punkt obwodu mozna uziemi¢, poniewaz nie wptywa to na wartosci nat¢zen pradoéw
w obwodzie. Zgodnie z umowa, potencjat uziemionego punktu jest rowny zeru.
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6 POLACZENIA OPORNIKOW

e Polaczenie szeregowe opornikow

1 R R I [ R
—> — ! Ui=1R -1 1 —
— U~ Ui~ U:.=1R: —U—

=
U=Ui+U:2
U U=IR R=Ri+Ro

W potaczeniu szeregowym opornikéw natezenie pradu ptyngcego przez kazdy opornik jest
takie samo, a opor zastepczy jest rowny sumie oporéw poszczegolnych opornikow.

e Polaczenie rownolegle opornikow

e -4 R
R S
I I _U —U—
—_— < U — > — 2= ]K2 =
I=L+1 1 1 1
— +— U R7R'R
Iz Ro R
UWAGA
- 1 1 1 o L . 1
Korzystajac ze wzoru | — = — 4+ — |, pamigtaj o odwroceniu wyniku — >R
R R, R, R
R1R2
lub uzywaj postaci R= R, + R,

W potaczeniu rownoleglym opornikoéw napiecie na kazdym oporniku jest takie samo,
a odwrotno$¢ oporu zastepczego jest rowna sumie odwrotnosci oporow poszczegodlnych
opornikow.

UWAGA
Potaczenie réwnolegle trzech opornikow mozna przedstawi¢ na rézne sposoby:

e
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TWIERDZENIE

W przypadku potaczenia rownoleglego n jednakowych opornikéw, kazdy o oporze R , opor
zastepezy jest n-krotnie mniejszy niz R.

TWIERDZENIE

W polaczeniu rownolegtym dowolnej liczby roznych opornikow opdr zastepezy jest mniejszy
od najmniejszego oporu w sieci.

::\PU

TWIERDZENIE

W potaczeniu rownoleglym opornikoéw usunigcie dowolnego opornika lub zwiekszenie warto-
$ci jego oporu powoduje wzrost oporu zastepczego uktadu.

PRZYKLAD

Zbadaj jak zachowujg sie wskazania miernikow ) @ ,@ , 1 PO usunigciu

opornika R3 lub po zwigkszeniu jego wartosci.

o (A L
R ®

©)

Ruast

. 1
& Il=_I'L :Il\

I Rzast
% @ I Ui=LR |= U\

U=Ui1+0U2 |= U/
U2=DkR2 |= I/
=L+ |= B\

A
A
| ped J§

e Polaczenia mieszane opornikow szeregowo-rownolegle
W przypadku mieszanych szeregowo-rownoleglych polaczen opornikoéw obliczanie oporu
zastepczego polega na kolejnym upraszczaniu danej sieci.

® Zwarty opornik

D_l_:_l_c, Zwarty opornik nie jest opornikiem.

R Opor zastepczy takiego uktadu jest rowny zeru.
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e Transformacja trojkata w gwiazde i vice versa

Ri

C !
//Ic Rs3 IB\

Potaczenie opornikow z lewej strony nazywamy potaczeniem w trojkat lub trojkatem. Pota-
czenie z prawej strony nazywamy potaczeniem w gwiazdg lub gwiazda. Wyznaczenie oporéw
w gwiezdzie, gdy dane sg opory w trojkacie, nazywamy transformacja tréojkata w gwiazde.
Wyznaczenie oporéw w trojkacie, gdy dane sg opory w gwiezdzie, nazywamy transformacja
gwiazdy w trojkat.

Troéjkat 1 gwiazda sg rownowazne wtedy 1 tylko wtedy, gdy opory pomiedzy kazda parg
weztéw w trdjkacie i w gwiezdzie sa jednakowe przy odlaczonym wezle trzecim, czyli
gdy do wezta trzeciego nie wptywa prad.

- (Ri+tRy)Rs _
IA_ O . Rl 4 RZ +R3 - RB + RC
o (RHRy) R
IB_O. R1+R2+R3 _RA+RC
(R1 +R3) R
= - =Ra+t
Ic=0 Ri + Ry 4+Rs Ra+ Rs
U |
Transformacja Transformacja
trojkata w gwiazde. gwiazdy w trojkat.
_ RiRo _ Ra Re
Ra= Ri + Rs +Rs Ri=Ra+Rc+ Re
_ R2Rs _ Ra Rs
R-B_ R1+R2+R3 RZ_RA+RB+ RC
_ RiR3 _ Rs Rc
RC_—R1+R2+K> Rz=Re+Rc+ Ra

UWAGA

Opdr danej gatezi gwiazdy jest rowny iloczynowi oporéw dwoch gatezi trojkata, spotyka-
jacych sie w wezle nalezagcym do danej galezi gwiazdy, podzielonemu przez sume¢ oporéw
wszystkich gatezi trojkata.

Opor danej galezi trojkata jest rowny sumie oporow dwoch gatezi gwiazdy, taczacych pare
weztow nalezacych do danej gatezi trojkata, plus iloczyn tych oporéw gwiazdy podzielony
przez opor trzeciej gatezi gwiazdy.
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PRZYKLAD
Wyznacz w mostku Wheatstone'a opér zastepczy migdzy punktami A i C.
B
R, R, Ry R,
R
A U Rs C A —I:l—I C
R
R4 R3 = R3

D
R ¢ g
——r L T —
W mostku Wheatstone'a nie ma potaczen szeregowych ani réwnoleglych, sa natomiast pota-
czenia w trojkat. Dokonamy transformacji trojkata ABD w réwnowazng gwiazde:

— R1R4 R. = RIRS R.= R4R5
- ’ B T 5 D — .
R, +R, +R; R, +R, +R; R, +R, +R;

A

Opor zastgpezy miedzy punktami A i C wynosi

Ry + R, )R, + R)
Ry + Ry + R, +R;

R,.=R, +

e Symetryczne polaczenia opornikow

d

I
ol

8=£R+£R+£R+1R
2 4 4 2

—ER 6‘:15+5+5+E, RmtzéR
6 2 4 4 2

[\
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7 MOSTEK WHEATSTONE A

e Stan ré6wnowagi mostka Wheatstone'a

Mowimy, ze mostek Wheatstone'a jest w rownowadze lub jest zrbwnowazony, gdy rézni-
ca potencjatow miedzy punktami B i D jest réwna zeru, Ugp = 0, a przez galwanometr nie
ptynie prad, I =0.

Usp =0
Ic=0
U
L=
L=14

Uas = Uap

Ui =U4
IiR1 = 14R4

Usc = Upc
U2 =Us
LR2 =IERs
Ri_ Rs
R Rs
RiR3 = R2R4 = | Ies=0 = RiR:s =RoR4

® Przekatna pomiarowa i przekatna zasilania
W zréwnowazonym mostku Wheatstone’a mozna zamieni¢ miejscami galwanometr
(przekatna pomiarowa) 1 zrédto (przekatna zasilania).

B

Uac=0
Ic=0

I
Li=1
L=1I
Uap = Ucp
Us=Us
IsR4 =1:R3
Usa = Usc
Ui =02
iR = R»
Rs_ Rs
Ri R L @
RiRs = R2R4 = |Ic=0 <= RiRs =R:R4
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e Zastosowanie
B

R Rx Mostek Wheatstone’a wykorzystywany jest do pomiaréw
oporéw powyzej 1 Q. Pomiary mniejszych oporow
G obarczane sg zbyt duzym btedem ze wzgledu na opory
A drut Oporowy C przewodoéw taczacych i opory wystepujace na stykach.
D Z warunkoéw réwnowagi mostka mozna obliczy¢ opor
nieznany, znajac wartosci trzech pozostatych. W prakty-
ce stosowany jest mostek, w ktorym dwa oporniki zaste-
4:_| — puje si¢ drutem oporowym.
Zapisujac warunek rownowagi dla mostka, mozemy zastgpi¢ opory odpowiednich czesci dru-
tu ich dlugo$ciami.

AC =c
AD =s

c—8
DC =c-s = RXZR.( s j
R, s = R-(c—s)

e Zero na skali galwanometru
Galwanometr powinien mie¢ potozenie zerowe na srodku skali, poniewaz prad w gatezi
z miernikiem moze ptyna¢ w jedng lub drugg strong.

o Opor zabezpieczajacy

Aby zabezpieczy¢ galwanometr przed zbyt duzym pradem, w przypadku nie zrownowa-
zenia mostka, stosuje si¢ opor zabezpieczajacy, wlaczajac go na rozne sposoby.

G f !

] H —

e Minimalny blad pomiaru.
W jakim potozeniu suwaka pomiar jest najdoktadniejszy?

R =R c—s N AR _ As
S R, s-(c—s)
dR
ARX:‘ - As U
ds
. AR
dR _Rec ~ =min & s-(c—s)z max < s:l-d
ds s R, 2

Jezeli w momencie zrObwnowazenia mostka suwak znajduje si¢ na srodku drutu oporowego, to
pomiar oporu obarczony jest najmniejszym bledem.
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PRZYKLAD
Korzystajgc z twierdzenia o stanie rownowagi mostka, mozna tatwo sprawdzi¢, ze opor zas-
tepczy kazdego ponizej podanego uktadu wynosi R.
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8 POMIAR OPORU METODA TECHNICZNA

e Zbadajmy btedy jakie popelniamy, mierzac opér danego opornika jako iloraz wskazania

woltomierza i amperomierza.

Rv Rv
© ©
Iv Ra Ra
—e(:)— TR | R
Ir I I &
I=Ir +1v R*: @ _ IR+IRA
Ir- R=1IvRv @ 1
o ©® _ R "
R'= @ —m R'=R+Ra
U U
O S s R™>R
1+ g5 R R Rv R*'~*R & Ra<<¥R
U
R*<R
R'~R < Rv>R
R = doktadna warto$¢ oporu
R* = zmierzona warto$¢ oporu

9 POLACZENIA ZRODEL NAPIECIA

e Polaczenia szeregowe zrodel napigcia

& +& =1Ir, +1Ir, +IR

I, I,
A U
. | iy |
& & eE  =&E+E&
\D I: a+82 — zast 1 2
r, +1r, +R
R g, r,,=n+r
= -
I‘zast-i_lz

!
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W polaczeniu szeregowym zrodel natezenie pradu ptynacego przez kazde zrodto
jest takie samo. Sita elektromotoryczna Zrédta zastgpczego jest rowna sumie sit
elektromotorycznych poszczegdlnych zrédet. Opor zrodta zastepezego jest sumag
oporow poszczegdlnych zrodet.

UWAGA

W rozpatrywanym powyzej przypadku zalozyliSmy zgodnos$¢ sit elektromotorycznych posz-
czegblnych zrédel. W przypadku ogdlnym nalezy pamigta¢ o konwencji znakowej przyjetej
przy omawianiu drugiego prawa Kirhchoffa.

® Przy szeregowym polaczeniu n identycznych Zrédel, kazde o sile elektromotorycznej &,

oporze wewnetrznym r, sita elektromotoryczna €, 10pOr 154 zrodla zastepczego wyno-
Sz3:

&

zast

=n-&

I =n-r

zast

e Polaczenie rownolegle dwoch roznych zrodel napigcia

— odbiomi——

«—

I

Przy odlaczonym odbiorniku, w oczku utworzonym z obu zrédet ptynie prad o natezeniu I .

I=Il+12 c e
Er,+&r r, + &,
= 11 2 _ <ih 20
81 —Ilr1 + 1R 7_'_ 5zast = —r p
E-& =11, -Lr = [=_07*h = b2
1 2 11 21
Lr, +R _ _hn
1= gzast I +71 rZast -
= — 1 2 I'1+I'2
I‘zast—i_l{
&
o— £ >&, I
o
o & —&, =L, + 1,1 L =5
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UWAGA
Potaczenie réwnolegte réznych zrodet jest nieekonomiczne, poniewaz zrodia roztadowujg sie.
Aby tego unikna¢, w praktyce stosuje si¢ potagczenia rownolegle identycznych Zrodet.

® Przy rownoleglym polaczeniu n identycznych zrédet, kazde o sile elektromotoryczne; &

1 oporze wewnetrznym r, sita elektromotoryczna &, 1 OpOr wewnetrzny 1,5 zrodta zas-
tepczego wynosza:

gzast = g

r
r,, = —

zast

Potaczenie réwnolegle identycznych zrédet zwieksza sprawnos¢ zrodta zastepezego.

e Polaczenia mieszane Zrodel
Obliczanie parametrow zrodta zastgpczego polega na kolejnym upraszczaniu danej sieci
zrodet.

1 O POTENCJOMETR

e Nieobciazony potencjometr - rozwazania jakosSciowe

Potencjometr jest uktadem regulujacym napigcie, tworzymy go spinajac zrodto statego na-
piecia odpowiednio duzym oporem, aby zminimalizowa¢ moc wydzielanego w nim ciepta.
Zasada dziatania potencjometru wyjasniona jest na rysunku ponizej.

U
'
U U U U
4 4 4 4
R R R R
e%U%
%%U%
3y
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punkt staty

i suwak

PRZYKLAD

Jezeli suwak oddala si¢ od punktu statego, to napig-
cie na zaciskach wyj$ciowych potencjometru rosnie.

Jezeli suwak zbliza si¢ do punktu statego, to napie-
cie na zaciskach wyjsciowych potencjometru maleje.

[ odbiornik |

©
U:

IR=7?

Po przesunieciu suwaka potencjometru w prawo
napi¢cie podane z koncowek potencjometru na
odbiornik zmaleje, co spowoduje zmniejszenie si¢
natezenia pradu ptynacego przez odbiornik.

e Obciazony potencjometr - rozwazania iloSciowe

I f) | L

8| Rw
_|| | I

L, =1+1
E=1L,R_+ IR +IR
0=IR-IR,

U=IR
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11 AMPEROMIERZ I WOLTOMIERZ

® Rozszerzanie zakresu pomiarowego amperomierza

nl
| n Ra
nowy s‘[ary N IRA = (Il — I)IRb
zakres zakres
R
(n-11 R, =—2

BOCZNIK n-1

nowy zakres
n=———

=9
Re=" stary zakres
Bocznik przytaczany rownolegle wzglegdem amperomierza.
Ra = opdr wewnetrzny amperomierza
Ry, = opdr bocznika
I = stary zakres pomiarowy amperomierza
nl = nowy zakres pomiarowy amperomierza
e Rozszerzanie zakresu pomiarowego woltomierza
Rv Rp =7
1 1
JE N
) ‘ POSOBNIK
\
[
|
|
IRv [ IRy nlR, =IRy +IR,
stary zakres }
\
O @) O _
IRy R, =R,(n-1)
nowy zakres [ - owy zakres
stary zakres
Posobnik przytagczamy szeregowo wzgledem woltomierza.

Ry = opor wewnetrzny woltomierza

R, = opor posobnika

nlRy = nowy zakres pomiarowy woltomierza
IRy = stary zakres pomiarowy woltomierza
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e Jak z amperomierza zrobi¢ woltomierz i vice versa?

Idealny amperomierz powinien mie¢ opor wewnetrzny nieskonczenie maty, aby na mier-
niku nie pojawiato si¢ napigcie.

Idealny woltomierz powinien mie¢ opor wewnetrzny nieskonczenie wielki, aby do gatezi
z miernikiem nie wptywat zaden prad.

Amperomierz mozna przerobi¢ na woltomierz dotaczajac do niego szeregowo bardzo duzy
opor.

Woltomierz mozna przerobi¢ na amperomierz przylaczajac do niego roéwnolegle bardzo
maly opor.

1 2 KOMPENSACYJNA METODA POMIARU SILY ELEKTROMOTORYCZNEJ
ZRODLA
e Kompensacyjna metoda pomiaru sily elektromotorycznej polega na poréwnaniu nie-

znanej sity elektromotorycznej Ex badanego zrodia ze znang sitg elektromotoryczng Ew
zrodta wzorcowego.

—
—
& I'x
—
I ! &, =IR -LR,
L R I=1,+1,
I AS I,=0

Ew Tw
—l \ &, =LR,
A

Suwak S potencjometru przesuwamy az do wyzerowania galwanometru, I, = 0. Sita elektro-

motoryczna Ew zostaje wtedy skompensowana przez napigcie na oporze R
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—— ]
L t & =LR, —1Lr,
n R — I=1,+1,
DID:[S_I I,=0
I2}
U
G I 12
@ . .
gx = IRZ

.

Suwak potencjometru przesuwamy az do wyzerowania galwanometru, I, = 0. Sifa elektro-

motoryczna &y zostaje wtedy skompensowana przez napi¢cie na oporze R; .

g =IR, . & _R,
g, =1R, €, R
UWAGA
E,&, <IR.
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Naleze do pokolenia fizykow, dla ktorych idolami
byli Albert Einstein, Lew Dawidowicz Landau
| Richard P. Feynman. Einstein zniewolit mnie
potegg swej intuicji. Landaua podziwiam za
rzetelnosc, precyzje | prostote wywodow oraz
iInstynktowne wyczuwanie istoty zagadnienia.
Feynman urzekt mnie lekkoscig narracji
| subtelnym poczuciem humoru.



	Okładka przednia
	ORCID
	Strona tytułowa
	Strona praw autorskich
	Spis treści
	STAŁE POLE ELEKTRYCZNE W PRÓŻNI
	01 Istotne cechy pola elektrycznego
	02 Wektor natężenia pola elektyrycznego E
	03 Wektor indukcji elektrycznej D
	04 Prawo Gaussa
	05 Potencjalność stałego pola wektora E
	06 Równania Poissona i Laplace'a
	07 Prawo Coulomba
	08 Linie wektorów E i D. Powierzchnie ekwipotencjalne
	09 Pole ładunku punktowego
	10 Pole układu ładunków punktowych. Zasada superpozycji
	11 Pole dipola
	12 Dipol w zewnętrznym polu elektrycznym
	13 Rozwinięcie multipolowe potencjału pola układu ładunków punktowych
	14 Multipole liniowe
	15 Siły wzajemnego oddziaływania między multipolami liniowymi leżącymi na wspólnej osi
	16 Człon dipolowy w rozwinięciu potencjału
	17 Człon kwadrupolowy w rozwinięciu potencjału
	18 Człon oktupolowy w rozwinięciu potencjału
	19 Kierunki własne i wartości własne oraz niezmienniki tensora momentu kwadrupolowego
	20 Multipolowe rozwinięcie potencjału pola ciągłego rozkładu ładunków rozmieszczonych ze stałą gęstością objętościową w obszarze elipsoidy w układzie współrzędnych, który stanowią osie elepsoidy
	21 Pola różnych naładowanych przewodników i rozkładów ładunków
	22 Przewodnik w polu elektrycznym
	23 Energia potencjalna układu ładunków w zewnętrznym polu elektrycznym
	24 Energia potencjalna wzajemnego oddziaływania między punktowymi ładunkami elektrycznymi
	25 Energia pola elektrycznego
	26 Ruch ładunków w polu elektrycznym
	KONDENSATOR PŁASKI
	01 Kondensator płaski i jego pojemność
	02 Połączenia kondensatorów
	03 Pojemność płaskiego kondensatora z warstwami różnych dielektryków
	04 Energia pola elektrycznego w kondensatorze
	05 Gęstość objętościowa energii pola elektrycznego
	06 Siła wzajemnego przyciągania się okładek kondensatora
	07 Dwa stany naładowanego kondensatora: ze źródłem (U=const) i bez źródła (Q=const) 
	08 Bilans energii pola elektrycznego w kondensatorze
	DIELEKTRYKI
	01 Polaryzacja dielektyryków
	02 Zależność stałej dielektrycznej od temperatury i innych parametrów
	03 Warunki graniczne
	04 Dielektryki o różnych kształtach w jednorodnym stałym polu elektrycznym
	05 Ferroelektryki
	PRĄD ELEKTRYCZNY STAŁY W METALACH
	01 Prąd elektryczny przewodnictwa
	02 Prawo Ohma
	03 Zależność oporu właściwego od temperatury
	04 Prawo Joule'a-Lenza
	05 Sukcesy i porażki klasycznej elektronowej teorii przewodnictwa elektrycznego w metalach
	OBWODY PRĄDU STAŁEGO
	01 Elementy obwodów elektrycznych
	02 Obwód jednooczkowy bez źródła
	03 Obwód jednooczkowy z jednym źródłem
	04 Wykres zmienności potencjałów w oczku
	05 Prawa Kirchhoffa
	06 Połączenia oporników
	07 Mostek Wheatstone'a
	08 Pomiar oporu metodą techniczną
	09 Połączenia źródeł napięcia
	10 Potencjometr
	11 Amperomierz i woltomierz
	12 Kompensacyjna metoda pomiaru siły elektromotorycznej źródła
	Okładka tylna

