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CEL I DZIEDZINA PRACY

Rownania kinetyczne w przypadku sieci reakcji enzymatycznych sg na ogot uktadami wielu nie-
liniowych rownan rézniczkowych. Znalezienie rozwigzan analitycznych dla takich rownan jest
bardzo trudne. Skuteczng metoda pozwalajaca uzyskac informacje o wtasnosciach rozwigzan jest
analiza stabilnos$ci rozwigzan stacjonarnych. W procesie analizy stabilno$ci stanéw stacjonarnych
w sieciach reakcji enzymatycznych istnieje wiele etapow, w ktdrych teoria grafow moze znalez¢,
badz juz znalazta zastosowanie.

Celem pracy jest:

1. Opracowanie nowych metod rozwigzywania niektorych zagadnien w procesie analizy sta-
bilnosci przy uzyciu teorii grafow.

2. Uproszczenie 1 modyfikacja znanych metod grafowych dla przypadku uktadoéw reakeji en-
zymatycznych.

3. Dokonanie unifikacji terminologii stosowanej w literaturze dotyczacej zastosowan teorii
grafow.

4. Stworzenie bazy dla dalszych prac majacych na celu znalezienie graficznych kryteriow
umozliwiajacych konstrukcje sieci reakcji enzymatycznych o zadanych wlasnos$ciach (ta-
kich jak wielokrotne stabilne stany stacjonarne, oscylacje, itp.).

Tematyka prezentowanej pracy lezy na pograniczu nastg¢pujacych dziedzin:

1. Kinetyki reakcji chemicznych.

2. Termodynamiki proceséw nieodwracalnych.

3. Teorii grafow.

4. Teorii stabilno$ci réwnan rézniczkowych.

Obszar omawianych zagadnien wyznaczony jest przez przyjety model uktadu, w ktorym przebie-
gaja reakcje enzymatyczne. Rownania dynamiki tego modelu sg uktadami réwnan roézniczko-
wych zwyczajnych autonomicznych na ogot nieliniowych. Z przebogatej literatury dotyczacej ba-
dania stabilno$ci uktadow rownan rézniczkowych zwyczajnych oméwimy tylko te rezultaty, kto-
re znalazty powszechne zastosowanie przy analizie stabilno$ci stanow stacjonarnych w sieciach
reakcji chemicznych, a w szczegdlnosci te, ktore moga by¢ powigzane z teorig grafow. Jezeli
chodzi o termodynamike procesOw nieodwracalnych, to uwage nasza skoncentrujemy na termo-
dynamice sieciowej sformutowanej w formalizmie grafow powigzan. Z zakresu teorii grafow wy-
korzystamy gtownie elementy teorii grafow skierowanych z obcigzonymi tukami: grafy przepty-
wu sygnalow, grafy komunalne i grafy powigzan.

UWAGA

Gwiazdka * bedziemy oznacza¢ paragrafy zawierajace wyniki oryginalne uzyskane przez autora.
Dwoma gwiazdkami ** bedziemy oznacza¢ paragrafy zawierajace modyfikacje standardowych
metod dokonane przez autora.



Rozdzial I:
KLASYFIKACJA UKEADOW ENZYMATYCZNYCH

§ 1. Reakcje enzymatyczne — nomenklatura, zatozenia
Reakcje enzymatyczne bedziemy zapisywac, stosujac w zaleznosci od potrzeby konwen-

cjonalne réwnania stechiometryczne, uogélnione roéwnania stechiometryczne [OSTER et al.,
1973], diagramy biochemiczne lub diagramy Clelanda [CLELAND, 1963].

(A) v,A+v,B ~v.C

(B) ViA+viB+ViC Z viA+ViB+VLC

RYS. 1. (A) Konwencjonalne rownanie stechiometryczne. (B) Uogolnione réwnanie stechiomet-
ryczne na przyktadzie reakcji syntezy substratoéw A i B w produkt C.

f _ .r _ . r _ _ f _ f T
Ve=V,=vp=0, v,==Vv,, Vp=—V,, V.=V,|.

Wspotczynniki stechiometryczne v, sa ujemne dla substratow 1 dodatnie dla produktéw. Prosty
wspotczynnik stechiometryczny v i odwrotny wspdlczynnik stechiometryczny vi przyjmuja
wartosci dodatnie lub zero:

=v;]. (I.1.1)

i

P 0 produkty 0<
>0 substraty 0

Przy czym spelniona jest nastgpujaca zalezno$¢:

v, =vi—-vi|. (I1.1.2.)

Przez mechanizm reakcji enzymatycznej bedziemy rozumiec¢ kolejnos$¢ w jakiej substraty przyta-
czajg si¢ do centrum aktywnego enzymu, sktad tworzacych si¢ kompleksow, oraz kolejnos¢ w ja-
kiej produkty odlaczaja si¢ od enzymu. Bedziemy stosowac opracowane przez Clelanda [CLE-
LAND, 1963] nazewnictwo i klasyfikacje mechanizmow reakcji enzymatycznych. Polskie thuma-
czenie nomenklatury Clelanda mozna znalezé w pracy [SLIWOWSKI, 1969].

Reagenty biorgce udzial w reakcjach enzymatycznych podzielimy na reagenty enzymatyczne i re-
agenty nie-enzymatyczne. Kazda reakcja enzymatyczna jest zbiorem reakcji elementarnych.
Wszystkie wspotczynniki stechiometryczne dla kazdej reakcji elementarnej sg rowne —1 dla sub-
stratow 1 +1 dla produktow. W zwigzku z tym, dalej rOwnania stechiometryczne bedziemy zapi-
sywac, pomijajac wspotczynniki stechiometryczne. Zatozymy, ze w sieciach rekcji enzymatycz-
nych wystepuja tylko reakcje elementarne przedstawione na RYS. 3.

10



(A) A+E==EA, EA =—=FEPQ,EPQ ==EQ+P,EQ=—E+Q

A

> EA EPQ
D
\

EQ V4
Q P

©)
E EA EPQ EQ E

RYS. 2. Reakcja enzymatyczna o mechanizmie uporzagdkowanym jeden-dwa:
(A) Konwencjonalne rownanie stechiometryczne. (B) Diagram biochemiczny. (C) Diagram Cle-
landa.

Reakcja elementarna | Nazwa procesu
N+E, _E, synteza
E, . E,+N rozpad
E, E, izomeryzacja

RYS. 3. Reakcje elementarne o jednostkowej stechiometrii rozpatrywane w tej pracy. E;, E; —
reagenty enzymatyczne (rozne formy danego enzymu), N — reagent nie-enzymatyczny.

§ 2. Uktady otwarte

A. Modele dyskretnych dyfuzyjnych uktadow otwartych

Model otwartego uktadu dyfuzyjnego, ktéry jest przedmiotem przedstawionej pracy nalezy
do klasy dyskretnych modeli uktadéw, w ktorych przebiegaja jednoczesnie dwa procesy nieod-
wracalne: dyfuzja i reakcje enzymatyczne. W TAB. I przedstawiono schematycznie mozliwe mo-

dele dla powigzan miedzy tymi procesami, jakie mozna utworzy¢ z trzech elementéw sktado-
wych [OSIAK, 1978].

11



1 1213141516 7] 8] 9 |ELEMENTUKLADU
O]l10]101]60 REZERWUAR

Olo|le|O| e KOMORKA

B EORN NN NN N EOHNONN NN MEMBRANA

| BEONN NECHN NN NN NN KOMORKA

O REZERWUAR

TAB. I. Modele dyskretnych dyfuzyjnych uktadéw otwartych. O i @ oznaczaja elementy skta-

dowe uktadu. ® oznacza, ze w danym elemencie uktadu przebiegaja reakcje enzymatyczne.

Elementami tymi sa: rezerwuar, membrana i komorka. Komoérka bedziemy nazywaé obszar o sto-
sunkowo matej objetosci. W modelach 1, 3, 4, 5, 8 1 9 dyfuzja i1 reakcje sg zlokalizowane w tym
samym elemencie, tzn. membranie. W modelach 2, 6 i 7 dyfuzja i reakcje sg roztaczne przes-
trzennie. Powigzania reakcji i dyfuzji w tych dwu r6znych typach modeli sg jako$ciowo rdzne.
Powigzania takiego typu jak w modelach 1, 3, 4, 5, 8 i 9 nosza w literaturze nazwe sprzezen
reakcji 1 dyfuzji. Model 1 zostat oméwiony z punktu widzenia termodynamiki sieciowej w pracy
[AUSLANDER et al., 1972].

B. Réwnania dynamiki modelu

Model 2, ktory jest przedmiotem przedstawionej pracy, stanowi uktad skladajacy si¢ z re-
zerwuaru oddzielonego membrang od obszaru o stosunkowo matej objetosci, ktory bedziemy na-
zywaé komorka. W rezerwuarze znajdujg si¢ reagenty nie-enzymatyczne, ktdrych st¢zenia (po-
tencjaty chemiczne) sg ustalone. Membrana jest przepuszczalna dla reagentow nie-enzymatycz-
nych, natomiast jest nieprzepuszczalna dla enzymu i jego rd6znych form. Reakcje enzymatyczne
przebiegaja tyko w komorce. Zatozymy, ze membrana jest bardzo cienka, roztwory znajdujace
si¢ w rezerwuarze 1 w komorce sa dobrze wymieszane (jednorodne). Ci$nienie, temperatura i pH
w rozwazanym uktadzie sg state. Bedziemy rozwaza¢ idealne roztwory rozcienczone. Objetosc
komorki przyjmiemy jako stata.

| REAKCJE
ENZYMATYCZNE

R.E. p,V,T = const

MEMBRANA

RYS. 4. Model otwartego uktadu dyfuzyjnego. R.E. — reagenty enzymatyczne, R.N.E. — rea-
genty nie-enzymatyczne.

12



Roéwnania dynamiki rozpatrywanego modelu bedziemy rozwazaé¢ w jezyku stezeniowym 1 w je-
zyku potencjalow chemicznych. W jezyku stezeniowym zmiennymi bg¢da stezenia, a w jezyku
potencjatoéw chemicznych — potencjaly chemiczne reagentow bioracych udzial w reakcjach enzy-
matycznych. Réwnania dynamiki modelu w obu jezykach utworzymy, wykorzystujac migdzy in-

nymi roOwnania bilansu masy. Zgodnie z przyjetymi poprzednio zatozeniami rownania bilansu
masy majg nastepujaca postac:

J; —Zv I -glJ =0, i=1,.,N

iJq , (1.2.1)
gdzie
J. = % — szybkos$¢ zmian ilosci moli i-tego sktadnika w komorce
R d&q rr . . .
Jo = 4 szybkos¢ g-tej reakcji elementarne;j
r
&, — postep g-tej reakcji elementarne;
n, — liczba moli i-tego sktadnika w komorce
Vv,, — wspolczynnik stechiometryczny dla i-tego sktadnika w g-tej reakcji elementarne;
J? — strumien dyfuzji i-tego sktadnika
M — liczba reakcji elementarnych
N — liczba sktadnikow biorgcych udziat w reakcjach
1 reagenty nie - enzymatyczne
P = (1.2.2.)
0 reagenty enzymatyczne

a. Rownania dynamiki modelu w jezyku stezeniowym

Zgodnie z prawem dziatania mas mamy:

k+anV“ -k_ ankq , (1.2.3))

gdzie
k., — prosta stata szybkosci g-tej reakcji elementarne;

k_, —odwrotna stata szybkosci g-tej reakcji elementarne;
N — liczba reagentow biorgcych udziat w reakcjach
— prosty wspolczynnik stechiometryczny dla i-tego sktadnika w g-tej reakcji elementarne;

v;, — odwrotny wspotczynnik stechiometryczny dla i-tego sktadnika w g-tej reakcji elementarne;j

13



W naszym modelu mamy do czynienia tylko z dyfuzja substancji przez cienkg membrang. St¢ze-
nia w rezerwuarze sg state, podczas gdy w komorce ulegaja zmianie w czasie. W takim przypad-
ku [JAKOBS, 1967] zgodnie z prawem Ficka mamy:

P =N(e" ~¢), (12.4.)

gdzie

1

n, . . . ,
c, = V‘ — stgzenie molowe i-tego sktadnika w komorce

V — objetos¢ komorki
c,” — stezenie i-tego sktadnika w rezerwuarze
NP = DA
' AX
D, — stala dyfuzji dla i-tego sktadnika

A — powierzchnia membrany prostopadta do kierunku dyfuz;ji
Ax — grubo$¢ membrany

Podstawiajac (1.2.4.) 1 (1.2.3) do (I.2.1), otrzymujemy ostatecznie réwnania dynamiki modelu
W jezyku stgzeniowym:

dn, & N L Py ). NP
— Viq(kanlkq _qunquj_gi _I(Ciresv_ni)zo . (1.2.5.)
dt o k=1 k=1 \

Roéwnania (1.2.5.) mozna zapisa¢ w bardziej zwartej formie

dn. N ) N N ) =
—I:ZBLnk +22y}dnknl +o, (i=1,.,N)|, (1.2.6.)

gdzie wspotczynniki B , v}, oraz wyraz wolny o, sg stale.

Roéwnania (1.2.6.) stanowig uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych, pierwszego rzgdu, auto-
nomicznych i nieliniowych. W réwnaniach tych czton nieliniowy jest forma biliniowa.

b. Roéwnania dynamiki modelu w jezyku potencjatoéw chemicznych

Poniewaz rozwazamy idealne roztwory rozcienczone, potencjal chemiczny kazdego
i-tego sktadnika dany jest przez

W = +RTIn S (1.2.7.)
C

14



gdzie

u, —potencjat chemiczny i-tego sktadnika
u’ — potencjat standardowy i-tego sktadnika
c, — stezenie molowe i-tego sktadnika

¢” — stezenie jednostkowe

R — stata gazowa
T — temperatura bezwzgledana

Mamy wigc

n, =c"Vexp Biob
RT

oraz

dn; _dn; dy, ¢V = 1y
= = exp exp| ——
dt dp, dt RT RT RT

1

duy

(12.8.)

(12.9.)

Wykorzystujac rownana (1.2.8.), prawo dziatania mas (I.2.3.) mozemy zapisa¢ w postaci [OSTER

etal., 1973]:

JR *V Ag A;
=K,C CXP| — |~ &XP| —
— 2 RT 2 RT

gdzie

-

N —Af
K, =k, > exp| —=2

N _Arq
=k ex °
RT qu, PIRT

Al = 2v£qu§ — proste powinowactwo standardowe g-tej reakcji elementarne;j

Al = ZVLq U, |- odwrotne powinowactwo standardowe g-tej reakcji elementarne;

A; = Zviquk — proste powinowactwo chemiczne g-tej reakcji elementarne;

15
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Przy czym spetniona jest zalezno$¢

f r
AT-AT=A

q|>°

gdzie

N
A, = —z Vil | — powinowactwo chemiczne g-tej reakcji elementarnej
k=1

Uwzgledniajac (1.2.8.), prawo Ficka (I.2.4.) przyjmuje postac:

JP =NPc"ex W ex W —exp| B
P 4M1{M PLRT

gdzie
w=, u, —potencjat i-tego sktadnika odpowiednio w rezerwuarze i w komorce

-

N
Al = Z\/Lquk — odwrotne powinowactwo chemiczne g-tej reakcji elementarne;j
k=1

(12.12.)

(12.13.)

Podstawiajac (1.2.9.), (1.2.10.) 1 (1.2.13.) do (I.2.1.), otrzymujemy réwnania dynamiki modelu

w jezyku potencjatow chemicznych:

L exp| ZH |exp| 2 [9B

RT RT RT ) dt
M N N

-y, x| ex v Bl ex o
;{ iq q|: p(; kq RT p ; kq RT

NP —u u.res T8
—g ——exp| — | exp| —/— |—exp| —— | |=0
'V p( RT J[ p( RT] p(RT

§ 3. Uklady zamknigte

(1.2.14.)

Rozpatrzmy zamknigty uktad sktadajacy si¢ z komorki o stalej objetosci, w ktorej przebie-
gaja reakcje enzymatyczne. Zaktadamy, ze roztwor reakcyjny jest dobrze wymieszany. Cisnienie
1 temperatura w rozwazanym ukladzie sg state. Bedziemy rozwaza¢ idealne roztwory rozcienczo-
ne. Rownania bilansu masy dla tego uktadu otrzymujemy, ktadac w (1.2.1.) ¢, =0 dlai=1, ... \N.

16
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§ 4. Uklady pseudo-otwarte

Uktadem pseudo-otwartym bedziemy nazywac uktad okreslony identycznie jak uktad zam-
kniety. Przy czym zatozymy ponadto, ze stezenia wszystkich reagentéw nie-enzymatycznych sg
stale w czasie, nie precyzujgc mechanizmu powodujgcego stalos¢ tych stezen. RoOwnania bilansu
masy dla uktadu pseudo-otwartego przyjmuja postaé

%—iv =0, (i=1,..,N")

dt & , (14.1)
X, = const, (k=N"+1,...,N)
gdzie

N — liczba reagentow
(N —=N") — liczba reagentow, ktorych stezenia sg state w czasie

§ 5. Uktady mono- i multi-enzymatyczne

Mono-enzymatycznym uktadem bedziemy nazywacé uktad, w ktorym przebiegaja reakcje
katalizowane przez tylko jeden enzym. Multi-enzymatycznym uktadem bg¢dziemy nazywaé uk-
tad, w ktorym przebiegaja reakcje katalizowane przez wigcej niz jeden enzym.

§ 6. Uktady liniowe i nieliniowe

Liniowymi uktadami bedziemy nazywac¢ uktady, ktérych rownania dynamiki sg uktadami
liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych o statych wspotczynnikach. Nieliniowymi ukta-
dami bedziemy nazywali uklady, ktorych rownania dynamiki sg ukladami nieliniowych rownan
rozniczkowych zwyczajnych.

§ 7. Uktady dziatania mas

Omawiane w tej pracy uktady otwarte, zamknigte i pseudo-otwarte naleza do klasy tzw.

uktadow dziatania mas [HORN & JACKSON, 1972].

Uktadem dziatania mas bgdziemy nazywac uklad spetniajacy nastgpujace zatozenia:

1. W komorce przebiega skonczona liczba reakcji elementarnych z szybkos$ciami danymi przez
wyrazenia typu prawa dziatania mas.

2. Temperatura roztworu reakcyjnego jest stata, tak ze szybkosci reakcji moga by¢ rozpatrywa-
ne jako funkcje tylko stezen sktadnikow roztworu.

3. Objetos¢ komorki (roztworu reakcyjnego) jest stata w czasie.

4. W kazdej chwili czasu sktad roztworu reakcyjnego (st¢zenia reagentdw) jest niezalezny od
potozenia.

5. Wymiana masy pomig¢dzy roztworem reakcyjnym i jego otoczeniem moze by¢ formalnie opi-
sana w nastepujacy sposob: Istnieja dwa rodzaje reagentow, ktore bedziemy nazywac sktad-
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nikami 1 sktadnikami zewnetrznymi. Roztwor reakcyjny jest zamkniety dla sktadnikow,
a sktadniki zewnetrzne sg dostarczane do lub usuwane z roztworu w taki sposob, ze ich steze-
nia sg state w czasie.

Wiele otwartych uktadoéw, ktore nie spetniajg (w dostownym sensie) powyzszych zalozen mozna
reprezentowac przez modelowe uktady, dla ktorych zatozenia te sg spetnione.

I tak na przyktad omawiane przez nas otwarte uktady dyfuzyjne mozna zmodelowa¢ odpowied-
nim uktadem dziatania mas. Dyfuzja (przenikanie przez bton¢ oddzielajaca rezerwuar od komor-
ki) sktadnikow nie-enzymatycznych zostanie zmodelowana reakcjami elementarnymi postaci

gdzie i bedziemy traktowac¢ jako hipotetyczny sktadnik zewnetrzny, ktorego stezenie jest usta-
lone i rOwne st¢zeniu i-tego reagenta nie-enzymatycznego w rezerwuarze.

Na RYS. 5 przedstawiona jest w schematyczny sposob klasyfikacja uktadow enzymatycznych
przyjeta w tej pracy.

UKLADY
OTWARTE ZAMKNIETE PSEUDO-OTWARTE
I | |
LINIOWE NIELINIOWE
MONO-
ENZYMATYCZNE
MULTI-
ENZYMATYCZNE

RYS. 5. Ogolna klasyfikacja uktadow enzymatycznych.
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Rozdzial 11
ELEMENTY TEORII STABILNOSCI

§ 1. Podstawowe okreslenia

Roéwnania dynamiki otwartego uktadu dyfuzyjnego jak i ukladu zamknigtego, w jezyku
stezeniowym oraz w jezyku potencjaldéw chemicznych, stanowia uktad nieliniowych autonomicz-
nych rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Aby nie wigzac si¢ z jezykiem ste-
zeniowym lub jezykiem potencjaléw chemicznych réwnania dynamiki zapiszemy w postaci:

S . = N

IL.1.1.
dt ’ ( )

gdzie
Xj — stezenie lub potencjat chemiczny i-tego reagenta

W paragrafie tym podamy podstawowe okreslenia z zakresu teorii stabilno$ci rownan rozniczko-
wych [DEMIDOWICZ, 1972].
Rozwigzanie

x,(t)=x,, (i=1,..,N) (I1.1.2)

rownan (II.1.1.) bedziemy nazywac¢ stacjonarnym, jezeli

F (X% =0, (i=1,..,N)|. (I1.1.3)

Ciag wartosci (X, ...,X ) bedziemy nazywac wspotrzednymi stanu stacjonarnego.

Poniewaz rownania (II.1.1.) stanowig uktad rownan rozniczkowych nieliniowych, mogg miec
wiecej niz jedno rozwigzanie stacjonarne. Interesowac nas beda tylko takie rozwigzania stacjo-
narne, dla ktérych

Xi(t) =X, >0 dlawszystkich i=1,...,N.

Rozwiazanie x, =X, (t), v Xy =Xy (t) uktadu (II.1.1.), spelniajace warunki poczatkowe
x;(t,)=a,, 1=1,..,N, nazywamy stabilnym w sensie Lapunowa w przedziale <t,,+ o) (lub
krotko: stabilnym) jezeli dla dowolnych € >0 i t, e<t,,+o0) istnieje takie 6 =0(¢g,t,)>0, ze
dla kazdego rozwigzania x; =x/(t),...,x5 = x}(t) ukladu (IL.1.1.) z warunkami poczatkowymi

x;(t,)=a;, i=1,...,N, spelniajgcymi nierdbwnosci

N

D (a, —a))’<¥’

i=l1
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zachodzi niero6wnos$¢

N

2 Ixi()-xi()]° <&

i=1

dla kazdego t>t,.
Rozwiazanie X, =X, (t), s Xy =Xy (t) uktadu (II.1.1.), spelniajace warunki poczatkowe
x;(t,)=a,, 1=1,..,N, nazywamy asymptotycznie stabilnym dla t — oo, jezeli

1. jest ono stabilne w sensie Lapunowa,
2. 1ponadto

Rozwigzanie x, = xl(t),...,xN = xN(t) nazywamy niestabilnym w sensie Lapunowa, jezeli dla
pewnych €>0 1 t,e<t,,+o) oraz dowolnego >0 istnicje rozwigzanie

X, =x}(t),...,x} = x4(t) (przynajmniej jedno) i chwila t, > t, takie, ze

“

Z[Xi*(to)_xi(to)]z<82

Z{X?(tl)—xi(tl)]zzgz .

§ 2. Stabilno$¢ uktadow liniowych

W dalszym ciagu pracy zajmowac¢ si¢ bedziemy migdzy innymi liniowymi uktadami roz-
niczkowymi postaci

dx, <« :

E:Zaijxj +b,, (i=1,..,N). (I1.2.1.)
i=1

Niech

dx, < :

%:Zaﬁxw (i=1,..,N) (11.2.2.)
i

bedzie uktadem jednorodnym odpowiadajacym uktadowi (I1.2.1.). Ponizej przedstawimy podsta-
wowe rezultaty (twierdzenia) teorii stabilnosci uktadéow liniowych [DEMIDOWICZ, 1972].
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Uktad liniowy (II.2.1.) nazywamy stabilnym, jezeli wszystkie jego rozwigzania sg stabilne w sen-
sie Lapunowa w przedziale <t,,+ ).

Twierdzenie 1
Uktad rozniczkowy liniowy niejednorodny (I1.2.1.) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jest sta-
bilny odpowiedni uktad rézniczkowy jednorodny (I1.2.2.).

Uktad liniowy (II.2.1.) nazywamy asymptotycznie stabilnym, jezeli wszystkie rozwigzania tego
uktadu sg asymptotycznie stabilne dla t — oo.

Twierdzenie 2
Uktad rézniczkowy liniowy niejednorodny (I1.2.1.) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest asymptotycznie stabilny odpowiedni uktad rézniczkowy jednorodny (11.2.2.).

Twierdzenie 3
Uktad rozniczkowy liniowy jednorodny (I1.2.2.) o macierzy stalej A =[a;] jest asymptotycznie

stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci wlasne macierzy A majg niedodatnie czgsci
rzeczywiste

Rer(A)<0, (j=1,..,N)

przy czym warto$ci wlasne o czg$ciach rzeczywistych rownych zeru maja tylko proste dzielniki
elementarne (tzn. odpowiednie klatki Jordana redukujg si¢ do jednego elementu).

Twierdzenie 4
Uktad rozniczkowy liniowy jednorodny (I1.2.2.) o macierzy stalej A =[a;] jest asymptotycznie

stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie warto$ci wtasne macierzy A majg ujemne czgsci rze-
czywiste

Rek,(A)<0, (j=1,..,N)|.

Nalezy podkresli¢, ze jezeli uktad rézniczkowy liniowy (I1.2.1.) jest stabilny (asymptotycznie sta-
bilny), to takze rozwigzanie stacjonarne tego uktadu jest stabilne (asymptotycznie stabilne).
§ 3. Stabilno$¢ uktadow nieliniowych

A. Pierwsza metoda Lapunowa
Dany jest uktad autonomicznych rownan rézniczkowych nieliniowych

%:E(Xl,...,XN), (i=1,...,N). (I13.1.)
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Aby zbada¢ stabilno$¢ danego rozwigzania stacjonarnego X, (t) =X, (i =1,..., N), dokonujemy
matego zaburzenia wspotrzednych stanu stacjonarnego. Jezeli dla czasu t dazacego do nieskon-
czono$ci wszystkie wielkosci x beda dazyly do wspdtrzednych stanu stacjonarnego, to dane roz-
wigzanie stacjonarne bgdzie asymptotycznie stabilne. Jezeli wszystkie lub pewne wielkosci x od-
dalajg si¢ od wspotrzednych stanu stacjonarnego ze wzrostem czasu t, to dane rozwigzanie stacjo-
narne bedzie niestabilne.

Dokonujemy zaburzenia wspotrzednych stanu stacjonarnego

X; =X, TV, ‘ Vi ‘ <<Xi - (I1.3.2))

Prawg strone réwnan (I1.3.1.) rozwijamy w szereg Taylora wzglegdem wspotrzednych stanu stac-
jonarnego:

oF,
GTIJ (X, =x)+]. (1.3.3.)

1 /o

N
E (x,,..,xy)=E (xol,...,on)+2(
j=1

Uwzgledniajac, ze E (xol, ,on): 0 oraz (I.3.2.), wyrazenie (I1.3.3.) przyjmuje posta¢

(I1.3.4.)

“

| OF,
F (X,,...,Xy) = — | v. 4+
1 N jzl[axjjo J

gdzie indeks o oznacza, ze warto§¢ pochodnych czastkowych jest liczona dla

X| =Xy ees Xy = Xy -

Podstawiajac do uktadu (II.3.1.) réwnanie (I1.3.4.) 1 odrzucajgc wyrazy stopnia wyzszego niz
pierwszy wzgledem v, otrzymujemy

dv, « :
o2y s (i=1e N (1135)
j=1
gdzie
af(%} (Lj=1...N)|. (1L.3.6.)
iJo

Macierz A =[a;] bedziemy nazywa¢ macierzg komunalng [TYSON, 1975].

Twierdzenie 5
Jezeli wszystkie warto$ci wlasne macierzy komunalnej
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OF, .
A:[aij]a aij:(_lJ, (I,le,...,N)

maja ujemne czgsci rzeczywiste, to dane rozwigzanie stacjonarne X, (t) =X, (i =1,..., N), nie-
liniowego uktadu autonomicznego (I1.3.1.) jest asymptotycznie stabilne w sensie Lapunowa dla
t—>o0.

Twierdzenie 6

Jezeli przynajmniej jedna wartos¢ wlasna A; = Xj( A), ( j=1,..., N), macierzy komunalnej A
(i=1,..,N), nieli-
niowego uktadu autonomicznego (I1.3.1.) jest niestabilne w sensie Lapunowa dla t — .

ma dodatnig czg$¢ rzeczywista, to dane rozwiagzanie stacjonarne X, (t) =X

0i?

B. Druga metoda Lapunowa

Dany jest uktad autonomicznych rownan rozniczkowych nieliniowych:

dx, .
—=F (X,,...,Xy)> (1

=1,..,N). 11.3.7.
dt ) ( )

Niech x, (t): X i (i: l,..., N), bedzie rozwigzaniem stacjonarnym tego uktadu w przedziale

<t,,0).

Twierdzenie 7 (Pierwsze twierdzenie Lapunowa)
Jezeli istnieje funkcja V(x,,...,xy) klasy C' w otoczeniu D punktu stacjonarnego (XgpsersXon)
uktadu (I1.3.7.) spetniajaca warunki:

1. |[V(X,5rX ) =0

N
2. |V(X,....xy)>0| gdy Z(xi—xoi)2>0, X;,X,€dcD

i=1

dV oV dx, <oV
- 1 = —F gosey SO d t>t = i d ’
dt o axi dt ;ax 1 (Xl XN) gay 0 X. €

i

to rozwiazanie stacjonarne X, (t) =X, ( i=1,..., N), uktadu (I1.3.7.) jest stabilne.

Twierdzenie 8 (Drugie twierdzenie Lapunowa)
Jezeli istnieje funkcja V(x,,...,xy) klasy C' w otoczeniu D punktu stacjonarnego (XypseeesXon)
uktadu (I1.3.7.) spetniajaca warunki:

1. |[V(X,5-rXn)=0
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N
2. |V(X,...,xy)>0| gdy Z(xi—xoi)2>0, X;, X, €dcD

i=l1

X dv
2 2
3. 6/>}B\>/0L21(Xi_x°i) =29 :—E>O}, X;, X, €D
t>t,

to rozwigzanie stacjonarne X, (t) =X, (i =1,..., N), uktadu (I1.3.7.) jest asymptotycznie stabil-
ne.

Twierdzenie 9 (Trzecie twierdzenie Lapunowa)
Jezeli istnieje funkcja V(X,,...,x,) klasy C' w otoczeniu D punktu stacjonarnego (xol, ...,on)
uktadu (I1.3.7.) spetniajaca warunki:

-

5>0 B>0
t>t

1. /\\/{g(xi—xoi)zzyz(—i—\t]zﬁ v %ZBH

-

2V

t>t,

* * d * *
eDV(XI,...,XN)-—(xl,...,xN) >0

) dt

to rozwiazanie stacjonarne X, (t) =X, ( i=1,..., N), uktadu (I1.3.7.) jest niestabilne.

Funkcje V(x,,...,Xy) spelniajace zatozenia pierwszego, drugiego lub trzeciego twierdzenia La-

punowa begdziemy nazywac¢ funkcjami Lapunowa odpowiednio pierwszego, drugiego lub trzecie-
go rodzaju [DEMIDOWICZ, 1972].

§ 4. Warto$ci wlasne macierzy
A. Macierze stabilne

Badanie stabilnosci uktadow liniowych jak i nieliniowych rozpatrywanych w tej pracy
sprowadza si¢ do badania znakéw wartosci wlasnych odpowiednich macierzy — macierzy ukladu
jednorodnego lub macierzy komunalne;.

Wartosci wlasne macierzy A =[a;], (i, j=1,... ,N), sg pierwiastkami wielomianu charakterys-

tycznego tej macierzy

N
det[ A5, —a;]= Y a AN =ad™ + o, AN+t ay (IL4.1.)

i=0

Mowimy, ze rzeczywista N x N macierz A jest stabilna, jezeli wszystkie warto$ci wiasne macie-
rzy A majg ujemne czgsci rzeczywiste.
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Twierdzenie 10 (Kryterium Routha-Hurwitza)
Rzeczywista Nx N macierz A jest stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy

1. o, >0 dlawszystkich i=1,...,N,
2. A;>0 dlawszystkich j=1,...,N,

gdzie

0 0 0 O o

J
jest wyznacznikiem Hurwitza j-tego stopnia.

Wyznaczniki Hurwitza posiadaja nastepujaca wlasnosé:

Ay =oyAy,|.

Twierdzenie 11
Rzeczywista Nx N macierz A jest stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dodatnio okreslona
symetryczna macierz G taka, ze

GA+A'G

jest ujemnie okreslona.
B. Macierze jako$ciowo stabilne

Zatozmy, ze posiadamy informacje jedynie o strukturze znakowej (—, +, 0) elementdéw rze-
czywistej Nx N macierzy A.
Powstaje pytanie: jakie sg warunki konieczne 1 wystarczajace na to aby macierz A byta stabilna?
Niech A 1 B bedag dwiema dowolnymi rzeczywistymi Nx N macierzami. Méwimy, ze macierz
B jest znakowo podobna do macierzy A, jezeli struktura znakowa (—, +, 0) B jest taka sama jak
struktura znakowa (—, +, 0) A, nie biorgc pod uwage wartosci elementow macierzy A lub B.
Macierze
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-1 0 . (-7 0
i
0 +1 0 +2
sa znakowo podobne.

Niech A" oznacza zbiér macierzy znakowo podobnych do danej macierzy A. Moéwimy, ze A jest

jako$ciowo stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy kazda macierz nalezgca do zbioru A” jest stabilna.

Innymi stowy, macierz A jest jakoSciowo stabilna, jezeli pozostaje stabilna gdy wybierzemy do-
wolne warto$ci dla elementéw A ale takie, ze zachowuja strukture znakowa A.

Twierdzenie 12 [QUIRK & RUPPER, 1965]

Rzeczywista Nx N macierz A niesprowadzalna do postaci diagonalnej jest jakosciowo stabilna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

1. a, <0 dlawszystkichi, a,, <0 dla pewnego k,

2. aga. <0 dlawszystkich i#j,

ijji
3. aja; ---a,a, =0 dlakazdej sekwencji trzech lub wigcej indeksow i# j#k...p#q#1i,

4. detA=0.

C. Macierze podobne

Macierz kwadratowa A nazywa si¢ macierza podobna do macierzy A , jezeli istnieje ma-
cierz nicosobliwa T taka, ze

A=T7'AT]|.

Mowimy rowniez, ze macierz A transformuje si¢ do macierzy A za pomocg macierzy T.

Twierdzenie 13
Warto$ci wlasne macierzy podobnych sg identyczne.

D. Macierze symetryczne
Twierdzenie 14
Wszystkie warto$ci wlasne rzeczywistej macierzy symetrycznej sg rzeczywiste.
§ 5. Twierdzenie Tichonowa

Rozpatrzmy uktad rownan rézniczkowych, zawierajacych mate parametry przy pochod-
nych

dx;, =f (xl,...,xn;zgl),...,zflll);zgm),...,zgm)), i=1,...,n,

e
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(1) ngl) _ Fl(l)(Xl , ,Xn,Zgl),-- ,ZS)’ng), ’Z(m))
dt 1 m
(1)
M(l)—dz“' =F, (Xl, X222, ,Z(m))
dt 1 1 m
(IL.5.1.)
(m) dZEm) —Fl(m)(xl, ,xn,zgl), ..,ZS),ZEH‘), ,Zﬁm))
dt 1 m
dz™
pt =te o, izl 2,2
dt m 1 m
1 rozwigzanie tego ukladu okre§lone przez warunki poczatkowe
0 . . 0 . 0 .
x,(0)=xY, (i=1...n); z(0)=z{.....27(0)=2zY, (j=1.....m). (IL5.2.)

Powstaje pytanie: jak zachowuje si¢ uktad (I1.5.1.) gdy wszystkie parametry u(j) , (J =1,2,.. .,m)
zdazaja do zera, zaktadajac przy tym, ze
(i+1)
v
i

Zagadnienie to zostato rozstrzygniete przez Tichonowa [TUXOHOB, 1948, 1952].
Przed sformutowaniem twierdzenia Tichonowa, wprowadzimy szereg okreslen.

Pierwiastkiem pierwszego rzedu bedziemy nazywaé dowolne rozwigzanie

(m) ). (m-1) (mfl))

) (
(xl,...,xn,z1 seesZp3Z) yeeisZy

Z " =Q -
: (I1.5.3.)
ZS:) = (pg‘:)(xl ,...,xn;zgl),...,ZSI);ng’l),...,Zfl‘:fll))
uktadu rownan
Fl(”“)(x1 , ,xn,zll), .,zﬂ};zﬁm), ,szz)): 0
(I1.5.4.)
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(IL5.5.)

. 1),
(xl,...,xn,zg),...,zﬁl),zg

m-1) Z(mfl))

sees by

bedziemy nazywa¢ wyrdznionym uktadem pierwszego rzgdu.

Dotaczonym uktadem pierwszego rzedu bedziemy nazywac uktad

dz™ m
dlt A

: (I1.5.6.)
dz(m)

n

—m:Fn:)(xl,...,x ;2|

dt

w ktorym

0 0. )

L
Xpseoos X3 Z) senns 2y 3200 yees 2y

sa traktowane jako parametry.
Latwo zauwazy¢, ze pierwiastek (I1.5.3.) jest rozwigzaniem stacjonarnym dolaczonego uktadu

rownan (11.5.6.).
Pierwiastek (II.5.3.) uktadu (I1.5.4.) bedziemy nazywac¢ izolowanym pierwiastkiem pierwszego
rzedu, jezeli istnieje takie € > 0, ze uktad ten nie moze by¢ spetniony przez zaden
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zm,.., 72",
dla ktérego

Sz -] <et, 2™ 2™, (i=1....n,).
o1

Izolowany pierwiastek pierwszego rzedu (I1.5.3.) bedziemy nazywac asymptotycznie stabilnym
pierwiastkiem w pewnym zamknig¢tym ograniczonym obszarze D, jezeli dla wszystkich

Z(m-1)

seces by

-1 ()., (m-1)
Xpserns X321 5enns Zy'3 2 .

z tego obszaru pierwiastek ten jest asymptotycznie stabilnym rozwigzaniem stacjonarnym dota-
czonego uktadu pierwszego rzedu.

Wyrézniony uktad pierwszego rzedu zawiera (m — 1) parametrow u(j), ( j= 1,...,m—1). Ktadac
w tym uktadzie u(mfl) =0, definiujemy wyr6zniony uktad drugiego rzedu i pozostate pojecia dru-
giego rzedu itd.

Twierdzenie 15 [TUXOHOB, 1948, 1952]

Rozwigzanie dotaczonego uktadu (I1.5.1.) okreslone przez warunki poczatkowe (I1.5.2.) zdaza
przy u(m“"j) —> 00, ( j=1,.. .,m) do rozwigzania wyrdznionego uktadu m-tego rzedu, jezeli:

1. Pierwiastek j-tego rzedu

m+1—j) (m+l—j)
geeey Zrl

Zg m+1—j

przy pomocy ktorego zostat okreslony wyrdzniony uktad j-tego rzedu, jest asymptotycznie stabil-
nym pierwiastkiem j-tego rzedu dla kazdego j, (1 <j< m) .

2. Rozwiazanie dotaczonego uktadu j-tego rzedu

(m+1-j)
ledt ! = Fl(m+1j)()(; 1,,..,)(; .; 51)’“.’; (1). ngﬂ—j) Z(m+1j)j

(m+1-j)

0 0 0 0
L 1-j 1 1 1-j 1-j
= :Frg"1+ J)(x 1rees X 32 g),...,z ( )'ng J’,...,zﬁj“* J)j
dt m+l-j n

okreslone przez warunki poczatkowe

0 0
(m+1-j) (m+1-j)
z" Lzt

zdaza przy t - 0 do
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dla kazdego j, (IS j< m)

Rozwazane graniczne warto$ci majg miejsce dla wszystkich t, dla ktérych rozwigzania w peini

wyroznionego uktadu
X, (t)... %, (t):20(t),....z20(1); 2" (¢). ... 20)(t)
leza wewnatrz obszaru stabilno$ci pierwiastka j-tego rzedu

ZEmH—j)(t) _ (pgmﬂ—j)(t),. . .’Zglerl—j)(t) _ (Pgllfwlfj)

m+l-j m+1-j

dla kazdego j, (IS j< m)

§ 6. Twierdzenie Anosowa

W zwigzku z twierdzeniem Tichonowa powstaje pytanie:

Jezeli uktad wyr6ézniony posiada cykl graniczny, to czy uktad pelny posiada takze cykl granicz-

ny?

Problem ten zostal rozstrzygniety przez Anosowa [AHOCOB, 1960].

Rozpatrzmy uktad autonomicznych réwnan rdzniczkowych zawierajagcych maty parametr ¢

dx. .

—=f (X;,...,X,3Z,...,Z,3€), (1=1,....,n
o6 1 ), )
dz. ]

e—=F (X, X575, 7,38) (le,...,m)
dt

Niech

z; :(pj(xl,...,xn), (j=1,...,m),

bedzie izolowanym pierwiastkiem pierwszego rze¢du.
Uktady dotaczony i wyrdzniony przyjmuja odpowiednio postaci

dz.
J .
——Fj (Xy5eees X3 ZysennrZ

;0 j=1,...
dt m? )’ (.] s am)a
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Bt (XX 0, (X5 %,)30)=F (x10000%, ), (i=1,..0m). (IL6.4.)

Przypominamy, ze izolowany pierwiastek pierwszego rzedu (11.6.2.) jest rozwigzaniem stacjonar-
nym dotaczonego uktadu rownan (11.6.3.).

Twierdzenie 16 [AHOCOB, 1960]
Niech rozwigzanie stacjonarne z; = ¢;(X,,...,X,), (j: 1,...,m), dotaczonego uktadu (I1.6.3.)

bedzie asymptotycznie stabilne dla wszystkich x; € D, a wyrdzniony uktad (11.6.4.) posiada w D
nieosobliwe rozwigzanie okresowe 1 z okresem T. Wtedy w ®(g)-otoczeniu krzywej L, lezacej na
powierzchni z; =¢;(X,,...,X,) nad |, istnieje rozwigzanie okresowe pelnego uktadu (I1.6.1.)

z okresem T(s), dazacym przy € — 0 do okresu T rozwigzania okresowego wyroznionego ukta-
du.

Innymi stowy, jezeli dla uktadu (I1.6.1.) speinione sg zatozenia twierdzenia Tichonowa, a dla uk-
tadu (11.6.4.) istnieje cykl graniczny, to dla matych & okres i posta¢ drgan w uktadach (I1.6.1.)
i (11.6.4.) beda podobne.
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Rozdzial 111
NIE-GRAFOWE METODY W KINETYCE REAKCJI ENZYMATYCZNYCH

§ 1. Aksjomatyczne podejscie do kinetyki reakcji chemicznych

Model kinetyczny reprezentujacy uktad chemiczny musi spetniaé szereg postulatéw. Usta-
lenie listy takich postulatow oraz zbadanie zaleznos$ci mi¢dzy nimi, czyli innymi stowy aksjoma-
tyzacja kinetyki reakcji chemicznych, pozwala wyodrebni¢ klase rownan rézniczkowych modelu-
jacych dynamike uktadow chemicznych.

Aksjomatyczne podejscie do kinetyki reakcji chemicznych rozpatrywane jest w pracach [WEI,
1962; WALLWORK & PERELSON, 1976; PERELSON & WALLWORK, 1977].

Rozpatrzmy jednorodny, jedno-fazowy uktad zamkniety. Zaktadamy, ze wszystkie zmiany wew-
natrz uktadu majg spontaniczny charakter i s3 spowodowane wylacznie przebiegiem reakcji che-
micznych (reakcji fotochemicznych nie rozpatrujemy). Niech uklad zawiera N skladnikéw
i niech n; 1 ¢; beda odpowiednio liczbg moli i stezeniem i-tego sktadnika. Zalozymy, ze objetos¢
uktadu mozna traktowa¢ w przyblizeniu jako statg i1 dla tego

n,
c, =—|.
\%
Sktad uktadu moze by¢ reprezentowany przez wektor ¢ =(c,,...,cy) W RN,

Podamy zbior postulatow, ktore spetnione sg we wszystkich znanych uktadach kinetycznych tego
typu [WEIL 1962]:
1. Calkowita masa jest zachowana

N
Zmi c; =const

i=1

-

gdzie o, jest masa czasteczkowy i-tego skladnika.

2. Wszystkie stezenia sg nieujemne:

¢,(t)20, i=1...,N, te[0,+w)|.

3. Szybkos$¢ zmian w czasie stezenia kazdego sktadnika jest funkcjg wszystkich stezen

dc; :
E:fi (¢,.-sCy), 1=1..,N

1 innych parametréw uktadu takich jak temperatura i ci$nienie.
Funkcje f; sg ciagle i maja ciagle pochodne, tzn. f, € C'.
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Funkcje f; nie zawierajag w sposob jawny czasu. W teorii rownan rozniczkowych takie uktady na-
zywamy autonomicznymi.

4. Istnieje sktad uktadu, ktory nie ulega zmianie w czasie, tzn. istnieje punkt ¢, =(c,,.. L)'
w R taki, ze f=( f,,....fy) jest rtowne zeru w ¢ . Punkt ¢, nazywany jest punktem row-
nowagi.

5. Punkt rownowagi jest stabilny.

a

Wszystkie stezenia zdgzaja do punktu rownowagi po dostatecznie dtugim czasie.

7. Dla danych warunkéw zewnetrznych istnieje rzeczywista funkcja taka, ze ekstremum tej fun-
kcji odpowiada punktowi rownowagi (dla uktadow izobaryczno-izotermicznych funkcja ta
jest energia swobodna Gibbsa).

8. W punkcie réwnowagi proste i odwrotne szybko$ci kazdej reakcji elementarnej sa rowne

(detailed balance, microscopic reversibility). Innymi stowy, w punkcie réwnowagi szybkos¢

kazdej reakcji elementarnej jest rOwna zeru.

Do powyzszej listy postulatow Perelson i Wallwork dotaczyli jeszcze dwa [PERELSON &
WALLWORK, 1977]:

) . dn, )
9. Spehione jest prawo stalych stosunkow, tzn. warto$¢ stosunku D dla wszystkich reagen-
V.
iq
tow bioracych udzial w danej g-tej reakcji elementarnej jest stala, gdzie dn; sg przyrostami
liczb moli reagentow bioracych udziat w g-tej reakcji elementarne;.

10. Speliona jest druga zasada termodynamiki. (Dla uktadow izobaryczno-izotermicznych

dG o - o :
o <0, rowno$¢ ma miejsce tylko w punkcie rownowagi.)

Przedstawione powyzej postulaty nie s3 niezalezne. W pracach [WEI, 1962; PERELSON &
WALLWORK, 1977] dyskutowane sg r6zne mozliwe zbiory niezaleznych postulatow, traktowa-
nych jako aksjomaty, na podstawie ktorych pozostate postulaty mozna sformutowaé w postaci
twierdzen.

§ 2. Stabilno$¢ rownowagowych stanow stacjonarnych w nieliniowych uktadach zamknigtych
Rozpatrzmy jednorodny izobaryczno-izotermiczny uktad zamknigty zawierajacy N reagen-

tow biorgcych udziat w M reakcjach elementarnych. (Przyktadem takich uktadéw sg enzymatycz-
ne uktady zamknigte.) Rownania bilansu masy dla rozwazanego uktadu przyjmuja postaé

dn,
dt

M
=0, =Y v, Ji, k=L..,N|. (II1.2.1.)
q=1

Zmienne ng nie sg wszystkie niezalezne, co spowodowane jest zachowaniem masy w uktadzie
zamknigtym
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N
D omn, =0]. (I11.2.2.)
k=1

Podstawiajac (I11.2.1.) do (I11.2.2.), otrzymujemy

N M = M N R
20D Viglg =Z( wkvkquq =0]. (I11.2.3.)
k=1 q=1

q=1 \ k=1

Poniewaz na og6t J qR # 0, mamy

N
D> oy, =0|. (I11.2.4.)
k=1

Roéwnania (I11.2.4.) przedstawiaja zasad¢ zachowania masy podczas przebiegu kazdej g-tej re-
akcji elementarnej. Rownania bilansu masy (I11.2.1.) w stanie rownowagi przyjmujg postac

M —_
D Vids =0, k=1..,N|, (II12.5.)
q=1

gdzie

I8 =7%(eq)|.

Prawo dziatania mas zapiszemy w postaci

R R+ R-
R =T o (I1.2.6.)
gdzie
N ¢
15" =k, J [ni |- prosta szybkosé q-tej reakcji elementarnej
k=1
N T
15" =k_ [ [n* |- odwrotna szybkos$¢ g-tej reakcji elementarnej
k=1
Przyjmujac postulat o mikroskopowej odwracalno$ci, mamy
R+ R+ R- R-
15 (eq) =8 =18 =75 (eq)|. (111.2.7.)
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W przypadku gdy N > M prawo dziatania mas (II1.2.4.) oraz warunek stacjonarnosci (II1.2.5.) im-
plikuja mikroskopowa odwracalnos¢. W przypadku gdy N <M mikroskopowa odwracalno$¢ na-
lezy rozpatrywac jako niezalezny postulat [GRAY, 1970].

Zatozymy, ze istnieje jeden i tylko jeden punkt réwnowagi (jest to trudne do udowodnienia, ale
wiadomo, Ze istnieje co najmniej jeden [PRIGOGINE, 1967; WEI & PRATER, 1962] ).

Kreski nad wielko$ciami beda oznacza¢ wartosci rownowagowe tych wielkosci.

Rownania dynamiki rozwazanego uktadu dane sa przez

f N T
dnk =i, = ZVk{ +q]"[n . —qun}w], k=1...,N|. (II1.2.8.)

Wyznaczajac pochodne czgstkowe wyrazen (I11.2.8.), otrzymujemy

M
S A n e o anzs)
o | 9=1

Jezeli w (IIL.2.9.) podstawimy n; =1, (k = 1,...,N), 1 wykorzystamy postulat o mikroskopo-
wej odwracalno$ci zapisany w jawnej postaci

3 R B (I11.2.10.)

—
-

to otrzymamy

0 1 & 2
a =ﬁ—z N )l_lln "= ——Z;vkqvmqk+an an (IL2.11.)
® = o q
gdzie
0
2 oznacza, ze warto$¢ pochodnej czastkowej liczona jest w punkcie rOwnowagi
Wyrazenie (I11.2.11.) zapiszemy w bardziej zwartej postaci
on, S
n _ Do | (II1.2.12.)
an(,\) n(,\)
gdzie
M N
_zvkqvi)qk+qnﬁ;jq _ (II.2.13.)
q=1 j=1
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. . . On .
Wyznaczajac w analogiczny sposob 5 © otrzymujemy
ny

o, S
Do _ Dok | (I11.2.14.)
on,  n,
gdzie
S, =S, (I1.2.15.)

[T.]=1 28, (i,j=1,...,N)|. (111.2.17.)

ij

Po dokonaniu transformacji otrzymujemy

T'AT=A], (I11.2.18.)

gzie

— Sij

[Ayl=—7, §;=5;|. (I11.2.19.)
ninj

Latwo zauwazy¢, ze rzeczywista macierz A jest macierza symetryczna.

Na podstawie poprzednio prezentowanych twierdzen (Tw. 13 1 Tw. 14) mozemy stwierdzic¢
[GRAY, 1970]:

Wszystkie wartosci wtasne macierzy A , a tym samym macierzy A, sg rzeczywiste.

Ostatnio [T. A. AKPAMOB, I'. C. IBJIOHCKHWH, 1975] wykazali, ze punkt rownowagi jest
asymptotycznie stabilnym stanem stacjonarnym uktadu (I11.2.8.).

Tak wiec oscylacje stezen dookota punktu rownowagi w nieliniowym uktadzie zamknigtym
(w szczegblnosci w enzymatycznym nieliniowym uktadzie zamknigtym) sg niemozliwe.
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§ 3. Liniowe uktady reakcji chemicznych — twierdzenie Hyvera

Hyver [HYVER, 1972] wykazat, ze w uktadach reakcji chemicznych opisywanych uktada-
mi liniowych rdwnan rézniczkowych o statych wspotczynnikach

N
n, :Z:elij11j +f |,
j=1

gdzie

a, <0 dlakazdego i,

a, 20, 1,j=1,..,N, i#],

f. =const, a; = const, ,j=1,..,N,

nie moga pojawic si¢ niegasnace oscylacje stezen reagentow n, (t)

§ 4. Metoda linearyzacji Kernera

Metoda linearyzacji Kernera [KERNER, 1972; MORRIS, 1974] jest uog6élnieniem metody
stosowanej przy linearyzacji rownania Riccatiego na réwnania kinetyki enzymatycznej. Metoda
ta pozwala przetransformowac¢ uktad nieliniowych réwnan rozniczkowych pierwszego rzedu
w ekwiwalentny uktad liniowych réwnan rézniczkowych drugiego rzedu.

Roéwnania dynamiki dla dowolnego mono- lub multi-enzymatycznego nieliniwego uktadu otwar-
tego maja postac

o

X, =g, +k, X, +KinmXB . (I11.4.1.)

Bedziemy stosowa¢ konwencje sumacyjng: tylko powtarzajace si¢ indeksy pisane greckimi litera-
mi sg sumowane od 1 do n.

Niech X oznacza wektor x e, w n-wymiarowe]j przestrzeni Euklidesowej z ortonormalng baza

e, . W tej notacji macierz k jest diada (tensorem drugiego rzedu)

Rodzing macierzy K|; mozna przedstawi¢ jako triade (tensor trzeciego rzgdu)
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gdzie K i K, bedziemy stosowac zamiennie.

Mamy wtedy

x-K-x=x.¢,-K,z¢e ‘X,€, =K sX Xg€ |.

Przedstawiajac wektor € jako ¢ e, , ukiad rownan (I11.4.1.) mozna zapisa¢ w postaci

X=g+kx+X-K-X

: (111.4.2.)

Wektorowe rownanie (111.4.2.) jest uogdlnieniem jednowymiarowego rownania Riccatiego

X =&+ kx + Kx? (111.4.3.)

ktére przez podstawienie

X=—— (I11.4.4.)

mozna sprowadzi¢ do liniowego rownania drugiego rzedu

- (I114.5.)

Podobnie mozna postapi¢ z wektorowym rownaniem Riccatiego (111.4.3.).

Twierdzenie 17 [KERNER, 1972]
Wektorowy uktad Riccatiego

X=g+ki+X K -X|

mozna sprowadzi¢ do liniowego uktadu

NI
Il
T
NI
+
2
NI

lub

i =K,z +K.z,, (K,=-T,.z8,)

1" a? 100

-

stosujac podstawienie
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K=

I'-z

Lz

‘Z

jezeli istniejg T i k™ takie, ze

1. diadaT'-z=T

2' Fabkrkrs =

3. Ty

b

€,&, posiada odwrotng (F-E)_l T3
‘Z

uBYZv

ams” rob?

r r (a,b,r,s:l,...,n),

kp, =k}, Tpr (ais=L....n).

§ 5. Twierdzenie Korzuchina

Rownania dynamiki dla mono-enzymatycznego nieliniowego uktadu zamknigtego maja

postac:

a 9 9
n; =ZBLnk+ZZYLlnknla (i:I,...,q), (IIL5.1.)
k=1

k=1 1=1

(Rozpatrujemy tylko rozwiazania n, (t) 20.)
Uktad (II1.5.1.) posiada catke pierwsza

9
Z(Dil’li =const|.
i=1

Wspotczynniki tego uktadu spetniajg nastgpujace zaleznosci:

o [0gdyk=i
b B“:{\Bt\zo

-

: Ogdyk#1,1#1
2. Y=
e ‘71121‘20

“

3. Ytl = ’Y}k

2

4. |Bs <0,

i <0].

Uktad (II1.5.1.) bedziemy nazywac takze uktadem chemicznym [KOP3YXUH, 1967,].
Korzuchin DKABOTUHCKMUN & KOP3YXWH, 1967; KOP3YXWH, 1967, 1] opracowat algo-
rytm na podstawie ktérego:
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Zadanemu uktadowi

X = A (X)5...,X,), i=1,...,p

gdzie A;(X,,...,X,) sa dowolnymi wielomianami z catkowitymi nieujemnymi stopniami, mozna

zawsze przyporzadkowac¢ uktad chemiczny

n, =P (n.,...,n_,¢e), k=1,...,q, q>p

5 q’

taki, ze

limn, (t)=x,(t), i=1,...,p|.

e—>0

§ 6. Klasyfikacja Tysona niestabilno$ci w sieciach reakcji chemicznych

Reakcje chemiczne przebiegajace w jednorodnych izobaryczno-izotermicznych uktadach
opisywane s3 przez uktady rownan rézniczkowych zwyczajnych

X, =F ({x;},{k,}), 1=1,...,N|. (I1L.6.1.)

F; sa funkcjami stezen {x,} wszystkich reagentow 1 pewnych parametrow {k_}. Rozwiazanie

stacjonarne rownan (I11.6.1.) jest zbiorem stezen {x_;} spetniajacych algebraiczne rOwnania

E ({x4},{k,}) =0, i=1,...,N|. (111.6.2.)

Zadamy aby

X, >0 dlawszystkich i
(I11.6.3.)
x,(t)>0 dlawszystkichi, te[0,+).

Stabilno$¢ stacjonarnych rozwigzan réwnan kinetycznych opisujacych uktady reakcji chemicz-
nych jest zdeterminowana przez wartosci wlasne macierzy komunalnej A =| a;

0 [ dx, —
a.=—1/[—7| 1,j=1,...,N|. [11.6.4.
i axj( dtj ] ( )

Zal6zmy, ze znamy tylko znaki (-, +, 0) elementow a; macierzy A.
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Macierz A jest jakosciowo stabilna, jezeli wszystkie jej wartosci wlasne majg ujemne czesci rze-
czywiste niezaleznie od aktualnych wartosci jej elementow. Jezeli macierz komunalna jest jako$-
ciowo stabilna, to stan stacjonarny jest asymptotycznie stabilny.

Jezeli macierz komunalna nie jest jako$ciowo stabilna, to warto$ci niezerowych elementéw moz-
na tak dobrac¢ aby stan stacjonarny byt niestabilny, zaktadajac, ze elementy te sg niezalezne 1 nie-
ustalone.

Na bazie twierdzenia Quirka 1 Rupperta (Tw. 12) Tyson [TYSON, 1975] wykazat, ze wszystkie
destabilizujace procesy w ukladach reakcji chemicznych mozna podzieli¢ na:

1. autokatalize, jezeli a, >0 dla pewnego 1,

2. konkurencjg, jezeli a; <0 oraz a; <0, i#j,

3. symbiozg, jezeli a; >0 oraz a; >0, 1# ],

4. dodatnig petle sprzgzenia zwrotnego, jezeli a;a, ---a ;>0 dla sekwencji trzech lub wigcej in-
deksow i# j=k #...#q#1,

5. ujemna petlg sprzgzenia zwrotnego, jezeli a;a, ---a,; <0 dla sekwencji trzech lub wigcej in-

deksow i1# j=k#...#q#1.

Nalezy podkresli¢, ze za wyjatkiem autokatalizy wystepowanie pozostatych procesow destabili-
zujacych nie stanowi warunkow wystarczajacych na to aby dany stan stacjonarny byt niestabilny.
Wynika to z tego, ze elementy macierzy komunalnej sg zalezne.

§ 7. Metoda stezen stacjonarnych

Metoda stezen stacjonarnych (quasi steady state approximation) stosowana byta przez wie-
lu autoréw przy analizie sieci reakcji enzymatycznych CEJIBKOB, 1967; SELKOV & BETZ,
1973; WALTER, 1969, 1 ., 1970, 1974, , RAAP, 1975, ].

Réwnania dynamiki multi-enzymatycznych nieliniowych ukladow otwartych zawierajg jako
zmienne st¢zenia reagentOw nie-enzymatycznych c; (t), i = 1, ... , n, oraz st¢zenia reagentow
enzymatycznych x; (t),j =1, ... , m.

¢; (t)zZMij‘(cl,...,cn)xj +m;(c,...,c,), 1=1,...n,
= (I1.7.1.)

)';j(t):Z‘Ajk(cl,...,cn)xk +a;(¢c,...,¢,), J=L,..m
k=1

Roéwnania (I11.7.1.) sg liniowe wzgledem stezen reagentdw enzymatycznych.
W notacji wektorowej rownania (II1.7.1.) przyjmuja postac:

c=Mx+m (I11.7.2a.)

2

X =AX+a|. (II1.7.2b.)
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Ktadac w réwnaniu (I11.7.2b.) X réwne zeru, otrzymujemy

¢S =Mx*+m (I11.7.3a.)

0=Ax"+a|. (I11.7.3b.)

Rownanie (I11.7.3b.) przedstawia uktad rownan algebraicznych, z ktérych mozna wyznaczyé x°

w zaleznosci od ¢°:

x> =-A"al. (I11.7.4.)

Podstawiajac (I11.7.4.) do (II1.7.3a.), otrzymujemy uktad rownan rézniczkowych, ktore zawieraja
tylko nieznane funkcje cf(t), 1=1,...,n:

¢S =-MA"'a+m|. (I11.7.5.)

Podstawiajac rozwiazanie uktadu (I11.7.5.) {ES (t) } okreslone przez warunki poczatkowe
¢*(0)=7¢(0) do (II1.7.4.), otrzymujemy x*(t) jako funkcje czasu.

Powyzej przedstawiona procedura nosi nazw¢ metody stezen stacjonarnych (qausi steady state
approximation).

Rozwigzanie rownan (I11.7.2.) jest okreslone przez warunki poczatkowe E(O) i i(O). W przypad-
ku réwnan (I11.7.3.) (lub ekwiwalentnie (I11.7.5.)) stosujemy tylko warunki poczatkowe

_S f—

c (0) = c(O).

Rozwiazanie {ES (t).x%(t) } rownan (II1.7.3.) jest przyblizonym rozwigzaniem ukfadu (II1.7.2.)
tylko dla warunkow poczatkowych

c(0), x(0)=-A"(0)a(0).

W pracach [VERGONET & BERENDSEN, 1970; OTTEN & DUYSENS, 1973; WALTER,
1974b] przedstawiono analiz¢ bledéw jakimi obarczone jest przyblizone rozwigzanie uzyskane
przy uzyciu metody stezen stacjonarnych oraz réozne modyfikacje metody stezen stacjonarnych.

42



Rozdzial IV
ELEMENTY TEORII GRAFOW

§ 1. Grafy skierowane

W paragrafie tym przedstawimy niezbgdne wiadomosci z teorii grafow skierowanych, kto-
re wykorzystamy w dalszym ciagu pracy. W znacznej wigkszosci wprowadzone tu pojecia — ich
nazwy i znaczenia sg takie same jak w pracy [SZAMKOLOWICZ, 1971].

Grafem skierowanym nazywamy par¢ uporzadkowang G = <X, R> , gdzie X jest dowolnym skon-

czonym zbiorem elementéw zwanych wierzchotkami, a R dowolng relacja dwuargumentowa
okreslong na zbiorze X.

Pare uporzadkowang 1 = [x, y] wierzchotkéw grafu, dla ktérych mamy xRy, bedziemy nazywaé
tukiem grafu. Wierzchotki x, y nazywamy wierzchotkami tuku 1. Wierzchotek x nazywamy po-
czatkiem, wierzchotek y — konce tuku 1. Mowimy, ze tuk taczy wierzchotki x 1 y. Mowimy takze,
ze tuk 1 =[x, y] wychodzi z wierzchotka x 1 wchodzi do wierzchotka y. Luk | = [x, y], dla ktorego
X =y nazywamy pe¢tla.

Rzedem grafu G = <X, R> nazywamy moc zbioru jego wierzchotkow X (czyli liczbe wierzchot-
kow w grafie G).

Obiekt matematyczny, zwany grafem, posiada kilka ekwiwalentnych reprezentacji: algebraiczna,
macierzowg i geometryczna.

W reprezentacji geometrycznej grafu wierzchotki przedstawiane sg jako punkty na ptaszczyznie,
a tuki jako odcinki z zadang orientacja taczace wierzchotki grafu.

Jezeli dla kazdej pary x,y € X mamy: xRy = ~ yRx , to graf nazywamy ostro skierowanym.
Jezeli dla kazdej pary x,y € X mamy: xRy = yRx, to graf nazywamy symetrycznym.

Grafem cz¢éciowym grafu G = <X, R> nazywamy dowolny graf G’ = <X,R'>, gdzie R'"c R, tzn.
xR'y = yRX .

Podgrafem grafu G = <X,R> nazywamy dowolny graf G" = <X',RX'> , gdzie X'c X , a relacja

R, jestrelacja R ograniczong do zbioru X'.
Dany jest graf G oraz jego podgraf G”. Fragmentem grafu G nazywamy graf czeSciowy podgra-
fu G" grafu G.

Niech x bedzie dowolnym wierzchotkiem grafu G:<X,R>. Przez Iy oznaczymy zbior

I, = {z eX: XRZ}, aprzez Iy zbior Iy = {y eX: yﬁx}.

Dwa wierzchotki grafu x, y nazywamy sgsiednimi i piszemy xSy, jezeli istnieje tuk, ktorego
wierzchotkami sg x 1y.

Dowolny ciag wierzcholkow x,,x,,...,x,, takich, ze x,Sx,,,,dlai=1,2, ..., m—1, wraz z tacza-
cymi je lukami (po jednym tuku dla kazdej pary wierzchotkéw sgsiednich), nazywamy tancu-
chem i oznaczamy [ x,,...,X,,,1;,....1,, 1, gdzie I, =[x,,x,,,],badz I, =[x,,,,Xx;].

Wierzcholki x; 1 x,, nazywamy odpowiednio poczatkiem i koncem tancucha.

Liczbg (m—1) nazywamy dtugos$cig tancucha. Lancuch, dla ktérego x; = Xy, nazywamy cyklem.
Lancuch nazywamy prostym, jezeli x; = x; dla kazdego 1, j = 1, ... , m. Cykl nazywamy prostym,
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jezeli za wyjatkiem x; = Xy, zadne z pozostatych wierzchotkéw nie sg identyczne. Dlugos$cia
cyklu nazywamy liczbg tukéw cyklu. Dwa tuki ) i I, nazywamy tukami kolejnymi, jezeli koniec
pierwszego tuku jest poczatkiem drugiego, 1 piszemy 1,SL,.

Droga nazywamy ciag tukow L=[1,l,,...,1 ], dla ktorych 1.SI =1, 2, ..., m—1. Droge

i+l
[1.l,,...,1,] wygodnie jest czasem oznaczy¢ za pomocag ciagu wierzchotkow tukow

[X),X5,0-5 X0 ] gdzie [ = [x;,x;,,]. Droge bedziemy nazywac prosta, jezeli x; #x; dla kaz-

i+l
dego 1,j=1,...,m. Wierzchotki x; i xn+; nazywamy odpowiednio poczatkiem i koncem drogi.
Dhugoscig drogi bedziemy nazywac liczbe tukow drogi.

Konturem nazywamy drogg, ktorej poczatek pierwszego tuku jest koncem ostatniego. Kontur na-
zywamy prostym, jezeli zadne dwa z pozostatych wierzchotkéw nie sg identyczne. Dtugoscia lub
rzedem konturu prostego nazywamy liczbe tukéw konturu prostego.

Petle bedziemy traktowac jako kontur prosty pierwszego rzedu.

Graf nazywamy spojnym, jezeli dla kazdej pary jego roznych wierzchotkow istnieje taczacy je
tancuch.

Graf nazywamy mocno spojnym, jezeli dla kazdej pary jego wierzchotkow (x;,x;) 1 (X;,X;) is-
tnieje taczaca je droga.

Dany jest graf G = <X, R>, podgrafem izolowanym grafu G nazywamy podgraf G’ :< X’,RX,> ,
jezeli

1. G’ jest grafem spdjnym,

2. dlakazdego x'e X' ikazdego x € X X mamy: ~xRx i ~xRx'.

A AL/

RYS. 6. (A) Graf G. (B) Podgraf grafu G. (C) Graf cze$ciowy grafu G. (D) Fragment grafu G.

AN NS

Rys. 7. (A) Droga prosta. (B) Lancuch prosty. (C) Cykl prosty.
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Qo#o

RYS. 8. Kontury proste odpowiednio o rzgdach 1, 2, 3 1 4.

YI Zl
X

ZZ

Y, Z,

RYS. 9. Wierzcholki z,,z,,z, nalezg do zbioru I, wierzchotki y,,y, nalezg do zbioru I','.

X, X, X, X
N A : /\ A L

RYS. 10. (A) Graf skierowany i (B) wszystkie jego drzewa bazowe o bazie w wierzchotku x;.

Niech bedzie dany graf G:<X,R>, gdzie X ={x,,...,x,}. Macierz A=[a;], (i,j=1,...,n),
gdzie

1 gdy XiRXj
a.. = —
Y |0 gdy ~x;Rx,

nazywamy macierza relacji R grafu G.
Drzewem nazywamy graf spdjny, ostro skierowany, bez petli, nie zawierajacy cykli prostych.

Pradrzewem o bazie x, € X nazywamy graf G = <X,R> spojny, ostroskierowany, jezeli dla kaz-

dego x,; # X, , mamy ‘ r ‘ =1, | ‘ =0 oraz graf nie zawiera cykli prostych.

Drzewem bazowym grafu skierowanego nazywamy graf cze$ciowy danego grafu skierowanego
bedacy pradrzewem o danej bazie.
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Jezeli na zbiorze wierzchotkéw grafu G = <X, R> okreslona jest funkcja f przyjmujaca wartosci

rzeczywiste, to mowimy, ze dany jest graf z obcigzonymi wierzchotkami. Jezeli funkcja okreslo-
na jest na zbiorze tukdéw, to méwimy, ze dany jest graf z obcigzonymi tukami.
Graf z obcigzonymi tukami lub wierzchotkami bgdziemy niekiedy nazywac siecig.

Niech bedg dane: graf G = <X, R>, X ={X,,...,X,} 1funkcja okreslona na tukach tego grafu.

Macierz C=[c¢;],1,j=1, ..., n, gdzie

— c([xi,xj]) gdy xif{xj
Y0 gdy ~ x;Rx;

bedziemy nazywac macierzg obcigzen tukéw tego grafu G.

Moéwimy, ze graf G podzieliliSmy na bloki, jezeli usun¢lismy z grafu G talie tuki, Ze:

1. otrzymany graf cze$ciowy sktada si¢ co najmniej z dwu podgraféw izolowanych,

2. zadne dwa z usunigtych tukéw nie sg tukami kolejnymi w G,

3. dofaczenie ktoregokolwiek z usunietych tukéw powoduje zmniejszenie liczby podgrafow izo-
lowanych w grafie cz¢§ciowym.

Powyzej okreslone podgrafy izolowane grafu czesciowego bedziemy nazywac blokami grafu G.

Schematem blokowym grafu G :<X, R> nazywamy graf G :<X*,R*>, gdzie X jest zbiorem
blokéw grafu G (odpowiadajacych danemu podziatowi grafu G na bloki), a relacja R* dana jest

nastgpujaco:
Niech x*,y" € X7,

xRy’ & V xRy]|.

*
XEX

yey”

Dodano po zlozeniu pracy.

Graf mozna zdefiniowa¢ takze inaczej — w sposob bardziej ogolny.
Grafem G nazywamy trojke uporzadkowang

G=(X,U,9p)

gdzie

X — jest zbiorem wierzchotkow

U — jest zbiorem tukow

@ — jest odwzorowaniem zbioru U w zbidr par uporzadkowanych X

W przypadku gdy odwzorowanie ¢~ jest jednoznaczne, G jest grafem skierowanym (bigrafem).
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Gdy odwzorowanie ¢ ' nie jest jednoznaczne (kazdej parze uporzadkowanej wierzchotkéw mo-

ze odpowiadac kilka tukoéw), to graf G nazywamy multigrafem lub grafem z wielokrotnymi tuka-
mi.

§ 2. Grafy symetryczne

Przedstawione tu definicje podstawowych poje¢ z teorii grafow symetrycznych pochodza
z prac [HARARY, 1971; HORN, 1973.; SZAMKOLOWICZ, 1971].
Relacje grafu symetrycznego bedziemy oznacza¢ przez R. Nieuporzadkowang pare wierzchot-

kow k = (x, y) grafu symetrycznego G = <X, R> , dla ktorych xRy nazywamy krawedzig grafu.

W reprezentacji geometrycznej grafu symetrycznego wierzchotki przedstawiane sg jako punkty
na plaszczyznie, a krawedzie jako odcinki faczace wierzchotki grafu.

O wierzchotkach x, y bedziemy mowic, ze:

1. sa potaczone krawedzia,

2. sg wierzchotkami sgsiednimi,

3. wierzchotek x jest sgsiedni z wierzchotkiem y i vice versa,

4. sgincydentne z krawedzig k = (x, y).

O krawedzi k =(x,y) méwimy, Ze jest incydentna z kazdym z jej wierzchotkéw. Petla nazywa-
my krawedz, ktéra jest incydentna z tylko jednym wierzchotkiem (tzn. krawedz k =(x,x) jest
petla).

Wierzcholkiem izolowanym nazywamy wierzchotek, ktory nie jest incydentny z zadng krawe-
dzia.

Zbioér wierzchotkow grafu G = <X, R> bedziemy oznaczaé przez V(G), a zbior krawedzi przez —
E(G).

Wierzcholek grafu nazywamy skrajnym, jezeli nie jest on sgsiedni z samym sobg (nie istnieje pet-
la incydentna z tym wierzchotkiem) 1 jest sgsiedni z dokladnie jednym innym wierzchotkiem
w G.

Krawedz grafu nazywamy skrajng, jezeli jest ona incydentna ze skrajnym wierzchotkiem w G.

Dowolny ciag wierzchotkow (niekoniecznie roznych) d =(x,,...,x,), gdzie kazde dwa wierz-
chotki x, 1 x,,, sa wierzchotkami sasiednimi, nazywamy droga. Liczb¢ (m—1) nazywamy dlu-
goscia drogi. Droga o dlugos$ci zero jest po prostu pojedynczym wierzchotkiem. Wierzchotki x;
1 Xy, nazywamy odpowiednio poczatkiem i1 koncem drogi. Kazdy z nich bedziemy rowniez nazy-
wac¢ wierzchotkiem skrajnym drogi. Droge nazywamy dtuga, jezeli jej dtugo$¢ jest réwna lub
wigksza od liczby wierzchotkéw w G.

Moéwimy, ze droga nie zawiera cigciwy, jezeli dla kazdych trzech nastgpujacych po sobie wierz-
chotkow x.,x.,,, X, =X,

Droga prostg nazywamy droge, ktérej wszystkie wierzchotki sg rozne.

Droge, ktorej poczatek i koniec si¢ pokrywaja, nazywamy cyklem.

Cykl nazywamy prostym, jezeli wszystkie pozostate wierzchotki sg rézne jeden od drugiego oraz
rozne od X1 = Xp.

Dtugoscia cyklu prostego nazywamy liczbe krawedzi w tym cyklu prostym.

Xiv2s
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Petle bedziemy traktowac jako cykl prosty o dtugosci 1. Cykl prosty nazywamy parzystym lub
nieparzystym zaleznie od tego czy jego dlugos¢ jest liczba parzysta lub nieparzysta.

Rozpatrzmy dwa cykle proste i droge prosta w grafie G takie, ze w kazdym cyklu prostym dok-
tadnie jeden wierzchotek jest identyczny z jednym z wierzchotkoéw skrajnej drogi, i nie ma in-
nych wierzchotkéw migdzy dowolnymi dwoma z trzech wyzej wymienionych obiektow. O takich
dwu cyklach prostych i drodze prostej bedziemy mowié, ze tworza dublet w G. Dublet bedziemy
nazywac nieparzystym, jezeli oba jego cykle sg nieparzyste. Dwa cykle, ktore maja doktadnie je-
den wspolny wierzchotek, tworzg dublet, poniewaz wspolny wierzchotek mozna potraktowac ja-
ko drogg prosta o dlugosci zero.

Co <

RYS. 11. Przyktady nieparzystych dubletow.

Mowimy, ze dany obiekt (kontur, droga, ...) zawarty jest w grafie G, jezeli obiekt ten jest frag-
mentem grafu G.

Drzewem nazywamy spojny graf G, jezeli nie zawiera on cyklu prostego oraz wierzchotkow izo-
lowanych.

Twierdzenie 18 [HORN, 1973.]
Graf, ktory nie zawiera krancowych krawedzi zawiera cykl prosty.
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§ 3. Grafy przeptywu sygnatow *

Uktady liniowych rownan algebraicznych o stalych wspétczynnikach, a takze uktady row-
nan rézniczkowych zwyczajnych o statych wspoétczynnikach (po dokonaniu przeksztatcen Lapla-
ce’a-Carlsona) bedace odpowiednio réwnaniami stacjonarnej i niestacjonarnej kinetyki liniowych
uktadow enzymatycznych moga by¢ reprezentowane przez grafy przeptywu sygnatow [KING &
ALTMAN, 1956a; VOLKENSTEIN & GOLDSTEIN, 1966; BOJIbKEHIITENH, TI'OJIb/I-
LITENH & CTE®AHOB, 1967].

Grafy przeptywu sygnatow dajg migdzy innymi mozliwo$¢ wyznaczenia dzigki regule Masona
stacjonarnych stezen lub transformat Laplace’a-Carlsona stezen enzymu i jego roznych form.
Warto podkresli¢, ze grafy przeplywu sygnaléw zostaty wprowadzone niezaleznie w pracach
[MASON, 1953, 1956; KING & ALTMAN, 1956,; HILL, 1966].

Tej dziedzinie teorii graféw poswigconych jest juz wiele monografii np. [MASON & ZIMMER-
MAN, 1960; ROBICHAUD et al., 1968]. Pomimo tego prace dotyczace zastosowan teorii grafow
przeplywu sygnatow w kinetyce reakcji enzymatycznych cechuje nadal brak jednolitej termino-
logii i nieprecyzyjno$¢ okreslen. Zdarzaja si¢ takze przypadki dublowania wynikow.
Zastosowaniom teorii grafow przeplywu sygnaléw w kinetyce reakcji enzymatycznych poswig-
cono wiele prac [KING & ALTMAN, 1956, »; VOLKENSTEIN & GOLDSTEIN, 1966,, v;
ROMM, 1970; YATSIMIRSKII, 1973, 1975; SESHAGIRI, 1972; BOJILKEHIITEMH, 1967;
BOJIBKEHIITENH, TOJILAIITENH & CTE®AHOB, 1967; BOJIbKEHIITENH & MATAP-
IIIAK, 1970, . , 1974; BOJIbKEHILITEMH, MATAPIIIAK & CTE®AHOB, 1971, 1, 1972;
CTE®AHOB, MATAPIIAK & BOJIBKEHIITENH, 1972; MATAPIIIAK, CTEPAHOB &
BOJIBKEHIITEMH, 1972; MATAPIIIAK, 1974].

A. Reguta Masona

Grafem przepltywu sygnalow nazywamy graf z obcigzonymi tukami, ktory mozna w spo-
sob jednoznaczny przyporzadkowa¢ danemu uktadowi liniowych réwnan algebraicznych.
Obcigzeniem drzewa bazowego danego grafu z obcigzonymi tukami nazywamy iloczyn obcigzen
wszystkich tukow danego drzewa bazowego.

Wyznacznikiem bazowym D, danego grafu z obcigzonymi tukami nazywamy sume obcigzen
wszystkich drzew bazowych tego grafu o danej bazie r.

Twierdzenie 19 (Reguta Masona) [MASON, 1956; KING & ALTMAN, 1956]
Mamy dany uktad réwnan algebraicznych jednorodnych

n

Z::alstFt =0, s=1,...,n

t=1

: (Iv.3.1)
Zast:O, t=1,...,n

s=1
oraz dodatkowe rOwnanie
ZE =F |, (Iv.3.2)
r=1
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gdzie F, jest stala.
Rozwigzania rownan (IV.3.1) 1 (IV.3.2) sa postaci:

D.
FE =F,—|, (IV.3.3)

2.D,

j=1

gdzie Dj jest wyznacznikiem bazowym grafu przeptywu sygnatléw utworzonym w nastepujacy
Sposob:
1. Wierzchotkami grafu przeptywu sygnatow sg zmienne F;, (i=1,...,n).
. % _ *q., * _ .7 _
2. Macierz A" =[a;]; a;=a;e; =a;g;
jest macierzg obcigzen tukow grafu przepltywu sygnalow, gdzie

ij

_J0 gdyi=]
|1 gdyizj|

Jako przyktad rozpatrzymy réownania dynamiki w stanie stacjonarnym mono-enzymatycznego
liniowego uktadu pseudo-otwartego:

k+1
A+E __ " EA
kl

k+2
—=
EA - EP |, (1P)
-2

k+3 >
EP E+P
k 3

gdzie
A, P —reagenty nie-enzymatyczne, traktujemy je jako sktadniki zewnetrzne
E, EA, EP —reagenty enzymatyczne, traktujemy je jako sktadniki

Roéwnania te dane sg przez:

~(k,A+k_P)E + (k_)EA + (k,)EP = 0
(k,A)E - (k, +k,)EA + (k_,)EP 0 (2P)
(k_,P)E + (k,)EA - (k +k,)EP = 0|
E + EA + EP = E, (3P)
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gdzie w celu uproszczenia zapisu symbole reagentOw oznaczajg jednoczes$nie st¢zenia tych rea-
gentow, E, jest sumarycznym stezeniem wszystkich form enzymu.

Uktadowi réwnan (2P), (3P) mozemy przyporzadkowac¢ graf przeptywu sygnatow, ktérego ma-
cierz obcigzen lukéw dana jest nastgpujaco:

E EA EP |

« 0 k, k,|E
A* = (4P)
k,A 0 k,|EA

+1

k,> k, O |EP

Na podstawie macierzy A* tworzymy graf przeptywu sygnatow

Dy =k k. +k k +k k,
D., =k k, A+k k, A+k )k ,P
Dy =k_k,,P+k_ k ,P+k k,,A
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Wykorzystujac Regute Masona, znajdujemy rozwigzanie uktadu rownan (2P), (3P):

E — EoDE EA — EoDEA EP — EoDEP
D ’ D D |’

gdzie ( D=D; +Dg, +D,|.

W (Rozdz. V., § 3.B.a.) podamy sposob konstrukcji grafu przeptywu sygnatoéw na podstawie
réwnan stechiometrycznych.

B. Wiasnosci grafow przeplywu sygnatow

Podamy tu niektore wlasnosci graféw przeptywu sygnatéw najczgsciej wykorzystywane
w praktyce.
Jak zobaczymy dalej przy konstrukeji grafu przeptywu sygnaldéw moga pojawic si¢ tuki wielok-
rotne.
Wielokrotne tuki o tym samym kierunku mozna scali¢, zastepujac je tukiem o kierunku tukow
scalanych i1 o obcigzeniu rownym sumie obcigzen lukdéw scalonych.

1
aji 1 2
e S . a.+a-
i 5] 11— J5
2
Eilji

Twierdzenie 20 [VOLKENSTEIN & GOLDSTEIN, 1966a]

Jezeli mozna dokona¢ rozbicia danego grafu przeptywu sygnatow na n podgrafow tak, aby
1. kazdy podgraf zawierat wierzchotek r,

2. dowolne dwa podgrafy nie zawieraty innych wspolnych wierzchotkéw,

to wyznacznik bazowy D; jest réwny iloczynowi wyznacznikow bazowych tych podgrafow

D, :f[D; ,
i=1

gdzie
D; — wyznacznik bazowy i-tego podgrafu

Dany jest graf przeptywu sygnatow, dzielimy go na bloki. Kazdy wierzchotek grafu przeptywu
sygnatéw charakteryzujemy parg indeksow i, s — indeks i wskazuje numer bloku, indeks s nume-
ruje wierzchotek w tym bloku.

Tworzymy schemat blokowy grafu przeptywu sygnatow.

ObcigZzenie tuku G’ schematu blokowego dane jest przez

Gl = Z Z D(i,s)K

s=1 q=1

-
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gdzie

D(i, s) — wyznacznik bazowy i-tego bloku, w ktérym baza jest wierzchotek s
n; — liczba wierzchotkéw w i-tym bloku

n; — liczba wierzchotkow w j-tym bloku

BLOK 1
K, || K KS || k2
e n /
! 21 1
| 2;\\ \/;2 | BLOK 2

RYS. 12. Podziat grafu przeptywu sygnatéw na bloki. K/ — obcigzenie tuku o poczatku w wie-
rzchotku (i, s) 1 koncu w wierzchotku (j, q).

G
1 = =
G,
RYS. 13. Schemat blokowy grafu przeptywu sygnatéw z RYS. 12. G} i G; — obcigzenia tukow
schematu blokowego.

Twierdzenie 21 [VOLKENSTEIN & GOLDSTEIN, 19664a]

Ny __ EDG))
N mon ’
° Y FE.D(k,s)
k=1 s=1
gdzie

m — liczba blokow w grafie przepltywu sygnalow
F; — wyznacznik bazowy schematu blokowego
N;j; — warto$¢ zmiennej odpowiadajaca wierzchotkowi (i, j) grafu przeptywu sygnatow

53



§ 4. Grafy komunalne **

W pracach [CLARKE, 1974,1, 197545, 1976,3] zostata opracowana metoda badania stabil-
nosci standw stacjonarnych w sieciach nieodwracalnych reakcji chemicznych przy pomocy teorii
grafow. Metoda ta pozwala bez wypisywania w jawnej postaci rownan kinetycznych, na podsta-
wie tylko rownan stechiometrycznych, po skonstruowaniu pewnego grafu:

1. wyznaczy¢ wspolczynniki o; w rownaniu charakterystycznym macierzy komunalnej,
2. 7zbada¢ znaki wspolczynnikow a; bez wypisywania ich w jawnej postaci,

3. zbada¢ znaki wyznacznikéw Hurwitza bez wypisywania ich w jawnej postaci,
4. wyznaczy¢ obszar stabilno$ci w przestrzeni parametrow kinetycznych.

Metoda Clarke’a posiada jednak szereg wad:
1. zostata opracowana tylko dla sieci nieodwracalnych reakcji chemicznych,
2. niektére definicje i twierdzenia zostaly sformutowane nieprecyzyjnie.

Celem tego paragrafu jest miedzy innymi sformulowanie opracowanej przez Clarke’a metody
w sposob ogdlny i precyzyjny dzigki pewnym modyfikacjom.

A. Definicja grafu komunalnego i jego wlasnosci
Dana jest rzeczywista Nx N macierz A =[a;], (1,j=1,...,N).

Grafem komunalnym nazywamy graf skierowany z obcigzonymi tukami, ktorego zbidr wierz-
chotkéw stanowi zbidr indeksOw elementéw macierzy A =| a;], tzn. zbidr {1,2,...,N}. Macierz

obciazen tukéw grafu komunalnego A™ = [ ai’; ] dana jest nast¢pujaco:

Ze wzgledow praktycznych wygodnie bedzie niekiedy rozpatrywac rownolegle z grafem komu-
nalnym odpowiednio okreslony multigraf komunalny.

Dana jest rzeczywista Nx N macierz A =[a;], (1,j=1,...,N).
Niech

-

aij:zag’ (19J:159N)

q=1

gdzie n jest dowolng liczbg naturalng.

Macierzy komunalnej A =[a;] mozemy przyporzadkowa¢ graf komunalny zgodnie z poprzed-
nig definicjg a takze, wykorzystujac odwzorowanie przedstawione w TAB. III, multigraf komu-
nalny odpowiadajacy danemu rozbiciu elementow macierzy A =[a;] na sumg

Al 2 n
a; =a;+a; +--+agl.
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MACIERZ A=[a,]| GRAF KOMUNALNY
a,>0,ij |;< % i
a,;<0, i#] lv—ﬁ——J
a,> 0 i@ a;
a,<0 1;::) a;

TAB. II.

Konstrukcja grafu komunalnego na podstawie macierzy komunalnej A =[a;]

[OSIAK, 1978]. Ze wzgledow praktycznych tuki grafu komunalnego o ujemnym obcigzeniu be-
dziemy oznacza¢ linig przerywang, a tuki o dodatnim obcigzeniu — linig ciagla.

MACIERZ A=[a,]

GRAF KOMUNALNY

MULTIGRAF KOMUNALNY

1#]

n

— q

a; =) af,
q=1

2 3
a2
. ij
i<
L]
L )
L )
n
Z 3

n
_ q
a; = 2 , i
q=1

TAB. III. Graf komunalny i jeden z mozliwych multigrafow odpowiadajacych macierzy

A=[a,].

Podane ponizej definicje i twierdzenia sg prawdziwe zarowno dla grafu komunalnego jak 1 multi-
grafu komunalnego odpowiadajacego danemu rozbiciu elementow macierzy A =[ a;] na sumg

_ Al 2 n
a; =a;+a; +---+aj.

Dany jest graf (multigraf) komunalny. Tworzymy zbior wszystkich konturéw prostych zawartych

w danym grafie (multigrafie) komunalnym.

Zbior ten nazywamy zbiorem konturéw prostych grafu (multigrafu) komunalnego.
C-grafem nazywamy podzbior zbioru konturow prostych grafu (multigrafu) komunalnego taki, ze

nie istnieje wierzchotek nalezacy do wigcej niz jednego konturu prostego.
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Rzgdem C-grafu nazywamy ilos¢ tukow w C-grafie. Krotnoscig C-grafu nazywamy ilo$¢ kontu-
réw prostych w C-grafie.

Obcigzeniem C™ danego C-grafu o rzedzie r i krotno$ci k nazywamy wyrazenie

-

C* = (—1)k1:[apq

gdzie
apq — obcigzenie luku [q, p]
H — iloczyn po wszystkich tukach C-grafu

L

Dana jest rzeczywista Nx N macierz A =[a;], (i,j=L...,N),ijej rownanie charakterystyczne

N
det[ A3, —a;]= > a AN =0,

r
r=0

Twierdzenie 22 [CLARKE, 1974,]
Kazdy wspotczynnik o, w réwnaniu charakterystycznym macierzy A =[a;] jest suma obcigzen
wszystkich mozliwych C-grafow r-tego rzedu.

Normalnym konturem prostym bedziemy nazywac¢ kontur prosty zawierajacy tylko tuki o dodat-
nim obcigzeniu. Pseudo-normalnym konturem prostym nazywamy kontur prosty zawierajacy pa-
rzysta (r6zng od zera) liczbe tukow o obcigzeniu ujemnym. Oscylacyjnym konturem prostym na-
zywamy kontur prosty zawierajacy nieparzysta liczbe tukéw o obcigzeniu ujemnym.

Twierdzenie 23 [CLARKE, 1974,]
Znak obcigzenia C-grafu jest rowny (—1)""", gdzie n jest liczbg normalnych konturéw prostych,

a p jest liczbg pseudo-normalnych konturéw prostych.

Twierdzenie 24 [MARIMONT, 1969]
Dana jest rzeczywista Nx N macierz A =[a;], (i,j=1,...,N),

detA=(-D)"D > C™

i k=l

“

gdzie
z z C™ jest sumg obcigzen wszystkich C-grafow N-tego rzedu.

i k=l
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B. ,Morfologia” graféw komunalnych

Dalej przez oc}F bedziemy oznaczac zbior C-grafow j-tego rzedu, a przez o, sume obcigzen
C-graféw ze zbioru a}k .
Zbiory oc}F bedziemy zadawac (jezeli to bedzie wygodne), korzystajac z uproszczonej notacji

[CLARKE, 1974,], wykorzystujac tzw. ,,morfologi¢” C-grafow. W przypadku ogolnym 6 pierw-
szych zbioréw a}k podano w TAB. IV.

Wykorzystujac notacj¢ przedstawiong w TAB. IV, zapiszemy wyznaczniki Hurwitza A, 1 A,
w postaci wygodnej do obliczen i1 przy dowodzeniu twierdzen [CLARKE, 1974,].

o = *
o, = — + % %
o =/ + * + **

o
FN )
|
+
<]+
+
J’_
|*
*

J’_

t
(]
al
s

og*

Il
O
+
oL
+
H|
+
D*

*
+
<> ||
+
<+l
+
<z
+
Il
+
|
*
+
|**
* %
+
* % *
* ¥ ¥

TAB. IV. Zbiory a? G=1,2,3,4,5,6.) w przypadku ogdlnym.

a}k — zbior wszystkich C-graféw j-tego rzedu

*  — zbidr wszystkich C-grafow pierwszego rzedu

*% — zbior C-grafow drugiego rzedu utworzonych z dwu konturéw prostych pierwszego rzedu
— —zbidr C-grafow drugiego rzedu utworzonych z jednego konturu prostego drugiego rzgdu

V - zbior C-grafow trzeciego rzedu utworzonych z jednego konturu prostego trzeciego rzedu

— zbidr C-grafow trzeciego rzedu utworzonych z jednego konturu prostego drugiego rzedu

1 jednego konturu prostego pierwszego rzedu
itd.

A= ayay —agoy =[* [ [+ ]+ [ 1}-{[ % [+[5 [+ V] )=
Rl I ) PR 0 O R | N el B 1 PR S (A R S DDA

gdzie

[ ] oznacza obcigzenie danego zbioru C-grafow

{[ ][ ]}0 oznacza iloczyn obcigzen danych dwu C-grafow posiadajacych co najmniej jeden
wspolny wierzchotek
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C. Zastosowanie grafow komunalnych

*

*

*
*

<1|

1 1
* * * *

Il
Il
-1l
Il
Il

O

Grafy komunalne mozna wykorzysta¢ przy badaniu znakow rzeczywistych czgsci wartosci
wilasnych dowolnych NxN rzeczywistych macierzy, oraz przy wyznaczaniu wyznacznikoOw
tych macierzy.

W przypadku braku informacji o znakach elementow macierzy mozna na podstawie grafu komu-
nalnego jedynie wyznaczy¢ w jawnej postaci wspotczynniki o; w réwnaniu charakterystycznym
tej macierzy.

W przypadku gdy znamy znaki elementéw macierzy mozemy ponadto zbada¢ znaki wspdiczyn-
nikow a; , a takze w pewnych przypadkach znaki wyznacznikow Hurwitza bez wypisywania ich
W jawnej postaci.

W prezentowanej pracy grafy komunalne wykorzystamy migdzy innymi przy badaniu znakow
czesci rzeczywistych wartosci wiasnych macierzy komunalnych.
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Rozdzial V

ZASTOSOWANIE TEORII GRAFOW DO ANALIZY STABILNOSCI STANOW
STACJONARNYCH W SIECIACH REAKCJI ENZYMATYCZNYCH - JEZYK
STEZENIOWY

§ 1. Klasyfikacja stanéw stacjonarnych

Stan stacjonarny nazywamy jakosciowo stabilnym, jezeli jest on asymptotycznie stabilny
dla wszystkich wartosci statych szybkosci.
Stan stacjonarny nazywamy jako$ciowo niestabilnym jezeli jest on niestabilny dla wszystkich
wartosci statych szybkosci.
Stan stacjonarny nazywamy warunkowo niestabilnym jezeli istniejg wartosci staltych szybkosci,
dla ktorych jest on niestabilny.

Wprowadzona powyzej klasyfikacja jest bardzo uzyteczna w przypadku gdy badamy stabilnos¢
stanow stacjonarnych danej sieci reakcji enzymatycznych, nie posiadajac informacji o wartos-
ciach parametrow kinetycznych (statych szybkosci).

§ 2. Metoda Horna

W pracach [HORN, 1973,1.4; HORN & JACKSON, 1972; FEINBERG, 1973; FEIN-
BERG & HORN, 1974] wprowadzono grafowe metody jako$ciowej analizy dynamiki ztozonych
sieci reakcji chemicznych (w szczegdlnosci reakcji enzymatycznych).

Metody te pozwalaja migdzy innymi stwierdzi¢, badajac wlasno$ci pewnych grafow przyporzad-
kowanych danej sieci,

1. czy dana sie¢ reakcji posiada dodatni stan stacjonarny?

2. czy dany dodatni stan stacjonarny jest asymptotycznie stabilny?

W paragrafie tym przedstawimy w zarysie metod¢ Horna [HORN, 1973, ], koncentrujac uwage
na twierdzeniach sformutowanych w jezyku teorii grafow, umozliwiajacych jako$ciowa analize
dynamiki sieci reakcji enzymatycznych.

A. Uproszczone reakcje elementarne

Rozpatrzmy sie¢ reakcji ze sktadnikami A, A,,...,A
B B

m+22°° 2~ m* *

oraz zewnetrznymi sktadnikami

m

B
W ogo6lnosci reakcje elementarne majg postaé

m+1°

m m* qu m m*
ZzllyipAi + Zyjij — Zzllyiin + Zyquj

j=m+l j=m+l

(V.2.1)

-

Pq
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gdzie
Yips Yig — WspoOtczynniki stechiometryczne proste i odwrotne
Kgp, Kpq — state szybkosci proste i odwrotne

Reakcje elementarng (V.2.1.) mozna sprowadzi¢ przez usuni¢cie sktadnikow zewnetrznych do
uproszczonej reakcji elementarne;:

m qu m
D VA D VA |- (V.2.2)

i=1 i=1
pq

Kazdej uproszczonej reakcji elementarnej przyporzadkowujemy pseudo-state szybkosci

m*

Yip
kqp = qu Hyj

j=m+l

" Yia
kpq = qu Hyj

j=m+1

(V.2.3)

gdzie v, jest stezeniem sktadnika zewngtrznego B;.

B. Kompleksy

Wyrazenia stojagce po obu stronach réwnania (V.2.2.) bedziemy nazywaé¢ kompleksami.
Reakcji elementarnej takiej jak

B, > A,

odpowiada uproszczona reakcja elementarna

gdzie 0 oznacza kompleks zerowy.

Wprowadzimy teraz przestrzen wektorowg V, V=R"™, ktorg bedziemy nazywac przestrzenig

sktadnikow.
Niech v,,v,,...,v, bedzie ortonormalng baza przestrzeni V. Kazdemu kompleksowi mozemy
przyporzadkowa¢ wektor w przestrzeni V zwany wektorem kompleksu.
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Kompleks|  [wektor kompleksu

Drugi sktadnik — q — oznacza numer kompleksu.

Obie te reprezentacje sa identyczne jezeli sktadniki A,,A,,...,A  saidentyczne z baza

V,,V,,...,V przestrzeni skladnikéw V.
Zbior {y,,y,,...,y,} r6znych komplekséw bedziemy nazywac kolekcja komplekséw 1 oznaczaé
przez K. Liczbe n bedziemy nazywa¢ rzedem K.

Kazdej uporzadkowanej parze (y;,y;) komplekséw przyporzadkujemy nieujemna liczbg kj;.

C. Roéwnania dynamiki

Rozpatrzmy uktad dzialania mas zadany przez: m sktadnikéw, n kompleksow
Yi>Yase--» Y, Oraz zbidr statych szybkosci k;; .
Stezenie sktadnika A, w chwili t oznaczymy przez c' (t).

Wektor ¢ bgdziemy nazywa¢ wektorem st¢zeniowym, dany jest on przez:

<t =" ®.....c"0)]. (V.2.4)

Zbior wszystkich wektorow w V o dodatnich wspotrzednych bedziemy oznaczaé przez V™.

Poniewaz st¢zenia sktadnikow sg nieujemne

ceV'|

Roéwnania dynamiki uktadu dziatania mas przyjmuja postaé

E(t) = iikﬁ{ﬁ(cv)yw :| (g’J -V ): f(c) (V.2.5)

i=1 j=1

dla wszystkich ce V",

Wektor ¢, ce V', dlaktérego f(c) =0 bedziemy nazywaé¢ dodatnim stanem stacjonarnym.
D. Diagram reakcji

Diagramem reakcji nazywamy graf skierowany G = <K, R> , gdzie relacja R dana jest nas-

tepujaco:

63



V.Ry;, ©k; >0, ..y, €K]|. (V.2.6.)

Uktad dziatania mas nazywamy odwracalnym, jezeli odpowiadajacy mu diagram reakcji jest gra-
fem symetrycznym.

Uktad dziatania mas nazywamy stabo-odwracalnym, jezeli w odpowiadajagcym mu diagramie re-
akcji wszystkie izolowane podgrafy sa mocno spojne.

Kazdy odwracalny uktad dziatania mas jest stabo-odwracalny ale nie vice versa.

E. Krotkie kompleksy

Rozpatrzmy uktad dzialania mas z przestrzenig sktadnikow V i kolekcja kompleksow K.
Niech o# ,

oM ={V,,V,,..,V.}

bedzie bazg przestrzeni V.
M, M, i o#, okreslimy nastepujaco:

M={1,2,....m}|,
MOZMU{ﬁ} 5
oMy =l V{V,}|,

gdzie v, jest wektorem zerowym w V.

Kompleks nazywamy krotkim, jezeli nie moze by¢ przedstawiony w postaci sumy dwu (nieko-
niecznie roznych) wektoréw w o7, .
Tzn. y jest krotkim kompleksem, jezeli

y=v;+v,;|, gdzie [i,jeM|.

F. Grafy kompleksow

Niech K bedzie zbiorem krotkich kompleksow.
Grafem kompleksow nazywamy graf symetryczny (nieskierowany)

-

G:<MO,R>

gdzie relacja R dana jest nast¢pujaco

iRje (7, +v,)eK

, gdzie |1,jeM,|.
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Wierzchotki grafu kompleksow, ktore odpowiadajg elementom zbioru M bedziemy nazywac
wierzchotkami sktadnikowymi i oznaczac przez e.

Wierzcholek, ktéremu odpowiada 0 € M, bedziemy nazywa¢ wyr6znionym 1 oznaczaé przez o.

Graf kroétkich Konwencjonalny | Wektor w przestrzeni
kompleksow zapis sktadnikoéw

Zerowy 0 OQ 0 Vo TV,
unimolarny 0O——@i A, Vo+V,, i#0

Kroétki kompleks

heterobimolarny | i @—————@j | A +A;, i#j |V, +V,, 0#i=j#0

homobimolarny i() 2A, V. +v,, i#0

TAB. V. Klasyfikacja krotkich kompleksow i1 ich reprezentacje.

G. Twierdzenie Horna

Twierdzenie 25 [HORN, 1973 ]

Jezeli graf komplekséw uktadu dzialania mas nie zawiera parzystego cyklu prostego o dlugosci

> 2, lub nieparzystego dubletu, a uktad dziatania mas

1. jest stabo-odwracalny, to uktad ten posiada jeden i tylko jeden dodatni stan stacjonarny, ktory
jest jakosciowo stabilny.

2. nie jest stabo-odwracalny, to uklad ten nie posiada dodatnich stanéw stacjonarnych.

Twierdzenie 26 [HORN, 1973.]

Jezeli rozwigzania rownan dynamiki uktadu dziatania mas z krétkimi kompleksami posiadaja
(jedno z nastepujacych):

1. niestabilny dodatni stan stacjonarny,

2. dwa lub wigcej dodatnich standw stacjonarnych,

3. okresowe dodatnie rozwigzanie (inne niz trywialne c(t) = const ),

to uktad dziatania mas jest stabo odwracalny, a jego graf kompleksow zawiera parzysty cykl pro-
sty o dlugosci > 2 lub nieparzysty dublet.

Z twierdzenia Horna wynikajg migdzy innymi nastepujace wnioski [HORN, 1973_]:

1. Wszystkie stabo odwracalne uktady dziatania mas z dwoma krétkimi kompleksami posiadaja
jeden 1 tylko jeden dodatni stan stacjonarny, ktory jest jakosciowo stabilny.

2. Wszystkie stabo odwracalne uktady dzialania mas z trzema krotkimi kompleksami posiadaja
jeden 1 tylko jeden dodatni stan stacjonarny, ktory jest jakosciowo stabilny.

3. Kazdy stabo odwracalny uktady dziatania mas, ktorego wszystkie kompleksy sa unimolarne,
posiada jeden 1 tylko jeden dodatni stan stacjonarny, ktory jest jakosciowo stabilny.
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4. Stabo odwracalny uktady dzialania mas posiada jeden i tylko jeden dodatni stan stacjonarny,
ktory jest jakosciowo stabilny, jezeli wszystkie (za wyjatkiem jednego) jego kompleksy sa
unimolarne 1 jezeli wyjatkowy kompleks jest krotki.

H. Klasy izomorfizmow

Dwa grafy symetryczne G, 1 G, nazywamy izomorficznymi jezeli istnieje odwzorowanie
V(G,) w V(G,), ktore:
1. przeprowadza wierzchotki sktadnikowe w wierzchotki sktadnikowe i wierzchotek wyrdznio-

ny w wierzchotek wyrozniony,
2. zachowuje zwigzek sgsiedztwa.

Klasg izomorfizmow grafow kompleksow nazywamy zbiér grafow kompleksoéw taki, ze kazde
dwa grafy z tego zbioru sg izomorficzne.

Klasg¢ izomorfizmow bedziemy reprezentowac przez jeden z grafow nalezacy do tej klasy, pomi-
jajac wskazniki przy wierzchotkach, jednakze z rozréznieniem pomiedzy wierzchotkiem wyrdz-
nionym 1 wierzchotkami sktadnikowymi.

Rozpatrzmy zbidr stabo odwracalnych uktadow dziatania mas z krotkimi kompleksami taki, ze
kazdemu uktadowi dziatania mas odpowiada graf kompleksow nalezacy do danej klasy izomor-
fizmow reprezentowanej przez jeden niewskaznikowany graf.

Z twierdzen Horna wynika, ze badanie wtasnosci wszystkich wyzej wspomnianych uktadéw
dzialania mas mozna zastgpi¢ badaniem wiasnosci tylko jednego z nich.

§ 3. Mono-enzymatyczne liniowe uktady pseudo-otwarte *

A. Rownania dynamiki

Roéwnania dynamiki mono-enzymatycznego liniowego uktadu pseudo-otwartego przyjmuja
postac

M N, L .
, :zviq(kmlk—[nqu —k_qlk_[nk“‘j:Fi (n,,...,n,,0n_,....,ny), i=1,...,N|, (V.3.1.)
=1 =1

q=1

n; = const, j=n+1,n+2,...,N

gdzie
reagenty enzymatyczne s3 indeksowane od 1 do n,
reagenty nie-enzymatyczne sg indeksowane od n + 1 do N.

Roéwnania dynamiki (V.3.1.) sprowadzimy do postaci

i =Zlaijnj, (i=1,...,n)|. (V.3.2)
i
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Wspolczynniki a;; dane sa przez

ETEN
N, +E, E,
k_
q
mamy
q _
an - _nrk+q s
qa —
&= k—q >
q _
a; = k_q ,
q _
a'ji _k+an )
gdzie

n;,n;,n, sg odpowiednio st¢zeniami E;,E;,N
,je{l,2,...,n}, re{n+1,...,N}.

Dla reakcji elementarnej

67

(V.3.3)

(V.3.4)

(V.3.5)

(V.3.6)

(V.3.7.)

(V.3.8.)

(V.3.9)



gdzie

n;,n;,n sa odpowiednio stezeniami E, ,Ej,Nr ,

L,jedl, 2,

..,n}, re{n+1,...,N}.

Dla reakcji elementarnej

k

+q
E . E,

-q

mamy
q _

au - _k+q
9 _ _

ay =k,
q _

aj = qu ,
q _

a; = k+q 5

gdzie

n;,n; sg odpowiednio st¢zeniami E; ,E;,
i,je{l,2,...,n}.

(V.3.10.)

(V.3.11.)

(V.3.12)

(V.3.13.)

(V.3.14.)

(V.3.15.)

(V.3.16.)

Uwzgledniajac (V.3.3.) oraz (V.3.5-16.) mozemy stwierdzi¢, ze wspotezynniki ag, (i,j=1,...,n),
w rownaniu (V.3.2.) spelniajg nastepujace zaleznosci:

n
Zan =0
i=1

a.

<0

1

dla wszystkich j=1,...,n,

dla wszystkich i=1,...,n,
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a. >0 dla wszystkich i, j=1,...,n. (V.3.19.)

7] =

Z (V.3.17.) wynika, ze dla rownan (V.3.2.) mamy:

i“ﬁi =0 (V.3.20.)
i=l

lub

Zn:ni =const=n_|, (V.3.21))
=

gdzie

n, — sumaryczne st¢zenie wszystkich reagentow enzymatycznych
(sumaryczne stezeniem wszystkich form enzymu)

B. Stan stacjonarny
a. Stacjonarny graf przeptywu sygnatow
Réwnania (V.3.2.) stanowig uktad zwyczajnych liniowych réwnan rozniczkowych

o statych wspotczynnikach.
W stanie stacjonarnym rownania (V.3.2.), (V.3.17.), (V.3.21.) przyjmuja postac

Yan =0, (k=1,2,...,n)
s=1

Da, =0, (G=1,2,...,n). (V.3.22))
k=1

n

2.0, =1,

r=1

Latwo zauwazy¢, ze uktadowi (V.3.22.) mozna przyporzadkowaé graf przeptywu sygnatow
W nastgpujacy sposob:

1. Wierzchotkami grafu przeptywu sygnatow sa stezenia form enzymu n,,n,,...,n
2. Macierz A" :[az], (1,j=1,...,n), gdzie

n-*

jest macierzg obcigzen tukow grafu przeptywu sygnatow.

Powyzszy graf przeptywu sygnaléw bedziemy nazywac stacjonarnym grafem przeptywu sygna-
tow.
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Stacjonarny graf przeplywu sygnaléw mozna takze skonstruowac na podstawie rownan stechio-
metrycznych [KING & ALTMAN, 1956; VOLKENSTEIN & GOLDSTEIN, 1966],
wykorzystujac odwzorowanie przedstawione w TAB. V1.

Wykorzystujac regute Masona, mozemy wyznaczy¢ wspotrzedne stanu stacjonarnego

A.
n, =n,—— (V.3.23))
A,
k=1
Roéwnanie Stacjonarny graf
stechiometryczne | przeptywu sygnatow
k+q k+qu
N, +E, " E; E. "E,
—q +q
. k
E,_"E+N, | E ___"E,
—q k+qu
k, k,
E, __E, E, ___E,
K, K,

TAB. VI. Zasada konstrukcji stacjonarnego grafu przeplywu sygnatow na podstawie rownan
stechiometrycznych. E;, E; — reagenty enzymatyczne, N, — reagent nie-enzymatyczny. Dla wygo-

dy przyjeliSmy, ze symbole reagentéw oznaczaja jednoczesnie st¢zenia tych reagentow: E. =n.,
E,=n;, N, =n, ;,jed{l,...,n}, re{n+1,...,N}.

b. Ogolna posta¢ rownan szybkos$ci w stanie stacjonarnym

Twierdzenie 27
W przypadku reakcji enzymatycznych (mono-enzymatyczne uktady pseudo-otwarte) o mechaniz-

mach uporzadkowanych 1 o0 mechanizmach typu ping-pong szybkos$¢ kazdej reakcji elementarne;j
w stanie stacjonarnym dana jest przez:

M M
R =no{Hk+q [To. -]k an} 1 (V.3.24.)
= q=1

q=1 se{sub} pe{prod} W(n)

-

%gjll)e} — zbi6r wskaznikoéw numerujacych substraty globalnej reakcji enzymatycznej
{prod} — zbior wskaznikoéw numerujacych produkty globalnej reakcji enzymatycznej
n,,n, —stezenia reagentdw nie-enzymatycznych

¥ =J8 =I8 =-..=]%, — szybkosci reakcji elementarnych w stanie stacjonarnym
M - liczba reakcji elementarnych

W(n)= W(nn+l’nn+1""’nN)
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Dowaéd
Stacjonarne grafy przeplywu sygnatow w przypadku reakcji enzymatycznych o mechanizmach
uporzadkowanych 1 mechanizmach typu pin-pong sg grafami postaci:

L>LIA .

W kazdym z tych grafow istnieja dwa kontury proste, kazdy o dtugosci rownej liczbie wierzchot-
koéw w danym grafie, ktorych obcigzenia wynosza odpowiednio

M M
[Tk IIn.| @ Tk TIny).

q=l1 se{sub} q=l1 pe{prod}

(Obcigzeniem konturu prostego nazywamy iloczyn obcigzen wszystkich tukéw tworzacych dany
kontur prosty.)

Szybkos¢ kazdej reakcji elementarne] w stanie stacjonarnym dla mechanizmow uporzadkowa-
nych i pin-pong wynosi

I _nAa

o —i%ji

nAa. n
o)y o
= (Aiaji —Ajaij) .

DA DA DA
k=1 k=1 k=1

Dla graféw o trzech wierzchotkach mamy:
Aa - Q; A.-a.
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Tak wiec

A-a;— Aay—
Ogo6lnie
M M
Ajay—Aja; = k., Hns _Hk—q an :
q=1 se{sub} q=1 pe{prod}
Ponadto

A
k=1

jest wielomianem st¢zen reagentdw nie-enzymatycznych

W(nn+1’nn+1""’nN)

stopnia mniejszego niz n, o nieujemnych wspotczynnikach.
C. Stabilnos¢ stanu stacjonarnego

Stabilno$¢ rozwigzan stacjonarnych rownan dynamiki dla mono-enzymatycznych linio-
wych pseudo-otwartych uktadéw mozna zbada¢ w prosty sposob, wykorzystujac metode Horna.
Rozwazane przez nas mono-enzymatyczne liniowe uktady pseudo-otwarte sg odwracalnymi ukta-
dami dziatania mas z wylacznie unimolarnymi kompleksami. Grafy kompleksow dla takich ukta-
dow sg gwiazdami (RYS. 14), nie zawierajg wigc parzystych cykli prostych o dlugosci > 2 oraz
nieparzystych dubletow.

RYS. 14. Grafy kompleksow dla mono-enzymatycznych liniowych uktadéw pseudo-otwartych.

Z twierdzenia Horna (Tw. 25) wynika wiec, ze
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Dowolny odwracalny mono-enzymatyczny liniowy uktad pseudo-otwarty posiada jeden i tylko
jeden dodatni stan stacjonarny, ktory jest jakoSciowo stabilny.

Uwaga

Powyzszy wniosek jest stuszny zaréwno dla uktadéw odwracalnych jak i stabo odwracalnych.

D. Jawna posta¢ rozwigzan
a. Niestacjonarny graf przeptywu sygnatéw

Rownania dynamiki dla mono-enzymatycznego liniowego uktadu pseudo-otwartego
dane sg przez

E.()=Y a.E () (k=1,2,...,n)
s=1

Da,=0 (G=1,2,...,n) |, (V.3.25.)

k=1

Zn: E.=E,
r=1

gdzie
E; — stezenie i-tego reagenta enzymatycznego
E, — sumaryczne st¢zenie wszystkich reagentow enzymatycznych

Przyjmujemy nastepujace warunki poczatkowe:

E,(0)=E,, E;(0)=0, ie{l,2,..,n}, (j=1,2,...n)A(j=i). (V.3.26.)

Po dokonaniu przeksztalcen Laplace’a-Carlsona:

E,(t) > qE (@) ~qE,(0), (k=12,...,n)

E, (t) > E;(q), (k=1,2,...,n) (V.3.27))
1 -1

uktad (V.3.25.) przyjmuje postac:

n

> (a, —qn,)EX(q) =0

s=1

zn:Ej‘(q) =E, , (V.3.28))

n
Zakj =0
k=1
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gdzie

i — {Sts gdy
. pts gdy

t#1
t=1

_J0 gdy t#s =1 gdy t#s
s )] gdy t=s Ps =

-

0 gdy t=s|°

Roéwnanie operatorowe (V.3.28.) zapiszemy w postaci:

s=1
> El(a)=E,
r=1

b, =0
k=1

gdzie

bts = ats _qnis .

(V.3.29.)

(V.3.30.)

(V.3.31.)

(V.3.12)

Réwnaniom operatorowym mozemy przyporzadkowaé graf przeplywu sygnaléw w nastepujacy

sposob:

1. Wierzchotkami grafu przeptywu sygnatéw sa E*(q), (s=1,2,...,n).
2. Macierz [b,]=[b,g,] jest macierza obcigzen tukow grafu przeptywu sygnatow.

Powyzszy graf przeptywu sygnaléw bedziemy nazywac niestacjonarnym grafem przeptywu syg-

naléow mono-enzymatycznego liniowego uktadu pseudo-otwartego.

Niestacjonarny graf przeptywu sygnatléw mozemy utworzy¢ takze na podstawie stacjonarnego

grafu przeptywu sygnatow w nastgpujacy sposob:
1. Na podstawie odwzorowania przedstawionego w TAB. VI konstruujemy stacjonarny graf

przeplywu sygnatow.

2. Dokonujemy zamiany E, (t) na E’: (@), i=1,2,...,n).

3. Dla danych warunkéw poczatkowych

E (0)=E,, E;0)=0, ie{l,2,...n}, (j=1,2,....n)a(j=i)

w stacjonarnym grafie przeplywu sygnatéw tworzymy nowe tuki, taczac kazdy wierzchotek
ET z wierzchotkiem E?, [i € {1, 2,...,n}, (j =1, 2,...,n)/\ (j * 1)] Kazdy nowo powstaty tuk

obcigzamy wielkoscig q.
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* q *
B — DT

4. Jezeli w wyniku tej operacji powstaty tuki wielokrotne, to dokonujemy scalenia tukow grafu,
wykorzystujac wlasnos¢

q
* —— % * q-+ay *
E, Ei = E, Ei
a.
ij

Konstrukcja niestacjonarnego grafu przeptywu sygnaléw w przypadku warunkéw poczatkowych

E,(0)=E,, E,(0)=0, (j=2,...,n)

(gdzie E, oznacza swobodng forme enzymu) dyskutowana jest w [BOJIbKEHIIITENH, T'OJIb-
JINTENH & CTE®AHOB, 1967].
Wykorzystujac regute Masona, mozemy wyznaczy¢ transformaty Laplace’a-Carlsona

A
E (q)=E,— (V.3.33)

Sa,

i=1

Oryginaly E_(t) znajdujemy w tablicach albo wyznaczamy, postugujac si¢ standardowymi meto-
dami [OSIOWSKI, 1965].

b. Odwrotne przeksztatcenie Laplace’a
Z (V.3.33.) wynika, ze transformata Laplace’a-Carlsona jest postaci:
z Yikqn_i
* i=0

Ef=il — (k=1,...,n)|, (V.3.34)

— i .
n-j
Z%q
j=0

gdzie
Yi» @; sg liczbami rzeczywistymi,

E, = Vo jest wartoscig zmiennej Ex w stanie stacjonarnym.
o

n

Dla naszych celéw wygodniej bedzie rozpatrywaé transformate Laplace’a E{ (q).
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Wykorzystujac zwigzek

; E*
B (q) =@ (V.3.35)
q
otrzymujemy

n—I )
z Yikqn_l_l

EY (q) =2 +—Tk  (k=1,..,n)|. (V.3.36.)

20q" Y aq"
=0 =0

W przypadku gdy transformata Laplace’a E; (q) funkcji E(t) jest funkcja wymierng postaci

ES(q)= —1\L/[((?1))

-

gdzie

-

L(q) = z q qn_i
i=0

-

M(q) =Y b,q™"
=0

przy czym n <m oraz wszystkie wspotczynniki a; i b; sa liczbami rzeczywistymi, to odwrotne

przeksztalcenie Laplace’a dokonujemy na podstawie znanego w rachunku operatorowym wyraze-
nia [OSIOWSKI, 1965]:

a4l L) | L(q;) qt L(q,) gt
| —L | =) —27 2R — . V.3.37.
{Mm)} v R Ryl (V:337)

W wyrazeniu (V.3.37.) pierwsza suma (wzgledem 1) obejmuje wszystkie pierwiastki rzeczywiste
mianownika M(q), druga suma (wzgledem L) dotyczy pierwiastkéw zespolonych, przy czym
obejmuje ona po jednym pierwiastku z kazdej pary pierwiastkow zespolonych sprz¢zonych.
Posta¢ rozwigzan zalezy od charakteru pierwiastkow wielomianow

(V.3.38)

-

n .
n—j
Z a;q
=0

76



q> a,q"|. (V.3.39.)
=0

Z poprzednich rozwazan (§ 3.C. oraz Tw. 25) wynika, ze wszystkie pierwiastki wielomianu
(V.3.38.) sg rzeczywiste i ujemne.

Latwo zauwazy¢, ze wielomian (V.3.39.) posiada takie same pierwiastki jak wielomian (V.3.38.),
a ponadto jeden pierwiastek rowny zeru. Uwzgledniajac powyzsze, na podstawie (V.3.37.) otrzy-
mujemy

E,()=Ae™ +E ., (k=1,....,n), (V.3.40))

gdzie
Ag jest liczbg rzeczywista,
ax <0 jest k-tym pierwiastkiem wielomianu (V.3.38.).

Mamy takze
ymEk(t):Eok, (k=1,...,n)|. (V.3.41)

Przypominamy, ze E , jest warto$cig zmiennej E, w stanie stacjonarnym

N

E, =f (E,,N LNy, (k=1,...,n) |, (V.3.42)

n+l2 n+2°°°

gdzie

E, =D E =) E )
=1

i=1 i

a0+ -+» Ny | — stezenia reagentOw nie-enzymatycznych.

§ 4. Multi-enzymatyczne liniowe uktady pseudo-otwarte *
A. Roéwnania dynamiki

Rownania dynamiki multi-enzymatycznego liniowego pseudo-otwartego uktadu przyjmuja
postac:

E;(t)zia;E;(t), (k=1,....n"), (i=1,...,m)|, (V.4.1)
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gdzie gorny indeks ' numeruje rézne enzymy.

Wspotczynniki a},, (k=1,...,n"), w rownaniach (V.4.1.) dla kazdego i=1,...,m spekniajg na-
stepujace zaleznosci:

3 al, =0, (V.4.2)
k=1

a,, <0| dlawdzystkich k=1,...,n", (V.43.A))
a,, 20| dlawdzystkich k#s, ks=1,...,n". (V.4.3.B)

Z (V.4.2.) wynika, ze

iE;(t) =0| dlakazdego i=1,...,m (V.4.4)
=

lub

iE;(t) =const' =E{| dlakazdego i=1,...,m, (V.45)
=

gdzie

E!, (i=1,...,m) — catkowite (sumaryczne) stezenie wszystkich form i-tego enzymu
B. Stan stacjonarny

W stanie stacjonarnym rownania (V.4.1.), (V.4.2.), (V.4.5.) przyjmuja postac:

D a Ei()=0, k=1,...n'
s=1

D Ei =E, i=1,...,m|. (V.4.6.)
r=1

nl

i i
Zaks =0, s=1,...,n
k=1

Uktadowi (V.4.6.) dla kazdego i=1,...,m mozna przyporzadkowac stacjonarny graf przeptywu

sygnatow analogicznie jak w przypadku mono-enzymatycznych liniowych uktadéw pseudo-
otwartych.
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C. Stabilnos¢ stanu stacjonarnego

Rozwazany przez nas multi-enzymatyczny liniowy uktad pseudo-otwarty uktad jest odwra-
calnym uktadem dziatania mas z wylacznie unimolarnymi kompleksami.
Z twierdzenia Horna wynika wigc, ze
Dowolny multi-enzymatyczny liniowy uktad pseudo-otwarty posiada jeden i tylko jeden dodatni
stan stacjonarny, ktory jest jako§ciowo stabilny.
§ 5. Mono- i multi-enzymatyczne nieliniowe uktady otwarte *

A. Grafy komunalne

a. Wtlasnosci macierzy komunalnej

Rozpatrzmy dowolny mono- lub multi-enzymatyczny nieliniowy otwarty. Rownania
dynamiki takiego uktadu dane sg przez

M ND
= i nqu k_ JTnl |[+e ——(c™V-n,)=
= ( qH H j \ : (V.5.1)
=E (n,,...,n_,n_,,...,ny), i=1,...,N
gdzie
M — liczba reakcji elementarnych
N — liczba reagentow
Niechny >0, (i=1,...,N), bedg wspotrzednymi danego dodatniego stanu stacjonarnego.
Elementy diagonalne macierzy komunalnej dane sg nast¢pujaco:
0°F, M
a, =——= al+gay, (i=1,..,N)|, (V.5.2))
ani q=1
gdzie
0° .
20 oznacza, ze warto$¢ pochodnej czastkowej liczona jest dla wspotrzednych stanu stacjonar-
1,
nego.

N

. a N ¢
aii—aT"iq k, H H

k=1 k=1

(V.5.3)
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Dla reakcji elementarnej

k
+q
i+i7 "k (V.5.4)
qu

mamy
a; =-k,ngl, (V.5.5.)
ajy =—k n,|, (V.5.6.)
al =—k_|. (V.5.7)
Dla reakcji elementarnej

k.,
>
; ik (V.5.8)

qu
mamy
a; =-k,|, (V.5.9.)
aj=-k n,l, (V.5.10.)
ay =-k_ ngl. (V.5.11)
Dla reakcji elementarnej

k.,
L1 s
i ] (V.5.12)

k*q
mamy
a; =-k,|, (V.5.13)
ay=—k . (V.5.14.)
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Nalezy podkresli¢, ze wszystkie elementy macierzy komunalnej sg ujemne

a, <0, (i=1,...,N)|.

Elementy nie-diagonalne macierzy komunalnej dane sg nastepujaco:

k.,
1+] k
] T
-q
mamy
al_] _k+qn0i H
q _
ajl _k+qnoj H
q _
Ay —qu 5
q _
aki _k+qnoj 5
q _
aj =k |,
q _
a =k, ng |

Dla reakcji elementarnej

k.,
L1 s,
i - j+k

-q
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(V.5.15.)

(V.5.16.)

(V.5.17))

(V.5.18.)

(V.5.19.)

(V.5.20.)

(V.5.21)

(V.5.22)

(V.5.23)

(V.5.24.)



mamy

ag=k_ng|, (V.5.25.)
aj =k |, (V.5.26))
ag =k_ngl, (V.5.27)
ay =k, (V.5.28.)
aj =-k_ngl, (V.5.29.)
ay =—k_ng|. (V.5.30.)
Dla reakcji elementarnej
k.
i (V.531)
k*q
mamy
aj =k |, (V.5.32))
aj =k, (V.5.33)

Elementy nie-diagonalne ajj odpowiadajace parze substratow (V.5.18.), (V.5.19.) lub parze pro-

duktow (V.5.29.), (V.5.30.) danej reakcji elementarnej sa ujemne. Elementy nie-diagonalne aj

odpowiadajace parom substrat-produkt, produkt-substrat dla kazdej reakcji elementarnej sa do-
datnie: (V.5.20.) 1 (V.5.22)); (V.5.21.) 1 (V.5.23)); (V.5.25.) 1 (V.5.27.); (V.5.26.) 1 (V.5.28.);
(V.5.32.)1(V.5.33)).

Niech rownania

n, =F (n,,...,ny), (i=1L,...,N)

, (V.5.34.)

beda rownaniami dynamiki mono-enzymatycznego nieliniowego uktadu otwartego.
Niech n, n<N, bedzie liczbg reagentow enzymatycznych. Dla reagentéw enzymatycznych
n,,...,Ny spetnione jest rOwnanie
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dn, =0 (V.5.35)

an =const=n_|. (V.5.36.)

Jezeli prawa strona rownania (V.5.34.) dla reagenta nie-enzymatycznego 3 zawiera czton k,n, o,

F, = ()k,n 0 +--|, |B€{n+1,...,N} : (V.5.37))
gdzie
n, gdy E; i N sa oba rownocze$nie substratami lub produktami
o, = danej reakcp elementarne;j . ) 1) (V.5.38)
lgdy E, jest substratem a N, produktem danej reakcji elementarne;j
lub vice versa
to
0°F,
=(Dk,n o, =a,]. (V.5.39.)
n,

Uwzgledniajac (V.5.35.), z uktadu (V.5.34.) mozemy wyeliminowa¢ jedno réwnanie, np. pier-
wsze. Z pozostatych rownan uktadu (V.5.34.) rugujemy zmienna n, , wykorzystujac zaleznos¢

n,=n,—n,—--—n_|. (V.5.40.)
W wyniku otrzymujemy uktad (N-1) rownan
n, =F (n,,n,,...,n,), (k=2,...,N)|. (V.5.41.)
Roéwnanie (V.5.37.) przyjmuje wtedy postac
F =(#)(n, —n, —-—n,)ogk.|. (V.5.42))
W zwigzku z tym mamy
aOngoza* (V.5.43)
on, o1 » .5.43.
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0°F, .
aT:—(i)aoﬁki =—aBl Eaﬁr, (r=2,...,N) . (V544)

I

Pozostale wspoiczynniki dane sg przez

80 =2 (P#¢ P9=23....N)]. (V.5.45)
Wspotczynniki a;, (i,j=1,...,,N)|, byly elementami macierzy komunalnej odpowiadajacej uk-
tadowi (V.5.34.), wspodtczynniki ay, (k=1,...,,N)| sg elementami macierzy komunalnej odpo-

wiadajacej uktadowi (V.5.41.).

Kazdej z tych dwu macierzy komunalnych A =[a;] i A” =[ a},] mozna przyporzadkowa¢ odpo-
wiedni graf komunalny. RézZnice migdzy tymi dwoma grafami komunalnymi odpowiadajacymi
macierzom komunalnym A i A* przedstawione s na RYS. 15.

RYS. 15. (A) Fragment grafu komunalnego odpowiadajacy macierzy A =[a;], (B) analogiczny

fragment odpowiadajacy macierzy komunalnej A™ = a;] .

W przypadku multi-enzymatycznych nieliniowych uktadéw otwartych powyzej opisang procedu-
r¢ mozemy analogicznie przeprowadzi¢ dla pozostatych enzymow.

b. Konstrukcja grafu komunalnego na podstawie rownan stechiometrycznych

Grafem komunalnym reakcji bedziemy nazywa¢ graf komunalny przyporzadkowany
macierzy komunalnej odpowiadajacej rownaniom dynamiki danego enzymatycznego nieliniowe-
go uktadu otwartego. Multigrafem komunalnym reakcji bedziemy nazywa¢ multigraf komunalny
odpowiadajacy rozbiciu elementow macierzy komunalnej dokonanemu na podstawie zaleznosci
(V.5.2),(V.5.3.)1(V.5.15), (V.5.16.).

Opierajac si¢ na omowionych poprzednio wlasno$ciach macierzy komunalnej, mozna poda¢ al-
gorytm konstrukcji multigrafu komunalnego reakcji na podstawie rownan stechiometrycznych.
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Algorytm

1. Piszemy réwnania stechiometryczne dla danego mono- lub multi-enzymatycznego nielinio-
wego uktadu otwartego. Wierzchotkami multigrafu komunalnego reakcji sg wskazniki (licz-
by, symbole) przyporzadkowane reagentom bioragcym udziat w reakcjach.

2. Na podstawie odwzorowania przedstawionego w TAB. VII konstruujemy multigraf komunal-
ny reakcji. Dla kazdej (odwracalnej) reakcji elementarne;j:

A. Laczymy dwoma tukami przeciwnie skierowanymi o dodatnim obcigzeniu kazdy sub-
strat z kazdym produktem.

B. Kazda parg¢ substratow tagczymy dwoma tukami przeciwnie skierowanymi o ujemnym
obcigzeniu kazdy.

C. Kazdg parg produktow tagczymy dwoma tukami przeciwnie skierowanymi o ujemnym
obcigzeniu kazdy.

D. Kazdemu wierzchotkowi przyporzadkowujemy petle o ujemnym obcigzeniu. Wierz-
chotkom, ktérym odpowiadajg reagenty nie-enzymatyczne przyporzadkowujemy do-
datkowo po jednej petli o uyjemnym obcigzeniu. (Luki o ujemnym obcigzeniu oznacza-
my linig przerywana, tuki o dodatnim obcigzeniu — linig ciggla.)

3. Zaldézmy, ze dla reagentéw enzymatycznych ny, n, ... , n, biorgcych udziat w reakcjach spet-
niona jest zalezno$¢

n, +n,+---+n, =const=n_|.

Mamy wtedy

n,=n,—-n,—--—n

nl-

Mozemy obnizy¢ rzad multigrafu komunalnego reakcji w tym przypadku w nastepujacy spo-
sob:

A. Usuwamy tuki (oraz petle) wehodzace do wierzchotka n;.

B. Luk wychodzacy z n; (np. [n,,B], gdzie Bel ) zastgpujemy tukami

[n,,B],[n;,B],....,[n,,B]. Obciazenia tukéw [n,,B],....,[n, ,B] sa rdwne obciazeniu

tuku [n,,B] ze znakiem minus. Podobnie postgpujemy z pozostalymi tukami.
C. Usuwamy wierzchotek n;.

85



Roéwnanie stechiometr. Multigraf komunalny reakc;ji

. . +q
1] : k

k.,
) N -
iS=—— jtk
k—q
. k+q > .
<]
qu
- D
€. :1 - \ aD D_ Ni
i IV\ ) & ai = 81_
- A/

TAB. VII. Zasada konstrukcji multigrafu komunalnego reakcji na podstawie rownan stechio-
metrycznych.

Procedurg opisang w punkcie 3 powyzszego algorytmu bedziemy dalej nazywac redukcja wierz-
chotka enzymatycznego lub obnizeniem rzedu multigrafu komunalnego reakcji.

Powyzszy algorytm jest modyfikacja algorytmu [CLARKE, 1974,]. Modyfikacja ta jest dwoja-
kiego rodzaju:

1. Stosowali$my inny rodzaj grafu niz Clarke.

2. Clarke podat analogiczny algorytm jedynie dla sieci nieodwracalnych reakcji elementarnych.
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c. Znaki wspotczynnikow w rdwnaniu charakterystycznym macierzy komunalnej i
wyznacznika Hurwitza A,

Dany jest mono- lub multi-enzymatyczny nieliniowy uktad otwarty i odpowiadajacy
mu multigraf komunalny reakcji. Dokonujemy m-krotnego obnizenia rzedu multigrafu komunal-

nego reakcji (gdzie m jest liczba r6znych enzyméw). Niech a,,a,,...,a,_, beda suma obcigzen
wszystkich mozliwych C-graféow odpowiednio 1-go, 2-go, ... , (N-m)-tego rzedu.

Fragment multigrafu komunalnego reakcji Wkiad do o Uwagi
(przed obnizeniem rzedu) ? &
P
Cd a; -
Y A L= P
aii\~/71<_;)___]\\_’[ajj 0
i
P
- aii -
a/\\.____>.ﬁ’ \aq 0
n\~,71<—;,— =)~ _’%
i
P
P ~ S \ P
i\ __,1 T L a; 0
il
P
o~ _aii L,s
: N .
im0 0
-7 ¢ ~_/
i
p
- —a; -
p I \\ . il . L/ \ q P q >
&y ,71<—;,——J\\_,/ajj 2a;2;>0
i
b TN A P 0950 wierzchotki 1,
a. \ 1 ] J a. a; ajj . . A
N7 S/ nie s3 sgsiednie
—~~. WA wierzchotki 1,
al i i af a; >0 L)
N7 ~</ i 7 moga by¢ sasiednie
— P . ..
1" T~ jé VP L >0 WlGI‘ZChO’lkl iLj
‘-7 S~/ e mog3 by¢ sgsiednie

TAB. VIII. Fragmenty multigrafu komunalnego reakcji (przed obnizeniem rzedu) i ich wkiad do
wspotczynnikéw a, .
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Twierdzenie 28
Dla dowolnego mono- lub multi-enzymatycznego nieliniowego uktadu otwartego

a, >0, a,>0].

Dowaéd

W multigrafie komunalnym reakcji (przed i po obnizeniu rzedu) wszystkie petle maja ujemne ob-
cigzenia, tak wiec wszystkie C-grafy pierwszego rzgdu maja dodatnie obcigzenia. W konsek-
wencji wspotczynnik a, = [*] jest zawsze dodatni.

Wspdtczynnik a, = [* *]+ [—] (przed i po obnizeniu rzedu multigrafu komunalnego reakcji) moz-
na wyznaczy¢, znajdujac dla kazdej pary r6znych reagentéw i oraz j podgrafy lub fragmenty mul-
tigrafu komunalnego reakcji przyjmujace jedng z postaci przedstawionych w TAB. VIII.

Z TAB. VIII wynika, ze jezeli wsrod reagentow dowolnego mono- lub multi-enzymatycznego
nieliniowego uktadu otwartego znajduje si¢ przynajmniej jeden reagent nie-enzymatyczny (co

zawsze ma miejsce), to wspotczynnik a, w przypadku multigrafu komunalnego reakcji przed ob-
nizeniem rzedu jest zawsze dodatni.

W analogiczny spos6b mozna wykazaé, ze po obnizeniu rzedu multigrafu komunalnego reakcji,
wszystkie nowe C-grafy o ujemnym obcigzeniu postaci [— ] redukuja si¢ z odpowiednimi C-gra-
fami postaci [* s ]

Co konczy dowad.

Twierdzenie 29

Dla dowolnego mono- lub multi-enzymatycznego nieliniowego uktadu otwartego wyznacznik
Hurwitza A, > 0.

Dowadd
Wyznacznik Hurwitza A, zapiszemy w postaci

Ay =20 = V1 B, + 0 = 25 00+ D ]+ D)

Rozpatrzmy multigraf komunalny reakcji przed obnizeniem rz¢du odpowiadajacy dowolnemu
nieliniowemu uktadowi otwartemu. Na podstawie poprzednio udowodnionego twierdzenia, ma-
my

[#]>0 i ([*=]+[-])>0.

Tym samym

{1+ (=Dt > 0.

Uwzgledniajac fakt, ze wszystkie petle maja ujemne obcigzenia, mamy
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[***] >0.

Z kolei [V] jest sumag obcigzen C-grafow postaci

VAR VARV,
/
/
Pierwsze dwa z tych C-grafow maja ujemne obciazenia, tak wigc daja dodatni wkiad do A, .

C-grafy postaci

\\ /’
N/

nie wystepuja w rozwazanym przez nas multigrafie komunalnym reakcji (przed obnizeniem rzeg-
du).
Z TAB. IX wynika, ze ujemny wktad do A, pochodzacy od C-grafow postaci

jest redukowany przez C-grafy postaci
% sk
7).

Tak wigc ostatecznie mozemy stwierdzi¢, ze wyznacznik Hurwitza A,, odpowiadajacy multigra-

fowi komunalnemu reakcji (przed obnizeniem rzgdu) jest zawsze dodatni.

Rozpatrzmy teraz multigraf komunalny reakcji po n-krotnym obnizeniu rz¢du. Po kazdorazowym
obnizeniu rzedu w multigrafie komunalnym reakcji moga pojawi¢ si¢ fragmenty, na podstawie
ktérych mozna w sposob jednoznaczny wyznaczy¢ wszystkie wyrazenia

{[*][—]red}o oraz —[***]red

dajace ujemny wkitad do wyznacznika A,,

gdzie

[-]*  oznacza obcigzenia C-grafow postaci [ — ] zawierajacych jeden tuk o obcigzZeniu rownym
qJ,

[V]red oznacza obcigzenia C-grafow postaci [ V | zawierajacych co najmniej jeden tuk o obcia-

zeniu rownym (.
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Jak wynika z TAB. XI, wyrazenia

~[V]% oraz {7

sa wszystkie rozne.

Ujemny wklad do wyznacznika A, pochodzacy od wyrazen postaci —[V]red (numerowanych
w TAB. XI liczbami 1, 2, 3) oraz wyrazeh postaci {[*][—] red }0 (TAB. XII) jest zredukowany
przez odpowiednie wyrazenia postaci {[*] [ ] }0.

Ujemny wktad do wyznacznika A, pochodzacy od wyrazen —[V]* (TAB. XI. 4) redukowany

jest przez odpowiednie wyrazenia postaci [***] . Tak wigc wyznacznik A, odpowiadajacy mul-

tigrafowi komunalnemu po m-krotnym obnizeniu rzedu jest zawsze dodatni.
Co konczy dowad.

1 c 1
A |\Y
al k al k
|. b \l. /B
J J
C a b Y o B
P P P P P P
—a) —|—ajj —a,, +a; —a; —Qy
P P ok p % P
—a; +a;; an +a; aj A,
* p p p p *
—af —i—ajj —a,, +a; —a; —ay
p * p * p p
—a; +a i Ay +aii _ajj e
A o [ ] ° | ] A
—a; +ajj —Q -|-21ii —a ii —a

TAB. IX. Mozliwe C-grafy postaci

S D

J J

o obcigzeniu r6znym od zera odpowiadajace 3 reagentom 1, j, k w multigrafie komunalnym re-
akcji (przed obnizeniem rzedu). Zamiast rysowania C-grafow podano jedynie obcigzenia ich
tukow. p, *, A, o, m indeksuja reakcje elementarne, przy czym * #p, A o zm = A.
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przed redukcja po redukeji

y E 1|51v\q
~

| ~

\ |

TAB. X. Fragment multigrafu komunalnego reakcji przed i po redukcji wierzchotka enzyma-
tycznego E*.

97 B

El 1 El
| V\q\ I txq\ \I V\q\
ql E al E —-a E
A - “ 77 N 7 = 77 / 2
b N N
N A A
b b b

ql Ez AN ¢ - Ez
N 5 27
N~ N
(_/j\ (_/j\
b b

TAB. XI. Mozliwe fragmenty jakie moga pojawi¢ si¢ w multigrafie komunalnym reakcji po re-
dukcji wierzchotka enzymatycznego E*, na podstawie ktorych mozna w sposob jednoznaczny

wyznaczy¢ wszystkie mozliwe C-grafy postaci [V]red dajace ujemny wktad do wyznacznika A,

oraz odpowiadajace tym wyrazenia postaci {[*] [* *]red }0 lub [***] dajace dodatni (redukujacy)

wktad do wyznacznika A,.
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q q
Qv O o @
E, E,
q IN
27 E, b E,
N D N
({,’\ (:’\
b b

TAB. XII. Mozliwe fragmenty jakie moga pojawi¢ si¢ w multigrafie komunalnym reakcji po re-
dukcji wierzchotka enzymatycznego E*, na podstawie ktorych mozna w sposéb jednoznaczny

wyznaczy¢ wszystkie wyrazenia {[*] [—] el }0 dajace ujemny wktad do wyznacznika A, oraz odpo-
wiadajace tym wyrazenia {[*] [* *]red }0 dajace dodatni (redukujacy) wktad do wyznacznika A,.

d. Klasyfikacja Tysona

Grafy komunalne dajag mozliwos$¢ interpretacji dla klasyfikacji destabilizujacych inter-
akcji zaproponowanej przez Tysona [TYSON, 1975].

Kazdej destabilizujacej interakcji odpowiada zbior odpowiednich fragmentéw grafu komunalne-
go reakcji, co zostalo przedstawione w TAB. XIII.
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Macierz komunalna Graf komunalny

konkurencja a;,a; <0, i#] ig===2j
symbioza a;,a; > 0, i#] iéj
. A
: V \
i——=k i——=k
P < _
] k Ji K
I
. N I
i——=1 i——=1
“—k <
dodatnia petla a.a. -a.>0 I N ] k
sprzezenia I | I |
zwrotnego i#j#--#2q#i ;l I1 ;l——71
€k j“—k

/ j\

ujemga petla a,a, ---a,; <0 i——=k

sprzezenia .‘J J @ .

zwrotnego 1#£)# - #qQ#1 jlgk j|‘__ll{
| I\ | I
N \| |
i——=1 i—=1

TAB. XIII. Destabilizujace interakcje i odpowiadajace im fragmenty grafu komunalnego re-
akcji. Elementy macierzy komunalnej nie sa wszystkie niezalezne, Tak wiec wystepowanie do-
wolnej destabilizujacej interakcji nie jest wystarczajace na to aby dany stan stacjonarny byt wa-
runkowo niestabilny.
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e. Warunki wystarczajace na to aby stan stacjonarny byl warunkowo niestabilny

Twierdzenie 30
Jezeli multigraf komunalny reakcji danego mono-enzymatycznego nieliniowego uktadu otwarte-
go zawiera jeden z grafow przedstawionych na rysunkach: 16, 17, 18a, 18b, 19a, 19b, lub 20, to

wyznacznik Hurwitza A; odpowiadajacy macierzy komunalnej rozpatrywanego uktadu zawiera
ujemny czlon

- cd(ZaZb2 +ab’ + a3b)< 0

nie redukujacy si¢ z pozostalymi czlonami w A;.

Dowadd

Dowod powyzszego twierdzenia opiera si¢ na nastgpujacej wlasnosci multigrafow komunalnych:
Kazdemu reagentowi bioragcemu udziat w reakcji elementarnej typu rozpadu lub syntezy odpo-
wiadaja w multigrafie komunalnym reakcji tylko trzy tuki o obcigzeniach rownych +a (co zosta-
o zilustrowane w TAB. XIV.). Innych tukéw o obcigzeniu o w multigrafie komunalnym re-
akcji przed redukcjg wierzchotka enzymatycznego nie ma.

Ne 2 g —% ~g
a1\ —
( \. Ot—a‘él’El
J
a
E< ¢ —NLEZ
4\ .
( \) A=ayy
\(XJ
Ne—% g —2 ~g
a4\ r
\(XJ
TAB. XIV.

Rozpatrzmy dowolny mono-enzymatyczny nieliniowy uktad otwarty oraz odpowiadajacy mu
multigraf komunalny reakcji. Jezeli chcemy znalez¢ wszystkie cztony postaci

W(a, b,c, d)
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w wyznaczniku Hurwitza A, odpowiadajagcym macierzy komunalnej danego uktadu, to wystar-

czy rozpatrzy¢ tylko odpowiedni fragment multigrafu komunalnego reakcji zawierajagcy wszys-
tkie tuki o obcigzeniach

ta,tb,tc,+d|.

Zatozmy, ze fragmentem tym jest jeden z graféw przedstawionych na rysunkach 16, 17, 18a, 18b,
19a, 19b lub 20. Kazdy z tych fragmentow zawiera wszystkie mozliwe tuki o obcigzeniach

ta,tb,tc,£d. Wyznacznik Hurwitza A;k odpowiadajacy kazdemu z tych fragmentéw dany
jest nastepujaco

Ay =cd {(c+ d)(a3 +b’ +ab’ +a2b)+(c+ d)z(a2 +b’ +ab)+
+cd(c+d)(a+b)—(a3b+ab3 +2a2b2)}. .

Zawiera wigc ujemny czton

—cd (a3b +ab’ + 2a2b2)< 0

nie redukujacy si¢ z pozostatymi czlonami w A’; .

Wyznacznik Hurwitza A; odpowiadajacy macierzy komunalnej danego mono-enzymatycznego
nieliniowego uktadu otwartego dany jest przez

Tym samym zawiera takze ujemny czton

—cd (a3b +ab’ +2a’b’ )< 0

nie redukujacy si¢ z pozostatymi czlonami w A;.
Co konczy dowad.

Twierdzenie 31
Jezeli multigraf komunalny reakcji danego mono-enzymatycznego nieliniowego uktadu otwarte-
go zawiera jeden z grafow przedstawionych na rysunkach 16, 17, 18a, 18b, 19a, 19b lub 20, oraz
al,|bl >>|cl,|d|,|el,|f],|g

,..., to uktad ten posiada warunkowo niestabilny dodatni stan stacjonarny.

b b b 2 b

b, |c|,|d],|e],|f

a C

,|bl,lcl,|dl,|el,|f],|g| sa warto$ciami bezwzglednymi obcigzen tukow.
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[\ (
\\ L —-a \\ II/
N, Z ~E, . S E,
| b N B
| |
al lc
| |
\ I
E,< —~ dEl\— — T 74Ni — >E,
!/ \ !/ \
\ ) \ )
~ ~
d c

RYS. 16. Fragment multigrafu komunalnego reakcji destabilizujacy dany dodatni stan stacjonar-
ny (dajacy ujemny wklad do wyznacznika Hurwitza A)).

,c=a' d=a’

—aP — a4
a=a b=a S o

N,.N,’ E,.E,
p, g, 1, s — indeksuja reakcje elementarne
Ni, N; — reagenty nie-enzymatyczne
Ei, E,, Es, E4, Es — reagenty enzymatyczne
aj —wktad do elementu a; macierzy komunalnej pochodzacy od g-tej reakcji elementarne;j

a b
\/ \
\ L _a b
E, E, >N,
|- b -
a| —C
\
Ei< — — — —N\, > E, >N,
—d 4\ —d 4\ —C
/ 7\
L U
~ ~
d C

RYS. 17. Destabilizujacy fragment multigrafu komunalnego reakcji.

—qP
a aEl,El,

b=al c=a

E,.E,’

96



~~
' ()
\ \ /
\ v —a v
E, E,— — — — N,
~ —b b
(a) —a —C
\
E,< N— — — — =>E, >N,
—d a4\ d A\ -
7 \ 7\
\__J ()
d C
a b
\ / \
\ v —a v
E, E,— — — — SN,
~
-b N\
(b) —a —c
\
E, < N———F—— =E,— — — — =N\,
—d 4\ d a0 c
7 \ / \
() ‘)
d C

RYS. 18. Destabilizujacy fragment multigrafu komunalnego reakcji.

a

=a’ ,b=a' ,c=a =a’
E,E’ E,,E,’ E,.E,’ N, N;
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a b
\\ IL \\ 15
-a
E1 \Nl_ —_— T E5
~
_b h
\ I
N, < E, ~ E, ~ E,
- 14\ —d A\ —C
I\ l \
\\/' ‘\,}
d c
a b
\ \ /
\ v —a A/
E1 Nl— —_—— — ;Es
A b
_b h
(b - lc
\ |
NZ ~ Ez 7 E3 /E4
d 1\ —d A\ —C
/I \ / \
\ ) \ )
N~ ~
d c

= E;.Ey

S
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- )
\ / \
\ v _a b
N.Z E, S E,
| b \ -b
a| —
\
E, < E, N, — — — — =,
—d a0 —d a0 c
7\ 7\
) )
g g
d C

RYS. 20. Destabilizujacy fragment multigrafu komunalnego reakcji.

— qP — a4 _ aS
a=a b=a c=a d=a
N,.N, 2 E,.E,’ N,,N,’ E,.E,

Twierdzenie 32

Niech M bedzie multigrafem komunalnym reakcji mono-enzymatycznego nieliniowego uktadu
otwartego posiadajgcego warunkowo niestabilny dodatni stan stacjonarny.

Jezeli multigraf M jest fragmentem multigrafu komunalnego reakcji danego mono-enzymatycz-
nego nieliniowego uktadu otwartego, to uktad ten posiada warunkowo niestabilny dodatni stan
stacjonarny.

Dowod twierdzenia 32 mozna przeprowadzi¢ analogicznie jak dowdd twierdzenia 30.

f. Modele mono-enzymatycznych nieliniowych uktadéw otwartych o niestabilnych
stanach stacjonarnych

Twierdzenie 31 moze by¢ wykorzystane do konstrukcji mono-enzymatycznych nieli-
niowych uktadoéw otwartych posiadajacych warunkowo niestabilne dodatnie stany stacjonarne.
Ponizej podamy przyktady takich uktadéw, ktére zostaty skonstruowane na podstawie twierdze-
nia 31.
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Model 1

k

+1 3
E+A EA
kl

k+2 3
EA E+P

—

3
E+X — EX k.,.k,>k ,k, ks, k k, k,k.,k;

Multigraf komunalny reakcji modelu 1 zawiera fragment przedstawiony na RYS. 17, przy czym
Ei=E,E;=EA,Es=EX,E4=EAX,N;=A,N;,=X, N3 =P,

c=k.s, d:k+4[EX]o .

N k k >> k71a kfza k+3’k73’k+4’k74

+1° 42

Multigraf komunalny reakcji modelu 2 zawiera fragment przedstawiony na RYS. 18a, przy czym
Ei=EA,E;=E,E3=EXP,E4=EX,N; =P, N, =X, N3 = A,

a=k b:k+1[A]o’ C:kS’ d:k+4[EX]o'

+22 =
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Model 3

k

+1 3
E+A EA
kl

k+2 3
EA E+P

—

3
E+X EX k

&— +4° k

k

k. >>k,.k .k k., k k.

+1 +2>o 825 Ky3s

Multigraf komunalny reakcji modelu 3 zawiera fragment przedstawiony na RYS. 18b, przy czym
Ei=EXA,E;=EX,Es=EA,E4=E,N; =P, N, =X, N3 = A,

a=k

+59 b=k+4[A]0, C:k+3[X]oa d:k—z[E]o-

Przyjmujemy, ze dla rozwazanych sieci reakcji enzymatycznych (modele 1, 2 1 3) spetnione sg
nastepujace zaleznosci:

D

[Ni]0~1, [Ei ]0 <<, k+q,k_q >>1, k+q>k_q, Nvi<<k+q,k_q

-

gdzie
[Ni ]0, [Ei ]0 — wartoS$ci stgzen w stanie stacjonarnym odpowiednio reagentoéw nie-enzymatycz-
nych i1 reagentow enzymatycznych

Tym samym dla modeli 1, 2 1 3 spelnione sg zalozenia twierdzenia 31. W konsekwencji kazdy
z tych modeli posiada warunkowo niestabilny dodatni stan stacjonarny.

B. Twierdzenie Tichonowa
W réwnaniach dynamiki mono-enzymatycznych nieliniowych uktadow otwartych wyr6z-
nimy dwie grupy zmiennych: x;, Xa, ... , X, beda ste¢zeniami reagentdw nie-enzymatycznych, z;,

7, ... , Zm bedg stezeniami reagentOw enzymatycznych.
Rownania dynamiki mono-enzymatycznych nieliniowych uktadow otwartych dane sa przez
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o ayx,z, + Y bz +¢,;x, +d;, (i=1,...,n)], (V.5.46a.)
k=1 1=1 1=1

s = alx,z + Y Biz;, (G=1,...m-1)|, (V.5.46b.)
k=1 1=1 1=1

221 =const=2z_|. (V.5.46¢.)

1=1

Dla wiekszos$ci reakcji enzymatycznych (przy odpowiednim doborze jednostek) spetnione sg nas-
tepujace ograniczenia:

x =1, (i=1,...,n)

7 <<1, (I=1,...,m) . (V.5.47)
ay,b,al B >>1, (i=1,..,n; 1=1,...,m)

W rownaniach (V.5.46.) wprowadzimy maty parametr €, wykorzystujac zaleznoS$ci:

1
i i
ay =—Cy
€
—
i =i
Oy =—Cy
e
bi_lei
=20 (V.5.48.)
1
=
Bl =—¢
S
7, =€,
Z, = EO

~ =

m m
X, :ZZe X O +Zeim1 +¢,x; +d;, (i=1,...,n)

1=1

=1
gd; =D > &xo + ) o, (=1,...,m-1) : (V.5.49.)

=1 1=1

~
Il
Ly

Zml =const =,
1=1

Zbadamy, czy dla uktadu (V.5.49.) spetnione sg zalozenia twierdzenia Tichonowa.
Przechodzac z parametrem ¢ do zera, otrzymujemy uktad wyr6zniony:
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Lon

X =) Y eyx o + Y eo, +¢,x, +d;, (i=1,...,n)], (V.5.50.)

k=1 1=1 1=1

n m

> Exo +Y 8o, =0, (=1,..,m-1)
. B : (V.5.51)

®, =const =,
1

k=1

=

Traktujac w ukladzie (V.5.51.) zmienne x,, (k=1,...,n), jako parametry, znajdujemy pierwia-
stek pierwszego rzedu.

Uktad (V.5.51.) jest formalnie identyczny z réwnaniami dynamiki w stanie stacjonarnym dla od-
powiedniego mono-enzymatycznego liniowego uktadu pseudo-otwartego.

Tak wiec uktad (V.5.51.) posiada jeden i tylko jeden pierwiastek, ktory jest pierwiastkiem izolo-

wanym.
Rozpatrzmy dotgczony uktad pierwszego rzedu

Lon

m m

0,-3 3o + S0, G=Lam-
kel 1= 1=1 . (V.5.52)
®, = const = o,

—

M=

1

Il
Ly

Gdzie zmienne x,, (k=1,...,n), traktujemy jako parametry.

Dotaczony uktad (V.5.52.) jest formalnie identyczny z rownaniami dynamiki dla odpowiedniego
mono-enzymatycznego liniowego uktadu pseudo-otwartego. Tak wigc doltaczony uktad (V.5.52.)
posiada tylko jedno asymptotycznie stabilne dodatnie rozwigzanie stacjonarne.

Poniewaz pierwiastek pierwszego rzedu jest zarazem rozwigzaniem stacjonarnym dolaczonego
uktadu, to tym samym jest on asymptotycznie stabilnym pierwiastkiem pierwszego rzedu.

Z rozpatrzonych poprzednio (§ 3. D.) wlasnos$ci rownan dynamiki dla dowolnego mono-enzyma-
tycznego liniowego uktadu pseudo-otwartego wynika, ze rozwigzanie dotgczonego ukladu
(V.5.52)

n m

. o m .
N — al =l 1=
®; = E e, X o + E ejo,, (=1,...,m-1)
k 1=1

=1 1=1

(V.5.53)

m o
2@1 =const =,
1=1

okreslone przez warunki poczatkowe

0, 0=, (=1,..,m),

posiada nastgpujace whasnosci

103



limml(t):ml(;{ 1,...,704 n,moj, (1=1,...,m—1),

t—o0

gdzie o, (x 1reees X n,moj, (1 = 1,...,m—1), jest rozwigzaniem stacjonarnym dotgczonego uktadu
rownan (V.5.53.) wyznaczonym dla warto$ci parametrow X,,...,X, odpowiednio rownych
X yeees X

W ten sposob wykazali$my, ze dla dowolnego mono-enzymatycznego nieliniowego uktadu ot-
wartego, ktorego rownania dynamiki (V.5.46.) mozna sprowadzi¢ do postaci (V.5.49.), spetnione
sg zatozenia twierdzenia Tichonowa.

Tak wigc mozemy uprosci¢ proces analizy stabilnosci uktadu (V.5.46.).
Majac dany uktad (V.5.46.), ktadziemy w nim 2, =0, (j=L...,m-1).

Po wyznaczeniu zmiennych z,,...,z, z uktadu liniowych rownan algebraicznych

> alxz + Y Bz, =0, (j=1....m-1)
= = (V.5.54.)

z, =const=z

M I

1

., traktujemy jako parametry, podstawiamy je do rownan (V.5.46a.). W ten
sposob na mocy twierdzenia Tichonowa i Anosowa badanie stabilno$ci pelnego uktadu (V.5.46.
+ V.5.46.b.) mozemy zastgpi¢ badaniem stabilnosci uktadu o mniejszej liczbie réwnan, wyko-
rzystujac metody grafow komunalnych.

Roéwnania (V.5.54.) sg identyczne z rdownaniami dynamiki w stanie stacjonarnym dla odpowied-
niego mono-enzymatycznego liniowego uktadu pseudo-otwartego.

Tak wigc uktadowi réwnan algebraicznych (V.5.54.) mozna przyporzadkowaé graf przeptywu
sygnatow na podstawie rownan stechiometrycznych:

1. Wierzchotkami grafu przeptywu sygnatoéw sa stezenia réznych form enzymu z,,...,z .

2. Stezenia reagentdéw nie-enzymatycznych traktujemy jako parametry. Luki grafu przeptywu
sygnatow tworzymy na podstawie odwzorowania przedstawionego w TAB. VI.

w ktorych x,,...,x

Wykorzystujac regute Masona, znajdujemy rozwigzanie uktadu (V.5.54.).
C. Grafy kompleksow
Rozwazane w tej czg¢sci enzymatyczne uktady otwarte zmodelujemy odpowiednimi odwra-

calnymi uktadami dziatania mas. Dyfuzja reagentoéw nie-enzymatycznych zostanie zmodelowana
reakcjami ,,elementarnymi’ postaci
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ND
i, (V.5.55.)

Nb
1

. Tes

gdzie 1" bedziemy traktowac jako hipotetyczny sktadnik zewnetrzny, ktoérego stezenie jest usta-

lone i rOwne st¢zeniu i-tego reagenta nie-enzymatycznego w rezerwuarze.
Uproszczona reakcja elementarna odpowiadajaca reakcji elementarnej (V.5.55.) dana jest naste-

pujaco

NPc
0 il. (V.5.56.)
ND

a. Wilasnosci grafow kompleksow mono-enzymatycznych nieliniowych uktadow
otwartych

Cykle proste 1 dublety podzielimy na
1. zawierajace wierzcholek wyrdzniony,
2. nie zawierajace wierzchotka wyrdznionego.

Cykle proste 1 dublety nalezace do pierwszej grupy bedziemy nazywac¢ cyklami prostymi pier-
wszego rodzaju lub dubletami pierwszego rodzaju, nalezace do drugiej grupy — cyklami prostymi
drugiego rodzaju lub dubletami drugiego rodzaju.

Dla dowolnego mono- lub multi-enzymatycznego nieliniowego uktadu otwartego mozna zauwa-
zy¢, ze graf kompleksow tego uktadu

nie zawiera nieparzystych cykli prostych drugiego rodzaju,

moze zawiera¢ parzyste cykle proste drugiego rodzaju,

moze zawiera¢ parzyste 1 nieparzyste cykle proste pierwszego rodzaju,

nie zawiera nieparzystych dubletow drugiego rodzaju,

moze zawiera¢ nieparzyste dublety pierwszego rodzaju.

Nk W=

Cykl prosty drugiego rodzaju moze by¢ utworzony tylko i wylacznie z kompleksoéw hetero-bimo-
larnych.

Kazdy kompleks hetero-bimolarny (w naszym przypadku) sktada si¢ z jednego sktadnika enzy-
matycznego i jednego sktadnika nie-enzymatycznego.

Kazdy kompleks hetero-bimolarny posiada wigc nastepujaca reprezentacje:

E N
@ @
gdzie

E — skladnik enzymatyczny
N — sktadnik nie-enzymatyczny
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E, E, N, N, E, E, N, N,

E, N, N E
RYS. 21. Zaden z tych przypadkéw nie jest mozliwy. N, Na, N3, N — sktadniki nie-enzymatycz-
ne; Ey, Ea, Es, E — sktadniki enzymatyczne.

RYS. 22. Przyktady mozliwych parzystych cykli prostych drugiego rodzaju.

A

PQ)
Rys. 23. Wspoélny fragment grafow kompleksow przedstawionych w TAB. XV.

Wszystkie mono-enzymatyczne uktady otwarte przedstawione w TAB. XV posiadajg miedzy in-

nymi nast¢pujace wspolne wlasnosci:

1. Graf kompleksow kazdego z tych uktadow nie zawiera parzystych cykli prostych drugiego
rodzaju.

2. Graf przedstawiony na RYS. 23 jest fragmentem grafu kompleksow dla kazdego z tych ukta-
dow. (Graf kompleksow dla kazdego z tych uktadow zawiera parzysty cykl prosty pierwszego
rodzaju o dlugosci cztery.)
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Z TAB. XV wynika, ze graty kompleksow reakcji enzymatycznych o mechanizmach
1. uporzadkowanym m-n i n-m,

2. o dowolnej kolejno$ci m-n i n-m,

3. ping-pong m-n i n-m.

naleza odpowiednio do tej samej klasy izomorfizmow (sg izomorficzne),
gdziem#n; m,n=1, ...

Na RYS. 24, 25 1 26 przedstawiono grafy komplekséw znanych modeli oscylatorow,

gdzie

A, P, M — reagenty nie-enzymatyczne

E — swobodna forma enzymu

EA, EAA, EAP, EAAP, EM, EAM — kompleksy enzymu z reagentami nie-enzymatycznymi

Wszystkie te oscylatory posiadajg jedng wspolng wtasnos¢:

Graf kompleksow kazdego z tych uktadéw zawiera parzysty cykl prosty drugiego rodzaju o dtu-
gosci cztery.

A+E=EA=—E+P
A+ EA = EAA
P+ EA == EAP

A:O#P

B E ]:)

P EAP

(A)

RYS. 24. (A) Diagram reakcji. (B) Graf kompleksow uktadu prezentowanego w pracy [CEJIb-
KOB, 1967].
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Liczba

Nazwa mechanizmu i diagram reakcji Graf kompleksow K
ompl.

uporzadkowany jeden-jeden

N

A+E=EA=—E+P B

A#O#P

W?D}
™
>

N

>

uporzadkowany jeden-jeden A E

A+E=—FEA=—EP=—E+P

A#O#P

t
w: :
~

a}

E

uporzadkowany jeden-dwa
A+E=EA =—=EQ+P
EQ v; E+Q

—P
—
A O§Q EA

es]
o) >
b ]
O

E

uporzadkowany jeden-dwa
A+E=—=FEA == EPQ ==EQ+P
EQS=E+Q
="

A 0 E
< §Q EA EPQ

10

es]
o) >
ol ]

uporzadkowany dwa-jeden

A+E==—EA

~ ~

es]
e >
> o]
\O

EA+B == EAB==—E+P
A

B =

EAB

uporzadkowany dwa-jeden

A+E==—EA

m
~ >
> UJ

EA+B == EAB=—EPQ =—=E+P 10
A\

< E
B% EAB EPQ

TAB. XV. Grafy kompleksow mono-enzymatycznych nieliniowych uktadéw otwartych.
(Reakcje enzymatyczne o najprostszych mechanizmach)
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Nazwa mechanizmu i diagram reakcji

Graf kompleksow

Liczba
kompl.

uporzadkowany dwa-dwa
A+E==EA
EA+B==FEAB==—EQ+P

EQ : E+Q

EA B
A

EQ P

EAB

12

uporzadkowany dwa-dwa
A+E==—EA
EA+B = EAB == EPQ ==EQ+P

EQ = E+Q

EA B

EQ

EAB

13

ping-pong dwa-dwa

>

F+P
E+Q

A+E=—EA <
F+B=—FB <

~

11

ping-pong dwa-dwa
A+E=— EA == FP == F+P
F+B==FB= EQ =—E+Q

EA FP

13

o dowolnej kolejnosci jeden-dwa
% EQ+P

—_—
A+EvEA§EP+Q

FP = F+P
EQ == E+Q A=

|

)

EA

13

o dowolnej kolejnosci jeden-dwa
EQ+P

EP+Q

=
A+E=EFA < ‘EPQ§
FP = F+P
EQ =E+Q A

]
1

EA

EPQ

14

TAB. XV. Dalszy ciag

1

(=}
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Nazwa mechanizmu i diagram reakcji

Graf kompleksow

Liczba
kompl.

o dowolnej kolejnosci dwa-jeden
A+E==FEA
B+E<=—EB
EAtB=a

EB+A ?
A

EAB = E+P

:P

\\7l

13

o dowolnej kolejnosci dwa-jeden
A+E=EA
B+E<=—EB
EA+B =\
==
EB+A 2=
A =\
== —
0 P
B=

EAB = EP = E+P

14

o dowolnej kolejnosci dwa-dwa
A+ E EA
B+E<=—EB
EA+B

SSea
EB+A <
EQ == E+Q
EP == E+P
A § 0 % P
B== S

01‘

18

o dowolnej kolejnosci dwa-dwa
A+E=—=EA
B+E=—EB
EA+B LS
EB+A ==
EQ # E+Q
EP = E+P
A § 0 % P
B= S

EQ+P
EAB == EPQ < EQ

P
A

« EAB

E 010‘ o
P

19

TAB. XV. Dalszy ciag
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A+E=FEA=—E+P<=—EP
A+EA = EAA

(A) P+EA == EAP
P+ EAA = EAAP

A#O#P

A EAP

® EP

(B) E \
@ EAAP

P EAA

RYS. 25. (A) Diagram reakcji. (B) Graf kompleksow uktadu prezentowanego w pracy [CEJIb-
KOB, 1967].

A+E=EA=—E+P
E+M = EM

EM+A &=
EA+M ==
AR
M=

(A) EAM == EM +P

Oo=—P

M

o o N
,

P EAM

RYS. 26. (A) Diagram reakcji. (B) Graf komplekséw uktadu prezentowanego w pracy [OZA-
WA, 1962; SELKOV & BETZ, 1973].
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b. Grafy kompleksow a grafy komunalne

Grafy kompleksow jak 1 grafy komunalne sg réznymi reprezentacjami geometrycznymi
réwnan dynamiki. W TAB. XVI. Podano odpowiednio$¢ jaka istnieje miedzy tymi dwoma rodza-
jami grafow.

Graf kompleksow Graf komunalny

N D
C Q) N x

N q E ad ”\\N—===EEL/~\aq
. . NNV S ~._/ “EE
N
N afn\ o\
O AN
N

E,
v
a A
E, AeE \_J
E1 E —~ L=
q q 2 9 TN e — \ L4
N\ a E == E a
. . BB\ T 2 ~_/! 9E.E,

TAB. XVI. Odpowiednio$¢ miedzy grafem kompleksow a grafem komunalnym

D. Grafy Hyvera

W pracach [HYVER, 1973; SOLIMANO & BERETTA, 1976; SOLIMANO et al., 1977]
podano, wykorzystujac metody grafowe, warunki wystarczajace na to aby macierz komunalna
danego mono-enzymatycznego nieliniowego uktadu otwartego posiadata tylko rzeczywiste war-
tosci wlasne. Ze wzgledu na to, ze prezentowane tam twierdzenia zostaly sformutowane nadzwy-
czaj nieprecyzyjnie, nie bedziemy ich tutaj omawiac.
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Rozdzial VI

ZASTOSOWANIE TEORII GRAFOW DO ANALIZY STABILNOSCI STANOW
STACJONARNYCH W SIECIACH REAKCJI ENZYMATYCZNYCH - JEZYK
POTENCJALOW CHEMICZNYCH

Zagadnienia przedstawione w tym rozdziale byty prezentowane w pracy [OSIAK, 1978].

§ 1. Elementy termodynamiki sieciowej w formalizmie graféw powigzan
A. Wstep

W pracach [OSTER et al., 1971, 1973; OSTER & AUSLANDER, 1971,,; OSTER &
PERELSON, 1973, 1974 ,; PERELSON, 1975,; PERELSON & OSTER, 1974, 1976,] zostata
sformutowana termodynamika sieciowa w formalizmie grafow powigzan, prosta i elegancka me-
toda doskonale nadajaca si¢ do badania sprzezonych, nieliniowych, zaleznych od czasu procesow
termodynamicznych w heterogennych osrodkach. Teoria ta daje mozliwo$¢ konstrukcji reprezen-
tacji w postaci graféw powigzan dla reakcji enzymatycznych [OSTER et al., 1973].
Reprezentacje te moga by¢ uzyte miedzy innymi przy poszukiwaniu graficznych kryteriéw dla
stabilnosci 1 oscylacji [PERELSON, 1975,] lub konstrukcji i opisu uktadéw, w ktorych majg
miejsce reakcje chemiczne 1 dyfuzja.

Termodynamiczne kryteria stabilnos$ci standw stacjonarnych w osrodkach cigglych [GLANS-
DORF & PRIGOGINE, 1971] zostaly przepisane dla przypadku uktadow nieciagtych (dyskret-
nych) na bazie termodynamiki sieciowej [OSTER et al., 1973].

Celem niniejszego rozdziatu jest podanie interpretacji w jezyku grafow powiazan dla klasyfikacji
destabilizujgcych interakcji zaproponowanej przez Tysona [TYSON, 1975] oraz zwigzku graféw
powigzan reprezentujacych uktady reakcji enzymatycznych z grafami komunalnymi.

B. Podstawowe zatozenia termodynamiki sieciowe;j

Termodynamika sieciowa opiera si¢ na trzech zatozeniach [OSTER et al., 1971; 1973; PE-

RELSON, 1975,]:

1. Uktad fizyczny dzielimy myslowo na skonczong liczbg poduktadow tak, aby kazdy z pod-
uktadow mozna bylo traktowac jako jednorodny oraz aby czas relaksacji dla kazdego z pod-
uktadoéw byt duzo mniejszy niz czas relaksacji dla catego uktadu.

2. Przyjmujemy postulat o lokalnej rownowadze. Tzn., pomimo, ze uktad jako calo$¢ moze
znajdowac si¢ daleko od stanu rownowagi, to lokalnie zatozenie to pozwala w dalszym ciggu
opisywac uktad przy pomocy wielko$ci termodynamicznych takich jak temperatura, ci$nienie
1 potencjat chemiczny.

3. W kazdym poduktadzie maja miejsce ztozone procesy, jednakze zatozymy, ze mozna myslo-
wo rozdzieli¢ te procesy na dysypatywng i niedysypatywna czgsc¢.

C. Wielkosci opisujace stan uktadu

Stan uktadu bedziemy opisywac¢ uzywajac par sprz¢zonych wielkosci. Kazda para sprzezo-
nych wielko$ci przedstawia dwa rodzaje pomiaréw (ktére moga by¢ przeprowadzone myslowo
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w kazdym idealnym poduktadzie). Pomiary te moga by¢ ,,dwupunktowe” (np. réznica potenc-
jatow elektrycznych) — odpowiadajace im wielkosci bedziemy nazywa¢ wielko$ciami dwu-punk-
towymi, lub ,,jedno-punktowe” (np. natezenie pradu elektrycznego) — odpowiadajgce im wielkos-
ci bedziemy nazywac¢ wielko$ciami jedno-punktowymi.

Klasyfikacja wielkosci na jedno-punktowe i dwu-punktowe dyskutowana jest w pracach
[TRENT, 1955; OSTER et al., 1973].

Jako nasze podstawowe wielkos$ci opisujace stan uktadu przyjmiemy wielkosci bedace bodzcami
termodynamicznymi i wielko$ci bedace strumieniami termodynamicznymi. Bodzce termodyna-
miczne bedg wielkoSciami dwu-punktowymi, bedziemy je oznacza¢ przez e(t). Strumienie
termodynamiczne beda wielkosciami jedno-punktowymi, bedziemy je oznaczaé przez f(t). Obie
te wielkosci sa skalarnymi funkcjami czasu t. Zadamy aby iloczyn ef = P mial wymiar mocy.
Zdefiniujemy teraz dwie nowe wielkosci p(t) 1 q(t) opisujace stan uktadu. Wielko§¢ dwu-punkto-
wa p(t) dana jest przez

p(t)= p(0)+je(t)dt : (VLL.L)

q(t)=q(0)+ [ £(t)dt|. (VL1.2)

D. Definicja grafu powigzan

Funkcyjng zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi opisujagcymi stan uktadu bedziemy nazywac
réwnaniami definicyjnymi.
Roézne rodzaje rownan definicyjnych przedstawiono w TAB. XVII. Dalej rownania definicyjne
okreslajace opory, pojemnosci, indukcyjnosci, memrystory, potaczenia szeregowe, potaczenia
rownolegte, zrodta napie¢, zrodia pradu oraz transformatory bedziemy przedstawia¢ w postaci
duzych liter odpowiednio: R, C, I, M, 1, 0, E, F, TD. Zauwazmy, ze kazda z tych funkcji jest
prosta lub ztozona funkcjg zmiennych e i f.

Nieskierowanym grafem powigzan nazywamy graf B :<V,‘I’> , ktorego zbior wierzchotkow V

jest zbiorem rownan definicyjnych

Vv ={{R}. {C}. {1}. M}, {1}, {0}, {E}. {F}. {TD}} (VL.1.3.)

a binarna relacja ¥ dana jest nastepujaco:

vitv, el Vo Ae(t)=ejt)=ef £1(t) = fi(t) = £ |, (VL1.4.)
e,f,epf t

ke{l,...,n}
le{l,...,m}
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v;,v; €V].

kl 1 fkl

Kazdej krawgdzi grafu powigzan przyporzadkowujemy dwie wielkosci ¢; i f,

gdzie

e’ — dolny wskaznik i oraz gorny wskaznik k oznaczajg, ze wielko$¢ e’ jest k-ta zmienng typu
bodzca w rownaniu odpowiadajacym i-temu wierzchotkowi

egl — oznacza, ze k-ta wielkos¢ typu bodzca w réwnaniu odpowiadajgcym i-temu wierzchotkowi,

oraz l-ta wielko$¢ typu bodzca w rownaniu odpowiadajgcym j-temu wierzchotkowi przyjmuja te
same wartosci

Zalezno$¢ (VI.1.4.) wypowiemy dla jasnosci takze stowami.

Wierzchotek v, jest w relacji W z wierzchotkiem v; wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg zmienne

ek (t), eE(t), £5(t),f jl () takie, ze dla kazdej wartosci parametru t odpowiednia para wielko$ci typu

bodzca i odpowiednia para wielko$ci typu strumienia przyjmuja w rownaniach odpowiadajagcym
wierzchotkom i oraz j te same wartos$ci, tzn.

gdzie ke {1,...,n}, le{l,...,m}.

Graf powigzan mozna zdefiniowaé takze w sposob mniej precyzyjny [PERELSON, 1975,
1976; PERELSON & OSTER, 1976,; ROSENBERG & KARNOPP, 1972].

Roéwnaniu definicyjnemu mozna przyporzadkowaé punkt na ptaszczyznie incydentny z n odcin-
kami. Kazdemu odcinkowi przypisujemy odpowiednig pare sprzezonych wielkosci e i f. Majac
dane powyzsze reprezentacje dla rownan definicyjnych, mozemy utworzy¢ graf powigzan, ko-
rzystajac z zasady, ze scalamy te odcinki, ktore sg obcigzone tymi samymi parami sprzezonych
wielkosci e 1 f. Taka definicja grafu powigzan, jak juz wspominali§my, jest mniej precyzyjna ale
za to bardziej pogladowa i wygodniejsza w zastosowaniach.
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Nazwa Roéwnania definicyjne |Symbol Reprezentacja geometryczna
jedno-dostepny B e
opor Ve (e,f)=0 R —R
jedno-dostepna _ e
pojemnosé Ve(e,q) =0 ¢ f ¢
jedno-dostepna 3 e
indukeyjnosé Vi(p,f) =0 I P!
jedno-dostepny 3 e
memrystor Vu (p ’ q) =0 M f M
dwu-dostepny Vi ( e.f; ,e,,.1, ) =0 R e R X
dwu-dostepna Vé(el ,q; ,ez,qz) =0 c i c e,
pojemno$é V2 ( e .4, ,ez,qz) ~0 f, f,
dwu-dostgpna Vll(pl f1,p2.15 ) =0 I ¢ I 2
indukcyjno$é Vz( £ £ ) ~0 £ )
1 \ P51 P21, ) = I 2
dwu-dostepny Vi ( P1>9;5P2>4 ) =0 M LM e,
t
memrystor Vfa(Pp‘haPzaqz) ~0 f, f)
N .,
element jednostkowy D.8.e,=0 . e | .
(potaczenie szeregowe) k=l e e,
f, =1, =--=1y : 1
f, f\
N o,
element zerowy D.8,£, =0 0 e £ *
(potaczenie réwnolegle) k=t e,
€ =€, ="=¢C 1 0
f, f
. . o
zrodlo napiecia e=const, f="f(t) E n E
zroédto pradu f=const, e= e(t) F ? F
1
&= & € (r) e,
transformator r D F TD i
f, =1f, ' 2

TAB. XVII. Rownania definicyjne i ich reprezentacje [ROSENBERG & KARNOPP,

OSTER et al., 1973].
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E. Konwencja znakowa — skierowany graf powigzan

Nieskierowany graf powigzan nie oddaje w pelni informacji o uktadzie, ktéry opisywany
jest zbiorem rownan definicyjnych stanowigcych wierzchotki tego grafu. Wynika to z tego, ze su-
ma iloczynéw obcigzen z odpowiednimi wspdtczynnikami liczbowymi (+1 lub —1) krawedzi in-
cydentnych z danym wierzcholkiem, posiadajaca wymiar mocy, ma $ci$le okreslong interpretacje
[OSTER et al., 1973].

Orientacji nieskierowanego grafu powigzan bedziemy dokonywaé zgodnie z konwencja przedsta-
wiong na RYS. 27 [PERELSON, 1975y].

+.EE——— —=>  cf=P
+.EE——— ——> —cf=P

RYS. 27. Konwencja znakowa przyj¢ta w tej pracy.

§ 2. Grafy powigzan enzymatycznych nieliniowych uktadow zamknigtych *

W paragrafie tym bedziemy rozpatrywac reakcje enzymatyczne przebiegajace w zamknie-
tym, jednorodnym uktadzie przy ustalonej temperaturze i cisnieniu. B¢dziemy rozwaza¢ idealne
roztwory rozcienczone.

Roéwnania (poréwnaj rownania (1.2.9.))

Ji :Ci( Hi)lli

(VI2.1)

“

gdzie

c'V -l .
cim)-gresf 3 ol

sg rownaniami definicyjnymi dla pojemnosci [OSTER et al.,.1973].
Roéwnania (poréwnaj rownania (1.2.10.))

JR 'V A‘f* Ay (V1.2.2)
=K.C eXp| — | —eXp| — 2.2,
e o RT o RT

stanowig rownania definicyjne dla oporéw [OSTER et al.,.1973].
Elementy zerowe dane sg przez nastgpujace rownania [OSTER et al.,.1973]
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M
L= vJsl, (VI2.3)
q=1

gdzie M jest liczbg reakcji elementarnych.
Jezeli liczba substratow lub produktow w g-tej reakcji elementarnej jest > 2, to rownania

Nq

AL=D Vi, (V1.2.4)
k=1

lub

Nq
ro__ r
Ay = Z"kq“k
k=1

“

(V1.2.5)

gdzie N jest liczbg reagentow w g-tej reakcji elementarnej, stanowig rownania definicyjne dla

elementéw jednostkowych.

Grafy powigzan dla reakcji elementarnych przebiegajacych w warunkach podanych powyzej
przedstawione sg na RYS. 28. Reprezentacje te rdznig si¢ od reprezentacji przedstawionych
w pracy [OSTER et al.,.1973] zastgpieniem transformatorow przez elementy zerowe, co mozliwe
jest dzieki jednostkowej stechiometrii. Umozliwia to znaczne uproszczenie grafow powigzan dla
ztozonych uktadow reakcji enzymatycznych. W celu konstrukeji grafu powiazan dla danej sieci
reakcji enzymatycznych, konstruujemy grafy powigzan dla kazdej reakcji elementarnej na pod-
stawie rOwnania stechiometrycznego, wykorzystujac odwzorowanie przedstawione na RYS. 28.

C
\
W 0 n
L — R R
1+] ¢ k Hi 1 J SR J ~0 Je S C
JR Af Ar Mk k
0~ K C
JJ / J
M
CJ JR 0 Mj
N R VI AN \/
1 — .]+ i !"l'l Af Ar 1 JR
M
0
J
My
L— . R R
Le——J C < . 0 J‘ SR J ~0 J; SC G,
1 !"l'l AI Ar “J J

RYS. 28. Grafy powigzan elementarnych reakcji.

118



Zauwazmy, ze dla kazdej reakcji enzymatycznej mamy

M M

=Y J=>vJ (VI2.6)
q=1 q=1

oraz
M d i )

Ji =ZC?( w)(%} =, (n )l (V1.2.7.)
q=1 q

gdzie

i

J= (ditJ — szybkos$¢ zmian liczby moli i-tego sktadnika w komorce zwigzana z przebiegiem

g-tej reakcji elementarne;j

(dditl] — szybko$¢ zmian potencjatu chemicznego i-tego sktadnika zwigzana z przebiegiem g-tej
reakcji elementarnej
C?( W, ): C, ( [T ) dla kazdego q

Tak wigc mozemy sformulowaé regute scalajacg dla wierzchotkéw 0 i C jak przedstawiono na
RYS. 29.

RYS. 29. Regula scalajagca dla wierzchotkéw 01 C.
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(A)

A +E—FA, EA%EP, EP—=E+P
(B) ©)
x
ﬂ\ ﬂﬁn_'?ﬂ C'K'D &
/il &/ Ny mp
D"f’-d! e;" \“L ,(1 '::'E‘f
fﬁc}f“\J O —ris {:
W % VRN
" S a2 =
0
4 v/
Ce Cp

RYS. 30. Zasada konstrukcji grafu powigzan. (A) Réwnania stechiometryczne dla reakcji enzy-
matycznej o mechanizmie uporzadkowanym jeden-jeden. (B) Zbior grafow powiazan reakcji ele-
mentarnych. (C) Graf powigzan reakcji enzymatycznej o mechanizmie uporzadkowanym jeden-
jeden.

Zbidr grafow powigzan reakcji elementarnych scalamy w jeden graf, wykorzystujac regute scala-
jaca dla wierzchotkow 0 1 C.

Rysunki 31, 32, 33, 34, 35, 36 i 37 przedstawiaja grafy powigzan reakcji enzymatycznych o nas-
tepujacych mechanizmach:

Uporzadkowany jeden-dwa Uporzadkowany dwa-jeden
_ki_) _k;l_>
A+E EA A+E EA
k, k
k+2 3 k+2 3
EA EPQ EA+B EAB
k., k.,
x (VI.2.8.) . (VL2.9.)
i EE i <N
EPQ P+EQ EAB EP
k k.,
k+4 3 k+4 5
EQ - E+Q EP - E+P
-4 -4
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Uporzadkowany dwa-dwa

(V1.2.10.)

O dowolnej kolejnosci dwa-jeden

k

+1 5
A+E EA

(VI2.12.)

O dowolnej kolejnosci jeden-dwa

k+1

A+E > EA
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O dowolnej kolejnosci dwa-dwa Ping-pong dwa-dwa

k

+1 >
A+E EA

k

ESIN
A+E EA

k+2 3
EA FP

—

(V1.2.13.)
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0
0 / ke
> i L"“H EA EPQ
Ry Ce k
£ e+ Ca 0 k.,

\ Cera k+4 3
2 EQ E+ Q

ﬂ/ﬂq\\mglz_..-ﬂ/ k.,

v

Ce

RYS. 31. Graf powigzan reakcji enzymatycznej o mechanizmie uporzadkowanym jeden-dwa.

RYS. 32. Graf powigzan reakcji enzymatycznej o mechanizmie o dowolnej kolejnosci dwa-
jeden.
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RYS. 33. Graf powigzan reakcji enzymatycznej o mechanizmie uporzadkowanym dwa-dwa.

k
Cﬂ\ /E”F‘ A+E T’ EA

k 1

Ce k

RYS. 34. Graf powigzan reakcji enzymatycznej o mechanizmie o dowolnej kolejnosci jeden-
dwa.
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¢ d k+1
\ A+E T EA
0 Ca k.
a EA+B EAB
7T wd k,
By, 4 .
—+)
/ Ce \L EAB EPQ
O —={( k_y
C +4
EAD EPQ EQ+P
/ / k—4
0 A
. RZH k+5
\ EQ >E+ Q
X
Ce

RYS. 35. Graf powigzan reakcji enzymatycznej o mechanizmie uporzadkowanym dwa-jeden.

Cq Ca k

\ /‘ A+E T EA

0 _ ke
i EA FP

-1 l, 4\\& —

RYS. 36. Graf powigzan reakcji enzymatycznej o mechanizmie ping-pong dwa-dwa.
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RYS. 37. Graf powigzan reakcji enzymatycznej o mechanizmie o dowolnej kolejnosci dwa-dwa.

§ 3. Grafy powigzan enzymatycznych nieliniowych uktadow otwartych *
A. Konstrukcja grafu powigzan

Zajmiemy si¢ konstrukcjg grafu powigzan dla modelu 2 (Rozdz. I, §2.).
Roéwnania definicyjne dla oporu membrany (poréwnaj rownania (1.2.13.)) sa postaci

12 = NP expl ZH || expl B |- exp| 2o || VI3.1.
i i XP(RT][XP(RT s ( )

Rezerwuar jest opisywany przez zrddto napiecia, ktérego rownanie definicyjne dane jest przez

W= =const|. (VL3.2)

Whnetrze komorki opisywane jest przy pomocy tych samych rownan co w przypadku uktadu zam-
knietego, za wyjatkiem elementow zerowych, ktoére w tym przypadku przyjmuja posta¢ (porow-
naj ([.2.1.))
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J, —Zv ¥ +e IP. (VL3.3))

q9-q

Grafy powiazan dla rozpatrywanego modelu mozna konstruowaé, wykorzystujac odpowiednie
reprezentacje dla reakcji enzymatycznych przebiegajacych w uktadach zamknietych. W tym celu
nalezy graf powigzan dla dyfuzji (RYS. 38) dotaczy¢ do odpowiedniego elementu zerowego gra-
fu reakcji.

|
|
|
GRAF REAKCIL |
|
|
|

RYS. 38. Graf powigzan dla dyfuz;ji.

B. Grafy powigzan a grafy komunalne

Rownania dynamiki w jezyku potencjatow chemicznych dla enzymatycznych nieliniowych
uktadoéw otwartych majg postac:

e

g.c’ |
ta - {ﬁ?—ﬁiexp(%ﬂzlﬂ(ul,...,uN), (i=1,...,N)

1

, (V1.3.4.)

gdzie

ND o u?
B; p( i J

B x| M
B! Bep(RTj
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c'V -l .
cim)-gresf 3 ol

Linearyzacja rownan (V1.3.4.) w poblizu stanu stacjonarnego daje

dg, & ;

—L=%ak, (i=L....,N)|, (VL3.5.)

dt j:1

gdzie

& =t~ |&|<<pg (i=1...N)], (V13.6.)
OFE . .

a,=—-, (ij=1,...,N)|. (VL3.7.)
oM

Niech p; >0, (i =1,.. .,N), beda wspotrzednymi danego dodatniego stanu stacjonarnego.

o

Elementy diagonalne macierzy komunalnej a; = — dane s3 nastepujaco
j
O°F M
a; =——=) aj +ga;|, (VL3.8.)
oW qz=:‘
gdzie
0° : o : :
r) oznacza, ze warto$¢ pochodnej czastkowej liczona jest dla wspotrzednych stanu stacjonarne-
go.
0 v kcV N N
al=—-<24 ex vi B | ex v B VI1.3.9.
" {j—”i ~ { p(; " RTJ p(; AR (VL3.9.)
0° |NPRT res - NP S 0
= i exp| B Jexp| — i |—1 b= ——exp| Hi—Ha (V1.3.10.)
Op, \Y% RT RT \Y% RT

Elementy niediagonalne macierzy komunalnej dane sg przez

o°F M
aij=a—u‘=zai} : (VL3.11)
j

q=1
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gdzie

0% |v xcV =
al = 94 exp( vl ﬁ]—exp(
: 8uJ{C(u1)[ kz; ‘RT

k=1

N
D

i

Dla reakcji elementarnej

k.,
i+] > k
qu
mamy
—ul+
a? — —k+q exp( HJ ];lrl—o‘k HOIJ ,

RT
aj =-—aj|,
aj, =-ajl,
ay = —ay |,
ay =-ay|,
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(V1.3.13.)

(V1.3.14.)

(V1.3.15.)

(V1.3.16.)

(VL.3.17.)

(V1.3.18.)

(V1.3.19.)

(V1.3.20.)

(VI.3.21.)



Dla reakcji elementarnej

k

R N

<_—
k

—-q

i j+k

mamy

q_
aj =—k  exp

— W + uoj + Mok

RT

4 _ _
aj; =—k_ exp

RT

_l’lﬁ—i_uoi_uoj]

RT

—ul+u. -
aEk — _k,q exp( uj um l’l’ok

Jl

—ul +
al, =—k_, exp(m

RT ’

—ul+u.
al =k exp(MJ ,

RT

ay =—ai]
a‘}i = —a?j ,
a?k = _a?i ’
ag =-a} |.

Dla reakcji elementarnej
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(V1.3.23.)

(V1.3.24.)

(V1.3.25.)

(VI1.3.26.)

(V1.3.27.)

(V1.3.28.)

(VI1.3.29.)

(V1.3.30.)



By — 1

al =—k, exp| —/—— ||, VIL.3.31.
: a®%P| T RT ( )

al =—k__ exp % , (V13.32.)

aj =-aj, (VL.3.33)

aj = —aj (VL3.34)

Wykorzystujac zaleznosci (V1.3.10.), (VL.3.13.) + (VL.3.34.), mozna podaé sposéb konstrukeji
multigrafu komunalnego reakcji na podstawie rownan stechiometrycznych, co zostalo przedsta-

wione w TAB. XVIIL

Grafy powigzan jak i multigrafy komunalne reakcji sa r6znymi geometrycznymi reprezentacjami
rownan dynamiki. W TAB. XIX podano odpowiednios¢ jaka istnieje migdzy tymi dwoma rodza-

jami grafow.

131



Roéwnanie stechiometr. Multigraf komunalny reakc;ji Roéwnanie

al | (V13.13.)

al | (V13.14.)

+q

iHe=—=k a%, | (V13.15.)

al | (V13.20.)

al | (VI3.21.)

al | (V13.22)

al | (V13.23.)

i 1;: Kk al, | (VI3.24)
_q ad | (V13.25)

al | (vi3.26.)

i k., j o _ai el al | (VL3.31.)
k, 4 A ~% ANPL al | (VI3.32.)

g =1 i a? | (V13.10.)

TAB. XVIII. Zasada konstrukcji multigrafu komunalnego reakcji na podstawie rownan stechio-
metrycznych.
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Graf powigzan

Multigrat komunalny reakcji

\1/

0/

>~ 0

~ 1

=~ 0

El’eS

TAB. XIX. Odpowiednio$¢ migdzy grafem powigzan i multigrafem komunalnym reakcji.
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C. Klasyfikacja Tysona

Naszym celem bedzie podanie interpretacji w jezyku graféw powiazan dla klasyfikacji Ty-
sona [TYSON, 1975]. Bedziemy dla prostoty rozpatrywac tylko takie uktady reakcji enzymatycz-
nych, w ktorych dane dwa roézne reagenty wystepuja jednoczesnie co najwyzej w dwu reakcjach

elementarnych. Przyjmujemy, ze wszystkie stale szybkosci sg dodatnie k, .k , >0. Bedziemy

rozwazac tylko takie stany stacjonarne, dla ktorych p , >0, ( i=1,..., N).
Aby wyznaczy¢ znaki elementow a; i a; macierzy komunalnej A =[a;], ( Lj=1,..., N), WYys-
tarczy rozpatrzy¢ tylko te reakcje elementarne z uktadu reakcji, w ktérych wystepuja jako reagen-

ty oba sktadniki i oraz j.
W uktadach reakcji, ktore bedziemy rozpatrywac, ilo$¢ reakcji elementarnych niezbednych do

wyznaczenia elementow a; oraz a; wynosi co najwyzej dwa.

Aby wyznaczy¢ znaki elementow a; i a, (i;t j), na podstawie grafu powigzan wystarczy roz-

i
patrzy¢ podgraf, ktory sktada si¢ z dwu elementéw zerowych odpowiadajacych sktadnikom i, j
oraz co najwyzej dwu tancuchow prostych taczacych oba te elementy zerowe takich, ze nie za-
wierajg innych elementow zerowych. Rozne rodzaje takich podgrafow podano w tabelach XX,
XXTI 1 XXII.

Podgrafy przedstawione w TAB. XX i TAB. XXI bgdziemy nazywa¢ A-destabilizujacymi pod-
grafami drugiego rzegdu.

Podgrafy przedstawione w TAB. XXII bedziemy nazywa¢ C-destabilizujacymi podgrafami
drugiego rzgdu. Znaki (+,—,0) elementow a; oraz a; odpowiadajacych danemu C-destabilizuja-

cemu podgrafowi drugiego rzedu zaleza od przyjetych wartosci parametrow.

Niech G bedzie grafem powigzan reprezentujagcym dany enzymatyczny nieliniowy uktad otwarty.
A-destabilizujagcym podgrafem n-tego rzedu bedziemy nazywaé podgraf grafu G utworzony z A-
destabilizujacych podgrafow drugiego rzedu tak, aby z kazdego elementu zerowego mozna bylo
dojs¢ do tego elementu, przechodzac przez wszystkie pozostate elementy zerowe tylko jeden raz.

C-destabilizujacym podgrafem n-tego rzedu bedziemy nazywac¢ podgraf grafu G utworzony z A-
destabilizujgcych podgrafow drugiego rzedu tak, aby z kazdego elementu zerowego mozna bylo
doj$¢ do tego elementu, przechodzac przez wszystkie pozostate elementy zerowe tylko jeden raz.
Przy czym n jest rowne ilo$ci elementow zerowych w tak utworzonych pografach.
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Podgraf grafu powigzan =~ Minimalny zbior
reakcji elementarnych realizujacych dany podgraf

i ]
M [ o > < 0 = i+j==@
2| 0< 1 >0 = T+
! itj== @
(3) 0/ \o -
~ i+i=20
1 T+
4) 0"/ \0 = .
\1/ T=11)
1 == i+]
/ \ ~
S| o 0 =
\1/ i+i==0
TAB. XX. Konkurencja a;,a; <0.
i ]
© | o > ] >~ R S0 = i+@=2)
M| 0—R—>1—>0 = i==j+@

(3 0

1——R : 4., .
9) 0/ N i+ @]

p
\lﬁRp/ irO =
—_ q
RTINS e
(10) 0 0 P
\Rpﬁl/ iz=j+0
ant o ~ R >0 = ] ==

TAB. XXI. Symbioza ay,a; >0.

ij°
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Podgraf grafu powigzan Minimalny zbior reakcji elementarnych
realizujacych dany podgraf

/1 Rp\\ 1+'\——J

(12) =
\ / 1+_] (_—:‘O

/1 Kj\ 1+.\——J

(13) \/ - .

Rél p
/ \\ ==+ @

(14) =
\ / i+] (_—}O

Al p
Rp \ LGP

(15) \\/ - .

TAB. XXII. C-destabilizujace podgrafy drugiego rzedu. e i © oznaczaja dwa roézne reagenty,
z ktorych kazdy jest r6zny od i oraz j.

Kazdej destabilizujacej interakcji odpowiada skonczony zbidr A- i1 C-destabilizujacych podgra-
fow odpowiedniego rzgdu. Kazdemu A- i C-destabilizujacemu podgrafowi danego rzedu odpo-
wiada w sposob jednoznaczny minimalny zbior elementarnych reakcji realizujacych dany pod-
graf.

Interpretacja w jezyku graféw powigzan dla klasyfikacji destabilizujacych interakcji Tysona
umozliwia konstrukcj¢ uktadow reakcji enzymatycznych o zadanych A- i C-destabilizujacych
podgrafach.

Badanie wtasno$ci A- 1 C-destabilizujacych podgraféw moze stanowi¢ jeden z etapéw majacych
na celu sformutowanie graficznych kryteriow (w postaci warunkow wystarczajacych) dla istnie-
nia ,,egzotycznych” zjawisk w uktadach reakcji enzymatycznych.
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1
7'\
0 R
0<1>0 l/vRv\(l)

<— A<

RYS. 39. Przykfady ujemnych petli sprz¢zenia zwrotnego aza a,; <0.
—0—>1

R
e ~ I/

0<—I<—R<—0

/N 1

RYS. 40. Przyklady dodatnich petli sprzezenia zwrotnego aga a,; >0.
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Rozdzial VII
WNIOSKI KONCOWE

§ 1. Ogdlna charakterystyka metod grafowych

Wszystkie rozpatrywane w tej pracy rodzaje grafow (grafy przepltywu sygnatow, grafy ko-
munalne, grafy kompleksow, grafy Hyvera, grafy powigzan) mozna utworzy¢ na podstawie row-
nan stechiometrycznych. Innymi stowy, istnieje odwzorowanie pomiedzy roOwnaniami stechio-
metrycznymi a kazdym z tych grafow.

Glowng zaleta metod grafowych stosowanych przy analizie stabilnos$ci stanéw stacjonarnych jest
mozliwo$¢ uzyskania informacji o stabilno$ci stanéw stacjonarnych bez wypisywania w jawnej
postaci jakichkolwiek réwnan. Sg to metody bardzo szybkie i §wietnie nadajg si¢ do wstepnego
testowania uktadow enzymatycznych.

Jednakze najistotniejszym osiggni¢ciem metod grafowych jest (zdaniem autora) mozliwos¢ kon-
strukcji uktadow enzymatycznych o zadanych wilasnosciach. Konstrukcja uktadow enzymatycz-
nych mozliwa bedzie dzigki twierdzeniom tego typu co twierdzenie Horna (Tw. 25) oraz twier-
dzenia przedstawione w niniejszej pracy (Tw. 30, Tw. 31 1 Tw. 32).

§ 2. Wyniki uzyskane przez autora

Nalezy podkresli¢, ze rozwazania bedace przedmiotem niniejszej pracy dotyczyly wylacz-
nie enzymatycznych uktadow dziatania mas z krétkimi kompleksami bez komplekséw homo-bi-
molarnych. (WytaczyliSmy z rozwazan reakcje autokatalityczne.) Rozpatrywalismy tylko sieci
reakcji enzymatycznych utworzone z reakcji elementarnych przedstawionych na RYS. 3.
Uzyskano nastgpujace rezultaty:

L. Podano klasyfikacje uktadéw enzymatycznych ulatwiajacg systematyczne wykorzystanie
metod teorii graféw do badania stabilno$ci standw stacjonarnych.
II. Zmodyfikowano metod¢ graféw Clarke’a, wprowadzajac elementy teorii grafow komunal-
nych.
II. Dla mono-enzymatycznych liniowych ukladow pseudo-otwartych, wykorzystujac metody
teorii grafow:
1. Wykazano, ze uktady takie posiadajg jeden i tylko jeden dodatni stan stacjonarny,
ktory jest jakosciowo stabilny.
2. Podano og6lng posta¢ rownan szybkosci w stanie stacjonarnym dla reakcji enzyma-
tycznych o mechanizmach uporzadkowanych i ping-pong (Tw. 27).
3. Przedstawiono sposob konstrukcji niestacjonarnego grafu przeptywu sygnalow dla
dowolnych warunkow poczatkowych.
IV. Dla mono-enzymatycznych nieliniowych uktadéw otwartych
1. Zbadano wiasno$ci macierzy komunalne;.
2. Przedstawiono sposob konstrukcji multigrafu komunalnego reakcji na podstawie
roOwnan stechiometrycznych.
3. Wykazano, ze wspoOlczynniki a, 1 o, w rownaniu charakterystycznym macierzy ko-

munalnej oraz wyznacznik Hurwitza A, sa dodatnie (Tw. 28 1 Tw. 29).

4. Wykazano, ze spelnione sg zatozenia twierdzen Tichonowa i Anosowa.
Zbadano pewne wiasnosci reprezentujacych je graféw kompleksow.

e
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Przedstawiono sposéb konstrukcji graféw powigzan.

7. Podano interpretacje w jezyku grafow komunalnych i graféw powigzan dla destabili-
zujacych interakcji Tysona.

8. Zbadano powigzania migdzy réznymi rodzajami grafow.

9. Podano warunki wystarczajace na to, aby dodatni stan stacjonarny byl warunkowo
stabilny.

10. Zaproponowano kilka modeli uktadéw o niestabilnych stanach stacjonarnych.

Tekst dodany po zloZeniu pracy uwzgledniajacy niektére uwagi recenzentow

Grafy przeplywu sygnatow byly dotychczas wykorzystywane jedynie przy analizie mono-enzy-
matycznych liniowych uktadow pseudo-otwartych w przypadku stacjonarnym oraz w przypadku
niestacjonarnym dla specyficznych warunkow poczatkowych.
W pracy pokazano, ze grafy przeptywu sygnaldéw moga by¢ wykorzystane takze przy analizie:
1. multi-enzymatycznych liniowych pseudo-otwartych uktadéw w przypadku stacjonarnym
jak réwniez w przypadku niestacjonarnym dla dowolnych warunkoéw poczatkowych,
2. mono- 1 multi-enzymatycznych nieliniowych uktadow otwartych w przypadku stosowania
twierdzenia Tichonowa.
Wykorzystujac metody grafow przeptywu sygnatow, udowodniono twierdzenie 27.

Grafy komunalne wprowadzone w tej pracy stanowig modyfikacje grafow Clarke’a. Metoda gra-
fow komunalnych jest krotsza, prostsza, a zarazem bardziej ogdlna niz metoda Clarke’a. Wyko-
rzystujac metody grafow komunalnych, udowodniono twierdzenia 28, 29, 30, 31 1 32.

Grafy kompleksow w tej pracy wykorzystano po raz pierwszy w systematyczny sposob do anali-
zy uktadow enzymatycznych.

Grafy powigzan dla reakcji enzymatycznych byty badane w pracy [OSIAK, 1978].

Rozwazania prezentowane w niniejszej pracy stanowig potwierdzenie dla tezy, ze metody teorii
grafow sg w sposob naturalny zwigzane z analizg stabilno$ci stanow stacjonarnych w uktadach
enzymatycznych.

Natomiast twierdzenia 30, 31 1 32 dajg podstawe do przypuszczenia, ze dzigki metodom teorii
grafow bedzie w przysztosci mozliwa konstrukcja uktadéw enzymatycznych o zadanych wias-
nosciach.
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RECENZJE

Recenzja Kornela Nowaka

"Reakcja chemiczna jest zjawiskiem polegajacym na zmianie jednych substancji w inne".
Wychodzac z tej uproszczonej definicji reakcji chemicznej, mozna tatwo zauwazy¢, ze opis tego
zjawiska ma kilka aspektow fizycznych. Pierwszy z nich dotyczy struktury substancji bioracych
udziat w reakcji oraz zmian tej struktury podczas reakcji i przyjeto si¢ nazywa¢ go mechanizmem
reakcji. Zmianom strukturalnym towarzyszg zmiany energii wlasnej czasteczek substancji oraz
zmiany energii otoczenia i takim opisem zajmuje si¢ termodynamika procesow chemicznych.
Wreszcie kazda reakcja chemiczna zachodzi w skofczonym czasie i zmiany liczby substancji
jakie temu towarzyszg opisuje kinetyka reakcji chemicznych. Tak wiec zaden z tych sposobow,
strukturalny, termodynamiczny czy kinetyczny nie opisuje w petni zjawiska jakim jest reakcja
chemiczna, chociaz w sumie dajg pewien obraz zblizony do rzeczywistos$ci.

W przypadku reakcji chemicznych zachodzacych w organizmach zywych czyli reakcji bio-
chemicznych sytuacja jeszcze bardziej si¢ komplikuje ze wzgledu na udziat w kazdej takiej re-
akcji naturalnego katalizatora czyli enzymu. Poniewaz enzymy sg biatkami, substancjami bardzo
nietrwatymi, wiec czynnikow wptywajacych na reakcje biochemiczng jest znacznie wigcej niz
w przypadku reakcji chemicznej. Dlatego tez opis tego zjawiska jest bardziej ztozony i trudniej-
szy do przeprowadzenia. Dotychczas stosowane sg w opisie rekcji chemicznych 1 biochemicz-
nych te same metody, jednak z wyzej wymienionych wzgledow nadaja si¢ one jedynie do stosun-
kowo prostych przypadkow reakcji biochemicznych, a wigc tych mniej interesujgcych.

W takiej sytuacji zajecie si¢ przez mgr Osiaka tematyka dotyczaca teorii analizy stabilno$ci
stanow stacjonarnych w sieciach reakcji enzymatycznych wymagato niewatpliwie znacznej od-
wagi osobistej, ale bylo tez ze wszech miar pozyteczne. Trzeba podziwiaé tez inwencje doktoran-
ta, ktoéry problem ten postanowil rozwigza¢ w sposob dotychczas catkowicie niespotykany przy
badaniu stabilno$ci reakcji enzymatycznych. Mianowicie uzyt on do tego celu teorii grafow, a w
szczegoOlnosci grafow skierowanych z obcigzonymi tukami, takich jak grafy przeptywu sygnatow,
grafy komunalne czy grafy powigzan. Dzigki temu mozliwym stato si¢ przejscie od rozwigzywa-
nia uktadu wielu rownan rozniczkowych opisujacych kinetyke reakcji enzymatycznej do prostego
symboliczno-geometrycznego przedstawienia przebiegu reakcji biochemicznej i uzyskiwania
wprost niektérych wynikow, czesto pierwszym sposobem nieosiggalnych.

Rozprawa doktorska mgr Osiaka obejmuje 144 strony maszynopisu i podzielona zostata na
siedem rozdziatéw oprocz "Celu i dziedziny pracy". W pierwszym z nich omawia podstawowe
pojecia odnoszace si¢ do uktadoéw reakcji enzymatycznych, sposobu ich opisu matematycznego.
W szczegblnoscei przy pomocy rownan dynamiki bedacych funkcja stezen czy potencjatéw che-
micznych reagentow. Wszystko to dla przyjetego modelu uktadu komorka-membrana-otoczenie.
W drugim rozdziale omawiane sg okreslenia i twierdzenia z zakresu teorii stabilno$ci rownan
rozniczkowych a wiec w szczego6lnosci rownan dynamiki uktadow modelowych. Aksjomatyczny
opis kinetyki reakcji chemicznych, stabilno$¢ rownowagowych stanéw stacjonarnych w nielinio-
wych uktadach zamknietych, badanie niestabilno$ci w sieciach reakcji chemicznych czy analiza
uktadow reakcji enzymatycznych metodg st¢zen stacjonarnych to przyktady problemoéw omawia-
nych w rozdziale trzecim rozprawy.

Pierwsze trzy rozdzialy rozprawy mozna wigc traktowac jako wstep pracy, wprowadzajacy
czytelnika w zagadnienia zwigzane z teorig systemow reakcji chemicznych lub enzymatycznych
1 ich opisem matematycznym. Podane w nich przez doktoranta fakty zaczerpnigte zostaty z licz-
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nie cytowanej literatury fachowej omawiajacej szczegdtowo te problemy. Wydaje si¢ wiec, ze
dobor odpowiednich metod i twierdzen prezentowanych w tych rozdzialach oraz sposoéb ich
przedstawienia jest wlasciwy 1 stuzy dobrze dalszemu celowi pracy. Tres¢ pierwszych trzech roz-
dziatow wskazuje tez na dobre opanowanie prze mgr Osiaka wiadomosci z kinetyki i termodyna-
miki reakcji chemicznych 1 enzymatycznych.

Dalsze rozdziaty IV, V i VI rozprawy traktuja o teorii graféw i jej zastosowaniu w badaniach
wlasnos$ci reakcji enzymatycznych. Z niewielkimi wyjatkami dotyczacymi wstepow zawieraja
one opracowania nowe, bedace oryginalnymi osiggnieciami mgr Osiaka. Pierwszym z nich jest
uogolnienie metody Clarke'a, metody opracowanej z poczatkiem lat 70-tych w celu badania sta-
bilno$ci standéw stacjonarnych w uktadach nieodwracalnych reakcji chemicznych przy pomocy
teorii grafow. Uogodlnienie mgr Osiaka pozwala na usunigcie niektorych wad metody Clarke'a,
z ktorych najpowazniejsza jest na pewno zakres stosowalnosci. Mianowicie metoda ta zostala op-
racowana tylko dla uktadow reakcji chemicznych nieodwracalnych. Wada jest réwniez, zwlasz-
cza dla potencjalnego uzytkownika, mato przejrzysty i nieprecyzyjny sposob opisu metody.

Doktorant modyfikujac metode Clarke'a usunat wszystkie te wady, dzigki czemu zakres sto-
sowalnosci jest wigkszy a ilo$¢ operacji podczas badania stabilno$ci stanéw stacjonarnych mniej-
sza. Wprowadzenie tez prostszej terminologii powoduje, ze zmodyfikowana metoda jest przys-
tepniejsza dla uzytkownika.

W nastepnym rozdziale V doktorant przedstawit zasadnicze wyniki swoich dociekan i1 z tego
wzgledu jest to najciekawszy rozdziat tej rozprawy. Po krotkim wstegpie dotyczacym niektorych
twierdzen Horna odno$nie grafow krotkich komplekséw przechodzi mgr Osiak do opisu w jezy-
ku teorii grafow uktadow liniowych pseudo-otwartych mono- i multi-enzymatycznych aby nas-
tepnie zajac si¢ uktadami nieliniowymi. Do zasadniczych wynikow tego rozdziatu nalezy dowod
twierdzenia o ogolnej postaci rownan szybkosci reakcji enzymatycznych w stanie stacjonarnym,
o mechanizmie uporzadkowanym lub ping-pong, odnoszacym si¢ do uktadow mono-enzymatycz-
nych, liniowych, pseudo-otwartych. Dla takich uktadow réwnan doktorant wykazat tez, Ze istnie-
je tylko jeden dodatni stan stacjonarny, ktory jest jakosciowo stabilny.

W dalszej cze¢éci rozdzialu mgr Osiak zajmuje si¢ mono- i multi-enzymatycznymi uktadami
nieliniowymi otwartymi, stosujac do ich opisu grafy komunalne. W szczegolnie prosty 1 przejrzy-
sty sposob przedstawit doktorant metod¢ konstrukcji multigrafu komunalnego w oparciu o ele-
mentarne rOwnania stechiometryczne uktadow reakcji katalizowanych przez jeden lub wigcej en-
zymow. Udowodnit tez istotne twierdzenia dotyczace stabilnosci standw stacjonarnych.

Do analizy tych samych otwartych uktadow nieliniowych doktorant zastosowat tez grafy
komplekséw, podajac na zakonczenie rozdziatu odpowiednio$¢ jaka istnieje migdzy tymi dwoma
réznymi geometrycznymi reprezentacjami rownan dynamiki.

W przypadku opisu reakcji enzymatycznych przy pomocy potencjaléw chemicznych dokto-
rant takze zastosowal odwzorowanie geometryczne, tym razem przy pomocy graféw powigzan.
Rozdzial VI zawiera wtasnie bardzo interesujacy sposob konstruowania graféw powigzan dla
enzymatycznych uktadow nieliniowych otwartych i zamknigtych.

Calos$¢ rozprawy zamyka rozdziat dotyczacy wnioskow koncowych oraz spis cytowanej
literatury fachowej obejmujacy 103 pozycje, gtéwnie z okresu ostatnich 5 lat. Praca napisana jest
W sposob logiczny, jasny 1 w miare¢ zwigzty. Jedynym mankamentem utrudniajagcym czytelnikowi
studiowanie pasjonujacej tresci tego dziela jest cigglta zmiana symboliki tych samych pojec¢ 1 to
czesto na dwoch sasiednich stronach. Uniemozliwia to oczywiscie wprowadzenie jednolitego spi-
su symboli dla catej rozprawy. Drobng uwagg jest przy tym stwierdzenie, ze jednym z celow pra-
cy byto "dokonanie unifikacji terminologii stosowanej w literaturze dotyczacej zastosowan teorii
grafow" [cyt. str. 1 (9) rozprawy] co autor z powodzeniem przeprowadzit. Natomiast zabrakto ja-
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ko$ mgr Osiakowi odwagi aby ujednolici¢ tez symbolike poje¢. Mysle, ze zwyklym przeocze-
niem (a moze skromnos$cig!) jest rowniez nie zamieszczenie w wynikach koncowych pracy zda-
nia o unifikacji terminologii teorii grafow, a przeciez wktad pracy potrzebny do tego jest porow-
nywalny z innymi oryginalnymi opracowaniami rozprawy. Nie jest to jedyne umys$lne czy nieu-
myslne przeoczenie, gdyz w wynikach koncowych brak jest takze zdania o opracowaniu kon-
strukcji graféw powigzan dla enzymatycznych uktadéw nieliniowych zamknigtych.

Oczywiscie tak drobne przeoczenia nie umniejszajg w niczym wartosci catej rozprawy, ktora
zawiera znaczng liczb¢ nowych, oryginalnych konstruktywnych rozwigzan w dziedzinie badania
stabilnosci stanow stacjonarnych uktadow enzymatycznych metodami teorii grafoéw. Zastosowa-
nie w tych przypadkach grafow kompleksow oraz graféw powigzan umozliwia w prosty sposob,
bez uciekania si¢ do skomplikowanych obliczen szczegdétowych mozliwych tylko na szybkich
maszynach cyfrowych, przeprowadzenie analizy stabilno$ci stanéw stacjonarnych w sposob ja-
kosciowy, wystarczajacy dla wigkszosci celow poznawczych. Natomiast zastosowanie grafow
komunalnych umozliwia takg analiz¢ zarowno jako$ciowq jak i ilociowa.

Wydaje sig, ze jeszcze jeden aspekt rozprawy jest godny podkreslenia. Otdz dziedzina jaka
zajal si¢ mgr Osiak, z wyksztatcenia fizyk, wymaga opanowania wiadomosci teoretycznych za-
rowno z fizyki jak 1 chemii oraz biochemii ze szczegdélnym uwzglednieniem enzymologii. We
wszystkich tych naukach, jak wynika z tresci rozprawy, doktorant osiagnat taki poziom wiado-
mosci, ze z petng swoboda rozwigzuje trudne problemy znajdujace si¢ na pograniczu tych trzech
dyscyplin.

Reasumujac wszystko powyzsze uwazam, ze rozprawa zostata napisana w sposéob posty i zro-
zumiaty a podane w niej wnioski sg logiczne i oryginalne. Wyniki dociekan w pelni odpowiadaja
zalozonemu celowi pracy. Autor wykazat sie tez umiejgtnoscig wyboru oryginalnej metody roz-
wigzywania postawionego przez siebie celu. Uwazam, ze osiagnigte przez mgr Osiaka wyniki, ze
wzgledu na ich wage powinny by¢ jak najszybciej spopularyzowane.

Biorac to wszystko pod uwage, wyrazam przekonanie, ze rozprawa doktoranta mgr Osiaka w
pelni odpowiada wymogom ustawowym 1 dlatego wnosz¢ o dopuszczenie mgr Osiaka do dal-
szych etapow przewodu doktorskiego.

Uwazam rowniez, ze cenne wyniki uzyskane prze mgr Osiaka zastuguja na to, by jego roz-
prawe wyrdzni¢ nagroda.

Doc. dr hab. Kornel Nowak
Akademia Medyczna we Wroctawiu
Instytut Biochemii i Biofizyki
Zaktad Biochemii

Wroclaw, dnia 1.VI.1978
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Recenzja Lucjana Szamkolowicza

W latach 1953-56 metody rozwigzywania uktadow liniowych réwnan algebraicznych zostaly
wzbogacone przez zastosowanie grafow przeplywu sygnatow. Powstajg teorie grafow Masona i
grafow Coatesa wykorzystane w teorii uktadow elektrycznych. Juz wowczas King i Altman zas-
tosowali model grafowy w zadaniach kinetyki procesow enzymatycznych. W latach 1966-67
rozwingli te metody Volkenstein i Goldstein. Nalezy zauwazy¢, ze zar6wno problematyka grafow
przeplywu sygnatéw jaki i teoria Feynmana (1948-49) wykorzystujagca model grafowy w mecha-
nice kwantowej, czy wykorzystanie grafow do badan osobliwosci Landaua s-macierzy Heinsen-
berga (Pham, 1967) nie wniosty nic nowego do samej teorii grafow i sg traktowane jako niezalez-
ne galezie zwigzane raczej z zastosowaniem matematyki. Model grafowy jest tu wykorzystywany
jako $rodek do rozwigzania konkretnych zagadnien praktycznych i na ich potrzeby wprowadza
si¢ pewne operacje zwigzane najczesciej z modelem macierzowym i operacjami na macierzach.
W konkretnych zadaniach wykorzystuje si¢ przy tym twierdzenia nalezace do klasycznej teorii
grafow. W pracach z tego zakresu brak jest jednolitej terminologii i precyzji w formutowaniu
podstawowych poje¢. Odczuwa si¢ potrzebe uporzagdkowania materialu w postaci monografii.

Mgr Zbigniew Osiak postawil w swojej pracy za cel nie tylko przedstawienie wiasnych wyni-
koéw z zastosowania teorii grafow do analizy stabilnos$ci stanow stacjonarnych w sieciach reakcji
enzymatycznych lecz rdwniez opracowanie monografii zwigzanej z ta problematyka. Zgodnie z
tymi zatozeniami rozdziaty I-III oraz §§ 1+3 rozdziatu IV stanowig rozbudowany wstep rozpra-
wy doktorskiej poswigcony zaréwno klasyfikacji uktadow enzymatycznych i metodom rozwigzy-
wania zadan kinetyki reakcji enzymatycznych jak i teorii stabilnosci i elementom teorii grafow.

§ 4 rozdzialu IV jest poswiecony modyfikacji metody Clarke'a badania stabilnosci stanow
stacjonarnych w sieciach nieodwracalnych reakcji chemicznych. Autor wprowadza tu pojgcie
grafu komunalnego 1 uogélnia metode Clarke'a. Metoda grafow komunalnych zostaje wykorzys-
tana w rozdziale V, ktory jest po§wigcony analizie stabilnosci stanow stacjonarnych w sieciach
reakcji enzymatycznych. Dla mono-enzymatycznych nieliniowych uktadéw otwartych autor udo-
wodnit twierdzenia 28+32.

Modele 1 metody grafowe pozwalaja uzyskanie informacji o stabilno$ci stanow stacjonarnych
bez wypisywania w jawnej postaci jakichkolwiek rownan. Daja one rowniez mozliwo$¢ kon-
strukcji uktadow o zadanych wtasno$ciach. Twierdzenia 30+32 zawieraja warunki wystarczajace
na to aby dodatni stan stacjonarny byt warunkowo niestabilny. Autor wykorzystuje twierdzenie
31 do konstrukcji mono-enzymatycznych nieliniowych uktadow otwartych posiadajacych warun-
kowo niestabilne stany stacjonarne.

Korzystajac z metody grafow przeptywu sygnatow, Z. Osiak udowodnit dla mono-enzymaty-
cznych liniowych pseudo-otwartych uktadow twierdzenie 27, w ktérym podana zostata ogolna
posta¢ rownan w stanie stacjonarnym dla reakcji enzymatycznych o mechanizmach uporzadko-
wanych i ping-pong.

Rozdziat VI zostal poswigcony konstrukeji i wykorzystaniu grafow powigzan dla reakcji en-
zymatycznych oraz przedstawienia ich zwigzku z grafami komunalnymi. Grafy powigzan wyko-
rzystat autor do interpretacji dla destabilizujacych interakcji Tysona. Glowne wyniki opublikowat
w Studia Biophysica. Grafy kompleksow zostaty przez Z. Osiaka wykorzystane rowniez do anali-
zy uktadow enzymatycznych.
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Recenzent ma zastrzezenia zarowno do ogolnej redakcji pracy jak i1 do redakcji niektérych jej
fragmentow. Praca zawiera rowniez kilka usterek natury formalnej jak np. brak zatozenia spojno-
$ci definicji drzewa na str. 43 (48). Zastrzezenia te nie wptywaja na ogolng oceng pracy.

Zbigniew Osiak wykazat doktadng znajomo$¢ aktualnego stanu badan z omawianej dziedzi-
ny. Oryginalne wyniki autora stanowig istotny wkiad do zastosowan teorii graféw w zadaniach
kinetyki reakcji chemicznych i termodynamiki proceséw nieodwracalnych.

Uwazam, ze praca mgr Zbigniewa Osiaka spelnia wszystkie wymogi stawiane rozprawom
doktorskim i wnosze¢ o dopuszczenie do dalszych faz przewodu doktorskiego.

Doc. dr Lucjan Szamkotowicz
Politechnika Wroctawska
Instytut Matematyki
Wroclaw, dnia 21.VII.1978
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Naleze do pokolenia fizykow, dla ktorych idolami
byli Albert Einstein, Lew Dawidowicz Landau
| Richard P. Feynman. Einstein zniewolit mnie
potegg swej intuicji. Landaua podziwiam za
rzetelnosc, precyzje | prostote wywodow oraz
iInstynktowne wyczuwanie istoty zagadnienia.
Feynman urzekt mnie lekkoscig narracji
| subtelnym poczuciem humoru.



	Okładka przednia
	ORCID
	Strona tytułowa
	Strona praw autorskich
	Spis treści
	Zastosowanie teorii grafów do analizy stabilności stanów stacjonarnych w sieciach reakcji enzymatycznych
	Cel i dziedzina pracy
	Rozdział I: Klasyfikacja układów enzymatycznych
	1. Reakcje enzymatyczne - nomenklaturam, założenia
	2. Układy otwarte
	3. Układy zamknięte
	4. Układy pseudo-otwarte
	5. Układy mono- i multi-enzymatyczne
	6. Układy liniowe i nieliniowe
	7. Układy działania mas
	Rozdział II: Elementy teorii stabilności
	1. Podstawowe określenia
	2. Stabilność układów liniowych
	3. Stabilność układów nieliniowych
	4. Wartości własne macierzy
	5. Twierdzenie Tichonowa
	6. Twierdzenie Anosowa
	Rozdział III: Nie-grafowe metody w kinetyce reakcji enzymatycznych
	1. Aksjomatyczne podejście do kinetyki reakcji enzymatycznych
	2. Stabilność równowagowych stanów stacjonarnych w nieliniowych układach zamkniętych
	3. Liniowe układy reakcji chemicznych - Twierdzenie Hyvera
	4. Metoda linearyzacji Kernera
	5. Twierdzenie Korzuchina
	6. Klasyfikacja Tysona niestabilności w sieciach reakcji chemicznych
	7. Metoda stężeń stacjonarnych
	Rozdział IV: Elementy teorii grafów
	1. Grafy skierowane
	2. Grafy symetryczne
	3. Grafy przepływu sygnałów
	4. Grafy komunalne
	Rozdział V: Zastosowanie teorii grafów do analizy stabilności stanów stacjonarnych w sieciach reakcji enzymatycznych - Język stężeniowy
	1. Klasyfikacja stanów stacjonarnych
	2. Metoda Horna
	3. Mono-enzymatyczne liniowe układy pseudo-otwarte
	4. Multi-enzymatyczne liniowe układy pseudo-otwarte
	5. Mono- i multi-enzymatyczne nieliniowe układy otwarte*
	Rozdział VI: Zastosowanie teorii grafów do analizy stanów stacjonarnych w sieciach reakcji enzymatycznych - Język potencjałów chemicznych
	1. Elementy termodynamiki sieciowej w formalizmie grafów powiązań
	2. Grafy powiązań enzymatycznych nieliniowych układów otwartych
	3. Grafy powiązań enzymatycznych nieliniowych układów otwartych
	Rozdział VII: Wnioski końcowe
	1. Ogólna charakterystyka metod grafowych
	2. Wyniki uzyskane przez autora
	Cytowane prace
	Recenzje
	Okładka tylna

