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CEL I DZIEDZI�A PRACY

Równania kinetyczne w przypadku sieci reakcji enzymatycznych są na ogół układami wielu nie-
liniowych równań różniczkowych. Znalezienie rozwiązań analitycznych dla takich równań jest
bardzo trudne. Skuteczną metodą pozwalającą uzyskać informacje o własnościach rozwiązań jest
analiza stabilności rozwiązań stacjonarnych. W procesie analizy stabilności stanów stacjonarnych
w sieciach reakcji enzymatycznych istnieje wiele etapów, w których teoria grafów może znaleźć,
bądź już znalazła zastosowanie.
Celem pracy jest:

1. Opracowanie nowych metod rozwiązywania niektórych zagadnień w procesie analizy sta-
bilności przy użyciu teorii grafów.

2. Uproszczenie i modyfikacja znanych metod grafowych dla przypadku układów reakcji en-
zymatycznych.

3. Dokonanie unifikacji terminologii stosowanej w literaturze dotyczącej zastosowań teorii
grafów.

4. Stworzenie bazy dla dalszych prac mających na celu znalezienie graficznych kryteriów
umożliwiających konstrukcję sieci reakcji enzymatycznych o zadanych własnościach (ta-
kich jak wielokrotne stabilne stany stacjonarne, oscylacje, itp.).

Tematyka prezentowanej pracy leży na pograniczu następujących dziedzin:
1. Kinetyki reakcji chemicznych.
2. Termodynamiki procesów nieodwracalnych.
3. Teorii grafów.
4. Teorii stabilności równań różniczkowych.

Obszar omawianych zagadnień wyznaczony jest przez przyjęty model układu, w którym przebie-
gają reakcje enzymatyczne. Równania dynamiki tego modelu są układami równań różniczko-
wych zwyczajnych autonomicznych na ogół nieliniowych. Z przebogatej literatury dotyczącej ba-
dania stabilności układów równań różniczkowych zwyczajnych omówimy tylko te rezultaty, któ-
re znalazły powszechne zastosowanie przy analizie stabilności stanów stacjonarnych w sieciach
reakcji chemicznych, a w szczególności te, które mogą być powiązane z teorią grafów. Jeżeli
chodzi o termodynamikę procesów nieodwracalnych, to uwagę naszą skoncentrujemy na termo-
dynamice sieciowej sformułowanej w formalizmie grafów powiązań. Z zakresu teorii grafów wy-
korzystamy głównie elementy teorii grafów skierowanych z obciążonymi łukami: grafy przepły-
wu sygnałów, grafy komunalne i grafy powiązań.
UWAGA
Gwiazdką * będziemy oznaczać paragrafy zawierające wyniki oryginalne uzyskane przez autora.
Dwoma gwiazdkami ** będziemy oznaczać paragrafy zawierające modyfikacje standardowych
metod dokonane przez autora.
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Rozdział I:
KLASYFIKACJA UKŁADÓW E�ZYMATYCZ�YCH

§ 1.    Reakcje enzymatyczne – nomenklatura, założenia

          Reakcje enzymatyczne będziemy zapisywać, stosując w zależności od potrzeby konwen-
cjonalne równania stechiometryczne, uogólnione równania stechiometryczne [OSTER et al.,
1973], diagramy biochemiczne lub diagramy Clelanda [CLELAND, 1963].

( )

( ) CνBνAν  CνBνAν    B

Cν  BνAν    A

r
C

r
B

r
A

f
C

f
B

f
A

CBA

++++

+

→
←

→
←

RYS. 1.  (A) Konwencjonalne równanie stechiometryczne. (B) Uogólnione równanie stechiomet-
ryczne na przykładzie reakcji syntezy substratów A i B w produkt C.

r
CC

f
BB

f
AA

r
B

r
A

f
C νν    ,νν    ,νν    ,0ννν =−=−====  .

Współczynniki stechiometryczne iν  są ujemne dla substratów i dodatnie dla produktów. Prosty

współczynnik stechiometryczny f
iν  i odwrotny współczynnik stechiometryczny r

iν  przyjmują
wartości dodatnie lub zero:

r
i

f
i ν

0   substraty     0

0  produkty      0 
ν =









>

<
=  .                                                                                             (I.1.1.)

Przy czym spełniona jest następująca zależność:

f
i

r
ii ννν −=  .                                                                                                                           (I.1.2.)

Przez mechanizm reakcji enzymatycznej będziemy rozumieć kolejność w jakiej substraty przyłą-
czają się do centrum aktywnego enzymu, skład tworzących się kompleksów, oraz kolejność w ja-
kiej produkty odłączają się od enzymu. Będziemy stosować opracowane przez Clelanda [CLE-
LAND, 1963] nazewnictwo i klasyfikację mechanizmów reakcji enzymatycznych. Polskie tłuma-
czenie nomenklatury Clelanda można znaleźć w pracy [ŚLIWOWSKI, 1969].
Reagenty biorące udział w reakcjach enzymatycznych podzielimy na reagenty enzymatyczne i re-
agenty nie-enzymatyczne. Każda reakcja enzymatyczna jest zbiorem reakcji elementarnych.
Wszystkie współczynniki stechiometryczne dla każdej reakcji elementarnej są równe –1 dla sub-
stratów i +1 dla produktów. W związku z tym, dalej równania stechiometryczne będziemy zapi-
sywać, pomijając współczynniki stechiometryczne. Założymy, że w sieciach rekcji enzymatycz-
nych występują tylko reakcje elementarne przedstawione na RYS. 3.
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(A) A + E EA EPQ, EQ E + QEA, EPQ

(C)

A QP

E EPQEA EQ E

(B)

A

E

Q P

EA EPQ

EQ

RYS. 2.  Reakcja enzymatyczna o mechanizmie uporządkowanym jeden-dwa:
(A) Konwencjonalne równanie stechiometryczne. (B) Diagram biochemiczny. (C) Diagram Cle-
landa.

Reakcja elementarna Nazwa procesu

21 E  EN →
←+ synteza

NE  E 21 +→
← rozpad

21 E  E →
← izomeryzacja

RYS. 3.  Reakcje elementarne o jednostkowej stechiometrii rozpatrywane w tej pracy. E1, E2 –
reagenty enzymatyczne (różne formy danego enzymu), N – reagent nie-enzymatyczny.

§ 2.    Układy otwarte

A. Modele dyskretnych dyfuzyjnych układów otwartych

          Model otwartego układu dyfuzyjnego, który jest przedmiotem przedstawionej pracy należy
do klasy dyskretnych modeli układów, w których przebiegają jednocześnie dwa procesy nieod-
wracalne: dyfuzja i reakcje enzymatyczne. W TAB. I przedstawiono schematycznie możliwe mo-
dele dla powiązań między tymi procesami, jakie można utworzyć z trzech elementów składo-
wych [OSIAK, 1978].
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 ELEMENT UKŁADU

○ ○ ○ ○ REZERWUAR

○ ○ ● ○ ● KOMÓRKA

● ○ ● ● ● ○ ○ ● ● MEMBRANA

● ○ ● ○ ● ● ● ● KOMÓRKA

○ REZERWUAR

TAB. I.  Modele dyskretnych dyfuzyjnych układów otwartych. ○ i ● oznaczają elementy skła-

dowe układu. ● oznacza, że w danym elemencie układu przebiegają reakcje enzymatyczne.

Elementami tymi są: rezerwuar, membrana i komórka. Komórką będziemy nazywać obszar o sto-
sunkowo małej objętości. W modelach 1, 3, 4, 5, 8 i 9 dyfuzja i reakcje są zlokalizowane w tym
samym elemencie, tzn. membranie. W modelach 2, 6 i 7 dyfuzja i reakcje są rozłączne przes-
trzennie. Powiązania reakcji i dyfuzji w tych dwu różnych typach modeli są jakościowo różne.
Powiązania takiego typu jak w modelach 1, 3, 4, 5, 8 i 9 noszą w literaturze nazwę sprzężeń
reakcji i dyfuzji. Model 1 został omówiony z punktu widzenia termodynamiki sieciowej w pracy
[AUSLANDER et al., 1972].

B. Równania dynamiki modelu

          Model 2, który jest przedmiotem przedstawionej pracy, stanowi układ składający się z re-
zerwuaru oddzielonego membraną od obszaru o stosunkowo małej objętości, który będziemy na-
zywać komórką. W rezerwuarze znajdują się reagenty nie-enzymatyczne, których stężenia (po-
tencjały chemiczne) są ustalone. Membrana jest przepuszczalna dla reagentów nie-enzymatycz-
nych, natomiast jest nieprzepuszczalna dla enzymu i jego różnych form. Reakcje enzymatyczne
przebiegają tyko w komórce. Założymy, że membrana jest bardzo cienka, roztwory znajdujące
się w rezerwuarze i w komórce są dobrze wymieszane (jednorodne). Ciśnienie, temperatura i pH
w rozważanym układzie są stałe. Będziemy rozważać idealne roztwory rozcieńczone. Objętość
komórki przyjmiemy jako stałą.

REZERWUAR KOMÓRKA

MEMBRANA

REAKCJE
ENZYMATYCZNE

R.E.
R.N.E.R.N.E.

p,V,T = const

RYS. 4.  Model otwartego układu dyfuzyjnego. R.E. – reagenty enzymatyczne, R.N.E. – rea-
genty nie-enzymatyczne.



13

Równania dynamiki rozpatrywanego modelu będziemy rozważać w języku stężeniowym i w ję-
zyku potencjałów chemicznych. W języku stężeniowym zmiennymi będą stężenia, a w języku
potencjałów chemicznych – potencjały chemiczne reagentów biorących udział w reakcjach enzy-
matycznych. Równania dynamiki modelu w obu językach utworzymy, wykorzystując między in-
nymi równania bilansu masy. Zgodnie z przyjętymi poprzednio założeniami równania bilansu
masy mają następującą postać:

N1,...,i    ,0JεJνJ D
ii

R
q

M

1q
iqi ==−−∑

=

 ,                                                                                     (I.2.1.)

gdzie

dt

dn
J i

i =  – szybkość zmian ilości moli i-tego składnika w komórce

dr

d
J qR

q

ξ
=  – szybkość q-tej reakcji elementarnej

qξ  – postęp q-tej reakcji elementarnej

in  – liczba moli i-tego składnika w komórce

iqν  – współczynnik stechiometryczny dla i-tego składnika w q-tej reakcji elementarnej
D
iJ  – strumień dyfuzji i-tego składnika

M – liczba reakcji elementarnych
N – liczba składników biorących udział w reakcjach





=
neenzymatyczreagenty    0

neenzymatycz-niereagenty     1
εi                                                                                     (I.2.2.)

a. Równania dynamiki modelu w języku stężeniowym

                 Zgodnie z prawem działania mas mamy:

∏∏
=

−
=

+ −=
N

1k

ν
kq

N

1k

ν
kq

R
q

r
kq

f
kq nknkJ  ,                                                                                                (I.2.3.)

gdzie

qk+  – prosta stała szybkości q-tej reakcji elementarnej

qk−  – odwrotna stała szybkości q-tej reakcji elementarnej

N – liczba reagentów biorących udział w reakcjach
f
iqν  – prosty współczynnik stechiometryczny dla i-tego składnika w q-tej reakcji elementarnej
r
iqν  – odwrotny współczynnik stechiometryczny dla i-tego składnika w q-tej reakcji elementarnej
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W naszym modelu mamy do czynienia tylko z dyfuzją substancji przez cienką membranę. Stęże-
nia w rezerwuarze są stałe, podczas gdy w komórce ulegają zmianie w czasie. W takim przypad-
ku [JAKOBS, 1967] zgodnie z prawem Ficka mamy:

)cc (NJ i
res
i

D
i

D
i −=  ,                                                                                                                (I.2.4.)

gdzie

V

n
c i

i =  – stężenie molowe i-tego składnika w komórce

V – objętość komórki
res
ic  – stężenie i-tego składnika w rezerwuarze

x

AD
N iD

i ∆
=

iD  – stała dyfuzji dla i-tego składnika
A – powierzchnia membrany prostopadła do kierunku dyfuzji

x∆  – grubość membrany

Podstawiając (I.2.4.) i (I.2.3) do (I.2.1), otrzymujemy ostatecznie równania dynamiki modelu
w języku stężeniowym:

0)nVc (
V

N
εnknkν

dt

dn
i

res
i

D
i

i

N

1k

ν

kq

N

1k

ν

kq

M

1q
iq

i
r
kq

f
kq =−−








−− ∏∏∑

=
−

=
+

=

 .                                          (I.2.5.)

Równania (I.2.5.) można zapisać w bardziej zwartej formie

N)1,..., (i    ,αnnγnβ
dt

dn
ilk

N

1k

N

1l

i
klk

N

1k

i
k

i =++= ∑∑∑
= ==

 ,                                                                (I.2.6.)

gdzie współczynniki i
kβ , i

klγ  oraz wyraz wolny iα  są stałe.

Równania (I.2.6.) stanowią układ równań różniczkowych zwyczajnych, pierwszego rzędu, auto-
nomicznych i nieliniowych. W równaniach tych człon nieliniowy jest formą biliniową.

b. Równania dynamiki modelu w języku potencjałów chemicznych

                 Ponieważ rozważamy idealne roztwory rozcieńczone, potencjał chemiczny każdego
i-tego składnika dany jest przez

∗+=
c

c
lnRTµ  µ io

ii  ,                                                                                                                (I.2.7.)
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gdzie

iµ  – potencjał chemiczny i-tego składnika
o
iµ  – potencjał standardowy i-tego składnika

ic  – stężenie molowe i-tego składnika
∗c  – stężenie jednostkowe

R – stała gazowa
T – temperatura bezwzględana

Mamy więc

 
RT

µµ
expVcn

o
ii

i 






 −
= ∗                                                                                                            (I.2.8.)

oraz

dt

µd

RT

µ
exp

RT

µ
exp

RT

Vc

dt

µd

µd

dn

dt

dn ii
o
ii

i

ii



























 −
==

∗

 .                                                               (I.2.9.)

Wykorzystując równana (I.2.8.), prawo działania mas (I.2.3.) możemy zapisać w postaci [OSTER
et al., 1973]:






















−










= ∗

RT

A
exp

RT

A
expVcκJ

r
q

f
q

q
R
q  ,                                                                                   (I.2.10.)

gdzie

∑∑
=

−
=

+ 








 −
=









 −
=

N

1k

r
oq

q

N

1k

f
oq

qq RT

A
expk

RT

A
expkκ                                                                        (I.2.11.)

∑
=

=
N

1k

o
k

f
kq

f
oq µνA  – proste powinowactwo standardowe q-tej reakcji elementarnej

∑
=

=
N

1k

o
k

r
kq

r
oq µνA  – odwrotne powinowactwo standardowe q-tej reakcji elementarnej

∑
=

=
N

1k
k

f
kq

f
q µνA  – proste powinowactwo chemiczne q-tej reakcji elementarnej



16

∑
=

=
N

1k
k

r
kq

r
q µνA  – odwrotne powinowactwo chemiczne q-tej reakcji elementarnej

Przy czym spełniona jest zależność

q
r
q

f
q AAA =−  ,                                                                                                                      (I.2.12.)

gdzie

∑
=

−=
N

1k
kkqq µνA  – powinowactwo chemiczne q-tej reakcji elementarnej

Uwzględniając (I.2.8.), prawo Ficka (I.2.4.) przyjmuje postać:

















−















 −
= ∗

RT

µ
exp

RT

µ
exp

RT

µ
expcNJ i

res
i

o
iD

i
D
i  ,                                                                   (I.2.13.)

gdzie
res
iµ , iµ  – potencjał i-tego składnika odpowiednio w rezerwuarze i w komórce

Podstawiając (I.2.9.), (I.2.10.) i (I.2.13.) do (I.2.1.), otrzymujemy równania dynamiki modelu
w języku potencjałów chemicznych:

0
RT

µ
exp

RT

µ
exp

RT

µ
exp

V

N
ε

RT

µ
νexp

RT

µ
νexpκν

dt

µd

RT

µ
exp

RT

µ
exp

RT

1

i
res
i

o
i

D
i

i

M

1q

k
N

1k

r
kq

k
N

1k

f
kqqiq

ii
o
i

=















−















 −
−

−




























−








−

−














 −

∑ ∑∑
= ==

 .                                                          (I.2.14.)

§ 3.    Układy zamknięte

          Rozpatrzmy zamknięty układ składający się z komórki o stałej objętości, w której przebie-
gają reakcje enzymatyczne. Zakładamy, że roztwór reakcyjny jest dobrze wymieszany. Ciśnienie
i temperatura w rozważanym układzie są stałe. Będziemy rozważać idealne roztwory rozcieńczo-
ne. Równania bilansu masy dla tego układu otrzymujemy, kładąc w (I.2.1.) 0εi =  dla i = 1, ... ,N.

N), ... 1, (i    ,Jν
dt

dx R
q

M

1q
iq

i ==∑
=

                                                                                                 (I.3.1.)
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§ 4.    Układy pseudo-otwarte

          Układem pseudo-otwartym będziemy nazywać układ określony identycznie jak układ zam-
knięty. Przy czym założymy ponadto, że stężenia wszystkich reagentów nie-enzymatycznych są
stałe w czasie, nie precyzując mechanizmu powodującego stałość tych stężeń. Równania bilansu
masy dla układu pseudo-otwartego przyjmują postać

N), ... ,1N(k                 ,constx

)N, ... 1, (i    ,0Jν
dt

dx

k

R
q

M

1q
iq

i

+==

===

∗

∗

=
∑

 ,                                                                               (I.4.1.)

gdzie
N – liczba reagentów

)NN ( ∗−  – liczba reagentów, których stężenia są stałe w czasie

§ 5.    Układy mono- i multi-enzymatyczne

          Mono-enzymatycznym układem będziemy nazywać układ, w którym przebiegają reakcje
katalizowane przez tylko jeden enzym. Multi-enzymatycznym układem będziemy nazywać uk-
ład, w którym przebiegają reakcje katalizowane przez więcej niż jeden enzym.

§ 6.    Układy liniowe i nieliniowe

          Liniowymi układami będziemy nazywać układy, których równania dynamiki są układami
liniowych równań różniczkowych zwyczajnych o stałych współczynnikach. Nieliniowymi ukła-
dami będziemy nazywali układy, których równania dynamiki są układami nieliniowych równań
różniczkowych zwyczajnych.

§ 7.    Układy działania mas

          Omawiane w tej pracy układy otwarte, zamknięte i pseudo-otwarte należą do klasy tzw.
układów działania mas [HORN & JACKSON, 1972].
Układem działania mas będziemy nazywać układ spełniający następujące założenia:
1. W komórce przebiega skończona liczba reakcji elementarnych z szybkościami danymi przez

wyrażenia typu prawa działania mas.
2. Temperatura roztworu reakcyjnego jest stała, tak że szybkości reakcji mogą być rozpatrywa-

ne jako funkcje tylko stężeń składników roztworu.
3. Objętość komórki (roztworu reakcyjnego) jest stała w czasie.
4. W każdej chwili czasu skład roztworu reakcyjnego (stężenia reagentów) jest niezależny od

położenia.
5. Wymiana masy pomiędzy roztworem reakcyjnym i jego otoczeniem może być formalnie opi-

sana w następujący sposób: Istnieją dwa rodzaje reagentów, które będziemy nazywać skład-
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nikami i składnikami zewnętrznymi. Roztwór reakcyjny jest zamknięty dla składników,
a składniki zewnętrzne są dostarczane do lub usuwane z roztworu w taki sposób, że ich stęże-
nia są stałe w czasie.

Wiele otwartych układów, które nie spełniają (w dosłownym sensie) powyższych założeń można
reprezentować przez modelowe układy, dla których założenia te są spełnione.
I tak na przykład omawiane przez nas otwarte układy dyfuzyjne można zmodelować odpowied-
nim układem działania mas. Dyfuzja (przenikanie przez błonę oddzielającą rezerwuar od komór-
ki) składników nie-enzymatycznych zostanie zmodelowana reakcjami elementarnymi postaci

i  i
D
iN

D
iN

res →
 ←  ,

gdzie ires będziemy traktować jako hipotetyczny składnik zewnętrzny, którego stężenie jest usta-
lone i równe stężeniu i-tego reagenta nie-enzymatycznego w rezerwuarze.

Na RYS. 5 przedstawiona jest w schematyczny sposób klasyfikacja układów enzymatycznych
przyjęta w tej pracy.

MONO-
ENZYMATYCZNE

MULTI-
ENZYMATYCZNE

LINIOWE

UKŁADY

OTWARTE ZAMKNIĘTE PSEUDO-OTWARTE

NIELINIOWE

RYS. 5.  Ogólna klasyfikacja układów enzymatycznych.
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Rozdział II
ELEME�TY TEORII STABIL�OŚCI

§ 1.    Podstawowe określenia

          Równania dynamiki otwartego układu dyfuzyjnego jak i układu zamkniętego, w języku
stężeniowym oraz w języku potencjałów chemicznych, stanowią układ nieliniowych autonomicz-
nych równań różniczkowych zwyczajnych pierwszego rzędu. Aby nie wiązać się z językiem stę-
żeniowym lub językiem potencjałów chemicznych równania dynamiki zapiszemy w postaci:

N), ... 1, (i    , )x, ... ,x,x (F
dt

dx
N11i

i ==  ,                                                                               (II.1.1.)

gdzie
xi – stężenie lub potencjał chemiczny i-tego reagenta

W paragrafie tym podamy podstawowe określenia z zakresu teorii stabilności równań różniczko-
wych [DEMIDOWICZ, 1972].
Rozwiązanie

( ) N), ... 1, (i    ,xtx oii ==                                                                                                       (II.1.2.)

równań (II.1.1.) będziemy nazywać stacjonarnym, jeżeli

N), ... 1, (i    , 0)x, ... ,x (F oN1oi ==  .                                                                                      (II.1.3.)

Ciąg wartości )x, ... ,x ( oN1o  będziemy nazywać współrzędnymi stanu stacjonarnego.

Ponieważ równania (II.1.1.) stanowią układ równań różniczkowych nieliniowych, mogą mieć
więcej niż jedno rozwiązanie stacjonarne. Interesować nas będą tylko takie rozwiązania stacjo-
narne, dla których

xi(t) = xoi > 0    dla wszystkich    i = 1, ... , N.

Rozwiązanie ( ) ( )txx, ... ,txx NN11 ==  układu (II.1.1.), spełniające warunki początkowe

N, ... 1,i    ,a)t (x i0i == , nazywamy stabilnym w sensie Lapunowa w przedziale ) ,t0 ∞+<  (lub

krótko: stabilnym) jeżeli dla dowolnych 0ε >  i ) ,t t 00 ∞+<∈  istnieje takie 0)tε, δ(δ 0 >= , że

dla każdego rozwiązania ( ) ( )txx, ... ,txx NN11
∗∗∗∗ ==  układu (II.1.1.) z warunkami początkowymi

N, ... 1,i    ,a)t (x i0i == ∗∗ , spełniającymi nierówności

2
N

1i

2 
ii δ)aa ( <−∑

=

∗
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zachodzi nierówność

( ) ( ) 2
N

1i

2 
ii ε] txt x[ <−∑

=

∗

dla każdego 0tt ≥ .

Rozwiązanie ( ) ( )txx, ... ,txx NN11 ==  układu (II.1.1.), spełniające warunki początkowe

N, ... 1,i    ,a)t (x i0i == , nazywamy asymptotycznie stabilnym dla ∞→t , jeżeli

1. jest ono stabilne w sensie Lapunowa,
2. i ponadto

( ) ( ) 0] txt x[lim
N

1i

2 
ii

t
=−∑

=

∗

→∞
 .

Rozwiązanie ( ) ( )txx, ... ,txx NN11 ==  nazywamy niestabilnym w sensie Lapunowa, jeżeli dla

pewnych 0ε >  i ) ,t t 00 ∞+<∈  oraz dowolnego 0δ >  istnieje rozwiązanie

( ) ( )txx, ... ,txx NN11
∗∗∗∗ ==  (przynajmniej jedno) i chwila 01 tt >  takie, że

2
N

1i

2 
0i0i δ] )t (x)t ( x[ <−∑

=

∗  ,

2
N

1i

2 
1i1i ε)]t (x)t ( x[ ≥−∑

=

∗  .

§ 2.    Stabilność układów liniowych

          W dalszym ciągu pracy zajmować się będziemy między innymi liniowymi układami róż-
niczkowymi postaci

( )N, ... 1,i     ,bxa
dt

dx
ij

N

1j
ij

i =+=∑
=

 .                                                                                      (II.2.1.)

Niech

( )N, ... 1,i     ,xa
dt

dx
j

N

1j
ij

i ==∑
=

                                                                                                (II.2.2.)

będzie układem jednorodnym odpowiadającym układowi (II.2.1.). Poniżej przedstawimy podsta-
wowe rezultaty (twierdzenia) teorii stabilności układów liniowych [DEMIDOWICZ, 1972].



21

Układ liniowy (II.2.1.) nazywamy stabilnym, jeżeli wszystkie jego rozwiązania są stabilne w sen-
sie Lapunowa w przedziale ) ,t0 ∞+< .

Twierdzenie 1
Układ różniczkowy liniowy niejednorodny (II.2.1.) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jest sta-
bilny odpowiedni układ różniczkowy jednorodny (II.2.2.).

Układ liniowy (II.2.1.) nazywamy asymptotycznie stabilnym, jeżeli wszystkie rozwiązania tego
układu są asymptotycznie stabilne dla ∞→t .

Twierdzenie 2
Układ różniczkowy liniowy niejednorodny (II.2.1.) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest asymptotycznie stabilny odpowiedni układ różniczkowy jednorodny (II.2.2.).

Twierdzenie 3
Układ różniczkowy liniowy jednorodny (II.2.2.) o macierzy stałej ]a [A ij=  jest asymptotycznie

stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartości własne macierzy A mają niedodatnie części
rzeczywiste

( ) ( )N , ... 1,j     ,0A λRe j =≤  ,

przy czym wartości własne o częściach rzeczywistych równych zeru mają tylko proste dzielniki
elementarne (tzn. odpowiednie klatki Jordana redukują się do jednego elementu).

Twierdzenie 4
Układ różniczkowy liniowy jednorodny (II.2.2.) o macierzy stałej ]a [A ij=  jest asymptotycznie

stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartości własne macierzy A mają ujemne części rze-
czywiste

( ) ( )N , ... 1,j     ,0A λRe j =<  .

Należy podkreślić, że jeżeli układ różniczkowy liniowy (II.2.1.) jest stabilny (asymptotycznie sta-
bilny), to także rozwiązanie stacjonarne tego układu jest stabilne (asymptotycznie stabilne).

§ 3.    Stabilność układów nieliniowych

A. Pierwsza metoda Lapunowa
          Dany jest układ autonomicznych równań różniczkowych nieliniowych

( )N , ... 1,i     , )x, ... ,x (F
dt

dx
N1i

i ==  .                                                                                   (II.3.1.)
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Aby zbadać stabilność danego rozwiązania stacjonarnego ( ) ( )N , ... 1,i    ,xtx oii == , dokonujemy

małego zaburzenia współrzędnych stanu stacjonarnego. Jeżeli dla czasu t dążącego do nieskoń-
czoności wszystkie wielkości x będą dążyły do współrzędnych stanu stacjonarnego, to dane roz-
wiązanie stacjonarne będzie asymptotycznie stabilne. Jeżeli wszystkie lub pewne wielkości x od-
dalają się od współrzędnych stanu stacjonarnego ze wzrostem czasu t, to dane rozwiązanie stacjo-
narne będzie niestabilne.
Dokonujemy zaburzenia współrzędnych stanu stacjonarnego

oiiioii xv     ,vxx <<+=  .                                                                                                   (II.3.2.)

Prawą stronę równań (II.3.1.) rozwijamy w szereg Taylora względem współrzędnych stanu stac-
jonarnego:

L )xx (
x

F
)x, ... ,x (F)x, ... ,x (F ojj

N

1j
oj

i
oN1oiN1i +−











∂
∂

+= ∑
=

 .                                               (II.3.3.)

Uwzględniając, że ( ) 0x, ... ,xF oN1oi =  oraz (II.3.2.), wyrażenie (II.3.3.) przyjmuje postać

L v
x

F
)x, ... ,x (F j

N

1j
oj

i
N1i +











∂
∂

= ∑
=

 ,                                                                                       (II.3.4.)

gdzie indeks o oznacza, że wartość pochodnych cząstkowych jest liczona dla

oNN1o1 xx, ... ,xx == .

Podstawiając do układu (II.3.1.) równanie (II.3.4.) i odrzucając wyrazy stopnia wyższego niż
pierwszy względem v, otrzymujemy

( )N , ... 1,i     , va
dt

dv
j

N

1j
ij

i =+= ∑
=

L  ,                                                                                      (II.3.5.)

gdzie

( )N , ... 1,ji,     ,
x

F
a

oj

i
ij =











∂
∂

=  .                                                                                             (II.3.6.)

Macierz ]a [A ij=  będziemy nazywać macierzą komunalną [TYSON, 1975].

Twierdzenie 5
Jeżeli wszystkie wartości własne macierzy komunalnej
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( )N , ... 1,ji,     ,
x

F
a    , ]a [ A

oj

i
ijij =











∂
∂

==  ,

mają ujemne części rzeczywiste, to dane rozwiązanie stacjonarne ( ) ( )N , ... 1,i     ,xtx oii == , nie-

liniowego układu autonomicznego (II.3.1.) jest asymptotycznie stabilne w sensie Lapunowa dla
∞→t .

Twierdzenie 6
Jeżeli przynajmniej jedna wartość własna ( ) ( )N , ... 1,j      ,A λλ jj == , macierzy komunalnej A

ma dodatnią część rzeczywistą, to dane rozwiązanie stacjonarne ( ) ( )N , ... 1,i     ,xtx oii == , nieli-

niowego układu autonomicznego (II.3.1.) jest niestabilne w sensie Lapunowa dla ∞→t .

B. Druga metoda Lapunowa

          Dany jest układ autonomicznych równań różniczkowych nieliniowych:

( )N , ... 1,i     , )x, ... ,x (F
dt

dx
N1i

i ==  .                                                                                   (II.3.7.)

Niech ( ) ( )N , ... 1,i     ,xtx oii == , będzie rozwiązaniem stacjonarnym tego układu w przedziale

),t0 ∞< .

Twierdzenie 7    (Pierwsze twierdzenie Lapunowa)
Jeżeli istnieje funkcja )x, ... ,x (V N1  klasy C1 w otoczeniu D punktu stacjonarnego )x, ... ,x ( oN1o

układu (II.3.7.) spełniająca warunki:

1. 0)x, ... ,x (V oN1o =  ,

2. 0)x, ... ,x ( V N1 >     gdy    Ddx,x    ,0)xx ( oii

N

1i

2 
oii ⊆∈>−∑

=

 ,

3. 0)x, ... ,x (F
x

V

dt

dx

x

V

dt

dV
N1i

N

1i i

i
N

1i i

≤
∂
∂

=
∂
∂

= ∑∑
==

    gdy    dx    ,tt i0 ∈≥  ,

to rozwiązanie stacjonarne ( ) ( )N , ... 1,i     ,xtx oii == , układu (II.3.7.) jest stabilne.

Twierdzenie 8    (Drugie twierdzenie Lapunowa)
Jeżeli istnieje funkcja )x, ... ,x (V N1  klasy C1 w otoczeniu D punktu stacjonarnego )x, ... ,x ( oN1o

układu (II.3.7.) spełniająca warunki:

1. 0)x, ... ,x (V oN1o =  ,
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2. 0)x, ... ,x (V N1 >     gdy    Ddx,x    ,0)xx ( oii

N

1i

2 
oii ⊆∈>−∑

=

 ,

3. Dx,x    , 0
dt

dV
δ)xx ( oii

2
N

1i

2 
oii

0β

tt

0δ

0

∈







>−⇒≥−∑

=
>

≥

>
∨∧  ,

to rozwiązanie stacjonarne ( ) ( )N , ... 1,i     ,xtx oii == , układu (II.3.7.) jest asymptotycznie stabil-

ne.

Twierdzenie 9    (Trzecie twierdzenie Lapunowa)
Jeżeli istnieje funkcja )x, ... ,x (V N1  klasy C1 w otoczeniu D punktu stacjonarnego ( )oN1o x, ... ,x

układu (II.3.7.) spełniająca warunki:

1. 














 ≥∨≥−⇒≥−∑
=

>
≥

>
∨∧ β

dt

dV
        β

dt

dV
δ)xx ( 2

N

1i

2 
oii

0β

tt

0δ

0

 ,

2. ( )
0)x, ... ,x (

dt

d
)x, ... ,x (V N1N1

tt

D  x, ... ,x

0

N1

>⋅ ∗∗∗∗

≥

∈∗∗
∨  ,

to rozwiązanie stacjonarne ( ) ( )N , ... 1,i     ,xtx oii == , układu (II.3.7.) jest niestabilne.

Funkcje )x, ... ,x (V N1  spełniające założenia pierwszego, drugiego lub trzeciego twierdzenia La-

punowa będziemy nazywać funkcjami Lapunowa odpowiednio pierwszego, drugiego lub trzecie-
go rodzaju [DEMIDOWICZ, 1972].

§ 4.    Wartości własne macierzy

A. Macierze stabilne

          Badanie stabilności układów liniowych jak i nieliniowych rozpatrywanych w tej pracy
sprowadza się do badania znaków wartości własnych odpowiednich macierzy – macierzy układu
jednorodnego lub macierzy komunalnej.
Wartości własne macierzy ( )N, ... 1, ji,     , ]a [A ij == , są pierwiastkami wielomianu charakterys-

tycznego tej macierzy

N
1N

1
N

0

N

0j

jN
jijij αλαλαλα]aλδ [ det +++==− −

=

−∑ L  .                                                          (II.4.1.)

Mówimy, że rzeczywista NN×  macierz A jest stabilna, jeżeli wszystkie wartości własne macie-
rzy A mają ujemne części rzeczywiste.
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Twierdzenie 10    (Kryterium Routha-Hurwitza)
Rzeczywista NN×  macierz A jest stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy
1. 0αi >  dla wszystkich N, ... 1, i = ,

2. 0j >∆  dla wszystkich N, ... 1, j= ,

gdzie

j

420

531

6420

7531

j

α0000

ααα0

ααα0

αααα

αααα

⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅

⋅⋅⋅

⋅⋅⋅

⋅⋅⋅

=∆

jest wyznacznikiem Hurwitza j-tego stopnia.

Wyznaczniki Hurwitza posiadają następującą własność:

1NNN α −∆=∆  .

Twierdzenie 11
Rzeczywista NN×  macierz A jest stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dodatnio określona
symetryczna macierz G taka, że

GAGA T+

jest ujemnie określona.

B. Macierze jakościowo stabilne

          Załóżmy, że posiadamy informacje jedynie o strukturze znakowej (–, +, 0) elementów rze-
czywistej NN×  macierzy A.
Powstaje pytanie: jakie są warunki konieczne i wystarczające na to aby macierz A była stabilna?
Niech A i B będą dwiema dowolnymi rzeczywistymi NN×  macierzami. Mówimy, że macierz
B jest znakowo podobna do macierzy A, jeżeli struktura znakowa (–, +, 0) B jest taka sama jak
struktura znakowa (–, +, 0) A, nie biorąc pod uwagę wartości elementów macierzy A lub B.
Macierze
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








+

−
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01
    i    









+

−

20

07

są znakowo podobne.

Niech ∗A  oznacza zbiór macierzy znakowo podobnych do danej macierzy A. Mówimy, że A jest

jakościowo stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy każda macierz należąca do zbioru ∗A  jest stabilna.

Innymi słowy, macierz A jest jakościowo stabilna, jeżeli pozostaje stabilna gdy wybierzemy do-
wolne wartości dla elementów A ale takie, że zachowują strukturę znakową A.

Twierdzenie 12    [QUIRK & RUPPER, 1965]
Rzeczywista NN×  macierz A niesprowadzalna do postaci diagonalnej jest jakościowo stabilna
wtedy i tylko wtedy, gdy
1. 0a ii ≤  dla wszystkich i, 0akk <  dla pewnego k,

2. 0aa jiij ≤  dla wszystkich ji ≠ ,

3. 0aaaa qipqjkij =L  dla każdej sekwencji trzech lub więcej indeksów iqpkji ≠≠≠≠ K ,

4. 0Adet ≠ .

C. Macierze podobne

          Macierz kwadratowa A nazywa się macierzą podobną do macierzy A , jeżeli istnieje ma-
cierz nieosobliwa T taka, że

ATTA 1−=  .

Mówimy również, że macierz A transformuje się do macierzy A  za pomocą macierzy T.

Twierdzenie 13
Wartości własne macierzy podobnych są identyczne.

D. Macierze symetryczne

Twierdzenie 14
Wszystkie wartości własne rzeczywistej macierzy symetrycznej są rzeczywiste.

§ 5.    Twierdzenie Tichonowa

          Rozpatrzmy układ równań różniczkowych, zawierających małe parametry przy pochod-
nych

( ) ( ) ( ) ( )( ) n,1,i    , z,,z;z,,z;x,,x f
dt

dx m
n

m
1

1
n

1
1n1i

i
m1

KKKK == ,
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











=

=

m
n

m
1

1
n

1
1n1

1
n

1
n1

m
n

m
1

1
n

1
1n1

1
1

1
11

m11

1

m1
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dt

dz
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z,,z;z,,z;x,,xF
dt

dz
µ
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M                                                                                                                                               (II.5.1.)
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z,,z;z,,z;x,,xF
dt
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µ

z,,z;z,,z;x,,xF
dt
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µ

KKK

M

KKK

i rozwiązanie tego układu określone przez warunki początkowe

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m,1,j     , z0z,, z0z    ; n,1,i    , x0x j

n

0
j

n

j
1

0
j

1
j

i

0

i
jj

KKK ===== .                           (II.5.2.)

Powstaje pytanie: jak zachowuje się układ (II.5.1.) gdy wszystkie parametry ( )jµ , ( )m,2, 1,j K=

zdążają do zera, zakładając przy tym, że

( )

( ) 0
µ

µ
j

1j

→
+

.

Zagadnienie to zostało rozstrzygnięte przez Tichonowa [ТИХОНОВ, 1948, 1952].
Przed sformułowaniem twierdzenia Tichonowa, wprowadzimy szereg określeń.

Pierwiastkiem pierwszego rzędu będziemy nazywać dowolne rozwiązanie

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )






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                                                                 (II.5.3.)

układu równań

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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                                                                          (II.5.4.)
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Układ
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dt
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będziemy nazywać wyróżnionym układem pierwszego rzędu.

Dołączonym układem pierwszego rzędu będziemy nazywać układ
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                                                                     (II.5.6.)

w którym

( ) ( ) ( ) ( )1m
n

1m
1

1
n

1
1n1 1m1

z,,z;z,,z;x,,x −−

−
KKK

są traktowane jako parametry.
Łatwo zauważyć, że pierwiastek (II.5.3.) jest rozwiązaniem stacjonarnym dołączonego układu
równań (II.5.6.).
Pierwiastek (II.5.3.) układu (II.5.4.) będziemy nazywać izolowanym pierwiastkiem pierwszego
rzędu, jeżeli istnieje takie 0ε > , że układ ten nie może być spełniony przez żaden
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( ) ( )m
n

m
1 m

z,,z K ,

dla którego

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )m
m

i
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i
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1i
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m
i n,1,i     ,z    ,εz 

m

K=ϕ≠<ϕ−∑
=

.

Izolowany pierwiastek pierwszego rzędu (II.5.3.) będziemy nazywać asymptotycznie stabilnym
pierwiastkiem w pewnym zamkniętym ograniczonym obszarze D1, jeżeli dla wszystkich

( ) ( ) ( ) ( )1m
n

1m
1

1
n

1
1n1 1m1

z,,z;z,,z;x,,x −−

−
KKK

z tego obszaru pierwiastek ten jest asymptotycznie stabilnym rozwiązaniem stacjonarnym dołą-
czonego układu pierwszego rzędu.
Wyróżniony układ pierwszego rzędu zawiera (m – 1) parametrów ( ) ( )1m,1,j    ,µ j −= K . Kładąc

w tym układzie ( ) 0µ 1m =− , definiujemy wyróżniony układ drugiego rzędu i pozostałe pojęcia dru-

giego rzędu itd.

Twierdzenie 15    [ТИХОНОВ, 1948, 1952]
Rozwiązanie dołączonego układu (II.5.1.) określone przez warunki początkowe (II.5.2.) zdąża
przy ( ) ( )m,1,j     ,µ j1m

K=∞→−+  do rozwiązania wyróżnionego układu m-tego rzędu, jeżeli:

1. Pierwiastek j-tego rzędu

( ) ( )j1m
n
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1 j1m

z,,z −+−+

−+
K

przy pomocy którego został określony wyróżniony układ j-tego rzędu, jest asymptotycznie stabil-
nym pierwiastkiem j-tego rzędu dla każdego j, ( )mj1 ≤≤ .
2. Rozwiązanie dołączonego układu j-tego rzędu
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określone przez warunki początkowe
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zdąża przy 0t →  do
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dla każdego j, ( )mj1 ≤≤ .
Rozważane graniczne wartości mają miejsce dla wszystkich t, dla których rozwiązania w pełni
wyróżnionego układu

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )tz,,tz; tz,,tz; tx,,tx m
n

m
1

1
n

1
1n1 m1

KKK

leżą wewnątrz obszaru stabilności pierwiastka j-tego rzędu
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n

j1m
n

j1m
1

j1m
1 j1mj1m

tz,,ttz −+−+−+−+

−+−+
ϕ=ϕ= K

dla każdego j, ( )mj1 ≤≤ .

§ 6.    Twierdzenie Anosowa

          W związku z twierdzeniem Tichonowa powstaje pytanie:
Jeżeli układ wyróżniony posiada cykl graniczny, to czy układ pełny posiada także cykl granicz-
ny?
Problem ten został rozstrzygnięty przez Anosowa [АНОСОВ, 1960].
Rozpatrzmy układ autonomicznych równań różniczkowych zawierających mały parametr ε

( )
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

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==

==

m,1,j    , ε);z,,z;x,,x (F
dt

dz
ε

n,1,i    , ε);z,,z;x,,x (f
dt

dx

m1n1j
j

m1n1i
i

KKK

KKK

                                                                (II.6.1.)

Niech

( )m,1,j     , )x,,x (z n1jj KK =ϕ= ,                                                                                       (II.6.2.)

będzie izolowanym pierwiastkiem pierwszego rzędu.
Układy dołączony i wyróżniony przyjmują odpowiednio postaci

( )m,1,j     , 0) ;z,,z ;x,,x (F
dt

dz
m1n1j

j
KKK == ,                                                                (II.6.3.)
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( ) ( ) ( )n,1,i     , x,,x f 0 ; )x,,x ( ;x,,x f
dt

dx
n1in1jn1i

i KKKK ==ϕ= .                                 (II.6.4.)

Przypominamy, że izolowany pierwiastek pierwszego rzędu (II.6.2.) jest rozwiązaniem stacjonar-
nym dołączonego układu równań (II.6.3.).

Twierdzenie 16    [АНОСОВ, 1960]
Niech rozwiązanie stacjonarne ( )m,1,j     , )x,,x (z n1jj KK =ϕ= , dołączonego układu (II.6.3.)

będzie asymptotycznie stabilne dla wszystkich Dx i ∈ , a wyróżniony układ (II.6.4.) posiada w D
nieosobliwe rozwiązanie okresowe l z okresem T. Wtedy w ω(ε) -otoczeniu krzywej L, leżącej na

powierzchni )x,,x (z n1jj Kϕ=  nad l, istnieje rozwiązanie okresowe pełnego układu (II.6.1.)

z okresem ( )εT , dążącym przy 0ε →  do okresu T rozwiązania okresowego wyróżnionego ukła-
du.

Innymi słowy, jeżeli dla układu (II.6.1.) spełnione są założenia twierdzenia Tichonowa, a dla uk-
ładu (II.6.4.) istnieje cykl graniczny, to dla małych ε  okres i postać drgań w układach (II.6.1.)
i (II.6.4.) będą podobne.
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Rozdział III
�IE-GRAFOWE METODY W KI�ETYCE REAKCJI E�ZYMATYCZ�YCH

§ 1.    Aksjomatyczne podejście do kinetyki reakcji chemicznych

          Model kinetyczny reprezentujący układ chemiczny musi spełniać szereg postulatów. Usta-
lenie listy takich postulatów oraz zbadanie zależności między nimi, czyli innymi słowy aksjoma-
tyzacja kinetyki reakcji chemicznych, pozwala wyodrębnić klasę równań różniczkowych modelu-
jących dynamikę układów chemicznych.
Aksjomatyczne podejście do kinetyki reakcji chemicznych rozpatrywane jest w pracach [WEI,
1962; WALLWORK & PERELSON, 1976; PERELSON & WALLWORK, 1977].
Rozpatrzmy jednorodny, jedno-fazowy układ zamknięty. Zakładamy, że wszystkie zmiany wew-
nątrz układu mają spontaniczny charakter i są spowodowane wyłącznie przebiegiem reakcji che-
micznych (reakcji fotochemicznych nie rozpatrujemy). Niech układ zawiera N składników
i niech ni i ci będą odpowiednio liczbą moli i stężeniem i-tego składnika. Założymy, że objętość
układu można traktować w przybliżeniu jako stałą i dla tego

V

n
c i

i =  .

Skład układu może być reprezentowany przez wektor T
N1 )c,,c (c K=  w RN.

Podamy zbiór postulatów, które spełnione są we wszystkich znanych układach kinetycznych tego
typu [WEI, 1962]:
1. Całkowita masa jest zachowana

constci

N

1i
i =ω∑

=

 ,

gdzie iω  jest masą cząsteczkową i-tego składnika.

2. Wszystkie stężenia są nieujemne:

( ) ) ,0[t    ,N,,1i    ,0tci ∞+∈=≥ K  .

3. Szybkość zmian w czasie stężenia każdego składnika jest funkcją wszystkich stężeń

N,,1i    , )c,,c (f
dt

dc
N1i

i KK ==  ,

i innych parametrów układu takich jak temperatura i ciśnienie.
Funkcje fi są ciągłe i mają ciągłe pochodne, tzn. 1

i Cf ∈ .
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Funkcje fi nie zawierają w sposób jawny czasu. W teorii równań różniczkowych takie układy na-
zywamy autonomicznymi.
4. Istnieje skład układu, który nie ulega zmianie w czasie, tzn. istnieje punkt T

N1eq )c,,c (c K=

w NR +  taki, że )f,,f (f N1 K=  jest równe zeru w eqc . Punkt eqc  nazywany jest punktem rów-

nowagi.
5. Punkt równowagi jest stabilny.
6. Wszystkie stężenia zdążają do punktu równowagi po dostatecznie długim czasie.
7. Dla danych warunków zewnętrznych istnieje rzeczywista funkcja taka, że ekstremum tej fun-

kcji odpowiada punktowi równowagi (dla układów izobaryczno-izotermicznych funkcją tą
jest energia swobodna Gibbsa).

8. W punkcie równowagi proste i odwrotne szybkości każdej reakcji elementarnej są równe
(detailed balance, microscopic reversibility). Innymi słowy, w punkcie równowagi szybkość
każdej reakcji elementarnej jest równa zeru.

Do powyższej listy postulatów Perelson i Wallwork dołączyli jeszcze dwa [PERELSON &
WALLWORK, 1977]:

9. Spełnione jest prawo stałych stosunków, tzn. wartość stosunku 
iq

i

ν

dn
 dla wszystkich reagen-

tów biorących udział w danej q-tej reakcji elementarnej jest stała, gdzie dni są przyrostami
liczb moli reagentów biorących udział w q-tej reakcji elementarnej.

10. Spełniona jest druga zasada termodynamiki. (Dla układów izobaryczno-izotermicznych

0
dt

dG
≤ , równość ma miejsce tylko w punkcie równowagi.)

Przedstawione powyżej postulaty nie są niezależne. W pracach [WEI, 1962; PERELSON &
WALLWORK, 1977] dyskutowane są różne możliwe zbiory niezależnych postulatów, traktowa-
nych jako aksjomaty, na podstawie których pozostałe postulaty można sformułować w postaci
twierdzeń.

§ 2.    Stabilność równowagowych stanów stacjonarnych w nieliniowych układach zamkniętych

          Rozpatrzmy jednorodny izobaryczno-izotermiczny układ zamknięty zawierający N reagen-
tów biorących udział w M reakcjach elementarnych. (Przykładem takich układów są enzymatycz-
ne układy zamknięte.) Równania bilansu masy dla rozważanego układu przyjmują postać

N,,1k    ,Jνn
dt

dn R
q

M

1q
kqk

k K& === ∑
=

 .                                                                                    (III.2.1.)

Zmienne nk nie są wszystkie niezależne, co spowodowane jest zachowaniem masy w układzie
zamkniętym
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0n k

N

1k
k =ω∑

=

&  .                                                                                                                        (III.2.2.)

Podstawiając (III.2.1.) do (III.2.2.), otrzymujemy

0J νJν R
q

M

1q

N

1k
kqk

R
q

M

1q
kq

N

1k
k =








ω=ω ∑ ∑∑∑

= ===

 .                                                                               (III.2.3.)

Ponieważ na ogół 0JR
q ≠ , mamy

0ν
N

1k
kqk =ω∑

=

 .                                                                                                                       (III.2.4.)

Równania (III.2.4.) przedstawiają zasadę zachowania masy podczas przebiegu każdej q-tej re-
akcji elementarnej. Równania bilansu masy (III.2.1.) w stanie równowagi przyjmują postać

N,,1k    ,0Jν R
q

M

1q
kq K==∑

=

 ,                                                                                                 (III.2.5.)

gdzie

( )eqJJ R
q

R
q =  .

Prawo działania mas zapiszemy w postaci

−+ −= R
q

R
q

R
q JJJ  ,                                                                                                                     (III.2.6.)

gdzie

∏
=

+
+ =

N

1k

ν
kq

R
q

f
kqnkJ  – prosta szybkość q-tej reakcji elementarnej

∏
=

−
− =

N

1k

ν
kq

R
q

r
kqnkJ  – odwrotna szybkość q-tej reakcji elementarnej

Przyjmując postulat o mikroskopowej odwracalności, mamy

( ) ( )eqJJJeqJ R
q

R
q

R
q

R
q

−−++ ===  .                                                                                             (III.2.7.)
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W przypadku gdy N > M prawo działania mas (III.2.4.) oraz warunek stacjonarności (III.2.5.) im-
plikują mikroskopową odwracalność. W przypadku gdy MN ≤  mikroskopową odwracalność na-
leży rozpatrywać jako niezależny postulat [GRAY, 1970].
Założymy, że istnieje jeden i tylko jeden punkt równowagi (jest to trudne do udowodnienia, ale
wiadomo, że istnieje co najmniej jeden [PRIGOGINE, 1967; WEI & PRATER, 1962] ).
Kreski nad wielkościami będą oznaczać wartości równowagowe tych wielkości.
Równania dynamiki rozważanego układu dane są przez

N,,1k    , nknkνn
dt

dn N

1j

ν
jq

N

1j

ν
jq

M

1q
kqk

k
r
jq

f
jq

K& =









−== ∏∏∑

=
−

=
+

=

 .                                               (III.2.8.)

Wyznaczając pochodne cząstkowe wyrażeń (III.2.8.), otrzymujemy






















−=

∂
∂

∏∏∑
=

−
=

+
=

N

1j

ν

j
r

qωq

N

1j

ν

j
f

qωq

M

1q
kq

ωω

k
r
jq

f
jq nνknνkν

n

1

n

n&
 .                                                          (III.2.9.)

Jeżeli w (III.2.9.) podstawimy ( )N,,1k     ,nn jj K== , i wykorzystamy postulat o mikroskopo-

wej odwracalności zapisany w jawnej postaci

∏∏
=

−
=

+ =
N

1j

ν

jq

N

1j

ν

jq

r
jq

f
jq nknk  ,                                                                                                   (III.2.10.)

to otrzymamy

( ) ∏∑∏∑
==

+
=

+
=

−=−=
∂
∂ N

1j

ν

j

M

1q
q

f
qωkq

ω

N

1j

ν

j
r

qω
f

qωq

M

1q
kq

ωω

k
f
jq

f
jq nkνν

n

1
nννkν

n

1

n

n&
 ,                                   (III.2.11.)

gdzie

∂
∂

    oznacza, że wartość pochodnej cząstkowej liczona jest w punkcie równowagi.

Wyrażenie (III.2.11.) zapiszemy w bardziej zwartej postaci

ω

ωk

ω

k

n

S

n

n
=

∂
∂&

 ,                                                                                                                        (III.2.12.)

gdzie

∏∑
==

+−=
N

1j

ν

j

M

1q
q

f
qωkqωk

f
jqnkννS  .                                                                                              (III.2.13.)
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Wyznaczając w analogiczny sposób 
k

ω

n

n

∂
∂ &

, otrzymujemy

k

ωk

k

ω

n

S

n

n
=

∂
∂ &

 ,                                                                                                                        (III.2.14.)

gdzie

ωkωk SS =  .                                                                                                                           (III.2.15.)

Tak więc macierz komunalna ]A [A ij=  układu (III.2.8.) dana jest następująco [GRAY, 1970]:

( )N,1,ji,     ,SS    ,
n

S
A jiij

i

ij
ij K===  .                                                                                (III.2.16.)

Macierz komunalną A możemy przetransformować w macierz A  za pomocą macierzy ]T [T ij=

( )N,1,ji,     ,δn]T [ ijiij
2
1

K== −
 .                                                                                          (III.2.17.)

Po dokonaniu transformacji otrzymujemy

AATT 1 =−  ,                                                                                                                       (III.2.18.)

gzie

jiij

ji

ij
ij SS    ,

nn

S
]A [

2
1

2
1 ==  .                                                                                                    (III.2.19.)

Łatwo zauważyć, że rzeczywista macierz A  jest macierzą symetryczną.
Na podstawie poprzednio prezentowanych twierdzeń (Tw. 13 i Tw. 14) możemy stwierdzić
[GRAY, 1970]:
Wszystkie wartości własne macierzy A , a tym samym macierzy A, są rzeczywiste.

Ostatnio [Т. А. АКРАМОВ, Г. С. ЯБЛОНСКИЙ, 1975] wykazali, że punkt równowagi jest
asymptotycznie stabilnym stanem stacjonarnym układu (III.2.8.).
Tak więc oscylacje stężeń dookoła punktu równowagi w nieliniowym układzie zamkniętym
(w szczególności w enzymatycznym nieliniowym układzie zamkniętym) są niemożliwe.
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§ 3.    Liniowe układy reakcji chemicznych – twierdzenie Hyvera

          Hyver [HYVER, 1972] wykazał, że w układach reakcji chemicznych opisywanych układa-
mi liniowych równań różniczkowych o stałych współczynnikach

ij

N

1j
iji fnan +=∑

=

&  ,

gdzie

0a ii <     dla każdego i,

0a ij ≥ ,    i, j = 1, ... , N,    i ≠ j,

constfi = ,    consta ij = ,    i, j = 1, ... , N,

nie mogą pojawić się niegasnące oscylacje stężeń reagentów ( )tn i .

§ 4.    Metoda linearyzacji Kernera

          Metoda linearyzacji Kernera [KERNER, 1972; MORRIS, 1974] jest uogólnieniem metody
stosowanej przy linearyzacji równania Riccatiego na równania kinetyki enzymatycznej. Metoda
ta pozwala przetransformować układ nieliniowych równań różniczkowych pierwszego rzędu
w ekwiwalentny układ liniowych równań różniczkowych drugiego rzędu.
Równania dynamiki dla dowolnego mono- lub multi-enzymatycznego nieliniwego układu otwar-
tego mają postać

βα
i
αβiαiii xxKxkεx ++=&  .                                                                                                   (III.4.1.)

Będziemy stosować konwencję sumacyjną: tylko powtarzające się indeksy pisane greckimi litera-
mi są sumowane od 1 do n.
Niech x  oznacza wektor ααex  w n-wymiarowej przestrzeni Euklidesowej z ortonormalną bazą

αe . W tej notacji macierz k jest diadą (tensorem drugiego rzędu)

βγγβ eekk =  .

Mamy na przykład

)δee (    ,exkexeekxk βααβγαγαααβγγβ =⋅=⋅=⋅  .

Rodzinę macierzy γ
αβK  można przedstawić jako triadę (tensor trzeciego rzędu)
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βγααγββγα
γ
αβ eeeKeeeKK ==  ,

gdzie γ
αβK  i αγβK  będziemy stosować zamiennie.

Mamy wtedy

γβααγβωωβγααγβσσ exxKexeeeKexxKx =⋅⋅=⋅⋅  .

Przedstawiając wektor ε  jako γγeε , układ równań (III.4.1.) można zapisać w postaci

xKxxkεx ⋅⋅++=&  ,                                                                                                            (III.4.2.)

Wektorowe równanie (III.4.2.) jest uogólnieniem jednowymiarowego równania Riccatiego

2Kxkxεx ++=&  ,                                                                                                                (III.4.3.)

które przez podstawienie

z

z

K

1
x

&
−=                                                                                                                              (III.4.4.)

można sprowadzić do liniowego równania drugiego rzędu

zkεKzz &&& +−=  .                                                                                                                     (III.4.5.)

Podobnie można postąpić z wektorowym równaniem Riccatiego (III.4.3.).

Twierdzenie 17    [KERNER, 1972]
Wektorowy układ Riccatiego

xKxxkεx ⋅⋅++=&

można sprowadzić do liniowego układu

zKzkz ⋅+⋅= ∗∗ &&&

lub

( )β γβ iαiααiααii εΓK     ,zKzkz −=+= ∗∗∗
&&&  ,

stosując podstawienie
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z
zΓ

1
x &⋅

⋅
−=  ,

jeżeli istnieją Γ  i ∗k  takie, że

1. diada βαγ γβ α eezΓzΓ =⋅  posiada odwrotną ( )
zΓ

1
zΓ 1

⋅
=⋅ − ,

2. ( )n,,1sr,b,a,    ,ΓΓΓΓ brsaλrsabλ K== ωω ,

3. ( )n,,1si,a,    ,ΓkkΓ siasia K== β
∗
βββ .

§ 5.    Twierdzenie Korzuchina

          Równania dynamiki dla mono-enzymatycznego nieliniowego układu zamkniętego mają
postać:

( )q,1,i     ,nnγnβn l

q

1k

q

1l
k

i
kl

q

1k
k

i
ki K& =+= ∑∑∑

= ==

 .                                                                       (III.5.1.)

(Rozpatrujemy tylko rozwiązania ( ) 0tn i ≥ .)
Układ (III.5.1.) posiada całkę pierwszą

constnω i

q

1i
i =∑

=

 .

Współczynniki tego układu spełniają następujące zależności:

1. 




≥

≠
=

0β 

ik gdy 0
β k

k

i
k  ,

2. 




≥

≠≠
=

0 γ

 il,ik gdy 0
γ k

kl

i
kl  ,

3. l
lk

k
kl γγ =  ,

4. 0    γ,0β k
kl

k
k ≤<  .

Układ (III.5.1.) będziemy nazywać także układem chemicznym [КОРЗУХИН, 1967a].
Korzuchin [ЖАБОТИНСКИЙ & КОРЗУХИН, 1967; КОРЗУХИН, 1967a, b] opracował algo-
rytm na podstawie którego:



40

Zadanemu układowi

p,1,i    , )x,,x (Ax p1ii KK& ==  ,

gdzie )x,,x (A p1i K  są dowolnymi wielomianami z całkowitymi nieujemnymi stopniami, można

zawsze przyporządkować układ chemiczny

pq    q,,1,k    , ε),n,,n (Pn q1kk >== KK&

taki, że

( ) ( ) p,1,i    ,txtnlim ii
0ε

K==
→

 .

§ 6.    Klasyfikacja Tysona niestabilności w sieciach reakcji chemicznych

          Reakcje chemiczne przebiegające w jednorodnych izobaryczno-izotermicznych układach
opisywane są przez układy równań różniczkowych zwyczajnych

N,1,i    , })k {},x ({Fx αiii K& ==  .                                                                                      (III.6.1.)

Fi są funkcjami stężeń }x { i  wszystkich reagentów i pewnych parametrów }k { α . Rozwiązanie

stacjonarne równań (III.6.1.) jest zbiorem stężeń }x { oi  spełniających algebraiczne równania

N,1,i    ,0})k {},x ({F αoii K==  .                                                                                       (III.6.2.)

Żądamy aby

0xoi >     dla wszystkich i

                                                                                                                                               (III.6.3.)
( ) 0tx i >     dla wszystkich i,    ),0[t +∞∈ .

Stabilność stacjonarnych rozwiązań równań kinetycznych opisujących układy reakcji chemicz-
nych jest zdeterminowana przez wartości własne macierzy komunalnej [ ]ija A =

N,1,ji,    ,
dt

dx

x
a i

j
ij K=









∂
∂

=  .                                                                                           (III.6.4.)

Załóżmy, że znamy tylko znaki (–, +, 0) elementów ija  macierzy A.
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Macierz A jest jakościowo stabilna, jeżeli wszystkie jej wartości własne mają ujemne części rze-
czywiste niezależnie od aktualnych wartości jej elementów. Jeżeli macierz komunalna jest jakoś-
ciowo stabilna, to stan stacjonarny jest asymptotycznie stabilny.
Jeżeli macierz komunalna nie jest jakościowo stabilna, to wartości niezerowych elementów moż-
na tak dobrać aby stan stacjonarny był niestabilny, zakładając, że elementy te są niezależne i nie-
ustalone.
Na bazie twierdzenia Quirka i Rupperta (Tw. 12) Tyson [TYSON, 1975] wykazał, że wszystkie
destabilizujące procesy w układach reakcji chemicznych można podzielić na:
1. autokatalizę, jeżeli 0a ii >  dla pewnego i,

2. konkurencję, jeżeli 0a ij <  oraz 0a ji < , ji ≠ ,

3. symbiozę, jeżeli 0a ij >  oraz 0a ji > , ji ≠ ,

4. dodatnią pętlę sprzężenia zwrotnego, jeżeli 0aaa qijkij >L  dla sekwencji trzech lub więcej in-

deksów iqkji ≠≠≠≠≠ K ,

5. ujemną pętlę sprzężenia zwrotnego, jeżeli 0aaa qijkij <L  dla sekwencji trzech lub więcej in-

deksów iqkji ≠≠≠≠≠ K .

Należy podkreślić, że za wyjątkiem autokatalizy występowanie pozostałych procesów destabili-
zujących nie stanowi warunków wystarczających na to aby dany stan stacjonarny był niestabilny.
Wynika to z tego, że elementy macierzy komunalnej są zależne.

§ 7.    Metoda stężeń stacjonarnych

          Metoda stężeń stacjonarnych (quasi steady state approximation) stosowana była przez wie-
lu autorów przy analizie sieci reakcji enzymatycznych СЕЛЬКОВ, 1967; SELKOV & BETZ,
1973; WALTER, 1969a, b, c , 1970, 1974a , RAAP, 1975a, b].

Równania dynamiki multi-enzymatycznych nieliniowych układów otwartych zawierają jako
zmienne stężenia reagentów nie-enzymatycznych ci (t), i = 1, ... , n, oraz stężenia reagentów
enzymatycznych xj (t), j = 1, ... , m.

( )

( ) .m1,j    , )c,,c (ax )c,,c (Atx

n,1,i    , )c,,c (mx )c,,c (Mtc

n1jkn1

m

1k
jkj

n1ijn1

m

1j
iji

KKK&

KKK&

=+=

=+=

∑

∑

=

=
                                                    (III.7.1.)

Równania (III.7.1.) są liniowe względem stężeń reagentów enzymatycznych.
W notacji wektorowej równania (III.7.1.) przyjmują postać:

mxMc +=&  ,                                                                                                                       (III.7.2a.)

axAx +=&  .                                                                                                                        (III.7.2b.)
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Kładąc w równaniu (III.7.2b.) x&  równe zeru, otrzymujemy

mxMc SS +=&  ,                                                                                                                   (III.7.3a.)

axA0 S +=  .                                                                                                                      (III.7.3b.)

Równanie (III.7.3b.) przedstawia układ równań algebraicznych, z których można wyznaczyć Sx

w zależności od Sc :

aAx 1S −−=  .                                                                                                                         (III.7.4.)

Podstawiając (III.7.4.) do (III.7.3a.), otrzymujemy układ równań różniczkowych, które zawierają
tylko nieznane funkcje ( ) n,1,i    ,tcS

i K= :

maMAc 1S +−= −&  .                                                                                                               (III.7.5.)

Podstawiając rozwiązanie układu (III.7.5.) ( ){ } tc S&  określone przez warunki początkowe

( ) ( )0c0cS =  do (III.7.4.), otrzymujemy ( )txS  jako funkcje czasu.

Powyżej przedstawiona procedura nosi nazwę metody stężeń stacjonarnych (qausi steady state
approximation).
Rozwiązanie równań (III.7.2.) jest określone przez warunki początkowe ( )0c  i ( )0x . W przypad-
ku równań (III.7.3.) (lub ekwiwalentnie (III.7.5.)) stosujemy tylko warunki początkowe

( ) ( )0c0cS = .

Rozwiązanie ( ) ( ){ } tx,tc SS  równań (III.7.3.) jest przybliżonym rozwiązaniem układu (III.7.2.)

tylko dla warunków początkowych
( ) ( ) ( ) ( )0a 0A0x    ,0c 1−−= .

W pracach [VERGONET & BERENDSEN, 1970; OTTEN & DUYSENS, 1973; WALTER,
1974b] przedstawiono analizę błędów jakimi obarczone jest przybliżone rozwiązanie uzyskane
przy użyciu metody stężeń stacjonarnych oraz różne modyfikacje metody stężeń stacjonarnych.
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Rozdział IV
ELEME�TY TEORII GRAFÓW

§ 1.    Grafy skierowane

          W paragrafie tym przedstawimy niezbędne wiadomości z teorii grafów skierowanych, któ-
re wykorzystamy w dalszym ciągu pracy. W znacznej większości wprowadzone tu pojęcia – ich
nazwy i znaczenia są takie same jak w pracy [SZAMKOŁOWICZ, 1971].

Grafem skierowanym nazywamy parę uporządkowaną R,XG
v

= , gdzie X jest dowolnym skoń-

czonym zbiorem elementów zwanych wierzchołkami, a R
v

 dowolną relacją dwuargumentową
określoną na zbiorze X.
Parę uporządkowaną l = [x, y] wierzchołków grafu, dla których mamy yRx

v
, będziemy nazywać

łukiem grafu. Wierzchołki x, y nazywamy wierzchołkami łuku l. Wierzchołek x nazywamy po-
czątkiem, wierzchołek y – końce łuku l. Mówimy, że łuk łączy wierzchołki x i y. Mówimy także,
że łuk l = [x, y] wychodzi z wierzchołka x i wchodzi do wierzchołka y. Łuk l = [x, y], dla którego
x = y nazywamy pętlą.

Rzędem grafu R,XG
v

=  nazywamy moc zbioru jego wierzchołków X (czyli liczbę wierzchoł-

ków w grafie G).
Obiekt matematyczny, zwany grafem, posiada kilka ekwiwalentnych reprezentacji: algebraiczną,
macierzową i geometryczną.
W reprezentacji geometrycznej grafu wierzchołki przedstawiane są jako punkty na płaszczyźnie,
a łuki jako odcinki z zadaną orientacją łączące wierzchołki grafu.
Jeżeli dla każdej pary Xy,x ∈  mamy: xRy~ yRx

vv
⇒ , to graf nazywamy ostro skierowanym.

Jeżeli dla każdej pary Xy,x ∈  mamy: xRy yRx
vv

⇒ , to graf nazywamy symetrycznym.

Grafem częściowym grafu R,XG
v

=  nazywamy dowolny graf R,XG ′=′
v

, gdzie RR
vv

⊂′ , tzn.

xRy yRx
vv

⇒′ .

Podgrafem grafu R,XG
v

=  nazywamy dowolny graf XR,XG ′′=′′
v

, gdzie XX ⊂′  , a relacja

XR ′

v
 jest relacją R

v
 ograniczoną do zbioru X′ .

Dany jest graf G oraz jego podgraf G ′′ . Fragmentem grafu G nazywamy graf częściowy podgra-
fu G ′′  grafu G.

Niech x będzie dowolnym wierzchołkiem grafu R,XG
v

= . Przez XΓ  oznaczymy zbiór

{ }zRx  :Xz X

v
∈=Γ , a przez 1

X
−Γ  zbiór { }xRy  :Xy 1

X

v
∈=Γ− .

Dwa wierzchołki grafu x, y nazywamy sąsiednimi i piszemy xSy, jeżeli istnieje łuk, którego
wierzchołkami są x i y.
Dowolny ciąg wierzchołków m21 x,,x,x K  takich, że 1ii Sxx + , dla i = 1, 2, ... , m–1, wraz z łączą-
cymi je łukami (po jednym łuku dla każdej pary wierzchołków sąsiednich), nazywamy łańcu-
chem i oznaczamy ]l,,l,x,,x [ 1m1m1 −KK , gdzie ]x,x [l 1iii += , bądź ]x,x [l i1ii += .
Wierzchołki x1 i xm nazywamy odpowiednio początkiem i końcem łańcucha.
Liczbę (m–1) nazywamy długością łańcucha. Łańcuch, dla którego x1 = xm, nazywamy cyklem.
Łańcuch nazywamy prostym, jeżeli xi = xj dla każdego i, j = 1, ... , m. Cykl nazywamy prostym,
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jeżeli za wyjątkiem x1 = xm żadne z pozostałych wierzchołków nie są identyczne. Długością
cyklu nazywamy liczbę łuków cyklu. Dwa łuki l1 i l2 nazywamy łukami kolejnymi, jeżeli koniec
pierwszego łuku jest początkiem drugiego, i piszemy 21Sll .

Drogą nazywamy ciąg łuków ]l,,l,l [L m21 K= , dla których 1ii Sll + , i = 1, 2, ... , m–1. Drogę

]l,,l,l [ m21 K  wygodnie jest czasem oznaczyć za pomocą ciągu wierzchołków łuków

]x,,x,x [ 1m21 +K , gdzie ]x,x [  l 1iii += . Drogę będziemy nazywać prostą, jeżeli ji xx ≠  dla każ-

dego m,,1j,i K= . Wierzchołki x1 i xm+1 nazywamy odpowiednio początkiem i końcem drogi.
Długością drogi będziemy nazywać liczbę łuków drogi.
Konturem nazywamy drogę, której początek pierwszego łuku jest końcem ostatniego. Kontur na-
zywamy prostym, jeżeli żadne dwa z pozostałych wierzchołków nie są identyczne. Długością lub
rzędem konturu prostego nazywamy liczbę łuków konturu prostego.
Pętlę będziemy traktować jako kontur prosty pierwszego rzędu.
Graf nazywamy spójnym, jeżeli dla każdej pary jego różnych wierzchołków istnieje łączący je
łańcuch.
Graf nazywamy mocno spójnym, jeżeli dla każdej pary jego wierzchołków )x,x ( ji  i )x,x ( ij  is-

tnieje łącząca je droga.

Dany jest graf R,XG
v

= , podgrafem izolowanym grafu G nazywamy podgraf XR,X G ′′=′
v

,

jeżeli
1. G′  jest grafem spójnym,
2. dla każdego X x ′∈′  i każdego ( )XX x ′−∈  mamy:   xRx~

v
′     i    xRx~ ′

v
.

(A) (B) (C) (D)

RYS. 6.  (A) Graf G. (B) Podgraf grafu G. (C) Graf częściowy grafu G. (D) Fragment grafu G.

(A) (B) (C)

Rys. 7. (A) Droga prosta. (B) Łańcuch prosty. (C) Cykl prosty.
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RYS. 8. Kontury proste odpowiednio o rzędach 1, 2, 3 i 4.

x

y2

y1
z1

z2

z3

RYS. 9. Wierzchołki 321 z,z,z  należą do zbioru xΓ , wierzchołki 21 y,y  należą do zbioru 1
xΓ− .

x1 x1 x1x1

(A) (B)

RYS. 10. (A) Graf skierowany i (B) wszystkie jego drzewa bazowe o bazie w wierzchołku x1.

Niech będzie dany graf R,XG
v

= , gdzie }x,,x {X n1 K= . Macierz ]a [A ij= , )n,,1j,i( K= ,

gdzie







=
ji

ji
ij xRx~gdy    0

xRgdy  x  1
a v

v

nazywamy macierzą relacji R
v

 grafu G.
Drzewem nazywamy graf spójny, ostro skierowany, bez pętli, nie zawierający cykli prostych.

Pradrzewem o bazie Xx1 ∈  nazywamy graf R,XG
v

=  spójny, ostroskierowany, jeżeli dla każ-

dego 1i xx ≠ , mamy 1Γ 
ix
= , 0Γ 

1x
=  oraz graf nie zawiera cykli prostych.

Drzewem bazowym grafu skierowanego nazywamy graf częściowy danego grafu skierowanego
będący pradrzewem o danej bazie.
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Jeżeli na zbiorze wierzchołków grafu R,XG
v

=  określona jest funkcja f przyjmująca wartości

rzeczywiste, to mówimy, że dany jest graf z obciążonymi wierzchołkami. Jeżeli funkcją określo-
na jest na zbiorze łuków, to mówimy, że dany jest graf z obciążonymi łukami.
Graf z obciążonymi łukami lub wierzchołkami będziemy niekiedy nazywać siecią.

Niech będą dane: graf R,XG
v

= , }x,,x {X n1 K=  i funkcja określona na łukach tego grafu.

Macierz ]c [C ij= , i, j = 1, ... , n, gdzie

( )




=
ji

jiji
ij xRx~gdy                    0

xRgdy  x  ]x, x[  c
c v

v

będziemy nazywać macierzą obciążeń łuków tego grafu G.
Mówimy, że graf G podzieliliśmy na bloki, jeżeli usunęliśmy z grafu G talie łuki, że:
1. otrzymany graf częściowy składa się co najmniej z dwu podgrafów izolowanych,
2. żadne dwa z usuniętych łuków nie są łukami kolejnymi w G,
3. dołączenie któregokolwiek z usuniętych łuków powoduje zmniejszenie liczby podgrafów izo-

lowanych w grafie częściowym.
Powyżej określone podgrafy izolowane grafu częściowego będziemy nazywać blokami grafu G.

Schematem blokowym grafu R,XG
v

=  nazywamy graf ∗∗∗ = R,XG
v

, gdzie ∗X  jest zbiorem

bloków grafu G (odpowiadających danemu podziałowi grafu G na bloki), a relacja ∗R
v

 dana jest

następująco:
Niech ∗∗∗ ∈Xy,x ,

yRxyRx

yy

xx

vv

∗

∗

∈
∈

∗∗ ∨⇔  .

Dodano po złożeniu pracy.

Graf można zdefiniować także inaczej – w sposób bardziej ogólny.
Grafem G nazywamy trójkę uporządkowaną

ϕ= ,U,XG  ,

gdzie
X – jest zbiorem wierzchołków
U – jest zbiorem łuków
ϕ – jest odwzorowaniem zbioru U w zbiór par uporządkowanych X2

W przypadku gdy odwzorowanie 1−ϕ  jest jednoznaczne, G jest grafem skierowanym (bigrafem).
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Gdy odwzorowanie 1−ϕ  nie jest jednoznaczne (każdej parze uporządkowanej wierzchołków mo-

że odpowiadać kilka łuków), to graf G nazywamy multigrafem lub grafem z wielokrotnymi łuka-
mi.

§ 2.    Grafy symetryczne

           Przedstawione tu definicje podstawowych pojęć z teorii grafów symetrycznych pochodzą
z prac [HARARY, 1971; HORN, 1973c; SZAMKOŁOWICZ, 1971].
Relację grafu symetrycznego będziemy oznaczać przez R. Nieuporządkowaną parę wierzchoł-
ków k = (x, y) grafu symetrycznego R,XG = , dla których xRy nazywamy krawędzią grafu.

W reprezentacji geometrycznej grafu symetrycznego wierzchołki przedstawiane są jako punkty
na płaszczyźnie, a krawędzie jako odcinki łączące wierzchołki grafu.
O wierzchołkach x, y będziemy mówić, że:
1. są połączone krawędzią,
2. są wierzchołkami sąsiednimi,
3. wierzchołek x jest sąsiedni z wierzchołkiem y i vice versa,
4. są incydentne z krawędzią k = (x, y).

O krawędzi )y,x(k =  mówimy, że jest incydentna z każdym z jej wierzchołków. Pętlą nazywa-
my krawędź, która jest incydentna z tylko jednym wierzchołkiem (tzn. krawędź )x,x(k =  jest
pętlą).
Wierzchołkiem izolowanym nazywamy wierzchołek, który nie jest incydentny z żadną krawę-
dzią.
Zbiór wierzchołków grafu R,XG =  będziemy oznaczać przez V(G), a zbiór krawędzi przez –

E(G).
Wierzchołek grafu nazywamy skrajnym, jeżeli nie jest on sąsiedni z samym sobą (nie istnieje pęt-
la incydentna z tym wierzchołkiem) i jest sąsiedni z dokładnie jednym innym wierzchołkiem
w G.
Krawędź grafu nazywamy skrajną, jeżeli jest ona incydentna ze skrajnym wierzchołkiem w G.
Dowolny ciąg wierzchołków (niekoniecznie różnych) )x,,x (d n1 K= , gdzie każde dwa wierz-

chołki ix  i 1ix +  są wierzchołkami sąsiednimi, nazywamy drogą. Liczbę (m–1) nazywamy dłu-
gością drogi. Droga o długości zero jest po prostu pojedynczym wierzchołkiem. Wierzchołki x1

i xm nazywamy odpowiednio początkiem i końcem drogi. Każdy z nich będziemy również nazy-
wać wierzchołkiem skrajnym drogi. Drogę nazywamy długą, jeżeli jej długość jest równa lub
większa od liczby wierzchołków w G.
Mówimy, że droga nie zawiera cięciwy, jeżeli dla każdych trzech następujących po sobie wierz-
chołków 2i1ii x,x,x ++ , 2ii xx +≠ .
Drogą prostą nazywamy drogę, której wszystkie wierzchołki są różne.
Drogę, której początek i koniec się pokrywają, nazywamy cyklem.
Cykl nazywamy prostym, jeżeli wszystkie pozostałe wierzchołki są różne jeden od drugiego oraz
różne od x1 = xm.
Długością cyklu prostego nazywamy liczbę krawędzi w tym cyklu prostym.



48

Pętlę będziemy traktować jako cykl prosty o długości 1. Cykl prosty nazywamy parzystym lub
nieparzystym zależnie od tego czy jego długość jest liczbą parzystą lub nieparzystą.
Rozpatrzmy dwa cykle proste i drogę prostą w grafie G takie, że w każdym cyklu prostym dok-
ładnie jeden wierzchołek jest identyczny z jednym z wierzchołków skrajnej drogi, i nie ma in-
nych wierzchołków między dowolnymi dwoma z trzech wyżej wymienionych obiektów. O takich
dwu cyklach prostych i drodze prostej będziemy mówić, że tworzą dublet w G. Dublet będziemy
nazywać nieparzystym, jeżeli oba jego cykle są nieparzyste. Dwa cykle, które mają dokładnie je-
den wspólny wierzchołek, tworzą dublet, ponieważ wspólny wierzchołek można potraktować ja-
ko drogę prostą o długości zero.

RYS. 11.  Przykłady nieparzystych dubletów.

Mówimy, że dany obiekt (kontur, droga, ...) zawarty jest w grafie G, jeżeli obiekt ten jest frag-
mentem grafu G.
Drzewem nazywamy spójny graf G, jeżeli nie zawiera on cyklu prostego oraz wierzchołków izo-
lowanych.

Twierdzenie 18    [HORN, 1973c]
Graf, który nie zawiera krańcowych krawędzi zawiera cykl prosty.
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§ 3.    Grafy przepływu sygnałów *

          Układy liniowych równań algebraicznych o stałych współczynnikach, a także układy rów-
nań różniczkowych zwyczajnych o stałych współczynnikach (po dokonaniu przekształceń Lapla-
ce’a-Carlsona) będące odpowiednio równaniami stacjonarnej i niestacjonarnej kinetyki liniowych
układów enzymatycznych mogą być reprezentowane przez grafy przepływu sygnałów [KING &
ALTMAN, 1956a; VOLKENSTEIN & GOLDSTEIN, 1966; ВОЛЬКЕНШТЕЙН, ГОЛЬД-
ШТЕЙН & СТЕФАНОВ, 1967].
Grafy przepływu sygnałów dają między innymi możliwość wyznaczenia dzięki regule Masona
stacjonarnych stężeń lub transformat Laplace’a-Carlsona stężeń enzymu i jego różnych form.
Warto podkreślić, że grafy przepływu sygnałów zostały wprowadzone niezależnie w pracach
[MASON, 1953, 1956; KING & ALTMAN, 1956a; HILL, 1966].
Tej dziedzinie teorii grafów poświęconych jest już wiele monografii np. [MASON & ZIMMER-
MAN, 1960; ROBICHAUD et al., 1968]. Pomimo tego prace dotyczące zastosowań teorii grafów
przepływu sygnałów w kinetyce reakcji enzymatycznych cechuje nadal brak jednolitej termino-
logii i nieprecyzyjność określeń. Zdarzają się także przypadki dublowania wyników.
Zastosowaniom teorii grafów przepływu sygnałów w kinetyce reakcji enzymatycznych poświę-
cono wiele prac [KING & ALTMAN, 1956a, b; VOLKENSTEIN & GOLDSTEIN, 1966a, b;
ROMM, 1970; YATSIMIRSKII, 1973, 1975; SESHAGIRI, 1972; ВОЛЬКЕНШТЕЙН, 1967;
ВОЛЬКЕНШТЕЙН, ГОЛЬДШТЕЙН & СТЕФАНОВ, 1967; ВОЛЬКЕНШТЕЙН & МАГАР-
ШАК, 1970a, b, c, 1974; ВОЛЬКЕНШТЕЙН, МАГАРШАК & СТЕФАНОВ, 1971a, b, 1972;
СТЕФАНОВ, МАГАРШАК & ВОЛЬКЕНШТЕЙН, 1972; МАГАРШАК, СТЕФАНОВ &
ВОЛЬКЕНШТЕЙН, 1972; МАГАРШАК, 1974].

A. Reguła Masona

          Grafem przepływu sygnałów nazywamy graf z obciążonymi łukami, który można w spo-
sób jednoznaczny przyporządkować danemu układowi liniowych równań algebraicznych.
Obciążeniem drzewa bazowego danego grafu z obciążonymi łukami nazywamy iloczyn obciążeń
wszystkich łuków danego drzewa bazowego.
Wyznacznikiem bazowym Dr danego grafu z obciążonymi łukami nazywamy sumę obciążeń
wszystkich drzew bazowych tego grafu o danej bazie r.

Twierdzenie 19    (Reguła Masona)    [MASON, 1956; KING & ALTMAN, 1956]
Mamy dany układ równań algebraicznych jednorodnych

n,1,       t,0a
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n

1s
st

t

n

1t
st

K

K

==

==

∑

∑

=

=
                                                                                                       (IV.3.1)

oraz dodatkowe równanie

o

n

1r
r FF =∑

=

 ,                                                                                                                            (IV.3.2)
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gdzie oF  jest stałą.

Rozwiązania równań (IV.3.1) i (IV.3.2) są postaci:

∑
=

=
n

1j
j

i
oi

D

D
FF  ,                                                                                                                      (IV.3.3)

gdzie Di jest wyznacznikiem bazowym grafu przepływu sygnałów utworzonym w następujący
sposób:
1. Wierzchołkami grafu przepływu sygnałów są zmienne Fi , )n,,1i( K= .

2. Macierz ]a [A ij
∗∗ = ;    ijjiij

T
ijij εaεaa ==∗

jest macierzą obciążeń łuków grafu przepływu sygnałów, gdzie





≠

=
=

jigdy   1

jigdy   0
ε ij  .

Jako przykład rozpatrzymy równania dynamiki w stanie stacjonarnym mono-enzymatycznego
liniowego układu pseudo-otwartego:

PE  
k
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+ ←
 →

 ←
 →

 ←
 →+
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−

+

−

+

 ,                                                                                                                   (1P)

gdzie
A, P – reagenty nie-enzymatyczne, traktujemy je jako składniki zewnętrzne
E, EA, EP – reagenty enzymatyczne, traktujemy je jako składniki

Równania te dane są przez:

o

2323
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gdzie w celu uproszczenia zapisu symbole reagentów oznaczają jednocześnie stężenia tych rea-
gentów, Eo jest sumarycznym stężeniem wszystkich form enzymu.
Układowi równań (2P), (3P) możemy przyporządkować graf przepływu sygnałów, którego ma-
cierz obciążeń łuków dana jest następująco:

EP0kPk

EAk0Ak

Ekk0

EPEAE

A

23

21

31

+−

−+

+−=∗                                                                                                         (4P)

Na podstawie macierzy A* tworzymy graf przepływu sygnałów
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Następnie znajdujemy wszystkie drzewa bazowe i odpowiadające im wyznaczniki bazowe
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Wykorzystując Regułę Masona, znajdujemy rozwiązanie układu równań (2P), (3P):

D

DE
EP    ,

D

DE
EA    ,

D

DE
E EPoEAoEo ===  ,

gdzie EPEAE DDDD ++=  .

W (Rozdz. V., § 3.B.a.) podamy sposób konstrukcji grafu przepływu sygnałów na podstawie
równań stechiometrycznych.

B. Własności grafów przepływu sygnałów

          Podamy tu niektóre własności grafów przepływu sygnałów najczęściej wykorzystywane
w praktyce.
Jak zobaczymy dalej przy konstrukcji grafu przepływu sygnałów mogą pojawić się łuki wielok-
rotne.
Wielokrotne łuki o tym samym kierunku można scalić, zastępując je łukiem o kierunku łuków
scalanych i o obciążeniu równym sumie obciążeń luków scalonych.

j  
aa

  i        j  
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  i

2
ji

1
ji

2
ji

1
ji

 →
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Twierdzenie 20    [VOLKENSTEIN & GOLDSTEIN, 1966a]
Jeżeli można dokonać rozbicia danego grafu przepływu sygnałów na n podgrafów tak, aby
1. każdy podgraf zawierał wierzchołek r,
2. dowolne dwa podgrafy nie zawierały innych wspólnych wierzchołków,
to wyznacznik bazowy Dr jest równy iloczynowi wyznaczników bazowych tych podgrafów

∏
=

=
n

1i

i
rr DD  ,

gdzie
Dr – wyznacznik bazowy i-tego podgrafu

Dany jest graf przepływu sygnałów, dzielimy go na bloki. Każdy wierzchołek grafu przepływu
sygnałów charakteryzujemy parą indeksów i, s – indeks i wskazuje numer bloku, indeks s nume-
ruje wierzchołek w tym bloku.
Tworzymy schemat blokowy grafu przepływu sygnałów.
Obciążenie łuku j

iG  schematu blokowego dane jest przez

∑∑
= =

=
i jn

1s

n

1q

jq
is

j
i K)s,i(DG  ,
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gdzie
D(i, s) – wyznacznik bazowy i-tego bloku, w którym bazą jest wierzchołek s
ni – liczba wierzchołków w i-tym bloku
nj – liczba wierzchołków w j-tym bloku

BLOK  1

BLOK 2

K12
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2,1 2,2
K22

21

K21

22

1,3
K13
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K11

13

1,1

K11

21

1,2

K11

21

RYS. 12.  Podział grafu przepływu sygnałów na bloki. jq
isK  – obciążenie łuku o początku w wie-

rzchołku (i, s) i końcu w wierzchołku (j, q).

1 2
G2

1

G1

2

RYS. 13.  Schemat blokowy grafu przepływu sygnałów z RYS. 12. 1
2G  i 2

1G  – obciążenia łuków
schematu blokowego.

Twierdzenie 21    [VOLKENSTEIN & GOLDSTEIN, 1966a]
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gdzie
m – liczba bloków w grafie przepływu sygnałów
Fi – wyznacznik bazowy schematu blokowego
Nij – wartość zmiennej odpowiadająca wierzchołkowi (i, j) grafu przepływu sygnałów
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§ 4.    Grafy komunalne **

          W pracach [CLARKE, 1974a,b, 1975a,b, 1976a,b] została opracowana metoda badania stabil-
ności stanów stacjonarnych w sieciach nieodwracalnych reakcji chemicznych przy pomocy teorii
grafów. Metoda ta pozwala bez wypisywania w jawnej postaci równań kinetycznych, na podsta-
wie tylko równań stechiometrycznych, po skonstruowaniu pewnego grafu:
1. wyznaczyć współczynniki jα  w równaniu charakterystycznym macierzy komunalnej,

2. zbadać znaki współczynników jα  bez wypisywania ich w jawnej postaci,

3. zbadać znaki wyznaczników Hurwitza bez wypisywania ich w jawnej postaci,
4. wyznaczyć obszar stabilności w przestrzeni parametrów kinetycznych.

Metoda Clarke’a posiada jednak szereg wad:
1. została opracowana tylko dla sieci nieodwracalnych reakcji chemicznych,
2. niektóre definicje i twierdzenia zostały sformułowane nieprecyzyjnie.

Celem tego paragrafu jest między innymi sformułowanie opracowanej przez Clarke’a metody
w sposób ogólny i precyzyjny dzięki pewnym modyfikacjom.

A. Definicja grafu komunalnego i jego własności

          Dana jest rzeczywista NN×  macierz )N,,1j(i,    ],a [A ij K== .

Grafem komunalnym nazywamy graf skierowany z obciążonymi łukami, którego zbiór wierz-
chołków stanowi zbiór indeksów elementów macierzy ]a [A ij= , tzn. zbiór }N,,2 ,1{ K . Macierz

obciążeń łuków grafu komunalnego [ ]∗∗ = ija  A  dana jest następująco:

ji
T
ijij aaa ==∗  .

Ze względów praktycznych wygodnie będzie niekiedy rozpatrywać równolegle z grafem komu-
nalnym odpowiednio określony multigraf komunalny.
Dana jest rzeczywista NN×  macierz )N,,1j(i,    ],a [A ij K== .

Niech

)N,,1j(i,    ,aa
n

1q

q
ijij K==∑

=

 ,

gdzie n jest dowolną liczbą naturalną.
Macierzy komunalnej ]a [A ij=  możemy przyporządkować graf komunalny zgodnie z poprzed-

nią definicją a także, wykorzystując odwzorowanie przedstawione w TAB. III, multigraf komu-
nalny odpowiadający danemu rozbiciu elementów macierzy ]a [A ij=  na sumę

n
ij

2
ij

1
ijij aaaa +++= L  .
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GRAF   KOMUNALNY

a > 0,  i  jij ≠

a < 0,  i  jij ≠

a > 0 ii 

a < 0  ii 

i j

i j

i a  ii

i a  ii

TAB. II.  Konstrukcja grafu komunalnego na podstawie macierzy komunalnej ]a [A ij=

[OSIAK, 1978]. Ze względów praktycznych łuki grafu komunalnego o ujemnym obciążeniu bę-
dziemy oznaczać linią przerywaną, a łuki o dodatnim obciążeniu – linią ciągłą.
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GRAF   KOMUNALNY
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MULTIGRAF  KOMUNALNY
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TAB. III.  Graf komunalny i jeden z możliwych multigrafów odpowiadających macierzy
]a [A ij= .

Podane poniżej definicje i twierdzenia są prawdziwe zarówno dla grafu komunalnego jak i multi-
grafu komunalnego odpowiadającego danemu rozbiciu elementów macierzy ]a [A ij=  na sumę

n
ij

2
ij

1
ijij aaaa +++= L  .

Dany jest graf (multigraf) komunalny. Tworzymy zbiór wszystkich konturów prostych zawartych
w danym grafie (multigrafie) komunalnym.
Zbiór ten nazywamy zbiorem konturów prostych grafu (multigrafu) komunalnego.
C-grafem nazywamy podzbiór zbioru konturów prostych grafu (multigrafu) komunalnego taki, że
nie istnieje wierzchołek należący do więcej niż jednego konturu prostego.
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Rzędem C-grafu nazywamy ilość łuków w C-grafie. Krotnością C-grafu nazywamy ilość kontu-
rów prostych w C-grafie.
Obciążeniem rkC  danego C-grafu o rzędzie r i krotności k nazywamy wyrażenie

∏−=
Ł

pq
krk a)1(C  ,

gdzie
apq – obciążenie luku [q, p]

∏
Ł

 – iloczyn po wszystkich łukach C-grafu

Dana jest rzeczywista NN×  macierz )N,,1j(i,    ],a [A ij K== , i jej równanie charakterystyczne

0λα]aλδ [ det rN
N

0r
rijij =≡− −

=
∑  .

Twierdzenie 22    [CLARKE, 1974a]
Każdy współczynnik rα  w równaniu charakterystycznym macierzy ]a [A ij=  jest sumą obciążeń

wszystkich możliwych C-grafów r-tego rzędu.

Normalnym konturem prostym będziemy nazywać kontur prosty zawierający tylko łuki o dodat-
nim obciążeniu. Pseudo-normalnym konturem prostym nazywamy kontur prosty zawierający pa-
rzystą (różną od zera) liczbę łuków o obciążeniu ujemnym. Oscylacyjnym konturem prostym na-
zywamy kontur prosty zawierający nieparzystą liczbę łuków o obciążeniu ujemnym.

Twierdzenie 23    [CLARKE, 1974a]
Znak obciążenia C-grafu jest równy pn)1( +− , gdzie n jest liczbą normalnych konturów prostych,

a p jest liczbą pseudo-normalnych konturów prostych.

Twierdzenie 24    [MARIMONT, 1969]
Dana jest rzeczywista NN×  macierz )N,,1j(i,    ],a [A ij K== ,

∑∑
=

−=
i 1k

Nk
i

N C)1(Adet  ,

gdzie

∑∑
=i 1k

Nk
iC  jest sumą obciążeń wszystkich C-grafów N-tego rzędu.
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B.  „Morfologia” grafów komunalnych

          Dalej przez ∗
jα  będziemy oznaczać zbiór C-grafów j-tego rzędu, a przez jα  sumę obciążeń

C-grafów ze zbioru ∗
jα .

Zbiory ∗
jα  będziemy zadawać (jeżeli to będzie wygodne), korzystając z uproszczonej notacji

[CLARKE, 1974a], wykorzystując tzw. „morfologię” C-grafów. W przypadku ogólnym 6 pierw-
szych zbiorów ∗

jα  podano w TAB. IV.

Wykorzystując notację przedstawioną w TAB. IV, zapiszemy wyznaczniki Hurwitza 2∆  i 3∆
w postaci wygodnej do obliczeń i przy dowodzeniu twierdzeń [CLARKE, 1974a].

=
= +
= + +

= + + + +

= +++++ +

= + +++ ++ ++++

TAB. IV.  Zbiory ∗
jα  (j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.) w przypadku ogólnym.

∗
jα   – zbiór wszystkich C-grafów j-tego rzędu

∗    – zbiór wszystkich C-grafów pierwszego rzędu
∗∗  – zbiór C-grafów drugiego rzędu utworzonych z dwu konturów prostych pierwszego rzędu

 ─   – zbiór C-grafów drugiego rzędu utworzonych z jednego konturu prostego drugiego rzędu
∇   – zbiór C-grafów trzeciego rzędu utworzonych z jednego konturu prostego trzeciego rzędu

∗
−

   – zbiór C-grafów trzeciego rzędu utworzonych z jednego konturu prostego drugiego rzędu

i jednego konturu prostego pierwszego rzędu
itd.

[ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ] [ ]{ }
[ ] [ ] [ ][ ]{ } [ ][ ]{ } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ){ }o   oo   

   30212

               2                  2

                 

−+∗∗∗+∇−∗∗
∗=−∗+∗∗∗+∇−∗∗

∗=

=∇++∗∗
∗−−+∗∗∗=αα−αα=∆ −

∗
 ,

gdzie

[ ]       oznacza obciążenie danego zbioru C-grafów

[ ] [ ]{ }o        ⋅     oznacza iloczyn obciążeń danych dwu C-grafów posiadających co najmniej jeden

wspólny wierzchołek
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Przy wyznaczaniu 2∆  i 3∆  wykorzystano następujące tożsamości:
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C. Zastosowanie grafów komunalnych

          Grafy komunalne można wykorzystać przy badaniu znaków rzeczywistych części wartości
własnych dowolnych NN×  rzeczywistych macierzy, oraz przy wyznaczaniu wyznaczników
tych macierzy.
W przypadku braku informacji o znakach elementów macierzy można na podstawie grafu komu-
nalnego jedynie wyznaczyć w jawnej postaci współczynniki jα  w równaniu charakterystycznym

tej macierzy.
W przypadku gdy znamy znaki elementów macierzy możemy ponadto zbadać znaki współczyn-
ników jα , a także w pewnych przypadkach znaki wyznaczników Hurwitza bez wypisywania ich

w jawnej postaci.
W prezentowanej pracy grafy komunalne wykorzystamy między innymi przy badaniu znaków
części rzeczywistych wartości własnych macierzy komunalnych.
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Rozdział V
ZASTOSOWA�IE TEORII GRAFÓW DO A�ALIZY STABIL�OŚCI STA�ÓW
STACJO�AR�YCH W SIECIACH REAKCJI E�ZYMATYCZ�YCH – JĘZYK
STĘŻE�IOWY

§ 1.    Klasyfikacja stanów stacjonarnych

          Stan stacjonarny nazywamy jakościowo stabilnym, jeżeli jest on asymptotycznie stabilny
dla wszystkich wartości stałych szybkości.
Stan stacjonarny nazywamy jakościowo niestabilnym jeżeli jest on niestabilny dla wszystkich
wartości stałych szybkości.
Stan stacjonarny nazywamy warunkowo niestabilnym jeżeli istnieją wartości stałych szybkości,
dla których jest on niestabilny.

Wprowadzona powyżej klasyfikacja jest bardzo użyteczna w przypadku gdy badamy stabilność
stanów stacjonarnych danej sieci reakcji enzymatycznych, nie posiadając informacji o wartoś-
ciach parametrów kinetycznych (stałych szybkości).

§ 2.    Metoda Horna

          W pracach [HORN, 1973a,b,c,d; HORN & JACKSON, 1972; FEINBERG, 1973; FEIN-
BERG & HORN, 1974] wprowadzono grafowe metody jakościowej analizy dynamiki złożonych
sieci reakcji chemicznych (w szczególności reakcji enzymatycznych).
Metody te pozwalają między innymi stwierdzić, badając własności pewnych grafów przyporząd-
kowanych danej sieci,
1. czy dana sieć reakcji posiada dodatni stan stacjonarny?
2. czy dany dodatni stan stacjonarny jest asymptotycznie stabilny?

W paragrafie tym przedstawimy w zarysie metodę Horna [HORN, 1973b, c], koncentrując uwagę
na twierdzeniach sformułowanych w języku teorii grafów, umożliwiających jakościową analizę
dynamiki sieci reakcji enzymatycznych.

A. Uproszczone reakcje elementarne

          Rozpatrzmy sieć reakcji ze składnikami m21 A,,A,A K  oraz zewnętrznymi składnikami

*m2m1m B,,B,B K++ .
W ogólności reakcje elementarne mają postać

∑∑∑∑
+==+==

+ ←
 →+

*m

1mj
jjq

m

1i
iiq

pq

qp*m

1mj
jjp

m

1i
iip By Ay  

K

K
 By Ay  ,                                                           (V.2.1.)
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gdzie
yip, yiq – współczynniki stechiometryczne proste i odwrotne
Kqp, Kpq – stałe szybkości proste i odwrotne

Reakcję elementarną (V.2.1.) można sprowadzić przez usunięcie składników zewnętrznych do
uproszczonej reakcji elementarnej:

∑∑
==

 ←
 → m

1i
iiq

pq

qpm

1i
iip Ay  

K

K
  Ay  .                                                                                               (V.2.2.)

Każdej uproszczonej reakcji elementarnej przyporządkowujemy pseudo-stałe szybkości

∏

∏

+=

+=

=

=

*m

1mj

y

jpqpq

*m

1mj

y

jqpqp

jq

jp

γKk

γKk

 ,                                                                                                                 (V.2.3.)

gdzie jγ  jest stężeniem składnika zewnętrznego Bj.

B. Kompleksy

          Wyrażenia stojące po obu stronach równania (V.2.2.) będziemy nazywać kompleksami.
Reakcji elementarnej takiej jak

11 A  
K

  B →

odpowiada uproszczona reakcja elementarna

1
1 A  

γK
  0  →  ,

gdzie 0 oznacza kompleks zerowy.

Wprowadzimy teraz przestrzeń wektorową V, mRV = , którą będziemy nazywać przestrzenią

składników.
Niech m11 ν,,ν,ν K  będzie ortonormalną bazą przestrzeni V. Każdemu kompleksowi możemy
przyporządkować wektor w przestrzeni V zwany wektorem kompleksu.
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i

m

1i
iqAy

Kompleks

∑
=

    ( )Tmqq1 y,,y

kompleksu Wektor

L

Drugi składnik – q – oznacza numer kompleksu.
Obie te reprezentacje są identyczne jeżeli składniki m21 A,,A,A K  są identyczne z bazą

m11 ν,,ν,ν K  przestrzeni składników V.

Zbiór }y,,y,y { n21 K  różnych kompleksów będziemy nazywać kolekcją kompleksów i oznaczać
przez K. Liczbę n będziemy nazywać rzędem K.
Każdej uporządkowanej parze )y,y ( ji  kompleksów przyporządkujemy nieujemną liczbę kji.

C. Równania dynamiki

           Rozpatrzmy układ działania mas zadany przez: m składników, n kompleksów

n21 y,,y,y K  oraz zbiór stałych szybkości jik .

Stężenie składnika iA  w chwili t oznaczymy przez )t(ci .

Wektor c  będziemy nazywać wektorem stężeniowym, dany jest on przez:

( )Tm1 )t(c,),t(c)t(c K=  .                                                                                                        (V.2.4.)

Zbiór wszystkich wektorów w V o dodatnich współrzędnych będziemy oznaczać przez +V .

Ponieważ stężenia składników są nieujemne

+∈Vc .

Równania dynamiki układu działania mas przyjmują postać

( ) )c(fyy  
y

)(ck)t(c ij
νi

m

1ν

ν
n

1i

n

1j
ji =−








= ∏∑∑

== =

&                                                                          (V.2.5.)

dla wszystkich +∈Vc .

Wektor c , +∈Vc , dla którego 0)c(f =  będziemy nazywać dodatnim stanem stacjonarnym.

D. Diagram reakcji

          Diagramem reakcji nazywamy graf skierowany R,KG
v

= , gdzie relacja R
v

 dana jest nas-

tępująco:
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Ky,y    ,0kyRy jijiji ∈>⇔
v

 .                                                                                             (V.2.6.)

Układ działania mas nazywamy odwracalnym, jeżeli odpowiadający mu diagram reakcji jest gra-
fem symetrycznym.
Układ działania mas nazywamy słabo-odwracalnym, jeżeli w odpowiadającym mu diagramie re-
akcji wszystkie izolowane podgrafy są mocno spójne.
Każdy odwracalny układ działania mas jest słabo-odwracalny ale nie vice versa.

E. Krótkie kompleksy

          Rozpatrzmy układ działania mas z przestrzenią składników V i kolekcją kompleksów K.
Niech M ,

}ν,,ν,ν { m11 K=M

będzie bazą przestrzeni V.
M , 0M  i 0 M  określimy następująco:

}m,,2 ,1{ K=M  ,

}0{0 ∪= MM  ,

}ν00 {MM ∪=  ,

gdzie 0ν  jest wektorem zerowym w V.

Kompleks nazywamy krótkim, jeżeli nie może być przedstawiony w postaci sumy dwu (nieko-
niecznie różnych) wektorów w 0 M .

Tzn. y  jest krótkim kompleksem, jeżeli

ji ννy +=  ,    gdzie    0 j,i M∈  .

F. Grafy kompleksów

          Niech K będzie zbiorem krótkich kompleksów.
Grafem kompleksów nazywamy graf symetryczny (nieskierowany)

R,G 0 M=  ,

gdzie relacja R dana jest następująco

K)νν (j R i ji ∈+⇔  ,    gdzie    0 j,i M∈  .
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Wierzchołki grafu kompleksów, które odpowiadają elementom zbioru M  będziemy nazywać
wierzchołkami składnikowymi i oznaczać przez ●.
Wierzchołek, któremu odpowiada 00 M∈  będziemy nazywać wyróżnionym i oznaczać przez ○.

Krótki kompleks
Graf krótkich 
kompleksów

Konwencjonalny
zapis

Wektor w przestrzeni
składników

zerowy

unimolarny

heterobimolarny

homobimolarny

0

ji    ,AA ji ≠+

00 ν+ν

0i    ,i ≠ν+ν0

0i    ,ii ≠ν+ν

iA

iA2

i j

0 i

i

0

0ji0    ,ji ≠≠≠ν+ν

TAB. V.  Klasyfikacja krótkich kompleksów i ich reprezentacje.

G. Twierdzenie Horna

Twierdzenie 25    [HORN, 1973b,c]
Jeżeli graf kompleksów układu działania mas nie zawiera parzystego cyklu prostego o długości

2> , lub nieparzystego dubletu, a układ działania mas
1. jest słabo-odwracalny, to układ ten posiada jeden i tylko jeden dodatni stan stacjonarny, który

jest jakościowo stabilny.
2. nie jest słabo-odwracalny, to układ ten nie posiada dodatnich stanów stacjonarnych.

Twierdzenie 26    [HORN, 1973c]
Jeżeli rozwiązania równań dynamiki układu działania mas z krótkimi kompleksami posiadają
(jedno z następujących):
1. niestabilny dodatni stan stacjonarny,
2. dwa lub więcej dodatnich stanów stacjonarnych,
3. okresowe dodatnie rozwiązanie (inne niż trywialne const)t(c = ),
to układ działania mas jest słabo odwracalny, a jego graf kompleksów zawiera parzysty cykl pro-
sty o długości 2>  lub nieparzysty dublet.

Z twierdzenia Horna wynikają między innymi następujące wnioski [HORN, 1973c]:
1. Wszystkie słabo odwracalne układy działania mas z dwoma krótkimi kompleksami posiadają

jeden i tylko jeden dodatni stan stacjonarny, który jest jakościowo stabilny.
2. Wszystkie słabo odwracalne układy działania mas z trzema krótkimi kompleksami posiadają

jeden i tylko jeden dodatni stan stacjonarny, który jest jakościowo stabilny.
3. Każdy słabo odwracalny układy działania mas, którego wszystkie kompleksy są unimolarne,

posiada jeden i tylko jeden dodatni stan stacjonarny, który jest jakościowo stabilny.
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4. Słabo odwracalny układy działania mas posiada jeden i tylko jeden dodatni stan stacjonarny,
który jest jakościowo stabilny, jeżeli wszystkie (za wyjątkiem jednego) jego kompleksy są
unimolarne i jeżeli wyjątkowy kompleks jest krótki.

H. Klasy izomorfizmów

          Dwa grafy symetryczne 1G  i 2G  nazywamy izomorficznymi jeżeli istnieje odwzorowanie

)G(V 1  w )G(V 2 , które:
1. przeprowadza wierzchołki składnikowe w wierzchołki składnikowe i wierzchołek wyróżnio-

ny w wierzchołek wyróżniony,
2. zachowuje związek sąsiedztwa.

Klasą izomorfizmów grafów kompleksów nazywamy zbiór grafów kompleksów taki, że każde
dwa grafy z tego zbioru są izomorficzne.
Klasę izomorfizmów będziemy reprezentować przez jeden z grafów należący do tej klasy, pomi-
jając wskaźniki przy wierzchołkach, jednakże z rozróżnieniem pomiędzy wierzchołkiem wyróż-
nionym i wierzchołkami składnikowymi.
Rozpatrzmy zbiór słabo odwracalnych układów działania mas z krótkimi kompleksami taki, że
każdemu układowi działania mas odpowiada graf kompleksów należący do danej klasy izomor-
fizmów reprezentowanej przez jeden niewskaźnikowany graf.
Z twierdzeń Horna wynika, że badanie własności wszystkich wyżej wspomnianych układów
działania mas można zastąpić badaniem własności tylko jednego z nich.

§ 3.    Mono-enzymatyczne liniowe układy pseudo-otwarte *

A. Równania dynamiki

          Równania dynamiki mono-enzymatycznego liniowego układu pseudo-otwartego przyjmują
postać

N,1,i    ),n,,n,n,,(nFnknkνn N1nn1i

N

1k

ν

kq

N

1k

ν

kq

M

1q
iqi

r
kq

f
kq

KKK& ==







−= +

=
−

=
+

=
∏∏∑  ,                 (V.3.1.)

N,2,n 1,nj    const,n j K++==  ,

gdzie
reagenty enzymatyczne są indeksowane od 1 do n,
reagenty nie-enzymatyczne są indeksowane od n + 1 do N.

Równania dynamiki (V.3.1.) sprowadzimy do postaci

n),1,(i    ,nan j

n

1j
iji K& ==∑

=

 .                                                                                                  (V.3.2.)
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Współczynniki ija  dane są przez

∑
=

=
∂
∂

=
M

1q

q
ij

j

i
ij a

n

F
a  ,                                                                                                                  (V.3.3.)

gdzie


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


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∂
∂

= ∏∏
=
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1k
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kq

N

1k

ν

kqiq
j

q
ij

r
kq

f
kq nknkν

n
a  .                                                                                (V.3.4.)

Dla reakcji elementarnej

j
E  

k

k
  EN

q

q

ir  ←
 →+

−

+

mamy

qr
q
ii kna +−=  ,                                                                                                                         (V.3.5.)

q
q
jj ka −−=  ,                                                                                                                             (V.3.6.)

q
q
ij ka −=  ,                                                                                                                               (V.3.7.)

rq
q
ji nka +=  ,                                                                                                                           (V.3.8.)

gdzie

rji n,n,n  są odpowiednio stężeniami rji N,E,E ,

}N,,1n{r    },n,,2 ,1{j,i KK +∈∈ .

Dla reakcji elementarnej

r

q

q

i N
j

E  
k

k
  E + ←

 →

−

+

mamy

q
q
ii ka +−=  ,                                                                                                                             (V.3.9.)
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rq
q
jj nka −−=  ,                                                                                                                       (V.3.10.)

rq
q
ij nka −=  ,                                                                                                                          (V.3.11.)

q
q
ji ka +=  ,                                                                                                                             (V.3.12.)

gdzie

rji n,n,n  są odpowiednio stężeniami rji N,E,E ,

}N,,1n{r    },n,,2 ,1{j,i KK +∈∈ .

Dla reakcji elementarnej

j
E  

k

k
  E

q

q

i  ←
 →

−

+

mamy

q
q
ii ka +−=  ,                                                                                                                           (V.3.13.)

q
q
jj ka −−=  ,                                                                                                                           (V.3.14.)

q
q
ij ka −=  ,                                                                                                                             (V.3.15.)

q
q
ji ka +=  ,                                                                                                                             (V.3.16.)

gdzie

ji n,n  są odpowiednio stężeniami ji E,E ,

}n,,2 ,1{j,i K∈ .

Uwzględniając (V.3.3.) oraz (V.3.5-16.) możemy stwierdzić, że współczynniki )n,,1j,i( ,a ij K= ,

w równaniu (V.3.2.) spełniają następujące zależności:

0a
n

1i
ij =∑

=

    dla wszystkich n,,1j K= ,                                                                               (V.3.17.)

0a ii <          dla wszystkich n,,1i K= ,                                                                               (V.3.18.)
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0a ij ≥           dla wszystkich n,,1j,i K= .                                                                            (V.3.19.)

Z (V.3.17.) wynika, że dla równań (V.3.2.) mamy:

0n
n

1i
i =∑

=

&                                                                                                                               (V.3.20.)

lub

o

n

1i
i nconstn ==∑

=

 ,                                                                                                             (V.3.21.)

gdzie
no – sumaryczne stężenie wszystkich reagentów enzymatycznych

(sumaryczne stężeniem wszystkich form enzymu)

B. Stan stacjonarny

a. Stacjonarny graf przepływu sygnałów

                Równania (V.3.2.) stanowią układ zwyczajnych liniowych równań różniczkowych
o stałych współczynnikach.
W stanie stacjonarnym równania (V.3.2.), (V.3.17.), (V.3.21.) przyjmują postać
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n),2, 1,(k    ,0na
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 .                                                                                          (V.3.22.)

Łatwo zauważyć, że układowi (V.3.22.) można przyporządkować graf przepływu sygnałów
w następujący sposób:
1. Wierzchołkami grafu przepływu sygnałów są stężenia form enzymu n21 n,,n,n K .

2. Macierz n),1,j(i,    ],a [A ij K== ∗∗ , gdzie

ijjiij
T
ijij εaεaa ==∗

jest macierzą obciążeń łuków grafu przepływu sygnałów.

Powyższy graf przepływu sygnałów będziemy nazywać stacjonarnym grafem przepływu sygna-
łów.
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Stacjonarny graf przepływu sygnałów można także skonstruować na podstawie równań stechio-
metrycznych [KING & ALTMAN, 1956; VOLKENSTEIN & GOLDSTEIN, 1966],
wykorzystując odwzorowanie przedstawione w TAB. VI.
Wykorzystując regułę Masona, możemy wyznaczyć współrzędne stanu stacjonarnego

∑
=

∆

∆
=

n

1k
k

i
oi nn  .                                                                                                                    (V.3.23.)

Równanie
stechiometryczne

Stacjonarny graf
przepływu sygnałów
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−

TAB. VI.  Zasada konstrukcji stacjonarnego grafu przepływu sygnałów na podstawie równań
stechiometrycznych. Ei, Ej – reagenty enzymatyczne, Nr – reagent nie-enzymatyczny. Dla wygo-
dy przyjęliśmy, że symbole reagentów oznaczają jednocześnie stężenia tych reagentów: ii nE = ,

jj nE = , rr nN = , }n,,1{j,i K∈ , }N,,1n{r K+∈ .

b. Ogólna postać równań szybkości w stanie stacjonarnym

Twierdzenie 27
W przypadku reakcji enzymatycznych (mono-enzymatyczne układy pseudo-otwarte) o mechaniz-
mach uporządkowanych i o mechanizmach typu ping-pong szybkość każdej reakcji elementarnej
w stanie stacjonarnym dana jest przez:

)n(W

1
nknknJ
}prod{p

p
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1q
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}sub{s
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R
o ⋅



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



−= ∏∏∏∏
∈=

−
∈=

+  ,                                                               (V.3.24.)

gdzie
}sub{  – zbiór wskaźników numerujących substraty globalnej reakcji enzymatycznej
}prod{  – zbiór wskaźników numerujących produkty globalnej reakcji enzymatycznej

ps n,n  – stężenia reagentów nie-enzymatycznych
R
oM

R
2o

R
1o

R
o JJJJ ==== L  – szybkości reakcji elementarnych w stanie stacjonarnym

M  – liczba reakcji elementarnych
)n,,n,n (W)n(W N1n1n K++=
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Dowód
Stacjonarne grafy przepływu sygnałów w przypadku reakcji enzymatycznych o mechanizmach
uporządkowanych i mechanizmach typu pin-pong są grafami postaci:

W każdym z tych grafów istnieją dwa kontury proste, każdy o długości równej liczbie wierzchoł-
ków w danym grafie, których obciążenia wynoszą odpowiednio

∏∏
∈=

+
}sub{s

s

M

1q
q nk     i    ∏∏

∈=
−

}prod{p
p

M

1q
q nk  .

(Obciążeniem konturu prostego nazywamy iloczyn obciążeń wszystkich łuków tworzących dany
kontur prosty.)
Szybkość każdej reakcji elementarnej w stanie stacjonarnym dla mechanizmów uporządkowa-
nych i pin-pong wynosi
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Dla grafów o trzech wierzchołkach mamy:
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Tak więc

∆j ij  a

j
aji

j
aij

Ogólnie









−=∆−∆ ∏∏∏∏
∈=

−
∈=

+
}prod{p

p

M

1q
q

}sub{s
s

M

1q
qijjjii nknkaa  .

Ponadto

∑
=

∆
n

1k
k

jest wielomianem stężeń reagentów nie-enzymatycznych

)n,,n,n (W N1n1n K++

stopnia mniejszego niż n, o nieujemnych współczynnikach.

C. Stabilność stanu stacjonarnego

          Stabilność rozwiązań stacjonarnych równań dynamiki dla mono-enzymatycznych linio-
wych pseudo-otwartych układów można zbadać w prosty sposób, wykorzystując metodę Horna.
Rozważane przez nas mono-enzymatyczne liniowe układy pseudo-otwarte są odwracalnymi ukła-
dami działania mas z wyłącznie unimolarnymi kompleksami. Grafy kompleksów dla takich ukła-
dów są gwiazdami (RYS. 14), nie zawierają więc parzystych cykli prostych o długości > 2 oraz
nieparzystych dubletów.

RYS. 14.  Grafy kompleksów dla mono-enzymatycznych liniowych układów pseudo-otwartych.

Z twierdzenia Horna (Tw. 25) wynika więc, że
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Dowolny odwracalny mono-enzymatyczny liniowy układ pseudo-otwarty posiada jeden i tylko
jeden dodatni stan stacjonarny, który jest jakościowo stabilny.
Uwaga
Powyższy wniosek jest słuszny zarówno dla układów odwracalnych jak i słabo odwracalnych.

D. Jawna postać rozwiązań

a. Niestacjonarny graf przepływu sygnałów

                Równania dynamiki dla mono-enzymatycznego liniowego układu pseudo-otwartego
dane są przez
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 ,                                                                               (V.3.25.)

gdzie
Ei – stężenie i-tego reagenta enzymatycznego
Eo – sumaryczne stężenie wszystkich reagentów enzymatycznych

Przyjmujemy następujące warunki początkowe:

{ } ( ) ( )ij n,2, 1,j    ,n,2, 1,i    ,0)0(E    ,E)0(E joi ≠∧=∈== KK  .                                    (V.3.26.)

Po dokonaniu przekształceń Laplace’a-Carlsona:
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układ (V.3.25.) przyjmuje postać:
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gdzie
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Równanie operatorowe (V.3.28.) zapiszemy w postaci:
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gdzie

i
tststs ηqab −=  .                                                                                                                    (V.3.12.)

Równaniom operatorowym możemy przyporządkować graf przepływu sygnałów w następujący
sposób:
1. Wierzchołkami grafu przepływu sygnałów są )q(E r

∗ , n),2, 1,(s K= .

2. Macierz ]εb []b [ ststts =  jest macierzą obciążeń łuków grafu przepływu sygnałów.

Powyższy graf przepływu sygnałów będziemy nazywać niestacjonarnym grafem przepływu syg-
nałów mono-enzymatycznego liniowego układu pseudo-otwartego.

Niestacjonarny graf przepływu sygnałów możemy utworzyć także na podstawie stacjonarnego
grafu przepływu sygnałów w następujący sposób:
1. Na podstawie odwzorowania przedstawionego w TAB. VI konstruujemy stacjonarny graf

przepływu sygnałów.
2. Dokonujemy zamiany )t(E i  na )q(E r

∗ , n),2, 1,(i K= .
3. Dla danych warunków początkowych
     { } ( ) ( )ij n,2, 1,j    ,n,2, 1,i    ,0)0(E    ,E)0(E joi ≠∧=∈== KK

     w stacjonarnym grafie przepływu sygnałów tworzymy nowe łuki, łącząc każdy wierzchołek
∗
jE  z wierzchołkiem ∗

iE , { } ( ) ( )[ ]ij n,2, 1,j    ,n,2, 1,i ≠∧=∈ KK . Każdy nowo powstały łuk

obciążamy wielkością q.
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∗∗ →
i

E  
q

  E j

4. Jeżeli w wyniku tej operacji powstały łuki wielokrotne, to dokonujemy scalenia łuków grafu,
wykorzystując własność
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aq

  E          
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E  
a

q
  E ij
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ij

j
∗∗∗∗  →

+
=→

→  .

Konstrukcja niestacjonarnego grafu przepływu sygnałów w przypadku warunków początkowych

n),2,(j    ,0)0(E    ,E)0(E jo1 K===  ,

(gdzie 1E  oznacza swobodną formę enzymu) dyskutowana jest w [ВОЛЬКЕНШТЕЙН, ГОЛЬ-
ДШТЕЙН & СТЕФАНОВ, 1967].
Wykorzystując regułę Masona, możemy wyznaczyć transformaty Laplace’a-Carlsona
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Oryginały )t(E r  znajdujemy w tablicach albo wyznaczamy, posługując się standardowymi meto-
dami [OSIOWSKI, 1965].

b. Odwrotne przekształcenie Laplace’a

                 Z (V.3.33.) wynika, że transformata Laplace’a-Carlsona jest postaci:
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gdzie

ikγ , jα  są liczbami rzeczywistymi,

n

nk
o α

γ
E =  jest wartością zmiennej Ek w stanie stacjonarnym.

Dla naszych celów wygodniej będzie rozpatrywać transformatę Laplace’a )q(Ek
L .
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Wykorzystując związek

q

)q(E
)q(E k

k

∗
=L  ,                                                                                                                  (V.3.35.)

otrzymujemy
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L  .                                                             (V.3.36.)

W przypadku gdy transformata Laplace’a )q(Ek
L  funkcji )t(E  jest funkcją wymierną postaci

)q(M

)q(L
)q(Ek =L  ,

gdzie

in
n

0i
i qa)q(L −

=
∑=  ,

jm
m

0j
jqb)q(M −

=
∑=  ,

przy czym mn <  oraz wszystkie współczynniki ia  i jb  są liczbami rzeczywistymi, to odwrotne

przekształcenie Laplace’a dokonujemy na podstawie znanego w rachunku operatorowym wyraże-
nia [OSIOWSKI, 1965]:
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−L  .                                                         (V.3.37.)

W wyrażeniu (V.3.37.) pierwsza suma (względem i) obejmuje wszystkie pierwiastki rzeczywiste
mianownika )q(M , druga suma (względem λ) dotyczy pierwiastków zespolonych, przy czym
obejmuje ona po jednym pierwiastku z każdej pary pierwiastków zespolonych sprzężonych.
Postać rozwiązań zależy od charakteru pierwiastków wielomianów

∑
=

−
n

0j

jn
jqα  ,                                                                                                                            (V.3.38.)
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∑
=

−
n

0j

jn
jqαq  .                                                                                                                          (V.3.39.)

Z poprzednich rozważań (§ 3.C. oraz Tw. 25) wynika, że wszystkie pierwiastki wielomianu
(V.3.38.) są rzeczywiste i ujemne.

Łatwo zauważyć, że wielomian (V.3.39.) posiada takie same pierwiastki jak wielomian (V.3.38.),
a ponadto jeden pierwiastek równy zeru. Uwzględniając powyższe, na podstawie (V.3.37.) otrzy-
mujemy

n),1,(k    ,EeA)t(E ok
k

kk

tn
K=+=  ,                                                                                 (V.3.40.)

gdzie
Ak  jest liczbą rzeczywistą,
ak < 0  jest k-tym pierwiastkiem wielomianu (V.3.38.).

Mamy także

n),1,(k    ,E)t(Elim okk
t

K==
∞→

 .                                                                                          (V.3.41.)

Przypominamy, że okE  jest wartością zmiennej kE  w stanie stacjonarnym

 n),1,(k    ),N,,N,N,E(fE N2n1nokok KK == ++  ,                                                               (V.3.42.)

gdzie

)0(EEE
n
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1i
io ∑∑

==

==  ,

N2n1n N,,N,N K++  – stężenia reagentów nie-enzymatycznych.

§ 4. Multi-enzymatyczne liniowe układy pseudo-otwarte *

A. Równania dynamiki

          Równania dynamiki multi-enzymatycznego liniowego pseudo-otwartego układu przyjmują
postać:

)m,1,(i    ),n,1,(k    ),t(Ea)t(E ii
s

n

1s

i
ks

i
k

i

KK& ===∑
=

 ,                                                            (V.4.1.)
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gdzie górny indeks i  numeruje różne enzymy.

Współczynniki )n,1,(k    ,a ii
ks K= , w równaniach (V.4.1.) dla każdego m,1,i K=  spełniają na-

stępujące zależności:
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in
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i
ks =∑

=

 ,                                                                                                                             (V.4.2.)

0a i
kk <     dla wdzystkich    in,1,k K= ,                                                                           (V.4.3.A.)

0a i
ks ≥     dla wdzystkich    in,1,sk,    ,sk K=≠ .                                                             (V.4.3.B)

Z (V.4.2.) wynika, że
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&     dla każdego    m,1,i K=                                                                               (V.4.4.)
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    dla każdego    m,1,i K= ,                                                             (V.4.5.)

gdzie

)m,1,i(    ,E i
o K=  – całkowite (sumaryczne) stężenie wszystkich form i-tego enzymu

B. Stan stacjonarny

          W stanie stacjonarnym równania (V.4.1.), (V.4.2.), (V.4.5.) przyjmują postać:
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 .                                                                   (V.4.6.)

Układowi (V.4.6.) dla każdego m,1,i K=  można przyporządkować stacjonarny graf przepływu
sygnałów analogicznie jak w przypadku mono-enzymatycznych liniowych układów pseudo-
otwartych.
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C. Stabilność stanu stacjonarnego

          Rozważany przez nas multi-enzymatyczny liniowy układ pseudo-otwarty układ jest odwra-
calnym układem działania mas z wyłącznie unimolarnymi kompleksami.
Z twierdzenia Horna wynika więc, że
Dowolny multi-enzymatyczny liniowy układ pseudo-otwarty posiada jeden i tylko jeden dodatni
stan stacjonarny, który jest jakościowo stabilny.

§ 5.    Mono- i multi-enzymatyczne nieliniowe układy otwarte *

A. Grafy komunalne

a. Własności macierzy komunalnej

                Rozpatrzmy dowolny mono- lub multi-enzymatyczny nieliniowy otwarty. Równania
dynamiki takiego układu dane są przez
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 ,                                               (V.5.1.)

gdzie
M – liczba reakcji elementarnych
N – liczba reagentów

Niech noi > 0,    (i = 1, ... , N), będą współrzędnymi danego dodatniego stanu stacjonarnego.
Elementy diagonalne macierzy komunalnej dane są następująco:
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gdzie
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    oznacza, że wartość pochodnej cząstkowej liczona jest dla współrzędnych stanu stacjonar-

nego.
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                                                                                  (V.5.3.)
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Dla reakcji elementarnej

k  
k
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q

q

 ←
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+

                                                                                                                     (V.5.4.)

mamy

ojq
q
ii nka +−=  ,                                                                                                                         (V.5.5.)

oiq
q
jj nka +−=  ,                                                                                                                        (V.5.6.)

q
q
kk ka −−=  .                                                                                                                            (V.5.7.)

Dla reakcji elementarnej
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                                                                                                                     (V.5.8.)

mamy
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ii ka +−=  ,                                                                                                                             (V.5.9.)

okq
q
jj nka −−=  ,                                                                                                                      (V.5.10.)

ojq
q
kk nka −−=  .                                                                                                                      (V.5.11.)

Dla reakcji elementarnej
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                                                                                                                         (V.5.12.)

mamy

q
q
ii ka +−=  ,                                                                                                                           (V.5.13.)

q
q
jj ka −−=  .                                                                                                                           (V.5.14.)
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Należy podkreślić, że wszystkie elementy macierzy komunalnej są ujemne

N),1,(i    ,0a ii K=<  .

Elementy nie-diagonalne macierzy komunalnej dane są następująco:
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gdzie
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Dla reakcji elementarnej
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mamy
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q
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q
q
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Dla reakcji elementarnej
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mamy

okq
q
ij nka −=  ,                                                                                                                        (V.5.25.)

q
q
ji ka +=  ,                                                                                                                             (V.5.26.)

ojq
q
ik nka −=  ,                                                                                                                        (V.5.27.)

q
q
ki ka +=  ,                                                                                                                             (V.5.28.)

ojq
q
jk nka −−=  ,                                                                                                                      (V.5.29.)

okq
q
kj nka −−=  .                                                                                                                      (V.5.30.)

Dla reakcji elementarnej
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                                                                                                                         (V.5.31.)

mamy

q
q
ij ka −=  ,                                                                                                                             (V.5.32.)

q
q
ji ka +=  .                                                                                                                             (V.5.33.)

Elementy nie-diagonalne q
ija  odpowiadające parze substratów (V.5.18.), (V.5.19.) lub parze pro-

duktów (V.5.29.), (V.5.30.) danej reakcji elementarnej są ujemne. Elementy nie-diagonalne q
ija

odpowiadające parom substrat-produkt, produkt-substrat dla każdej reakcji elementarnej są do-
datnie: (V.5.20.) i (V.5.22.); (V.5.21.) i (V.5.23.); (V.5.25.) i (V.5.27.); (V.5.26.) i (V.5.28.);
(V.5.32.) i (V.5.33.).
Niech równania

N),1,(i    ),n,,n(Fn N1ii KK& ==  ,                                                                                     (V.5.34.)

będą równaniami dynamiki mono-enzymatycznego nieliniowego układu otwartego.
Niech n, Nn < , będzie liczbą reagentów enzymatycznych. Dla reagentów enzymatycznych

N1 n,,n K  spełnione jest równanie
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 .                                                                                                             (V.5.36.)

Jeżeli prawa strona równania (V.5.34.) dla reagenta nie-enzymatycznego β zawiera człon β1αnk±

L+±= ± β1β αnk)(F  ,    }N,,1n{β L+∈  ,                                                                          (V.5.37.)

gdzie
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∂
±  .                                                                                                    (V.5.39.)

Uwzględniając (V.5.35.), z układu (V.5.34.) możemy wyeliminować jedno równanie, np. pier-
wsze. Z pozostałych równań układu (V.5.34.) rugujemy zmienną 1n , wykorzystując zależność

n211 nnnn −−−= L  .                                                                                                         (V.5.40.)

W wyniku otrzymujemy układ (N–1) równań

N),2,(k    ),n,,n,n(Fn N32kk KK& == ∗  .                                                                             (V.5.41.)

Równanie (V.5.37.) przyjmuje wtedy postać

±−−−±=∗ kα)nnn)((F βn2oβ L  .                                                                                        (V.5.42.)

W związku z tym mamy
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±  .                                                                 (V.5.44.)

Pozostałe współczynniki dane są przez

N),3, 2,qp,    q;(p    ,aa pqpq K=≠=∗  .                                                                               (V.5.45.)

Współczynniki N),,1,j(i,    ,a ij K= , były elementami macierzy komunalnej odpowiadającej uk-

ładowi (V.5.34.), współczynniki N),,1,(k    ,akl K=∗ , są elementami macierzy komunalnej odpo-
wiadającej układowi (V.5.41.).
Każdej z tych dwu macierzy komunalnych ]a [A ij=  i ]a [A kl

∗∗ =  można przyporządkować odpo-

wiedni graf komunalny. Różnice między tymi dwoma grafami komunalnymi odpowiadającymi
macierzom komunalnym A i ∗A  przedstawione są na RYS. 15.

A B

n1

n2

nn

n2

nn

β

-aβ1

aβ1

-aβ1

β

RYS. 15.  (A) Fragment grafu komunalnego odpowiadający macierzy ]a [A ij= , (B) analogiczny

fragment odpowiadający macierzy komunalnej ]a [A kl
∗∗ = .

W przypadku multi-enzymatycznych nieliniowych układów otwartych powyżej opisaną procedu-
rę możemy analogicznie przeprowadzić dla pozostałych enzymów.

b. Konstrukcja grafu komunalnego na podstawie równań stechiometrycznych

                Grafem komunalnym reakcji będziemy nazywać graf komunalny przyporządkowany
macierzy komunalnej odpowiadającej równaniom dynamiki danego enzymatycznego nieliniowe-
go układu otwartego. Multigrafem komunalnym reakcji będziemy nazywać multigraf komunalny
odpowiadający rozbiciu elementów macierzy komunalnej dokonanemu na podstawie zależności
(V.5.2.), (V.5.3.) i (V.5.15.), (V.5.16.).
Opierając się na omówionych poprzednio własnościach macierzy komunalnej, można podać al-
gorytm konstrukcji multigrafu komunalnego reakcji na podstawie równań stechiometrycznych.
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Algorytm
1. Piszemy równania stechiometryczne dla danego mono- lub multi-enzymatycznego nielinio-

wego układu otwartego. Wierzchołkami multigrafu komunalnego reakcji są wskaźniki (licz-
by, symbole) przyporządkowane reagentom biorącym udział w reakcjach.

2. Na podstawie odwzorowania przedstawionego w TAB. VII konstruujemy multigraf komunal-
ny reakcji. Dla każdej (odwracalnej) reakcji elementarnej:

A. Łączymy dwoma łukami przeciwnie skierowanymi o dodatnim obciążeniu każdy sub-
strat z każdym produktem.

B. Każdą parę substratów łączymy dwoma łukami przeciwnie skierowanymi o ujemnym
obciążeniu każdy.

C. Każdą parę produktów łączymy dwoma łukami przeciwnie skierowanymi o ujemnym
obciążeniu każdy.

D. Każdemu wierzchołkowi przyporządkowujemy pętlę o ujemnym obciążeniu. Wierz-
chołkom, którym odpowiadają reagenty nie-enzymatyczne przyporządkowujemy do-
datkowo po jednej pętli o ujemnym obciążeniu. (Łuki o ujemnym obciążeniu oznacza-
my linią przerywaną, łuki o dodatnim obciążeniu – linią ciągłą.)

3. Załóżmy, że dla reagentów enzymatycznych n1, n2, ... , nn biorących udział w reakcjach speł-
niona jest zależność

      on21 nconstnnn ==+++ L  .

Mamy wtedy

      n2o1 nnnn −−−= L  .

Możemy obniżyć rząd multigrafu komunalnego reakcji w tym przypadku w następujący spo-
sób:

A. Usuwamy łuki (oraz pętle) wchodzące do wierzchołka n1.
B. Łuk wychodzący z n1 (np. β],n[ 1 , gdzie 

1n
β Γ∈ ) zastępujemy łukami

β],n[,. β],,n[ β],,n[ n32 K . Obciążenia łuków β],n[,. β],,n[ n2 K  są równe obciążeniu

łuku β],n[ 1  ze znakiem minus. Podobnie postępujemy z pozostałymi łukami.
C. Usuwamy wierzchołek n1.
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Równanie stechiometr.
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i+j k
k+q

k−q

i j+k
k+q

k−q

k+q

k−q

i j

i ai

D

ajj

q

akk

qaii

q
i k

j

−akk

q

−aii

q

−a
ii

q

−a
jj

q

a
jj

q

a
kk

q

ajj

q

akk

qaii

q
i k

j

−akk

q

−aii

q

a ii
q

a jj
q

−a
jj

q−a
kk

q

ajj

q−ajj

q
j

aii

q
i

−aii

q

TAB. VII.  Zasada konstrukcji multigrafu komunalnego reakcji na podstawie równań stechio-
metrycznych.

Procedurę opisaną w punkcie 3 powyższego algorytmu będziemy dalej nazywać redukcją wierz-
chołka enzymatycznego lub obniżeniem rzędu multigrafu komunalnego reakcji.
Powyższy algorytm jest modyfikacją algorytmu [CLARKE, 1974a]. Modyfikacja ta jest dwoja-
kiego rodzaju:
1. Stosowaliśmy inny rodzaj grafu niż Clarke.
2. Clarke podał analogiczny algorytm jedynie dla sieci nieodwracalnych reakcji elementarnych.
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c. Znaki współczynników w równaniu charakterystycznym macierzy komunalnej i
wyznacznika Hurwitza ∆2

                 Dany jest mono- lub multi-enzymatyczny nieliniowy układ otwarty i odpowiadający
mu multigraf komunalny reakcji. Dokonujemy m-krotnego obniżenia rzędu multigrafu komunal-
nego reakcji (gdzie m jest liczbą różnych enzymów). Niech nN21 α,,α ,α −K  będą sumą obciążeń

wszystkich możliwych C-grafów odpowiednio 1-go, 2-go, ... , (N–m)-tego rzędu.

Wkład do α2 Uwagi
Fragment multigrafu komunalnego reakcji

(przed obniżeniem  rzędu)
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p D

a a >0i j

D D

a a >0ii jj

p q

jiaii

p

iaii

p
j ajj

q

iai

D

j

aii

p

ajj

p
iaii

p
j ajj

p

j ajj

q
iaii

p
aii

p

ajj

q

iaii

p
j ajj

p

−ajj

p

−aii

p

j ajj

q

−ajj

q
iaii

p
−aii

p

j ajj

q
iaii

p

ajj

q

−aii

p

TAB. VIII.  Fragmenty multigrafu komunalnego reakcji (przed obniżeniem rzędu) i ich wkład do
współczynników 2α .
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Twierdzenie 28
Dla dowolnego mono- lub multi-enzymatycznego nieliniowego układu otwartego

0α    ,0α 21 >>  .

Dowód
W multigrafie komunalnym reakcji (przed i po obniżeniu rzędu) wszystkie pętle mają ujemne ob-
ciążenia, tak więc wszystkie C-grafy pierwszego rzędu mają dodatnie obciążenia. W konsek-
wencji współczynnik [ ]∗=1α  jest zawsze dodatni.

Współczynnik [ ] [ ]−+∗∗=2α  (przed i po obniżeniu rzędu multigrafu komunalnego reakcji) moż-
na wyznaczyć, znajdując dla każdej pary różnych reagentów i oraz j podgrafy lub fragmenty mul-
tigrafu komunalnego reakcji przyjmujące jedną z postaci przedstawionych w TAB. VIII.
Z TAB. VIII wynika, że jeżeli wśród reagentów dowolnego mono- lub multi-enzymatycznego
nieliniowego układu otwartego znajduje się przynajmniej jeden reagent nie-enzymatyczny (co
zawsze ma miejsce), to współczynnik 2α  w przypadku multigrafu komunalnego reakcji przed ob-
niżeniem rzędu jest zawsze dodatni.
W analogiczny sposób można wykazać, że po obniżeniu rzędu multigrafu komunalnego reakcji,
wszystkie nowe C-grafy o ujemnym obciążeniu postaci [ ]  −  redukują się z odpowiednimi C-gra-

fami postaci [ ]  ∗∗ .
Co kończy dowód.

Twierdzenie 29
Dla dowolnego mono- lub multi-enzymatycznego nieliniowego układu otwartego wyznacznik
Hurwitza 02 >∆ .

Dowód
Wyznacznik Hurwitza 2∆  zapiszemy w postaci

[ ] [ ] [ ][ ]{ } [ ][ ]{ } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ){ }o   oo   2    2    2 −+∗∗∗+∇−∗∗
∗=−∗+∗∗∗+∇−∗∗

∗=∆ .

Rozpatrzmy multigraf komunalny reakcji przed obniżeniem rzędu odpowiadający dowolnemu
nieliniowemu układowi otwartemu. Na podstawie poprzednio udowodnionego twierdzenia, ma-
my

[ ] 0 >∗     i    [ ] [ ]( ) 0  >−+∗∗ .

Tym samym

[ ] [ ] [ ]( ){ } 0    o >−+∗∗∗ .

Uwzględniając fakt, że wszystkie pętle mają ujemne obciążenia, mamy
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[ ] 0   
    

>∗∗
∗ .

Z kolei [ ]∇  jest sumą obciążeń C-grafów postaci

Pierwsze dwa z tych C-grafów mają ujemne obciążenia, tak więc dają dodatni wkład do 2∆ .

C-grafy postaci

nie występują w rozważanym przez nas multigrafie komunalnym reakcji (przed obniżeniem rzę-
du).
Z TAB. IX wynika, że ujemny wkład do 2∆  pochodzący od C-grafów postaci

jest redukowany przez C-grafy postaci

[ ]∗∗
∗
   

    
.

Tak więc ostatecznie możemy stwierdzić, że wyznacznik Hurwitza 2∆ , odpowiadający multigra-
fowi komunalnemu reakcji (przed obniżeniem rzędu) jest zawsze dodatni.
Rozpatrzmy teraz multigraf komunalny reakcji po n-krotnym obniżeniu rzędu. Po każdorazowym
obniżeniu rzędu w multigrafie komunalnym reakcji mogą pojawić się fragmenty, na podstawie
których można w sposób jednoznaczny wyznaczyć wszystkie wyrażenia

[ ][ ]{ }
o

red   −∗     oraz    [ ]red   
  

∗∗
∗−

dające ujemny wkład do wyznacznika 2∆ ,
gdzie

[ ] red −     oznacza obciążenia C-grafów postaci [ – ] zawierających jeden łuk o obciążeniu równym

q,

[ ] red ∇     oznacza obciążenia C-grafów postaci [∇ ] zawierających co najmniej jeden łuk o obcią-

żeniu równym q.
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Jak wynika z TAB. XI, wyrażenia

[ ] red ∇−     oraz    [ ][ ]{ }
o

red   −∗

są wszystkie różne.

Ujemny wkład do wyznacznika 2∆  pochodzący od wyrażeń postaci [ ] red ∇−  (numerowanych

w TAB. XI liczbami 1, 2, 3) oraz wyrażeń postaci [ ][ ]{ }
o

red   −∗  (TAB. XII) jest zredukowany

przez odpowiednie wyrażenia postaci [ ][ ]{ }
o

red   ∗∗∗ .

Ujemny wkład do wyznacznika 2∆  pochodzący od wyrażeń [ ] red ∇−  (TAB. XI. 4) redukowany

jest przez odpowiednie wyrażenia postaci [ ]∗∗
∗
   

    
. Tak więc wyznacznik 2∆  odpowiadający mul-

tigrafowi komunalnemu po m-krotnym obniżeniu rzędu jest zawsze dodatni.
Co kończy dowód.

−a*kk

−aii

p

+a*ii

−a�ii

+ajj

p

+a*jj

−akk

p

−akk

�

+aii

p

−a*ii

+aii

�

−akk

p

−a*kk

−ajj

p

−a*jj

−a�

jj −a�kk

−aii

p

−aii

p

+ajj

p

+ajj

p

−akk

p

−akk

p +aii

p

+aii

p

−ajj

p

−ajj

p

−akk

p

−akk

p

a b α βc γ

a

b

ci

j

k α

β

γ
i

j

k

TAB. IX.  Możliwe C-grafy postaci
ii

j j

k k

o obciążeniu różnym od zera odpowiadające 3 reagentom i, j, k w multigrafie komunalnym re-
akcji (przed obniżeniem rzędu). Zamiast rysowania C-grafów podano jedynie obciążenia ich
łuków. p, ∗, ▲, ●, ■ indeksują reakcje elementarne, przy czym ∗ ≠ p, ▲ ≠ ● ≠ ■ ≠ ▲.
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przed redukcją po redukcji

q

N

E*

E1

E2
q

−q

−q

N

E*

E1

E2
q

q

q

E2

N

E1

q

TAB. X.  Fragment multigrafu komunalnego reakcji przed i po redukcji wierzchołka enzyma-
tycznego ∗E .

2

5

1

4

3

b

q

E2

N

E1

q

q

b

a

a

b

q

E2

N

E1

q

b

−b

−a

a

q

E2

N

E1

q

b

−b

E2

N

E1

q

q

b

−c
c −b

−a

a

E2

N

E1

q

b

q

TAB. XI.  Możliwe fragmenty jakie mogą pojawić się w multigrafie komunalnym reakcji po re-
dukcji wierzchołka enzymatycznego ∗E , na podstawie których można w sposób jednoznaczny

wyznaczyć wszystkie możliwe C-grafy postaci [ ] red ∇  dające ujemny wkład do wyznacznika ∆2

oraz odpowiadające tym wyrażenia postaci [ ][ ]{ }
o

red   ∗∗∗  lub [ ]∗∗
∗
   

    
 dające dodatni (redukujący)

wkład do wyznacznika ∆2.
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21

b

E2

N

E1

q

q

b

E2

N

E1

q

b

bq

TAB. XII.  Możliwe fragmenty jakie mogą pojawić się w multigrafie komunalnym reakcji po re-
dukcji wierzchołka enzymatycznego ∗E , na podstawie których można w sposób jednoznaczny

wyznaczyć wszystkie wyrażenia [ ][ ]{ }
o

red   −∗  dające ujemny wkład do wyznacznika ∆2 oraz odpo-

wiadające tym wyrażenia [ ][ ]{ }
o

red   ∗∗∗  dające dodatni (redukujący) wkład do wyznacznika ∆2.

d. Klasyfikacja Tysona

                Grafy komunalne dają możliwość interpretacji dla klasyfikacji destabilizujących inter-
akcji zaproponowanej przez Tysona [TYSON, 1975].
Każdej destabilizującej interakcji odpowiada zbiór odpowiednich fragmentów grafu komunalne-
go reakcji, co zostało przedstawione w TAB. XIII.
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ji    ,0a,a jiij ≠<

ji    ,0a,a jiij ≠>

iqji

0aaa qijkij
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>
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L

iqji

0aaa qijkij

≠≠≠≠
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Graf  komunalny
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ji    ,0a,a jiij ≠<
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iqji
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>

L

L

iqji

0aaa qijkij

≠≠≠≠

<

L
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i j

i

j

k

i

j
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j

k

li

j k

mi

j k

l
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l

li

j k

li

j k

li

j k

li

j k

mi

j k

l

mi

j k

l

li

j k

TAB. XIII.  Destabilizujące interakcje i odpowiadające im fragmenty grafu komunalnego re-
akcji. Elementy macierzy komunalnej nie są wszystkie niezależne, Tak więc występowanie do-
wolnej destabilizującej interakcji nie jest wystarczające na to aby dany stan stacjonarny był wa-
runkowo niestabilny.
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e. Warunki wystarczające na to aby stan stacjonarny był warunkowo niestabilny

Twierdzenie 30
Jeżeli multigraf komunalny reakcji danego mono-enzymatycznego nieliniowego układu otwarte-
go zawiera jeden z grafów przedstawionych na rysunkach: 16, 17, 18a, 18b, 19a, 19b, lub 20, to
wyznacznik Hurwitza 3∆  odpowiadający macierzy komunalnej rozpatrywanego układu zawiera

ujemny człon

( ) 0baabba2cd 3322 <++−

nie redukujący się z pozostałymi członami w 3∆ .

Dowód
Dowód powyższego twierdzenia opiera się na następującej własności multigrafów komunalnych:
Każdemu reagentowi biorącemu udział w reakcji elementarnej typu rozpadu lub syntezy odpo-
wiadają w multigrafie komunalnym reakcji tylko trzy łuki o obciążeniach równych α±  (co zosta-
ło zilustrowane w TAB. XIV.). Innych łuków o obciążeniu α±  w multigrafie komunalnym re-
akcji przed redukcją wierzchołka enzymatycznego nie ma.

p
E,E 11

a=α

q
N,Na=α

r
E,E 11

a=α

p
E,E 11

a=α

q
N,Na=α

r
E,E 11

a=α

α

−α E2N
α

α
N

α

−α
E2

N

α

−α
E2

−α

TAB. XIV.

Rozpatrzmy dowolny mono-enzymatyczny nieliniowy układ otwarty oraz odpowiadający mu
multigraf komunalny reakcji. Jeżeli chcemy znaleźć wszystkie człony postaci

( )dc,b,a,W
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w wyznaczniku Hurwitza 3∆  odpowiadającym macierzy komunalnej danego układu, to wystar-

czy rozpatrzyć tylko odpowiedni fragment multigrafu komunalnego reakcji zawierający wszys-
tkie łuki o obciążeniach

d ,c ,b ,a ±±±±  .

Załóżmy, że fragmentem tym jest jeden z grafów przedstawionych na rysunkach 16, 17, 18a, 18b,
19a, 19b lub 20. Każdy z tych fragmentów zawiera wszystkie możliwe łuki o obciążeniach

d ,c ,b ,a ±±±± . Wyznacznik Hurwitza ∗
3∆  odpowiadający każdemu z tych fragmentów dany

jest następująco

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( )}.  ba2abbaba dc cd

abbadcbaabba dc  cd∆
2233

2222233
3

++−+++

+++++++++=∗

 .

Zawiera więc ujemny człon

( ) 0ba2abba cd 2233 <++−

nie redukujący się z pozostałymi  członami w ∗
3∆ .

Wyznacznik Hurwitza ∆3 odpowiadający macierzy komunalnej danego mono-enzymatycznego
nieliniowego układu otwartego dany jest przez

L+= ∗
33 ∆∆  .

Tym samym zawiera także ujemny człon

( ) 0ba2abba cd 2233 <++−

nie redukujący się z pozostałymi członami w 3∆ .

Co kończy dowód.

Twierdzenie 31
Jeżeli multigraf komunalny reakcji danego mono-enzymatycznego nieliniowego układu otwarte-
go zawiera jeden z grafów przedstawionych na rysunkach 16, 17, 18a, 18b, 19a, 19b lub 20, oraz

K,g,f,e,d,cb,a >> , to układ ten posiada warunkowo niestabilny dodatni stan stacjonarny.

g,f,e,d,c,b,a     są wartościami bezwzględnymi obciążeń łuków.



96

E5 −d
E1

d

d

a

N1

a

−a

−b
E2 E3

N2

c

c

−c
E4

b

−b

RYS. 16.  Fragment multigrafu komunalnego reakcji destabilizujący dany dodatni stan stacjonar-
ny (dający ujemny wkład do wyznacznika Hurwitza 3∆ ).

s

E,E

r

N,N

q

E,E

p

N,N 11222211
ad,ac,ab,aa ====

p, q, r, s – indeksują reakcje elementarne
N1, N2 – reagenty nie-enzymatyczne
E1, E2, E3, E4, E5 – reagenty enzymatyczne

q
iia  – wkład do elementu iia  macierzy komunalnej pochodzący od q-tej reakcji elementarnej

−d

d

a

a

−a

−b
E2

c

−c

b

−b
E1

N1 N2E4E3

N3

−d

−c

RYS. 17.  Destabilizujący fragment multigrafu komunalnego reakcji.

s

E,E

r

E,E

q

E,E

p

E,E 33442211
ad,ac,ab,aa ====
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−d

d

a

−a

−b
E2

c

−c

b

E1

N1 N2E4E3

N3

−c−a

d

b

−d

d

a

−a

−b
E2

c

b

E1

N1 N2E4E3

N3

−c−a

d

b

c

(a)

(b)

RYS. 18.  Destabilizujący fragment multigrafu komunalnego reakcji.

s

N,N

r

E,E

q

E,E

p

E,E 11442211
ad,ac,ab,aa ====
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−d

d

a

−a

−b

c

−c

b

E1

−a

b

(a)

N2 E2 −d
E4E3

c

E5N1

d

a

−a

−b

c

b

E1

−a

b

(b)

N2 d −d −c

c

E5

E4E2

N1

RYS. 19.  Destabilizujący fragment multigrafu komunalnego reakcji.

s

E,E

r

E,E

q

N,N

p

E,E 22331111
ad,ac,ab,aa ====
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E5 −d

d

a

N1

a

−a

−b
E3

N2

c

E4

b

−b
E1

E2

−c

c−d

RYS. 20.  Destabilizujący fragment multigrafu komunalnego reakcji.

s

E,E

r

N,N

q

E,E

p

N,N 22221111

ad,ac,ab,aa ====

Twierdzenie 32
Niech M będzie multigrafem komunalnym reakcji mono-enzymatycznego nieliniowego układu
otwartego posiadającego warunkowo niestabilny dodatni stan stacjonarny.
Jeżeli multigraf M jest fragmentem multigrafu komunalnego reakcji danego mono-enzymatycz-
nego nieliniowego układu otwartego, to układ ten posiada warunkowo niestabilny dodatni stan
stacjonarny.

Dowód twierdzenia 32 można przeprowadzić analogicznie jak dowód twierdzenia 30.

f. Modele mono-enzymatycznych nieliniowych układów otwartych o niestabilnych
stanach stacjonarnych

                Twierdzenie 31 może być wykorzystane do konstrukcji mono-enzymatycznych nieli-
niowych układów otwartych posiadających warunkowo niestabilne dodatnie stany stacjonarne.
Poniżej podamy przykłady takich układów, które zostały skonstruowane na podstawie twierdze-
nia 31.
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Model 1
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    5544332121 k ,k ,k ,k ,k ,k ,k ,kk ,k −+−+−+−−++ >>

Multigraf komunalny reakcji modelu 1 zawiera fragment przedstawiony na RYS. 17, przy czym
E1 = E, E2 = EA, E3 = EX, E4 = EAX, N1 = A, N2 = X, N3 = P,

[ ] [ ]o 452o 1 EXkd    ,kc    ,kb    ,Aka +−++ ====  .

Model 2

EXP  
k

k
  EXP
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k

k
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k
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k
A  E
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1

 ←
 →+

 ←
 →+

+ ←
 →

 ←
 →+

−

+

−

+

−

+

−

+

    44332121 k ,k ,k ,k ,k ,kk ,k −+−+−−++ >>

Multigraf komunalny reakcji modelu 2 zawiera fragment przedstawiony na RYS. 18a, przy czym
E1 = EA, E2 = E, E3 = EXP, E4 = EX, N1 = P, N2 = X, N3 = A,

[ ] [ ]o 43o 12 EXkd    ,kc    ,Akb    ,ka +−++ ====  .
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Model 3
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    5433221154 k ,k ,k ,k ,k ,k ,k ,kk ,k −−−+−+−+++ >>

Multigraf komunalny reakcji modelu 3 zawiera fragment przedstawiony na RYS. 18b, przy czym
E1 = EXA, E2 = EX, E3 = EA, E4 = E, N1 = P, N2 = X, N3 = A,

[ ] [ ] [ ]o 2o 3o 45 Ekd    ,Xkc    ,Akb    ,ka −+++ ====  .

Przyjmujemy, że dla rozważanych sieci reakcji enzymatycznych (modele 1, 2 i 3) spełnione są
następujące zależności:

[ ] [ ] qq

D
i

qqqqo io i k,k
V

N
    ,kk    ,1k,k    ,1E     ,1~N −+−+−+ <<>>><<  ,

gdzie

[ ] [ ]o io i E   ,N  – wartości stężeń w stanie stacjonarnym odpowiednio reagentów nie-enzymatycz-

nych i reagentów enzymatycznych

Tym samym dla modeli 1, 2 i 3 spełnione są założenia twierdzenia 31. W konsekwencji każdy
z tych modeli posiada warunkowo niestabilny dodatni stan stacjonarny.

B. Twierdzenie Tichonowa

          W równaniach dynamiki mono-enzymatycznych nieliniowych układów otwartych wyróż-
nimy dwie grupy zmiennych: x1, x2, ... , xn będą stężeniami reagentów nie-enzymatycznych, z1,
z2, ... , zm będą stężeniami reagentów enzymatycznych.
Równania dynamiki mono-enzymatycznych nieliniowych układów otwartych dane są przez
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Dla większości reakcji enzymatycznych (przy odpowiednim doborze jednostek) spełnione są nas-
tępujące ograniczenia:
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W równaniach (V.5.46.) wprowadzimy mały parametr ε , wykorzystując zależności:
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Uwzględniając (V.5.48.), równania dynamiki (V.5.46.) przyjmują postać:
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Zbadamy, czy dla układu (V.5.49.) spełnione są założenia twierdzenia Tichonowa.
Przechodząc z parametrem ε  do zera, otrzymujemy układ wyróżniony:
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Traktując w układzie (V.5.51.) zmienne n),1,(k    ,xk K= , jako parametry, znajdujemy pierwia-
stek pierwszego rzędu.
Układ (V.5.51.) jest formalnie identyczny z równaniami dynamiki w stanie stacjonarnym dla od-
powiedniego mono-enzymatycznego liniowego układu pseudo-otwartego.
Tak więc układ (V.5.51.) posiada jeden i tylko jeden pierwiastek, który jest pierwiastkiem izolo-
wanym.
Rozpatrzmy dołączony układ pierwszego rzędu

o

m

1l
1

1

m

1l

j
l1k

n

1k

m

1l

j
klj

const

1)m,1,(j    ,exe

ω==ω

−=ω+ω=ω

∑

∑∑∑

=

== =

K&

 .                                                                (V.5.52.)

Gdzie zmienne n),1,(k    ,xk K= , traktujemy jako parametry.
Dołączony układ (V.5.52.) jest formalnie identyczny z równaniami dynamiki dla odpowiedniego
mono-enzymatycznego liniowego układu pseudo-otwartego. Tak więc dołączony układ (V.5.52.)
posiada tylko jedno asymptotycznie stabilne dodatnie rozwiązanie stacjonarne.
Ponieważ pierwiastek pierwszego rzędu jest zarazem rozwiązaniem stacjonarnym dołączonego
układu, to tym samym jest on asymptotycznie stabilnym pierwiastkiem pierwszego rzędu.
Z rozpatrzonych poprzednio (§ 3. D.) własności równań dynamiki dla dowolnego mono-enzyma-
tycznego liniowego układu pseudo-otwartego wynika, że rozwiązanie dołączonego układu
(V.5.52.)
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określone przez warunki początkowe

m),1,(l    ,  )0( o

o

1 K=ω=ω ,

posiada następujące własności
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KK , jest rozwiązaniem stacjonarnym dołączonego układu

równań (V.5.53.) wyznaczonym dla wartości parametrów n1 x,,x K  odpowiednio równych

n

o

1

o

 x,, x K .
W ten sposób wykazaliśmy, że dla dowolnego mono-enzymatycznego nieliniowego układu ot-
wartego, którego równania dynamiki (V.5.46.) można sprowadzić do postaci (V.5.49.), spełnione
są założenia twierdzenia Tichonowa.

Tak więc możemy uprościć proces analizy stabilności układu (V.5.46.).
Mając dany układ (V.5.46.), kładziemy w nim ( )1m,,1j     ,0z j −== K& .

Po wyznaczeniu zmiennych n1 z,,z K  z układu liniowych równań algebraicznych
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w których n1 x,,x K  traktujemy jako parametry, podstawiamy je do równań (V.5.46a.). W ten
sposób na mocy twierdzenia Tichonowa i Anosowa badanie stabilności pełnego układu (V.5.46.
÷ V.5.46.b.) możemy zastąpić badaniem stabilności układu o mniejszej liczbie równań, wyko-
rzystując metody grafów komunalnych.
Równania (V.5.54.) są identyczne z równaniami dynamiki w stanie stacjonarnym dla odpowied-
niego mono-enzymatycznego liniowego układu pseudo-otwartego.
Tak więc układowi równań algebraicznych (V.5.54.) można przyporządkować graf przepływu
sygnałów na podstawie równań stechiometrycznych:
1. Wierzchołkami grafu przepływu sygnałów są stężenia różnych form enzymu n1 z,,z K .
2. Stężenia reagentów nie-enzymatycznych traktujemy jako parametry. Łuki grafu przepływu

sygnałów tworzymy na podstawie odwzorowania przedstawionego w TAB. VI.

Wykorzystując regułę Masona, znajdujemy rozwiązanie układu (V.5.54.).

C. Grafy kompleksów

          Rozważane w tej części enzymatyczne układy otwarte zmodelujemy odpowiednimi odwra-
calnymi układami działania mas. Dyfuzja reagentów nie-enzymatycznych zostanie zmodelowana
reakcjami „elementarnymi” postaci
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gdzie resi  będziemy traktować jako hipotetyczny składnik zewnętrzny, którego stężenie jest usta-

lone i równe stężeniu i-tego reagenta nie-enzymatycznego w rezerwuarze.
Uproszczona reakcja elementarna odpowiadająca reakcji elementarnej (V.5.55.) dana jest nastę-
pująco

i 
N

 0

res
i

D
i

D
i

c

N      

 →
 ←  .                                                                                                                     (V.5.56.)

a. Własności grafów kompleksów mono-enzymatycznych nieliniowych układów
otwartych

Cykle proste i dublety podzielimy na
1. zawierające wierzchołek wyróżniony,
2. nie zawierające wierzchołka wyróżnionego.

Cykle proste i dublety należące do pierwszej grupy będziemy nazywać cyklami prostymi pier-
wszego rodzaju lub dubletami pierwszego rodzaju, należące do drugiej grupy – cyklami prostymi
drugiego rodzaju lub dubletami drugiego rodzaju.

Dla dowolnego mono- lub multi-enzymatycznego nieliniowego układu otwartego można zauwa-
żyć, że graf kompleksów tego układu
1. nie zawiera nieparzystych cykli prostych drugiego rodzaju,
2. może zawierać parzyste cykle proste drugiego rodzaju,
3. może zawierać parzyste i nieparzyste cykle proste pierwszego rodzaju,
4. nie zawiera nieparzystych dubletów drugiego rodzaju,
5. może zawierać nieparzyste dublety pierwszego rodzaju.

Cykl prosty drugiego rodzaju może być utworzony tylko i wyłącznie z kompleksów hetero-bimo-
larnych.
Każdy kompleks hetero-bimolarny (w naszym przypadku) składa się z jednego składnika enzy-
matycznego i jednego składnika nie-enzymatycznego.
Każdy kompleks hetero-bimolarny posiada więc następującą reprezentację:

E N

gdzie
E – składnik enzymatyczny
N – składnik nie-enzymatyczny
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E3

E2E1

N

E1 E2 N1

E

N2

N3

N2N1

RYS. 21.  Żaden z tych przypadków nie jest możliwy. N1, N2, N3, N – składniki nie-enzymatycz-
ne; E1, E2, E3, E – składniki enzymatyczne.

E1 E2

E3

N1

N3N2

E1

E2

N1

N2

RYS. 22.  Przykłady możliwych parzystych cykli prostych drugiego rodzaju.

E

A

EA

P(Q)

Rys. 23. Wspólny fragment grafów kompleksów przedstawionych w TAB. XV.

Wszystkie mono-enzymatyczne układy otwarte przedstawione w TAB. XV posiadają między in-
nymi następujące wspólne własności:
1. Graf kompleksów każdego z tych układów nie zawiera parzystych cykli prostych drugiego

rodzaju.
2. Graf przedstawiony na RYS. 23 jest fragmentem grafu kompleksów dla każdego z tych ukła-

dów. (Graf kompleksów dla każdego z tych układów zawiera parzysty cykl prosty pierwszego
rodzaju o długości cztery.)
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Z TAB. XV wynika, że grafy kompleksów reakcji enzymatycznych o mechanizmach
1. uporządkowanym m-n i n-m,
2. o dowolnej kolejności m-n i n-m,
3. ping-pong m-n i n-m.
należą odpowiednio do tej samej klasy izomorfizmów (są izomorficzne),
gdzie m ≠ n; m, n = 1, ...

Na RYS. 24, 25 i 26 przedstawiono grafy kompleksów znanych modeli oscylatorów,
gdzie
A, P, M – reagenty nie-enzymatyczne
E – swobodna forma enzymu
EA, EAA, EAP, EAAP, EM, EAM – kompleksy enzymu z reagentami nie-enzymatycznymi

Wszystkie te oscylatory posiadają jedną wspólną własność:

Graf kompleksów każdego z tych układów zawiera parzysty cykl prosty drugiego rodzaju o dłu-
gości cztery.

E

P

EA

EAA

EAP

A

(B)

(A)

A + E EA E + P

A + EA EAA

P + EA EAP

A 0 P

RYS. 24.  (A) Diagram reakcji. (B) Graf kompleksów układu prezentowanego w pracy [СЕЛЬ-
КОВ, 1967].
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A + E EA E + P

A 0 P

Nazwa  mechanizmu  i  diagram  reakcji Graf  kompleksów
Liczba
kompl.

6

7

9

10

9

uporządkowany  dwa-jeden

uporządkowany  jeden-dwa

uporządkowany  jeden-jeden

10

A

E
EA

P

A

E

EA

P

A

E

EAP

EAB

B

A

E

EAP
EAB EPQ

B

A

E

EA

P

EPQ
Q EQ

A

E

EA

P

Q EQ

A + E EA E + P

A 0 P

EP

A + E EA EQ + P

E + QEQ

A 0
P

Q

A + E EA

E + P
A

0 P

EAB

B

A + E EA

E + P
A

0 P

EAB

B

EPQ

uporządkowany  dwa-jeden

uporządkowany  jeden-dwa

uporządkowany  jeden-jeden

A + E EA EQ + P

A 0
P

Q

EPQ

E + QEQ

TAB. XV.  Grafy kompleksów mono-enzymatycznych nieliniowych układów otwartych.
(Reakcje enzymatyczne o najprostszych mechanizmach)
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ping-pong  dwa-dwa

12

13

13

11

14

o  dowolnej  kolejności  jeden-dwa

Nazwa  mechanizmu  i  diagram  reakcji Graf  kompleksów Liczba
kompl.

13

A
EA

EQ P

E EAB

Q

B

E

A

EQ

EA

P

EAB

B

Q
EPQ

A

EA

P

E F

B

Q

FB

A

EQ

EA

P

E

Q

FP
B

F

FB

A

EQ

EA

P

E

Q EP

A

EQ

EA

P

E
EPQ

Q EP

EQ + P

A + E EA

EA + B EAB

EQ E+Q
A

0
P

B Q

A
0

P

B Q

EQ + P

A + E EA

EA + B EAB

EQ E+Q

EPQ

A + E EA F+P

F + B FB E+Q

A
0

P

B Q

A + E EA

F + B FB

F+P

E+Q

FP

EQ

A
0

P

B Q

F+PFP

E+QEQ

EQ+P

EP+Q
A + E EA

P

Q
A 0

ping-pong  dwa-dwa

12

13

13

11

14

o  dowolnej  kolejności  jeden-dwa

Nazwa  mechanizmu  i  diagram  reakcji Graf  kompleksów Liczba
kompl.

13

A
EA

EQ P

E EAB

Q

B

E

A

EQ

EA

P

EAB

B

Q
EPQ

A

EA

P

E F

B

Q

FB

A

EQ

EA

P

E

Q

FP
B

F

FB

A

EQ

EA

P

E

Q EP

A

EQ

EA

P

E
EPQ

Q EP

o  dowolnej  kolejności  jeden-dwa

F+PFP

E+QEQ

A + E EA

P

Q
A 0

EQ+P

EP+Q
EPQ

ping-pong  dwa-dwa

TAB. XV.  Dalszy ciąg
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13

14

18

19

Nazwa  mechanizmu  i  diagram  reakcji Graf  kompleksów
Liczba
kompl.

B

EA

Q

EP

A EB

P EQ

E EAB

P

A EB

B EA

E EAB

EA

EP

A EB

P EQ

E
EABB

EPQQ

A EB

B EA

E
EAB

P EP

o  dowolnej  kolejności dwa-dwa

A
0

P

B Q

EA+B
EAB

EQ+P

EB+A

A + E EA

B + E EB

EQ E+Q
EP E+P

EP+Q

o  dowolnej  kolejności dwa-dwa

EAB EPQ

A
0

P

B Q

EA+B

EB+A

A + E EA

B + E EB

EQ E+Q
EP E+P

EQ+P

EP+Q

A
0 P

B

EA+B
EAB E+P

EB+A

A + E EA

B + E EB

A
0 P

B

EA+B
EAB E+P

EB+A
EP

A + E EA

B + E EB

TAB. XV.  Dalszy ciąg
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E

P

EA

EAA

EAPA

(B)

EP

EAAP

(A)

A + EA EAA

P + EA EAP

A 0 P

A + E EA E + P EP

P + EAA EAAP

RYS. 25.  (A) Diagram reakcji. (B) Graf kompleksów układu prezentowanego w pracy [СЕЛЬ-
КОВ, 1967].

E

P

EAA

(B) EM

EAM

M

(A)

A + E EA E + P

E + M EM

A
0 P

M

EM + A

EA + M
EAM EM + P

RYS. 26.  (A) Diagram reakcji. (B) Graf kompleksów układu prezentowanego w pracy [OZA-
WA, 1962; SELKOV & BETZ, 1973].



112

b. Grafy kompleksów a grafy komunalne

                Grafy kompleksów jak i grafy komunalne są różnymi reprezentacjami geometrycznymi
równań dynamiki. W TAB. XVI. Podano odpowiedniość jaka istnieje między tymi dwoma rodza-
jami grafów.

D
Na

q
N,Na q

E,Ea

q
E,E 22

aq
E,E 11

a

q
E,E 11

a

q
E,E 22

a

q
N,Na

Graf  kompleksów Graf  komunalny

N D
Na

Nq
N,Na q

E,EaE
N q E

N

E1

q
E,E 22

aq
E,E 11

aqqE1

E1

q
E,E 11

a

q
E,E 22

a

N

q
N,NaN

E1

q

TAB. XVI.    Odpowiedniość między grafem kompleksów a grafem komunalnym

D. Grafy Hyvera

          W pracach [HYVER, 1973; SOLIMANO & BERETTA, 1976; SOLIMANO et al., 1977]
podano, wykorzystując metody grafowe, warunki wystarczające na to aby macierz komunalna
danego mono-enzymatycznego nieliniowego układu otwartego posiadała tylko rzeczywiste war-
tości własne. Ze względu na to, że prezentowane tam twierdzenia zostały sformułowane nadzwy-
czaj nieprecyzyjnie, nie będziemy ich tutaj omawiać.
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Rozdział VI
ZASTOSOWA�IE TEORII GRAFÓW DO A�ALIZY STABIL�OŚCI STA�ÓW
STACJO�AR�YCH W SIECIACH REAKCJI E�ZYMATYCZ�YCH – JĘZYK
POTE�CJAŁÓW CHEMICZ�YCH

Zagadnienia przedstawione w tym rozdziale były prezentowane w pracy [OSIAK, 1978].

§ 1.    Elementy termodynamiki sieciowej w formalizmie grafów powiązań

A. Wstęp

          W pracach [OSTER et al., 1971, 1973; OSTER & AUSLANDER, 1971a,b; OSTER &
PERELSON, 1973, 1974 a,b; PERELSON, 1975a; PERELSON & OSTER, 1974, 1976a] została
sformułowana termodynamika sieciowa w formalizmie grafów powiązań, prosta i elegancka me-
toda doskonale nadająca się do badania sprzężonych, nieliniowych, zależnych od czasu procesów
termodynamicznych w heterogennych ośrodkach. Teoria ta daje możliwość konstrukcji reprezen-
tacji w postaci grafów powiązań dla reakcji enzymatycznych [OSTER et al., 1973].
Reprezentacje te mogą być użyte między innymi przy poszukiwaniu graficznych kryteriów dla
stabilności i oscylacji [PERELSON, 1975a] lub konstrukcji i opisu układów, w których mają
miejsce reakcje chemiczne i dyfuzja.
Termodynamiczne kryteria stabilności stanów stacjonarnych w ośrodkach ciągłych [GLANS-
DORF & PRIGOGINE, 1971] zostały przepisane dla przypadku układów nieciągłych (dyskret-
nych) na bazie termodynamiki sieciowej [OSTER et al., 1973].
Celem niniejszego rozdziału jest podanie interpretacji w języku grafów powiązań dla klasyfikacji
destabilizujących interakcji zaproponowanej przez Tysona [TYSON, 1975] oraz związku grafów
powiązań reprezentujących układy reakcji enzymatycznych z grafami komunalnymi.

B. Podstawowe założenia termodynamiki sieciowej

          Termodynamika sieciowa opiera się na trzech założeniach [OSTER et al., 1971; 1973; PE-
RELSON, 1975a]:
1. Układ fizyczny dzielimy myślowo na skończoną liczbę podukładów tak, aby każdy z pod-

układów można było traktować jako jednorodny oraz aby czas relaksacji dla każdego z pod-
układów był dużo mniejszy niż czas relaksacji dla całego układu.

2. Przyjmujemy postulat o lokalnej równowadze. Tzn., pomimo, że układ jako całość może
znajdować się daleko od stanu równowagi, to lokalnie założenie to pozwala w dalszym ciągu
opisywać układ przy pomocy wielkości termodynamicznych takich jak temperatura, ciśnienie
i potencjał chemiczny.

3. W każdym podukładzie mają miejsce złożone procesy, jednakże założymy, że można myślo-
wo rozdzielić te procesy na dysypatywną i niedysypatywną część.

C. Wielkości opisujące stan układu

          Stan układu będziemy opisywać używając par sprzężonych wielkości. Każda para sprzężo-
nych wielkości przedstawia dwa rodzaje pomiarów (które mogą być przeprowadzone myślowo
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w każdym idealnym podukładzie). Pomiary te mogą być „dwupunktowe” (np. różnica potenc-
jałów elektrycznych) – odpowiadające im wielkości będziemy nazywać wielkościami dwu-punk-
towymi, lub „jedno-punktowe” (np. natężenie prądu elektrycznego) – odpowiadające im wielkoś-
ci będziemy nazywać wielkościami jedno-punktowymi.
Klasyfikacja wielkości na jedno-punktowe i dwu-punktowe dyskutowana jest w pracach
[TRENT, 1955; OSTER et al., 1973].
Jako nasze podstawowe wielkości opisujące stan układu przyjmiemy wielkości będące bodźcami
termodynamicznymi i wielkości będące strumieniami termodynamicznymi. Bodźce termodyna-
miczne będą wielkościami dwu-punktowymi, będziemy je oznaczać przez e(t). Strumienie
termodynamiczne będą wielkościami jedno-punktowymi, będziemy je oznaczać przez f(t). Obie
te wielkości są skalarnymi funkcjami czasu t. Żądamy aby iloczyn ef = P miał wymiar mocy.
Zdefiniujemy teraz dwie nowe wielkości p(t) i q(t) opisujące stan układu. Wielkość dwu-punkto-
wa p(t) dana jest przez

( ) ( ) ( )dt te0ptp
t

0
∫+=  .                                                                                                           (VI.1.1.)

Wielkość jednopunktowa q(t) dana jest przez

( ) ( ) ( )dt tf0qtq
t

0
∫+=  .                                                                                                           (VI.1.2.)

D. Definicja grafu powiązań

          Funkcyjną zależność pomiędzy zmiennymi opisującymi stan układu będziemy nazywać
równaniami definicyjnymi.
Różne rodzaje równań definicyjnych przedstawiono w TAB. XVII. Dalej równania definicyjne
określające opory, pojemności, indukcyjności, memrystory, połączenia szeregowe, połączenia
równoległe, źródła napięć, źródła prądu oraz transformatory będziemy przedstawiać w postaci
dużych liter odpowiednio: R, C, I, M, 1, 0, E, F, TD. Zauważmy, że każda z tych funkcji jest
prostą lub złożona funkcją zmiennych e i f.

Nieskierowanym grafem powiązań nazywamy graf Ψ,VB = , którego zbiór wierzchołków V

jest zbiorem równań definicyjnych

{ } { } { } { } { } { } { } { } { }{ }TD ,F ,E ,0 ,1 ,M ,I ,C ,RV =                                                                         (VI.1.3.)

a binarna relacja Ψ  dana jest następująco:

{ }
{ }

( ) ( ) ( ) ( ) kl
ij

l
j

k
i

kl
ij

l
j

k
il

j
l
j

k
i

k
i

ji ftftf ,etete
t

m,,1l

n,,1k

f,e,f,e
,1Ψvv ≡=≡=

∈

∈

⇔ ∧∨

K

K

 ,                                         (VI.1.4.)
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gdzie

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tf,,tf,tf,te,,te,tevv n
i

2
i

1
i

n
i

2
i

1
iii KK=  ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tf,,tf,tf,te,,te,tevv m
j

2
j

1
j

m
j

2
j

1
jjj KK=  ,

Vv,v ji ∈  .

Każdej krawędzi grafu powiązań przyporządkowujemy dwie wielkości kl
ije  i kl

ijf ,

gdzie

k
ie  – dolny wskaźnik i oraz górny wskaźnik k oznaczają, że wielkość k

ie  jest k-tą zmienną typu
bodźca w równaniu odpowiadającym i-temu wierzchołkowi

kl
ije  – oznacza, że k-ta wielkość typu bodźca w równaniu odpowiadającym i-temu wierzchołkowi,

oraz l-ta wielkość typu bodźca w równaniu odpowiadającym j-temu wierzchołkowi przyjmują te
same wartości

Zależność (VI.1.4.) wypowiemy dla jasności także słowami.
Wierzchołek iv  jest w relacji Ψ  z wierzchołkiem jv  wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją zmienne

( ) ( ) ( ) ( )tf,tf,te,te l
j

k
i

l
j

k
i  takie, że dla każdej wartości parametru t odpowiednia para wielkości typu

bodźca i odpowiednia para wielkości typu strumienia przyjmują w równaniach odpowiadającym
wierzchołkom i oraz j te same wartości, tzn.

( ) ( )tete l
j

k
i = ,    ( ) ( )tftf l

j
k
i = ,

gdzie    { }n,,1k K∈ ,    { }m,,1l K∈ .

Graf powiązań można zdefiniować także w sposób mniej precyzyjny [PERELSON, 1975b,c,
1976; PERELSON & OSTER, 1976b; ROSENBERG & KARNOPP, 1972].
Równaniu definicyjnemu można przyporządkować punkt na płaszczyźnie incydentny z n odcin-
kami. Każdemu odcinkowi przypisujemy odpowiednią parę sprzężonych wielkości e i f. Mając
dane powyższe reprezentacje dla równań definicyjnych, możemy utworzyć graf powiązań, ko-
rzystając z zasady, że scalamy te odcinki, które są obciążone tymi samymi parami sprzężonych
wielkości e i f. Taka definicja grafu powiązań, jak już wspominaliśmy, jest mniej precyzyjna ale
za to bardziej poglądowa i wygodniejsza w zastosowaniach.
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TAB. XVII. Równania definicyjne i ich reprezentacje [ROSENBERG & KARNOPP, 1972;
OSTER et al., 1973].
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E. Konwencja znakowa – skierowany graf powiązań

          Nieskierowany graf powiązań nie oddaje w pełni informacji o układzie, który opisywany
jest zbiorem równań definicyjnych stanowiących wierzchołki tego grafu. Wynika to z tego, że su-
ma iloczynów obciążeń z odpowiednimi współczynnikami liczbowymi (+1 lub –1) krawędzi in-
cydentnych z danym wierzchołkiem, posiadająca wymiar mocy, ma ściśle określoną interpretację
[OSTER et al., 1973].
Orientacji nieskierowanego grafu powiązań będziemy dokonywać zgodnie z konwencją przedsta-
wioną na RYS. 27 [PERELSON, 1975b].

e
f

e
f

RYS. 27.  Konwencja znakowa przyjęta w tej pracy.

§ 2.    Grafy powiązań enzymatycznych nieliniowych układów zamkniętych *

          W paragrafie tym będziemy rozpatrywać reakcje enzymatyczne przebiegające w zamknię-
tym, jednorodnym układzie przy ustalonej temperaturze i ciśnieniu. Będziemy rozważać idealne
roztwory rozcieńczone.
Równania (porównaj równania (I.2.9.))

( ) iiii µ µ  CJ &=  ,                                                                                                                   (VI.2.1.)

gdzie

( ) 
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

 −
=

∗

RT

µ
exp

RT

µ
exp

RT

Vc
µ  C i

o
i

ii

są równaniami definicyjnymi dla pojemności [OSTER et al.,.1973].
Równania (porównaj równania (I.2.10.))


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
= ∗
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A
exp

RT

A
expVcκJ

r
q

f
q

q
R
q                                                                                      (VI.2.2.)

stanowią równania definicyjne dla oporów [OSTER et al.,.1973].
Elementy zerowe dane są przez następujące równania [OSTER et al.,.1973]
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∑
=

=
M

1q

R
qiqi JνJ  ,                                                                                                                      (VI.2.3.)

gdzie M jest liczbą reakcji elementarnych.
Jeżeli liczba substratów lub produktów w q-tej reakcji elementarnej jest ≥ 2, to równania

∑
=

=
qN

1k
k

f
kq

f
q µνA                                                                                                                        (VI.2.4.)

lub

∑
=

=
qN

1k
k

r
kq

r
q µνA  ,                                                                                                                   (VI.2.5.)

gdzie qN  jest liczbą reagentów w q-tej reakcji elementarnej, stanowią równania definicyjne dla

elementów jednostkowych.
Grafy powiązań dla reakcji elementarnych przebiegających w warunkach podanych powyżej
przedstawione są na RYS. 28. Reprezentacje te różnią się od reprezentacji przedstawionych
w pracy [OSTER et al.,.1973] zastąpieniem transformatorów przez elementy zerowe, co możliwe
jest dzięki jednostkowej stechiometrii. Umożliwia to znaczne uproszczenie grafów powiązań dla
złożonych układów reakcji enzymatycznych. W celu konstrukcji grafu powiązań dla danej sieci
reakcji enzymatycznych, konstruujemy grafy powiązań dla każdej reakcji elementarnej na pod-
stawie równania stechiometrycznego, wykorzystując odwzorowanie przedstawione na RYS. 28.
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RYS. 28.  Grafy powiązań elementarnych reakcji.

k   ji  ←
→+

kj    i +←
→

j    i ←
→
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Zauważmy, że dla każdej reakcji enzymatycznej mamy

∑∑
==

==
M

1q

R
qiq

M

1q

q
ii JνJJ                                                                                                             (VI.2.6.)

oraz

( ) ( ) iii
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q
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 ,                                                                                  (VI.2.7.)

gdzie

q









=

dt

dn
J iq

i  – szybkość zmian liczby moli i-tego składnika w komórce związana z przebiegiem

q-tej reakcji elementarnej

q

i

dt

dµ








 – szybkość zmian potencjału chemicznego i-tego składnika związana z przebiegiem q-tej

reakcji elementarnej

( ) ( )iii
q
i µ  Cµ  C =  dla każdego q

Tak więc możemy sformułować regułę scalającą dla wierzchołków 0 i C jak przedstawiono na
RYS. 29.
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RYS. 29.  Reguła scalająca dla wierzchołków 0 i C.
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(B)                                              (C)

    

RYS. 30.  Zasada konstrukcji grafu powiązań. (A) Równania stechiometryczne dla reakcji enzy-
matycznej o mechanizmie uporządkowanym jeden-jeden. (B) Zbiór grafów powiązań reakcji ele-
mentarnych. (C) Graf powiązań reakcji enzymatycznej o mechanizmie uporządkowanym jeden-
jeden.

Zbiór grafów powiązań reakcji elementarnych scalamy w jeden graf, wykorzystując regułę scala-
jącą dla wierzchołków 0 i C.
Rysunki 31, 32, 33, 34, 35, 36 i 37 przedstawiają grafy powiązań reakcji enzymatycznych o nas-
tępujących mechanizmach:
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Uporządkowany dwa-dwa                   O dowolnej kolejności jeden-dwa
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O dowolnej kolejności dwa-jeden
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O dowolnej kolejności dwa-dwa         Ping-pong dwa-dwa
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RYS. 31.  Graf powiązań reakcji enzymatycznej o mechanizmie uporządkowanym jeden-dwa.

RYS. 32.  Graf powiązań reakcji enzymatycznej o mechanizmie o dowolnej kolejności dwa-
jeden.
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RYS. 33.  Graf powiązań reakcji enzymatycznej o mechanizmie uporządkowanym dwa-dwa.

RYS. 34.  Graf powiązań reakcji enzymatycznej o mechanizmie o dowolnej kolejności jeden-
dwa.
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RYS. 35.  Graf powiązań reakcji enzymatycznej o mechanizmie uporządkowanym dwa-jeden.

RYS. 36.  Graf powiązań reakcji enzymatycznej o mechanizmie ping-pong dwa-dwa.
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RYS. 37.  Graf powiązań reakcji enzymatycznej o mechanizmie o dowolnej kolejności dwa-dwa.

§ 3.    Grafy powiązań enzymatycznych nieliniowych układów otwartych *

A. Konstrukcja grafu powiązań

          Zajmiemy się konstrukcją grafu powiązań dla modelu 2 (Rozdz. I, §2.).
Równania definicyjne dla oporu membrany (porównaj równania (I.2.13.)) są postaci
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Rezerwuar jest opisywany przez źródło napięcia, którego równanie definicyjne dane jest przez

constµ res
i =  .                                                                                                                         (VI.3.2.)

Wnętrze komórki opisywane jest przy pomocy tych samych równań co w przypadku układu zam-
kniętego, za wyjątkiem elementów zerowych, które w tym przypadku przyjmują postać (porów-
naj (I.2.1.))
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 .                                                                                                            (VI.3.3.)

Grafy powiązań dla rozpatrywanego modelu można konstruować, wykorzystując odpowiednie
reprezentacje dla reakcji enzymatycznych przebiegających w układach zamkniętych. W tym celu
należy graf powiązań dla dyfuzji (RYS. 38) dołączyć do odpowiedniego elementu zerowego gra-
fu reakcji.
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RYS. 38.  Graf powiązań dla dyfuzji.

B. Grafy powiązań a grafy komunalne

          Równania dynamiki w języku potencjałów chemicznych dla enzymatycznych nieliniowych
układów otwartych mają postać:
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Linearyzacja równań (VI.3.4.) w pobliżu stanu stacjonarnego daje
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Niech ( )N,1,i     0,µoi K=> , będą współrzędnymi danego dodatniego stanu stacjonarnego.
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Dla reakcji elementarnej
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Dla reakcji elementarnej

kj  
k

k
  i

q

q

+ ←
 →

−

+

mamy










 ++−
−= + RT

µµµ
expka okojoi

q
q
ii  ,                                                                                      (VI.3.22.)










 −+−
−= − RT

µµµ
expka ojoi

o
k

q
q
jj  ,                                                                                       (VI.3.23.)










 −+−
−= − RT

µµµ
expka okoi

o
j

q
q
kk  ,                                                                                     (VI.3.24.)








 +−
−= − RT

µµ
expka ok

o
k

q
q
jk  ,                                                                                              (VI.3.25.)










 +−
−= − RT

µµ
expka oj

o
j

q
q
kj  ,                                                                                               (VI.3.26.)

q
ii

q
ij aa −=  ,                                                                                                                           (VI.3.27.)

q
jj

q
ji aa −=  ,                                                                                                                           (VI.3.28.)

q
ii

q
ik aa −=  ,                                                                                                                           (VI.3.29.)

q
kk

q
ki aa −=  .                                                                                                                         (VI.3.30.)

Dla reakcji elementarnej
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Wykorzystując zależności (VI.3.10.), (VI.3.13.) ÷ (VI.3.34.), można podać sposób konstrukcji
multigrafu komunalnego reakcji na podstawie równań stechiometrycznych, co zostało przedsta-
wione w TAB. XVIII.

Grafy powiązań jak i multigrafy komunalne reakcji są różnymi geometrycznymi reprezentacjami
równań dynamiki. W TAB. XIX podano odpowiedniość jaka istnieje między tymi dwoma rodza-
jami grafów.
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TAB. XVIII.  Zasada konstrukcji multigrafu komunalnego reakcji na podstawie równań stechio-
metrycznych.
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Graf  powiązań Multigraf  komunalny  reakcji
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TAB. XIX.  Odpowiedniość między grafem powiązań i multigrafem komunalnym reakcji.
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C. Klasyfikacja Tysona

          Naszym celem będzie podanie interpretacji w języku grafów powiązań dla klasyfikacji Ty-
sona [TYSON, 1975]. Będziemy dla prostoty rozpatrywać tylko takie układy reakcji enzymatycz-
nych, w których dane dwa różne reagenty występują jednocześnie co najwyżej w dwu reakcjach
elementarnych. Przyjmujemy, że wszystkie stałe szybkości są dodatnie 0k,k qq >−+ . Będziemy

rozważać tylko takie stany stacjonarne, dla których ( )N,,1i     ,0µoi K=> .

Aby wyznaczyć znaki elementów ija  i jia  macierzy komunalnej ( )N,,1j,i     ],a [A ij K== , wys-

tarczy rozpatrzyć tylko te reakcje elementarne z układu reakcji, w których występują jako reagen-
ty oba składniki i oraz j.
W układach reakcji, które będziemy rozpatrywać, ilość reakcji elementarnych niezbędnych do
wyznaczenia elementów ija  oraz jia  wynosi co najwyżej dwa.

Aby wyznaczyć znaki elementów ija  i jia , ( )ji ≠ , na podstawie grafu powiązań wystarczy roz-

patrzyć podgraf, który składa się z dwu elementów zerowych odpowiadających składnikom i, j
oraz co najwyżej dwu łańcuchów prostych łączących oba te elementy zerowe takich, że nie za-
wierają innych elementów zerowych. Różne rodzaje takich podgrafów podano w tabelach XX,
XXI i XXII.
Podgrafy przedstawione w TAB. XX i TAB. XXI będziemy nazywać A-destabilizującymi pod-
grafami drugiego rzędu.
Podgrafy przedstawione w TAB. XXII będziemy nazywać C-destabilizującymi podgrafami
drugiego rzędu. Znaki ( ),0,−+  elementów ija  oraz jia  odpowiadających danemu C-destabilizują-

cemu podgrafowi drugiego rzędu zależą od przyjętych wartości parametrów.
Niech G będzie grafem powiązań reprezentującym dany enzymatyczny nieliniowy układ otwarty.
A-destabilizującym podgrafem n-tego rzędu będziemy nazywać podgraf grafu G utworzony z A-
destabilizujących podgrafów drugiego rzędu tak, aby z każdego elementu zerowego można było
dojść do tego elementu, przechodząc przez wszystkie pozostałe elementy zerowe tylko jeden raz.
C-destabilizującym podgrafem n-tego rzędu będziemy nazywać podgraf grafu G utworzony z A-
destabilizujących podgrafów drugiego rzędu tak, aby z każdego elementu zerowego można było
dojść do tego elementu, przechodząc przez wszystkie pozostałe elementy zerowe tylko jeden raz.
Przy czym n jest równe ilości elementów zerowych w tak utworzonych pografach.
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               Podgraf grafu powiązań      Minimalny zbiór
                                                           reakcji elementarnych realizujących dany podgraf

(1)

(5)

(4)

(3)

(2)

i j

0 1 0

i + j

i + j

i + j

i + j

i + j

i + j

i + j

i + j

0 1 0

=

=

0 0

1

1

0 0

1

1

0 0

1

1
=

=

=

TAB. XX.  Konkurencja 0a,a jiij < .

i j

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

Rq

Rp

0
1

1

0

Rq

Rp

0
1

1
0

Rq

Rp

0
1

1
0

i + j

ji

j +i

q
i + j

i +
p

j

i +
p

j

q
i + j

j +i
q

j +i
p=

=

=

=

=

=

TAB. XXI.  Symbioza 0a,a jiij > .
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                         Podgraf grafu powiązań                 Minimalny zbiór reakcji elementarnych
                                                                                realizujących dany podgraf

j

(12)

(13)

(14)

(15)

i

i + j

i + j

i + j

i + j
p

ji +
p

j +i
p

0

1 Rp

0

1

0

1 Rp

0

1

0

1Rp

0

1

0

1Rp

0

1 i + j

i j +
p

=

=

=

=

TAB. XXII.  C-destabilizujące podgrafy drugiego rzędu. • i ○ oznaczają dwa różne reagenty,
z których każdy jest różny od i oraz j.

Każdej destabilizującej interakcji odpowiada skończony zbiór A- i C-destabilizujących podgra-
fów odpowiedniego rzędu. Każdemu A- i C-destabilizującemu podgrafowi danego rzędu odpo-
wiada w sposób jednoznaczny minimalny zbiór elementarnych reakcji realizujących dany pod-
graf.
Interpretacja w języku grafów powiązań dla klasyfikacji destabilizujących interakcji Tysona
umożliwia konstrukcję układów reakcji enzymatycznych o zadanych A- i C-destabilizujących
podgrafach.
Badanie własności A- i C-destabilizujących podgrafów może stanowić jeden z etapów mających
na celu sformułowanie graficznych kryteriów (w postaci warunków wystarczających) dla istnie-
nia „egzotycznych” zjawisk w układach reakcji enzymatycznych.
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Rozdział VII
W�IOSKI KOŃCOWE

§ 1.    Ogólna charakterystyka metod grafowych

          Wszystkie rozpatrywane w tej pracy rodzaje grafów (grafy przepływu sygnałów, grafy ko-
munalne, grafy kompleksów, grafy Hyvera, grafy powiązań) można utworzyć na podstawie rów-
nań stechiometrycznych. Innymi słowy, istnieje odwzorowanie pomiędzy równaniami stechio-
metrycznymi a każdym z tych grafów.
Główną zaletą metod grafowych stosowanych przy analizie stabilności stanów stacjonarnych jest
możliwość uzyskania informacji o stabilności stanów stacjonarnych bez wypisywania w jawnej
postaci jakichkolwiek równań. Są to metody bardzo szybkie i świetnie nadają się do wstępnego
testowania układów enzymatycznych.
Jednakże najistotniejszym osiągnięciem metod grafowych jest (zdaniem autora) możliwość kon-
strukcji układów enzymatycznych o zadanych własnościach. Konstrukcja układów enzymatycz-
nych możliwa będzie dzięki twierdzeniom tego typu co twierdzenie Horna (Tw. 25) oraz twier-
dzenia przedstawione w niniejszej pracy (Tw. 30, Tw. 31 i Tw. 32).

§ 2.    Wyniki uzyskane przez autora

          Należy podkreślić, że rozważania będące przedmiotem niniejszej pracy dotyczyły wyłącz-
nie enzymatycznych układów działania mas z krótkimi kompleksami bez kompleksów homo-bi-
molarnych. (Wyłączyliśmy z rozważań reakcje autokatalityczne.) Rozpatrywaliśmy tylko sieci
reakcji enzymatycznych utworzone z reakcji elementarnych przedstawionych na RYS. 3.
Uzyskano następujące rezultaty:
I. Podano klasyfikację układów enzymatycznych ułatwiającą systematyczne wykorzystanie

metod teorii grafów do badania stabilności stanów stacjonarnych.
II. Zmodyfikowano metodę grafów Clarke’a, wprowadzając elementy teorii grafów komunal-

nych.
III. Dla mono-enzymatycznych liniowych układów pseudo-otwartych, wykorzystując metody

teorii grafów:
1. Wykazano, że układy takie posiadają jeden i tylko jeden dodatni stan stacjonarny,

który jest jakościowo stabilny.
2. Podano ogólną postać równań szybkości w stanie stacjonarnym dla reakcji enzyma-

tycznych o mechanizmach uporządkowanych i ping-pong (Tw. 27).
3. Przedstawiono sposób konstrukcji niestacjonarnego grafu przepływu sygnałów dla

dowolnych warunków początkowych.
IV. Dla mono-enzymatycznych nieliniowych układów otwartych

1. Zbadano własności macierzy komunalnej.
2. Przedstawiono sposób konstrukcji multigrafu komunalnego reakcji na podstawie

równań stechiometrycznych.
3. Wykazano, że współczynniki 1α  i 2α  w równaniu charakterystycznym macierzy ko-

munalnej oraz wyznacznik Hurwitza 2∆  są dodatnie (Tw. 28 i Tw. 29).
4. Wykazano, że spełnione są założenia twierdzeń Tichonowa i Anosowa.
5. Zbadano pewne własności reprezentujących je grafów kompleksów.



139

6. Przedstawiono sposób konstrukcji grafów powiązań.
7. Podano interpretację w języku grafów komunalnych i grafów powiązań dla destabili-

zujących interakcji Tysona.
8. Zbadano powiązania między różnymi rodzajami grafów.
9. Podano warunki wystarczające na to, aby dodatni stan stacjonarny był warunkowo

stabilny.
10. Zaproponowano kilka modeli układów o niestabilnych stanach stacjonarnych.

Tekst dodany po złożeniu pracy uwzględniający niektóre uwagi recenzentów

Grafy przepływu sygnałów były dotychczas wykorzystywane jedynie przy analizie mono-enzy-
matycznych liniowych układów pseudo-otwartych w przypadku stacjonarnym oraz w przypadku
niestacjonarnym dla specyficznych warunków początkowych.
W pracy pokazano, że grafy przepływu sygnałów mogą być wykorzystane także przy analizie:

1. multi-enzymatycznych liniowych pseudo-otwartych układów w przypadku stacjonarnym
jak również w przypadku niestacjonarnym dla dowolnych warunków początkowych,

2. mono- i multi-enzymatycznych nieliniowych układów otwartych w przypadku stosowania
twierdzenia Tichonowa.

Wykorzystując metody grafów przepływu sygnałów, udowodniono twierdzenie 27.

Grafy komunalne wprowadzone w tej pracy stanowią modyfikację grafów Clarke’a. Metoda gra-
fów komunalnych jest krótsza, prostsza, a zarazem bardziej ogólna niż metoda Clarke’a. Wyko-
rzystując metody grafów komunalnych, udowodniono twierdzenia 28, 29, 30, 31 i 32.

Grafy kompleksów w tej pracy wykorzystano po raz pierwszy w systematyczny sposób do anali-
zy układów enzymatycznych.

Grafy powiązań dla reakcji enzymatycznych były badane w pracy [OSIAK, 1978].

Rozważania prezentowane w niniejszej pracy stanowią potwierdzenie dla tezy, że metody teorii
grafów są w sposób naturalny związane z analizą stabilności stanów stacjonarnych w układach
enzymatycznych.
Natomiast twierdzenia 30, 31 i 32 dają podstawę do przypuszczenia, że dzięki metodom teorii
grafów będzie w przyszłości możliwa konstrukcja układów enzymatycznych o zadanych włas-
nościach.
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RECE�ZJE

Recenzja Kornela �owaka

      "Reakcja chemiczna jest zjawiskiem polegającym na zmianie jednych substancji w inne".
Wychodząc z tej uproszczonej definicji reakcji chemicznej, można łatwo zauważyć, że opis tego
zjawiska ma kilka aspektów fizycznych. Pierwszy z nich dotyczy struktury substancji biorących
udział w reakcji oraz zmian tej struktury podczas reakcji i przyjęło się nazywać go mechanizmem
reakcji. Zmianom strukturalnym towarzyszą zmiany energii własnej cząsteczek substancji oraz
zmiany energii otoczenia i takim opisem zajmuje się termodynamika procesów chemicznych.
Wreszcie każda reakcja chemiczna zachodzi w skończonym czasie i zmiany liczby substancji
jakie temu towarzyszą opisuje kinetyka reakcji chemicznych. Tak więc żaden z tych sposobów,
strukturalny, termodynamiczny czy kinetyczny nie opisuje w pełni zjawiska jakim jest reakcja
chemiczna, chociaż w sumie dają pewien obraz zbliżony do rzeczywistości.
      W przypadku reakcji chemicznych zachodzących w organizmach żywych czyli reakcji bio-
chemicznych sytuacja jeszcze bardziej się komplikuje ze względu na udział w każdej takiej re-
akcji naturalnego katalizatora czyli enzymu. Ponieważ enzymy są białkami, substancjami bardzo
nietrwałymi, więc czynników wpływających na reakcję biochemiczną jest znacznie więcej niż
w przypadku reakcji chemicznej. Dlatego też opis tego zjawiska jest bardziej złożony i trudniej-
szy do przeprowadzenia. Dotychczas stosowane są w opisie rekcji chemicznych i biochemicz-
nych te same metody, jednak z wyżej wymienionych względów nadają się one jedynie do stosun-
kowo prostych przypadków reakcji biochemicznych, a więc tych mniej interesujących.
      W takiej sytuacji zajęcie się przez mgr Osiaka tematyką dotyczącą teorii analizy stabilności
stanów stacjonarnych w sieciach reakcji enzymatycznych wymagało niewątpliwie znacznej od-
wagi osobistej, ale było też ze wszech miar pożyteczne. Trzeba podziwiać też inwencję doktoran-
ta, który problem ten postanowił rozwiązać w sposób dotychczas całkowicie niespotykany przy
badaniu stabilności reakcji enzymatycznych. Mianowicie użył on do tego celu teorii grafów, a w
szczególności grafów skierowanych z obciążonymi łukami, takich jak grafy przepływu sygnałów,
grafy komunalne czy grafy powiązań. Dzięki temu możliwym stało się przejście od rozwiązywa-
nia układu wielu równań różniczkowych opisujących kinetykę reakcji enzymatycznej do prostego
symboliczno-geometrycznego przedstawienia przebiegu reakcji biochemicznej i uzyskiwania
wprost niektórych wyników, często pierwszym sposobem nieosiągalnych.
      Rozprawa doktorska mgr Osiaka obejmuje 144 strony maszynopisu i podzielona została na
siedem rozdziałów oprócz "Celu i dziedziny pracy". W pierwszym z nich omawia podstawowe
pojęcia odnoszące się do układów reakcji enzymatycznych, sposobu ich opisu matematycznego.
W szczególności przy pomocy równań dynamiki będących funkcją stężeń czy potencjałów che-
micznych reagentów. Wszystko to dla przyjętego modelu układu komórka-membrana-otoczenie.
W drugim rozdziale omawiane są określenia i twierdzenia z zakresu teorii stabilności równań
różniczkowych a więc w szczególności równań dynamiki układów modelowych. Aksjomatyczny
opis kinetyki reakcji chemicznych, stabilność równowagowych stanów stacjonarnych w nielinio-
wych układach zamkniętych, badanie niestabilności w sieciach reakcji chemicznych czy analiza
układów reakcji enzymatycznych metodą stężeń stacjonarnych to przykłady problemów omawia-
nych w rozdziale trzecim rozprawy.
      Pierwsze trzy rozdziały rozprawy można więc traktować jako wstęp pracy, wprowadzający
czytelnika w zagadnienia związane z teorią systemów reakcji chemicznych lub enzymatycznych
i ich opisem matematycznym. Podane w nich przez doktoranta fakty zaczerpnięte zostały z licz-
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nie cytowanej literatury fachowej omawiającej szczegółowo te problemy. Wydaje się więc, że
dobór odpowiednich metod i twierdzeń prezentowanych w tych rozdziałach oraz sposób ich
przedstawienia jest właściwy i służy dobrze dalszemu celowi pracy. Treść pierwszych trzech roz-
działów wskazuje też na dobre opanowanie prze mgr Osiaka wiadomości z kinetyki i termodyna-
miki reakcji chemicznych i enzymatycznych.
      Dalsze rozdziały IV, V i VI rozprawy traktują o teorii grafów i jej zastosowaniu w badaniach
własności reakcji enzymatycznych. Z niewielkimi wyjątkami dotyczącymi wstępów zawierają
one opracowania nowe, będące oryginalnymi osiągnięciami mgr Osiaka. Pierwszym z nich jest
uogólnienie metody Clarke'a, metody opracowanej z początkiem lat 70-tych w celu badania sta-
bilności stanów stacjonarnych w układach nieodwracalnych reakcji chemicznych przy pomocy
teorii grafów. Uogólnienie mgr Osiaka pozwala na usunięcie niektórych wad metody Clarke'a,
z których najpoważniejszą jest na pewno zakres stosowalności. Mianowicie metoda ta została op-
racowana tylko dla układów reakcji chemicznych nieodwracalnych. Wadą jest również, zwłasz-
cza dla potencjalnego użytkownika, mało przejrzysty i nieprecyzyjny sposób opisu metody.
      Doktorant modyfikując metodę Clarke'a usunął wszystkie te wady, dzięki czemu zakres sto-
sowalności jest większy a ilość operacji podczas badania stabilności stanów stacjonarnych mniej-
sza. Wprowadzenie też prostszej terminologii powoduje, że zmodyfikowana metoda jest przys-
tępniejsza dla użytkownika.
      W następnym rozdziale V doktorant przedstawił zasadnicze wyniki swoich dociekań i z tego
względu jest to najciekawszy rozdział tej rozprawy. Po krótkim wstępie dotyczącym niektórych
twierdzeń Horna odnośnie grafów krótkich kompleksów przechodzi mgr Osiak do opisu w języ-
ku teorii grafów układów liniowych pseudo-otwartych mono- i multi-enzymatycznych aby nas-
tępnie zająć się układami nieliniowymi. Do zasadniczych wyników tego rozdziału należy dowód
twierdzenia o ogólnej postaci równań szybkości reakcji enzymatycznych w stanie stacjonarnym,
o mechanizmie uporządkowanym lub ping-pong, odnoszącym się do układów mono-enzymatycz-
nych, liniowych, pseudo-otwartych. Dla takich układów równań doktorant wykazał też, że istnie-
je tylko jeden dodatni stan stacjonarny, który jest jakościowo stabilny.
      W dalszej części rozdziału mgr Osiak zajmuje się mono- i multi-enzymatycznymi układami
nieliniowymi otwartymi, stosując do ich opisu grafy komunalne. W szczególnie prosty i przejrzy-
sty sposób przedstawił doktorant metodę konstrukcji multigrafu komunalnego w oparciu o ele-
mentarne równania stechiometryczne układów reakcji katalizowanych przez jeden lub więcej en-
zymów. Udowodnił też istotne twierdzenia dotyczące stabilności stanów stacjonarnych.
      Do analizy tych samych otwartych układów nieliniowych doktorant zastosował też grafy
kompleksów, podając na zakończenie rozdziału odpowiedniość jaka istnieje między tymi dwoma
różnymi geometrycznymi reprezentacjami równań dynamiki.
      W przypadku opisu reakcji enzymatycznych przy pomocy potencjałów chemicznych dokto-
rant także zastosował odwzorowanie geometryczne, tym razem przy pomocy grafów powiązań.
Rozdział VI zawiera właśnie bardzo interesujący sposób konstruowania grafów powiązań dla
enzymatycznych układów nieliniowych otwartych i zamkniętych.
      Całość rozprawy zamyka rozdział dotyczący wniosków końcowych oraz spis cytowanej
literatury fachowej obejmujący 103 pozycje, głównie z okresu ostatnich 5 lat. Praca napisana jest
w sposób logiczny, jasny i w miarę zwięzły. Jedynym mankamentem utrudniającym czytelnikowi
studiowanie pasjonującej treści tego dzieła jest ciągła zmiana symboliki tych samych pojęć i to
często na dwóch sąsiednich stronach. Uniemożliwia to oczywiście wprowadzenie jednolitego spi-
su symboli dla całej rozprawy. Drobną uwagą jest przy tym stwierdzenie, że jednym z celów pra-
cy było "dokonanie unifikacji terminologii stosowanej w literaturze dotyczącej zastosowań teorii
grafów" [cyt. str. 1 (9) rozprawy] co autor z powodzeniem przeprowadził. Natomiast zabrakło ja-
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koś mgr Osiakowi odwagi aby ujednolicić też symbolikę pojęć. Myślę, że zwykłym przeocze-
niem (a może skromnością!) jest również nie zamieszczenie w wynikach końcowych pracy zda-
nia o unifikacji terminologii teorii grafów, a przecież wkład pracy potrzebny do tego jest porów-
nywalny z innymi oryginalnymi opracowaniami rozprawy. Nie jest to jedyne umyślne czy nieu-
myślne przeoczenie, gdyż w wynikach końcowych brak jest także zdania o opracowaniu kon-
strukcji grafów powiązań dla enzymatycznych układów nieliniowych zamkniętych.
      Oczywiście tak drobne przeoczenia nie umniejszają w niczym wartości całej rozprawy, która
zawiera znaczną liczbę nowych, oryginalnych konstruktywnych rozwiązań w dziedzinie badania
stabilności stanów stacjonarnych układów enzymatycznych metodami teorii grafów. Zastosowa-
nie w tych przypadkach grafów kompleksów oraz grafów powiązań umożliwia w prosty sposób,
bez uciekania się do skomplikowanych obliczeń szczegółowych możliwych tylko na szybkich
maszynach cyfrowych, przeprowadzenie analizy stabilności stanów stacjonarnych w sposób ja-
kościowy, wystarczający dla większości celów poznawczych. Natomiast zastosowanie grafów
komunalnych umożliwia taką analizę zarówno jakościową jak i ilościową.
      Wydaje się, że jeszcze jeden aspekt rozprawy jest godny podkreślenia. Otóż dziedzina jaką
zajął się mgr Osiak, z wykształcenia fizyk, wymaga opanowania wiadomości teoretycznych za-
równo z fizyki jak i chemii oraz biochemii ze szczególnym uwzględnieniem enzymologii. We
wszystkich tych naukach, jak wynika z treści rozprawy, doktorant osiągnął taki poziom wiado-
mości, że z pełną swobodą rozwiązuje trudne problemy znajdujące się na pograniczu tych trzech
dyscyplin.
      Reasumując wszystko powyższe uważam, że rozprawa została napisana w sposób posty i zro-
zumiały a podane w niej wnioski są logiczne i oryginalne. Wyniki dociekań w pełni odpowiadają
założonemu celowi pracy. Autor wykazał się też umiejętnością wyboru oryginalnej metody roz-
wiązywania postawionego przez siebie celu. Uważam, że osiągnięte przez mgr Osiaka wyniki, ze
względu na ich wagę powinny być jak najszybciej spopularyzowane.
      Biorąc to wszystko pod uwagę, wyrażam przekonanie, że rozprawa doktoranta mgr Osiaka w
pełni odpowiada wymogom ustawowym i dlatego wnoszę o dopuszczenie mgr Osiaka do dal-
szych etapów przewodu doktorskiego.
      Uważam również, że cenne wyniki uzyskane prze mgr Osiaka zasługują na to, by jego roz-
prawę wyróżnić nagrodą.

Doc. dr hab. Kornel Nowak
Akademia Medyczna we Wrocławiu
Instytut Biochemii i Biofizyki
Zakład Biochemii
Wrocław, dnia 1.VI.1978
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Recenzja Lucjana Szamkołowicza

      W latach 1953-56 metody rozwiązywania układów liniowych równań algebraicznych zostały
wzbogacone przez zastosowanie grafów przepływu sygnałów. Powstają teorie grafów Masona i
grafów Coatesa wykorzystane w teorii układów elektrycznych. Już wówczas King i Altman zas-
tosowali model grafowy w zadaniach kinetyki procesów enzymatycznych. W latach 1966-67
rozwinęli te metody Volkenstein i Goldstein. Należy zauważyć, że zarówno problematyka grafów
przepływu sygnałów jaki i teoria Feynmana (1948-49) wykorzystująca model grafowy w mecha-
nice kwantowej, czy wykorzystanie grafów do badań osobliwości Landaua s-macierzy Heinsen-
berga (Pham, 1967) nie wniosły nic nowego do samej teorii grafów i są traktowane jako niezależ-
ne gałęzie związane raczej z zastosowaniem matematyki. Model grafowy jest tu wykorzystywany
jako środek do rozwiązania konkretnych zagadnień praktycznych i na ich potrzeby wprowadza
się pewne operacje związane najczęściej z modelem macierzowym i operacjami na macierzach.
W konkretnych zadaniach wykorzystuje się przy tym twierdzenia należące do klasycznej teorii
grafów. W pracach z tego zakresu brak jest jednolitej terminologii i precyzji w formułowaniu
podstawowych pojęć. Odczuwa się potrzebę uporządkowania materiału w postaci monografii.
      Mgr Zbigniew Osiak postawił w swojej pracy za cel nie tylko przedstawienie własnych wyni-
ków z zastosowania teorii grafów do analizy stabilności stanów stacjonarnych w sieciach reakcji
enzymatycznych lecz również opracowanie monografii związanej z tą problematyką. Zgodnie z
tymi założeniami rozdziały I-III oraz §§ 1÷3 rozdziału IV stanowią rozbudowany wstęp rozpra-
wy doktorskiej poświęcony zarówno klasyfikacji układów enzymatycznych i metodom rozwiązy-
wania zadań kinetyki reakcji enzymatycznych jak i teorii stabilności i elementom teorii grafów.
      § 4 rozdziału IV jest poświęcony modyfikacji metody Clarke'a badania stabilności stanów
stacjonarnych w sieciach nieodwracalnych reakcji chemicznych. Autor wprowadza tu pojęcie
grafu komunalnego i uogólnia metodę Clarke'a. Metoda grafów komunalnych zostaje wykorzys-
tana w rozdziale V, który jest poświęcony analizie stabilności stanów stacjonarnych w sieciach
reakcji enzymatycznych. Dla mono-enzymatycznych nieliniowych układów otwartych autor udo-
wodnił twierdzenia 28÷32.
      Modele i metody grafowe pozwalają uzyskanie informacji o stabilności stanów stacjonarnych
bez wypisywania w jawnej postaci jakichkolwiek równań. Dają one również możliwość kon-
strukcji układów o zadanych własnościach. Twierdzenia 30÷32 zawierają warunki wystarczające
na to aby dodatni stan stacjonarny był warunkowo niestabilny. Autor wykorzystuje twierdzenie
31 do konstrukcji mono-enzymatycznych nieliniowych układów otwartych posiadających warun-
kowo niestabilne stany stacjonarne.
      Korzystając z metody grafów przepływu sygnałów, Z. Osiak udowodnił dla mono-enzymaty-
cznych liniowych pseudo-otwartych układów twierdzenie 27, w którym podana została ogólna
postać równań w stanie stacjonarnym dla reakcji enzymatycznych o mechanizmach uporządko-
wanych i ping-pong.
      Rozdział VI został poświęcony konstrukcji i wykorzystaniu grafów powiązań dla reakcji en-
zymatycznych oraz przedstawienia ich związku z grafami komunalnymi. Grafy powiązań wyko-
rzystał autor do interpretacji dla destabilizujących interakcji Tysona. Główne wyniki opublikował
w Studia Biophysica. Grafy kompleksów zostały przez Z. Osiaka wykorzystane również do anali-
zy układów enzymatycznych.
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      Recenzent ma zastrzeżenia zarówno do ogólnej redakcji pracy jak i do redakcji niektórych jej
fragmentów. Praca zawiera również kilka usterek natury formalnej jak np. brak założenia spójno-
ści definicji drzewa na str. 43 (48). Zastrzeżenia te nie wpływają na ogólną ocenę pracy.
      Zbigniew Osiak wykazał dokładną znajomość aktualnego stanu badań z omawianej dziedzi-
ny. Oryginalne wyniki autora stanowią istotny wkład do zastosowań teorii grafów w zadaniach
kinetyki reakcji chemicznych i termodynamiki procesów nieodwracalnych.
      Uważam, że praca mgr Zbigniewa Osiaka spełnia wszystkie wymogi stawiane rozprawom
doktorskim i wnoszę o dopuszczenie do dalszych faz przewodu doktorskiego.

Doc. dr Lucjan Szamkołowicz
Politechnika Wrocławska
Instytut Matematyki
Wrocław, dnia 21.VII.1978
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Nale¿ê do pokolenia fizyków, dla których idolami
byli Albert Einstein, Lew Dawidowicz Landau
i Richard P. Feynman. Einstein zniewoli³ mnie
potêg¹ swej intuicji. Landaua podziwiam za

rzetelnoœæ, precyzjê i prostotê wywodów oraz
instynktowne wyczuwanie istoty zagadnienia.

Feynman urzek³ mnie lekkoœci¹ narracji
i subtelnym poczuciem humoru.
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