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On désigne par R, C, H les corps des réels, complexes et quaternions.

1 Les espaces vectoriels quaternioniques

1.1 Définition
On appelle espace vectoriel quaternionique le produit tensoriel suivant :
EF=HQ®gr £

avec H le corps des quaternions et E’ un espace vectoriel réel. On a alors une
multiplication a gauche et a droite par les quaternions :

¢ ®x)=qd @z ({®1)g=dq@
Un espace vectoriel quaternionique possede une multiplication a droite et a
gauche.

1.2 Somme de deux espaces vectoriels sur H

Soient ¥ = HRR F', F = H®R F’ deux espaces vectoriels sur H ; dés lors, on
peut faire leur somme direct :

E@F=H®gr (E'®F')

Il s’agit du produit cartésien qui possede une multiplication a droite et a gauche
par les quaternions :

e f)=qe®qf (e@flg=eq® fq

1.3 Le produit tensoriel de deux espaces sur H

Etant donnés deux espaces vectoriels quaternioniques, on peut réaliser leur pro-
duit tensoriel :
E=H®rE F=HQgrF

EoupF=H@uH)®r E®r F



Comme par multiplication on a H ®g H = H, le produit tensoriel est aussi :
E@upF=H®Rr E®rF

eq® f=e®qf

C’est un espace vectoriel quaternionique.

ge@f)=qexf (e®f)lg=e® fq

2 Les algebres de Clifford quaternioniques

2.1 Les formes quadratiques quaternioniques

On se donne un espace vectoriel quaternionique, £ = H Qg E’ et une forme
bilinéaire symétrique g sur E’ (ce qui est équivalent & une forme quadratique Q).

La forme bilinéaire sur E est donné par les produits scalaires suivants :

9(a®z,q' ®@y) = qq'g(z,y)
Elle est non symétrique et vérifie :
g9(qe, f) = ag(e, f) gle, fa) =gle, fla gleq, f) = g(e,qf)
Qe) =gle.e) Qa@z)=¢*Qz)
Dans la base qui diagonalise Q, Q est aussi diagonalisable.

Remarque : on peut aussi définir une forme hermitienne quaternionique en
prenant ¢¢’ dans la définition.

2.2 L’algebre de Clifford quaternionique

On considere la somme directe des produits tensoriels d’un espace vectoriel E
par lui-méme :
T(E)=HoFEa (EouE)®...

et on quotiente par les relations suivantes :
e f+fee=—gle f)—g(fe)

On a:
Clif fu(E,Q) =T(E)/ ~=H®g Clif fr(E', Q)

Et aussi, pour un vecteur e :



3 L’algebre linéaire quaternionique

3.1 Les endomorphismes

On se donne deux espaces vectoriels quaternioniques £ = H®g E' et F =
H ®gr F’. Un morphisme f de E dans F est une application linéaire & droite
de E dans F':

fleq) = fle)q

Un endomorphisme f € End(E) de E est un morphisme de F dans E. Un
automorphisme f € Aut(FE) de E est un endomorphisme inversible. L’ensemble
des automorphismes forme un groupe de Lie quaternionique.

3.2 Les matrices quaternioniques

Si on se donne une base de F, les endomorphismes de E sont alors assimilables
a des matrices a coefficients dans H. En effet un vecteur e = ¢ ® x s’écrit aussi
e = (1 ® x)q et on se place sur une base e; = 1 ® x;. Le produit des matrices
correspond a la composition des endomorphismes. On a :

End(E) = M, (H)

Aut(E) 2 Gl,,(H)

4 Les fibrés quaternioniques

On se donne une variété de base M, un fibré vectoriel FE sur M est constructible
par des cocycles de Cech. On a un recouvrement de M , U;U; et sur chaque
intersection U;NUj, on se donne des fonctions g;; € Gl,,(H) tel que ¢;;95% = ik
Un fibré vectoriel quaternionique posséde une multiplication & droite par un
quaternion. Une variété différentielle est appelée quaternionique si son fibré
tangent peut étre muni d’une structure de fibré quaternionique.

5 Les connexions quaternioniques

Les connexions quaternioniques sont données par des connexions sur les fibrés
FE qui conservent la structure quaternionique ; c’est-a-dire que :

V(sq) = V(s)q

pour toute section s et tout quaternion g. De plus pour toute fonction quater-
nionique ¢, on a aussi :

Vx(sq) =sX(q) + Vx(s)g

(on a appliqué un vecteur X a une fonction q).



6 Définition du groupe Spin’(n)
On appelle groupe spinoriel quaternionique le groupe suivant :
Spin™ (n) = Spin(n) x 1,-1y SU(2)

On identifie (—g, —q) avec (g, q).

6.1 L’algebre de Clifford quaternionique

On considere 'algebre de Clifford quaternionique :
Clif f,(H) = Hog Clif f,

Deés lors, on peut voir le groupe spinoriel quaternionique plongé dans 'algébre
de Clifford quand on considere les éléments de norme 1. On prend le produit
pair de vecteurs de norme 1, e=q¢®x, |[¢g/ =1et |[z|=1. On a:

Spin(n)NH = {1,—-1}

6.2 Représentation spinorielle
Les algebres de Clifford possédent la propriété suivante [F] :
Clif f5s = Clif ff ®c Ma(C)

Le produit tensoriel de 'algebre de Clifford avec les endomorphismes de rang
2 des complexes. On construit ainsi une représentation du groupe spinoriel
quaternionique Spinfl(n) dans R® ®@gr C?". 1l ’agit du produit tensoriel de
deux représentations, pour Spin(n) et pour SU(2).

7 Les Spin/-structures

7.1 Définition

Une Spin® -structure sur un fibré principal SO(n) Q est une réduction du groupe
a un Spinf(n) fibré P selon un diagramme commutatif :

P xSpinfi(n) — P
1 \:
Q x SO(mn) — @

7.2 Existence d’une Spin-structure
On a un isomorphisme SU(2) & Spin(3) de sorte qu’il existe une injection :

Spin'! (n) — Spin(n + 3)



Se donner une Spinf-structure sur TM est donc équivalent & se donner une
Spin-structure sur le fibré TM @ F ou F est un SO(3) fibré.

Spintl(n) —  Spin(n+3)
\J \J
SO(n) x SO3) <=  SO(n+3)

Se donner une Spin structure est aussi équivalent a 'annulation de la seconde
classe de Stiefel-Whitney qui est stable, on a donc :

0= OJQ(TM D F) = WQ(TM) + wQ(F) + wl(TM)wl(F) = wQ(TM) + WQ(F)
car la variété est supposée orientable.
WQ(TM) = WQ(F)

car les coefficients sont Z/2Z.

On a donc démontré le théoreme suivant :

Théoréme 1 L’existence d'une Spin -structure est équivalente d trouver une
représentation de la seconde classe de Stiefel-Whitney par un SO(3) fibré.

8 L’opérateur de Dirac pour une Spin’’-structure

On se donne une Spin'-structure sur le fibré tangent. On a donc une connexion
de Levi-Civita sur le fibré tangent et on se donne une connexion A sur le SU(2)
fibré E associé a la Spinf-structure. On peut dés lors définir un opérateur de
Dirac Dy :
A
Da(¥) =Y eiVE(Y)
i

avec V4, la connexion sur le fibré XM @ E et (e;) une base orthonormée du
tangent local.

9 Les équations de Seiberg-Witten quaternion-
iques

On se place dans le cas ou le fibré des spineurs est tensorisé par un fibré en

droites quaternionique et la connexion est a valeurs dans iR + jR 4+ kR. Les

équations de Seiberg-Witten portent sur une paire (A, ) avec A une connexion
et 1 un spineur quaternionique, de sorte que l'on a :

Da(y) =0
et



F} (A) est la partie auto-duale de la courbure de la connexion A et wy est la
2-forme associée au spineur [F].
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