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Doua probleme de minim geometric
I. PATRASCU', F. SMARANDACHE?

Abstract. In this Note two problems of geometric minima are solved. The first is: given a
proper angle xAy and a fixed point P in its interior, construct a straight line BC through P with
B € (Az and C € (Ay such that the perimeter of the triangle ABC to be minimal. The second one
is related to the first: Let z Ay be a proper angle and C (J) be a circle tangent to its sides. Construct
a tangent BC to this circle for B € (Azx and C' € (Ay such that the circle to be inscribed in the
triangle ABC and the perimeter of the triangle ABC to be minimal.
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“. In acest articol rezolvém doud probleme de minim geometric; prima este din [1],
iar pe a doua am formulat-o in legdtura cu prima.
Enuntul primei probleme este urmétorul:

Problema 1. Se da un unghi propriu xAy si P un punct fizat in interiorul sdu.
Construtti prin P o secantd BC, cu B € (Ax ¢i C € (Ay, astfel ca triunghiul ABC
sa atba perimetrul minim.

Pentru rezolvarea problemei, folosim urmatoarea:

Lema. Daca xAy este un unghi propriu §i C(J) este un cerc tangent laturilor (Ax
si (Ay, fizat, iar BC' este o tangentd la acest cerc astfel incdt cercul sd fie A-exinscris
triunghiulut ABC, atunci perimetrul triunghiului ABC este constant.

Demonstratia Lemei. Fie D gi F punctele de tangentd cu (Azx respectiv (Ay
ale cercului C(J) si fie BC o tangentd oare-
care la acest cerc in conditiile enuntului (vezi
Fig. 1). Notdm cu T contactul tangentei
BC cu cercul. Cu ajutorul teoremei tangen-
telor duse dintr-un punct exterior la un cerc,
avem ci: BD = BT, CT = CE si AD =*
AFE. Cum perimetrul triunghiului ABC este
AB+BC+AC = AB+BTH+TC+AC, avem
cd AB+BC+AC = AB+AC+BD+CE =
AD + AFE = 2AD = constant. g 1 ‘\\3"“

Rezolvarea problemei

Afirmam cd triunghiul ABC de perimetru minim pentru care BC trece prin P este
acela In care BC este tangent In P cercului ce trece prin P si este tangent laturilor
(Az gl (Ay ale unghiului dat.

Din Lema, am vazut cd perimetrul triunghiului ABC (orice triunghi cu BC' tan-
gentd cercului) este constant i egal cu 2AD. S& aritam ci orice triunghi AB'C’ cu
B’'C’ secantd ce trece prin P este mai mare decat perimetrul triunghiului ABC.

Putem construi o secantd B”C" | B'C’ care sa fie tangentd cercului C(J)
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i acesta din urma si fie A-exinscris tri-
unghiului AB”C”. Perimetrul triunghi-
ului AB”C" este egal cu cel al tri-
unghiului ABC (conform lemei), deci cu -
2AD. Evident c& perimetrul ‘criulf.xghiu‘fx S~
lui AB'C" este mai mare decat perimetrul

triunghiului AB”C" (vezi Fig. 2),in con-

. . /®
secintd triunghiul ABC' are perimetrul
minim. i \

Deoarece problema propusi cere constructia
secantei BC', deci implicit a cercului ce trece prin P si este tangent laturilor (Ax si
(Ay ale unghiului, prezentim dous metode de a realiza constructia cercului.

Prima eonstructie

Presupunem problema rezolvatd, fie deci C (J) tangent laturilor (Az i (Ay ce va
trece prin P.

Centrul .J al cercului este situat pe bisectoarea (4z a unghiului Ay, deci cercul
va trece gi prin punctul @ simetricul lui
P fatd de (Az. Notidm {R} = PQ N
(Ax. Puterea punctului R fatd de cercul
C(J, JP) furnizeazd RP-RQ = RD? (D
punctul de tangentd cu (Az al cercului,
vezi Fig. 8). A

Daca vom construi punctul D, prob-
lema este practic rezolvati, deoarece
cunoagtem trei puncte P, J, D pe cer-
cul cautat. Pentru a construi punctul D,
putem proceda astfel: Construim un cerc =
arbitrar care trece prin P §i Q; construim tangenta RN din R la acest cerc si con-
struim cercul C (R, RN); acesta va intersecta (Az in doud puncte D gi D’.

Problema are doud solutii: cercul circumscris triunghiului DPQ si cercul circum-
scris triunghiului D' PQ. Tangenta in P la cel din urmi cerc notats in figura, B,
formeaza cu A un triunghi in care cercul D’ P(Q este inscris.

Putem ardta ca mai inainte cd perimetrul acestui triunghi este mai mare decat al
triunghiului ABC' in care BC este tangenta in P la cercul DPQ.

A doua constructie

Construim un cerc tangent laturilor (Az si (Ay. Fie Ji centrul siiu. Notdm M, M,
intersectiile acestui cerc cu (AP). Con-
struim PJ || J1My, J € (Az si PJ' ||
JiMy, J' € (Az (vezi Fig. 4).
Cercurile C (J', J'P), fiind omotetice
cercului C (J1, Mj) prin omotetiile
corespunzatoare, sunt cele cautate.

A
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Observatie. Lema si Problema analizate ne-au condus la urmatoarea problema
de minim:

Problema 2. Fie zAy un unghi propriu dat i fie C(J) un cerc tangent laturilor
(Az si (Ay fizat. Construiti o tangentd BC la cere, B € (Azx ,C € (Ay astfel ca
cercul dat sd fie cerc inscris al triunghiulu ABC, iar ABC sd aibd perimetrul minim.

Rezolvarea problemei. Sa consideram o tangenta B’'C’ la cercul C (J) si cercul
A-exinscris triunghiului AB’C’ de centru J'. Dacd D si D’ sunt contactele cercurilor
C(J) si C(J') cu (Az, avem c&: Perimetrul triunghiului AB’C” este egal cu 2AD +
2B/C’ i tot el este egal cu 2AD’ (vezi Fig. 5). Pentru ca perimetrul triunghiului
AB'C' s4 fie minim, este necesar ca B'C’ si fie minima, si cum B'C' = AD'— AD, iar

AD este constanta, este necesar ca AD’ sd fie minima.
Dacd vom nota J'D' = z, JD = 1 si
ey , o ,
mxAy = 2, avem: sing = —5 deci
JJ
T
J.J! = ——. Deoarece z
sin A=

. 1
DD’:\EQ%-(CL‘*T)Z:(JS*?“) 14+ —

sin“p

Fig. 5 X

gisim cd minimul lui DD’ se atinge odatd cu minimul lui z = J'D’. Aceasta se
intAmpls cand cercul de centru .J ! este tangent cercului de centru J. In acest caz,
BC este tangentd comund acestor cercuri si este perpendiculard pe (Az, bisectoarea
<z Ay.
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