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1 Le Probleme de n corps

Le Probleme des trois corps a une telle importance pour I’Astronomie, et il est en
méme temps si difficile, que tous les efforts des géometres ont été depuis longtemps
dirigés de ce coté. Une intégration complete et rigoureuse étant manifestement

impossible, c’est aux procédés d’approximation que ’on a du faire appel.
Henri Poincaré[T] ([1],1892)

Considérons le mouvement de n corps Py(k = 1,2,...,n) dans 'espace euclidien R”
avec n > 2. Soient (zk, Yk, zx) les coordonnées de Py, dans un repére cartésien fixe et my
sa masse (my > 0). Notons 7 la distance entre les points Py et P; telle que :

T]%l = (wk — 331)2 + (yk - yl)2 + (Zk — Zl)2 (k,l =1,2, ,n) (1)

Les corps Py, soumis a ’attraction universelle dans le repére cartésien qu’on note R(O, ey, ez, €3).
Alors la fonction potentiel due a la gravitation est :

G.mpmy G.mpmy
U:Z Tl :Z\/(m _x)2+( — )2+( — )QZZUkl (2)
k<l k<l kT Yk = Ui k= A k<l
avec G la constante universelle de la gravitation et :
G.mpmy
U = (3)

V(e — )%+ (yk — w)? + (20 — 21)?

1. Henri Poincaré (1854-1912) : mathématicien frangais, parmi les plus grands du XIXeéme siecle.




Notons par g et m respectivement ’'une des composantes et la masse d’un point quel-
conque P, alors on peut écrire les équations du mouvement :

d?q ou
m—y =U, = — 4
dt? 17 9q (4)
Appliquons par exemple la formule précédente pour la composante x d’un point Py, on
obtient :

dQ:L‘k 8U 8 Z Gmkml

R ko Oxp Oz

()
2
dt I

Tkl

d’ou :
l=n
Gmkml :Cl — xk)

me——> =

dek Gmkml(a:l — (Ek
dt2 Z

£k rkl 1=1;l#£k kl
2 Les Intégrales Premieres des équations du mouvement
Si on somme les deux membres de I’équation précédente, on obtient :

kad;tzzk ZZ Gmkmiﬂ X — Tk) _0 7)
k

k I#k kl

Ce qui donne :

d? d
zk:mkdtxzk =0= ka Tk a, a= constante (8)

De méme, on obtient :

d
Z c?lth =b, b= constante 9)
Z W dzk =c¢, c¢= constante (10)

En intégrant une deuxieme fois les équations (8{9H10]), on obtient :

YoMy = at +ag, ag = constante (11)
> ok MkYk = bt +bo, by = constante (12)
YoMz = ct+co, co = constante (13)

A partir de @, les équations du mouvement s’écrivent sous forme vectorielle comme
suit : l
?OP), i" Gmypmi(OP; — OPy,)

dt?

(14)

mp T3
I=1;1#k ki



Multiplions vectoriellement les deux membres de 1’équation précédente par OP, on
obtient :

d20P = G oP, - OP = G OP; A OP
Mk 5 FAOP), = Z i 3l k)/\OPk = Z i 3 l 1
I=1;l#k "k I=1;l#k ki 15)
15
On somme sur l'indice k, d’ou :
d? OP = G (OP, A OP
ka faoP =" % mymi (0P K _ g (16)
k 1=1;l#k Tkl
L’équation précédente s’écrit :
d dOPy,
pn (zk: my I A OPk) =0 (17)
En intégrant, on trouve :
dOP
ka o kA OP, = w = vecteur constant (18)

C’est la conservation du moment cinétique. Soit en considérant les composantes du
moment cinétique :

> m(irzr — ypix) = a
k=1

n

ka(ikxk — zy) = B (19)

k=1

> mu(drys — TRik) =y

k=1
. dgg
en notant = —.
qk dt ]
A partir de I’équation , on peut écrire en multipliant ses deux membres par d—z :
d d oU d
q aq aq (20)

"z dt T o dt

En sommant sur toutes les composantes, on obtient :

SE(n())ERe @




En intégrant I’équation précédente, on obtient :

L (1 dgir, \*
;ZZ: <2mk ( p ) ) — U = constante (22)

or :

o= i (dj;;"f)z (23)

Par suite, on écrit :

1 n
3 Z myvi —U =T — U = constante (24)
k=1
ou :
1 n
T= B Z myvs (25)
k=1

est I’énergie cinétique et U l’energie potentielle.

Les équations (8{9H10) et (L1H12H13|) et les 3 équations de et constituent les

10 intégrales premieres. Le systeme est formé de 6n équations avec les 10 intégrales
pour déterminer les 3n inconnues.

3 Nouvelle Ecriture des Equations du Probleme de n Corps

A partir de I’équation ci-dessus :

d2$k oU 0 Z Gmymy

m — = U = fry
k di2 Tk oxy, oxy, Iz Tkl

on va considérer que t est une fonction des composantes xx, Yy, zk. Ecrivons 1’équation

sous la forme :

0 1 1 0 Gmpmy
. = 2
oxy, oxy,
ou encore : o2 5 G
t 1 mEmy
—-m . = 27
k8$% ﬁ 3 oxy, l;ézk Tkl ( )
élrk
Posons : Y
B = ka = Z15(T1, Y1, 21y ooy Thy eves 2n)F (28)



avec p € Q*. Alors I’équation devient :
p—10Z1 1

—mipZ

1
En prenant p = —=, on obtient le systeme des équations fondamentales :
9 y

ot 1

dzy V 21k

0

1k oxy, Zfllc) N oxy,

avec

621k 0 Gml
=2
2

8:ck - 8.%'k

14k

En intégrant la deuxieme équation du systéeme ci-dessus et en prenant :

G
Zlk_2zﬂ+\hk (x1

ou Wy est une fonction qui ne dépend pas de x;. telle que Z;; > 0.

Soient deux variables quelconques qu’on note &, &g, on a donc :

Z Gmkml

14k

Tkl

Zik >0

)ik >0

G
0‘_22 i + WU, (-Tl)l;éa>0

I£a Tal
et :
ot 1
— = —— auec Zy,>0
e /2,
ot 1
— = —— avec Zg>0
s \/Zp ’
Par suite :
ot 0%
060083 0€0&a

(29)

(31)

ce qui donne quand, on fait varier k, la fonction ¥y, se réduit a une constante qu’on

prendra égale a 0. Alors, on a :

Zlk _ 22 Gml

14k

La premiére équation de (30) donne :

dry  dy

le

dt =

VZi  Zi

VZiz

dzn,

Z?m

(33)

(34)

Les équations précédentes constituent la nouvelle écriture du mouvement de n corps.



Références

[1] Henri Poincaré. 1892. Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste. Tome 1.
Gauthier Villars et Fils, Imprimeurs-Libraires. Paris. 408p.

Abdelmajid Ben Hadj Salem
6, rue du Nil, Cité Soliman, 8020 Solima,Tunisia.
Email : abenhadjsalem@gmail.com

Aotut 2017



	Le Problème de n corps
	Les Intégrales Premières des équations du mouvement
	Nouvelle Ecriture des Equations du Problème de n Corps
	Références

