Les Nombres

A .Balan
4 aout 2017

1 Les nombres entiers naturels

1.1 Définition

On appelle ici nombres entiers naturels N les cardinaux des ensembles finis
[J]. En particulier 0 est le cardinal de ’ensemble vide (J, 1 est le cardinal des
singletons. Les nombres entiers possedent une structure de double monoide qui
provient, sur les ensembles, a prendre la réunion de deux ensembles disjoints
pour la loi interne somme a+ b, et leur produit cartésien pour la loi interne mul-
tiplication a.b, ces lois ayant une propriété de distributivité entre elles qui peut
se démontrer par récurrence (a+ b).c = (a.c) + (b.c); 0 est élément absorbant et
1 est élément neutre pour la multiplication. Il existe un ordre sur les nombres
entiers naturels, résultant de 'inclusion des ensembles.

1.2 Le théoreme fondamental de ’arithmétique

La division de n par m n’existe que si n = k.m, elle est par définition égale
a k. Tout nombre entier naturel est divisible par 1 et lui-méme. Les nombres
premiers P sont ceux qui ne sont divisibles que par 1 et eux-mémes. Par conven-
tion 1 n’est pas premier, et donc le premier nombre premier est 2; les nombres
entiers naturels divisibles par 2 sont dits pairs, et les autres impairs.

Le théoreme fondamental de I'arithmétique est le suivant :
Théoreme :
Tout nombre entier n € N, n > 2, peut s’écrire de fagon unique sous la forme

d’un produit fini:
n = pr‘l(")
i

le produit portant sur les nombres premiers p; mis & une certaine puissance
a;(n).



Démonstration:

par récurrence sur n, P(2): 2 est premier et si n est premier alors P(n). Si
n n’est pas premier, alors n = ab, avec a,b plus petits que n; on peut donc ap-
pliquer P(a),P(b) et donc n =[], p?i(aHai(b). De plus cette écriture est unique
car si:

Iz =1]»"
i i

alors si a; est non nul, p; divise le produit et donc, on obtient:
i j—1 i Bi—1
[Iee =11 ey
i#j i#]
et on applique la propriété de récurrence a n/p;. D’ou P(n).
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On a aussi (exercice):

n.m = Hp?i(n)Jrai(m)

Le pged de deux nombres est le plus grand commun diviseur de ces nombres, le
ppem est le plus petit commun multiple. On a (exercice) :

pged(nm) = sz_nin(ai(ﬂ),ai(m)) , ppem(n,m) = Hp;nax(ai(n),ai(m))
% i
1.3 Conjectures

Il existe de nombreuses conjectures concernant les nombres premiers. La
conjecture de Goldbach dit que tout nombre pair est la somme de deux nombres
premiers Vn € N\ {0,1},3(p,q) € P?,2n = p + q. La conjecture des nombres
premiers jumeaux dit qu’il existe une infinité de nombres premiers (p,q) € P?
tels que leur différence soit deux: p — q = 2.

1.4 La division euclidienne

Théoréme : Soient la donne de deux entiers naturels n,m avec n > m, alors
on a la division euclidienne suivante :

n=km+r

avec (k,r) deux entiers et r < m, r est appelé le reste de la division euclidienne
de n par m. Les deux entiers k,r sont uniques.



Démonstration: par récurrence sur n, si n = m, alors (k,r) = (1,0). Si on
an=km+r alorssir>m—2 onan+1l=km+(r+1)etsionar=m-—1,
alors n + 1 = (k+ 1)m. Les deux entiers (k,r) sont uniques (exercice).
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1.5 L’algorithme d’Euclide

Il s’agit dans cet algorithme d’itérer des divisions euclidiennes successives. Au
rang a, on a deux entiers A, = (74,7q+1) ; au rang a+ 1, on fait la division eucli-
dienne de r, par rq41, ce qui donne (kq42,74+2) et on définit Ag11 = (rat1,7as2)-
Comme la suite des r, est strictement décroissante, 1’algorithme est fini et on
obtient une suite de nombres r, a partir de deux entiers n,m. L’algorithme
d’Euclide donne le pged(n,m); en effet, par récurrence on a: pged(rq,ra+1) =
pged(rat1,rat+2) et comme Palgorithme est fini, on a au dernier rang le pged.

2 Les nombres entiers relatifs

2.1 Définition

Les nombres entiers relatifs Z est le groupe de Grothendieck de N, il s’agit
en fait d’inverser les entiers pour ’addition :

Z ={(n,m) € N?/ ~; (n;m) ~ (n';m) ssi n+m' =m+n'}

N s’injecte canoniquement dans Z par i tel que i(n) = (n,0). Les nombres entiers
relatifs possedent une structure d’anneau, c’est & dire deux opérations, 1'une
de groupe additif commutatif et une autre de monoide multiplicatif, avec une
distributivité. Les nombre entiers relatifs possedent un ordre total compatible
avec l'inclusion i et avec les opérations, et tel que les nombres positifs sont les
entiers naturels.

2.2 Les idéaux de Z

Les idéaux de Z sont des sous-groupes additifs de Z dont un plus petit
élément positif est n, ce sont donc forcément les sous-groupes nZ car on montre
par division euclidienne qu’un élément de 'idéal est forcément multiple de n.
On dit que Z est euclidien donc principal et est, de ce fait, factoriel.

2.3 Les modulos

On dit que a est égal & b modulo ¢ (dans Z) si ¢ divise a — b et on note
a = bmod(c). Les entiers relatifs égaux modulo ¢ fixé forment une relation
d’équivalence compatible avec la structure d’anneau, le quotient par cette rela-
tion d’équivalence se note Z/cZ, il s’agit d’un ensemble & ¢ éléments qui possede



une structure d’anneau commutatif; si @ = bmod(c) et d = emod(c), alors
a+d=0b+emod(c) et ad = bemod(c); c’est le quotient des anneaux Z et cZ.
Si p est un nombre premier, alors Z/pZ est un corps; en effet la multiplication
par a non nul est injective donc bijective car I’ensemble est fini et de ce fait il
existe b tel que ab = 1mod(p), on note aussi F), ce corps.

2.4 Le théoréme chinois

Théoréme:
Si
n= pr‘
i
alors
z/nz = [[(2/p22)
Démonstration:

Si pged(n,m) = 1, alors Z/n.mZ = (Z/nZ).(Z/mZ). En effet on considere
lapplication cannonique Z — (Z/nZ).(Z/mZ); le noyau est n.mZ vu que
pged(n,m) = 1 et donc on a une application injective de Z/nmZ dans (Z/nZ).(Z/mZ)
qui est aussi surjective en comparant les cardinaux, d’ou 'isomorphisme.

|
2.5 Le théoréme de Bézout
Théoréme :

Soient deux entiers n,m, il exite deux entiers relatifs a,b tels que:

an + bm = pged(n,m)

Démonstration:

On montre que la réunion des idéaux nZ et mZ est pged(n,m)Z. (de méme
leur intersection est ppem(n,m)Z.)

O



3 Les nombres rationnels

3.1 Définition

Les nombres rationnels sont le corps Q des fractions de ’anneau integre des
entiers. On définit cet ensemble :

Q ={(ab) € Z.Z*/ ~;(ab) ~ (¢,d) ssi ad=bc}

(a,b) est noté a/b; son inverse, avec a,b non nuls, est b/a.

3.2 L’ordre sur les rationnels

Un ordre est définit sur Q a > b ssi a—b > 0, les éléments positifs étant ceux
pour lesquels a,b sont tous deux positifs ou négatifs. Q est un corps archimédien,
c’est-a-dire que pour tous a > 0,b > 0, il existe n € N tel que a < nb. Tout
élément strictement positif se met de fagon unique sous la forme n/m, avec n,m
dans N* et pged(n,m) = 1.

3.3 La topologie des nombres rationnels

Topologiquement, les rationnels forment un ensemble totalement discontinu
au sens ou les seuls sous-ensembles connexes sont ’ensemble vide et les single-
tons.

4 Les nombres réels

4.1 Définition

On considere les suites dites de Cauchy de nombres rationnels, il s’agit des
suites (an)nen telles que pour tout € > 0, il existe N tel que pour tous n > N
et m > N, |a, — am| < €. On quotiente alors ’ensemble de ces suites par les
suites tendant vers zéro qui forment un idéal maximal pour obtenir le corps des
nombres réels R.

4.2 L’ordre sur les réels

Les nombres réels possedent un ordre qui résulte de l'ordre des rationnels
dans la mesure ou une suite est dite positive si ses termes sont positifs a partir
d’un certain rang. L’ordre ainsi défini est compatible avec les opérations du
corps R.

4.3 La topologie des nombres réels

Les intervalles des nombres réels sont des parties connexes. En effet si |a,b[=
AUB avec A,B des ensembles ouverts non vides alors Ja,(a+b)/2[ ou](a+b)/2,b]
posséde la méme propriété et par dichotomie on trouve un nombre de ]a,b[ qui
ne peut étre dans aucun des ouverts A,B.



5 Les nombres p-adiques

5.1 Définition

Les entiers p-adiques sont définis comme une suite projective. On considere
dans le produit infini [[,, Z/p"Z les suites (zy,)nen+ telles que 2z, = z,, modulo
p"™ si m < n. Il s’agit d’'un anneau inteégre, I’anneau des entiers p-adiques Z,
dont le corps des fractions est le corps des nombres p-adiques Q.

5.2 La topologie des nombres p-adiques

La limite projective qui définit les entiers p-adiques posseéde une topologie
produit qui en fait un ensemble compacte car fermé dans le produit infini de
compactes. Les nombres entiers s’injectent densément dans les nombres entiers
p-adiques par I'application qui envoie z € Z dans la suite stationnaire a par-
tir d’un certain rang des réductions de z modulo p”. Les nombres p-adiques
Q, forment un ensemble complet car complété des rationnels pour la valua-
tion p-adique. Les p-adiques forment un ensemble totalement discontinu, chaque
élément est sa propre composante connexe.

6 Les nombres non-standards

6.1 Les infinitésimaux

Soit (K,7k), un corps topologique non séparé, les infinitésimaux sont les
éléments du corps qui sont dans tout voisinage de zéro.

6.2 Les réels non-standards et les p-adiques non-standards

Etant donné un corps (K,7x) séparé, il est possible de construire des infi-
nitésimaux. On considere des suites d’éléments KN que I'on quotiente par un
ultrafiltre des entiers. On a (a,) = (by,) s'il existe U, élément de l'ultrafiltre U tel
que a, = b, pour tout n € U. Les suites convergentes sur U, plus les suites ten-
dant vers l'infinii forment alors un corps topologique. Dans le cas des nombres
réels, il s’agit des nombres réels non-standards et dans le cas des p-adiques, ce
sont les nombres p-adiques non-standards.
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