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I naljuti se Bog na ljudski rod i dade im da govore razlicitim jezicima i da jedni druge ne razumiju ...
Virus

,Svjetska zdravstvena organizacija je objavila postojanje pandemije Koordinatnog Virusa u matematici
i fizici. Studenti zarazeni virusom pokazuju kompulzivno izbjegavanje pojma vektora, osim kao niza
brojeva, te koriste svaku priliku da vektore mani¢no zamjenjuju listama koordinata. Najmanje dvije
tre¢ine diplomiranih fizi¢ara je zaraZzeno ovim virusom, a polovica zaraZenih su vjerojatno trajno
osteceni, bez moguénosti oporavka. Preporuca se ozbiljna doza geometrijske algebre”. (Hestenes)

Macka

,Kada bi duhovni ucitelj i njegovi ucenici zapoceli sa svojom vecernjom meditacijom, manastirska
macka bi se razigrala i stvarala buku koja je ometala meditante. Zbog toga ucitelj naredi da se macku
veze za vrijeme vecernje meditacije.

Kada je uditelj umro, nastaviSe vezati macku. Kada je macka uginula nadose drugu i nastavise je vezati
za vrijeme meditacije.

Nekoliko stolje¢a kasnije, mladi ucenik nekog duhovnog ucitelja napisa rad o religioznom znacenju
vezivanja macke u vrijeme meditacije.” (Miroslav Josipovié: Isprazni svoju Salicu — zbirka zen prica)

Isprazni svoju Salicu

»Nan-ina, japanskog ucitelja u razdoblju Meidi, posjetio je jednoga dana neki profesor koji se Zelio
raspitati o zenu. Dok je Nan-in $utke pripremao &aj profesor je neumorno pri¢ao. Culo se: “Znam da ...
Mislim da ... Ocigledno je ...”, itd.

Nan-in je posluZio ¢aj. Napunivsi Salicu svome gostu, nastavio je dolijevati. Profesor je promatrao kako
se Caj prelijeva, a kada se viSe nije mogao suzdrzati, rece:

"Puna je. Vise ne moze stati!"

"Kao i ova Salica", re¢e Nan-in, "pun si predrasuda i pretpostavki. Kako ti mogu objasniti zen
ako prethodno nisi ispraznio svoju Salicu?" (Miroslav Josipovi¢: Isprazni svoju Salicu — zbirka zen prica)

Djeliteljska algebra

“Geometrijska algebra je, u stvari, najve¢a mogucéa asocijativna djeliteljska algebra koja
integrira sve algebarske sisteme (algebra kompleksnih brojeva, vektorska algebra, matri¢na algebra,
algebra kvaterniona, itd.) u jedan koherentan matematicki jezik koji uvecava snainu geometrijsku
intuiciju ljudskog uma uz preciznost algebarskog sustava.”

(de Sabbata: Geometric algebra and applications in physics [28])



Predgovor

Cilj ovog teksta je uvesti zainteresiranog citatelja u svijet geometrijske algebre. Ali zaSto?
U redu, zamislimo razgovor Vulkanca i Neelixa. Cilj je prodati Vulkancu novi proizvod. To se moze
postic¢i tako da Neelix brzo zainteresira Vulkanca, dajuc¢i mu $to manje informacija, a krajnji cilj je
da Vulkanac, nakon koriStenja, bude iznenaden kvalitetom proizvoda i preporuci ga drugima.
Po¢nimo:

Neelix: “Dragi Vulkanac, Zelite li rotirati objekte bez matrica, u bilo kojoj dimenziji?”

Vulkanac: “Gospodine Neelix, nudite mi kvaternione?”

Neelix: “Ne, oni rade samo u 3D, imam nesto puno bolje. Uz to ¢ete moci srediti i spinore.”
Vulkanac: “I spinore? Ma dajte, necete mi valjda re¢i da mogu time raditi i kompleksne brojeve?”

Neelix: “Da, cijelu kompleksnu analizu, poopéenu na viSe dimenzije. A mo¢i Cete se i rijeSiti
tenzora.”

Vulkanac: “Molim? Ja sam fizic¢ar, to ipak nece i¢i ...”

Neelix: “Hoce, ne trebaju vam koordinate. A mo¢i cete raditi specijalnu teoriju relativnosti i
kvantnu mehaniku istim alatom. A sve integralne teoreme koje znate, ukljuc¢uju¢i kompleksno
podrucje, modi ¢ete objediniti u jedan”

Vulkanac: “Ma dajte ... zgodna ideja ... ja, inaCe, puno radim s Lie algebrama i grupama.”
Neelix: “I to je u paketu ...”

Vulkanac: “Salite se? U redu, recimo da vam vjerujem, koliko bi me kostao taj va$ proizvod?”
Neelix: “Morate drugacije mnoziti vektore, g. Vulkanac.”

Vulkanac: “To je sve? Sve to mi nudite za tako malu cijenu? U ¢emu je zamka?”

Neelix: “Nema je. Ali istina, morat ¢ete potroSiti neSto vremena da naucite koristiti novi alat.”

Vulkanac: “Vremena? Toga bas i nemam. A zasto bih se uopce odricao koordinata? Znate, ja sam
prili¢no vjest u Zongliranju indeksima, a imam i karijeru ...”.

Neelix: “Ovise li fizikalni procesi koje proucavate o izboru koordinatnih sustava?”
Vulkanac: “Nadam se da ne.”

Neelix: “Eto. Kad napiSete matricu rotacije daje li vam ona jasnu geometrijsku sliku?”
Vulkanac: “Ne. Moram se pomuciti da je otkrijem.”

Neelix: “Sad necéete morati, bit ¢e vam dostupna na svakom koraku.”

Vulkanac: “G. Neelix, znatizeljan sam, otkud vam taj novi alat?”

Neelix: “0, g. Vulkanac, to je stari alat sa Zemlje, iz 19. stoljeca, izmislili su ga Zemljani Grassmann
i Clifford.”

Vulkanac: “Kako to da mi nije poznat? Nije li to cudno?”



Neelix: “Hm, mislim da je covjek Gibbs imao prste u tome. Navodno je covjek Hestenes pokuSavao
obavijestiti ostale ljude, ali ga nisu ba$ sluSali. Ali, g. Vulkanac, slozit ¢ete se sa mnom da su
Zemljani ponekad zaista ¢udni. ”

Vulkanac: “G. Neelix, ovo je rijetka prilika kad se moram sloziti s vama.”
Vulkanac pristaje i Zivi dugo i uspjesno. I, naravno, preporucuje novi alat kapetanici ...

Nastojalo se bazirati izloZeno na $to jednostavnijim primjerima, a ¢itatelja se upucuje na
samostalno rjeSavanje problema. Tekst treba ¢itati aktivno, s papirom i olovkom u ruci. Postoji
dosta bogata literatura, obi¢no dostupna na web-u, pa se citatelja upucuje na samostalno
istrazivanje. Dijelove koje eventualno ne uspijete razumjeti ili za probleme koje ne uspijete rijesiti,
ostavite za kasnije proucavanje literature. Sigurno imate dobre izglede za uspjeh. Preporuca se
takoder koriStenje dostupnih rac¢unalnih programa. Tekst nije zamisljen kao udZbenik, vise je
motivacijski usmjeren, da se vidi ,$to tu ima“. Namijenjen je uglavnom mladima i opéenito onima
otvorenog uma. Autor ¢vrsto vjeruje, nakon temeljitog proucavanja, da je geometrijska algebra
matematika budu¢nosti. Paradoksalno je da je poznata jos od sredine 19. stoljeéa, ali je nizom
(nesretnih) okolnosti zanemarena. Nije za ocekivati da ¢e oni koji su ve¢ izgradili karijere lako
prihvatiti neSto novo, otud vjerovanje da je ovakav tekst uglavnom za mlade. Za neke dijelove
teksta je potrebno predznanje fizike i matematike na nivou dodiplomskog studija fizike ili tehnike,
ali je moguce pratiti izloZeno i informirajudi se na web-u o Citatelju manje poznatim pojmovima.
Koristan izvor je i knjiga [35], koja svakako moZe pomod¢i onima koji tek zapoc€inju s algebrom i
geometrijom. Knjiga [20] je teSka i preporuca se onima koji zaista misle ozbiljno.

Vazno je da Citatelj usvoji ideju da je ovdje izloZeno mnoZenje vektora prirodno i
opravdano. Ostatak su posljedice takvog mnoZenja. Citatelj moZe i sam smisliti argumente za
opravdanje uvodenja geometrijskog produkta. Cilj je razumjeti da geometrijski produkt nije samo
»Zgodan trik“, ve¢ da prirodno proizlazi iz koncepta vektora. A to mijenja mnogo toga. Jednostavna
postavka da paralelni vektori komutiraju dok okomiti antikomutiraju proizvodi nevjerojatnu
koli¢inu matematike i povezuje mnogo razli¢itih matematickih disciplina u jedan jezik: jezik
geometrijske algebre.

Komentare ili pitanja moZete poslati na adresu:

miroslav.josipovic@gmail.com

Miroslav Josipovié

Zagreb, 2017.
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Geometrijski produkt (vektora)

Vektore éemo uglavnhom oznacdavati malim slovima u italic formatu, gdje god nece biti
mogucénosti zabune. Koristit éemo ponekad i bold format ako bude potrebno. Za realne brojeve ¢emo
koristiti grcki alfabet. Multivektore oznacavamo velikim slovima u italic formatu. Ako definiramo
ortonormiranu bazu vektorskog prostora broj jedini¢nih baznih vektora ¢iji su kvadrati 1 oznac¢avamo
s P ,broj onih s kvadratom -1 sa (, a broj onih s kvadratom 0 sa r. Uobi¢ajena oznaka za takav

vektorski prostor je R(p,q,r) ili R"*", dok uredenu trojka (p,q,r) nazivamo signaturom (u

literature je to ponekad suma P+ Q). Za geometrijsku algebru 3D euklidskog vektorskog prostora R
koristimo kraticu C/3, Sto je motivirano prezimenom Clifford.

Kada koristimo pojam “vektor” ovdje ne mislimo na element apstraktnog vektorskog prostora,
oslonit éemo se na intuitivni koncept “orijentirane duZine”. Vektore zbrajamo po pravilu
paralelograma. Vektori a i b koji zadovoljavaju relaciju b=caa, aeR, a=0, su paralelni. Za
paralelne vektore kazemo da imaju isti smjer, ali mogu imati istu ili suprotnu orijentaciju. Mozemo
rastaviti bilo koji vektor b na komponentu u smjeru vektora @ (projection) i komponentu bez ijednog
dijela paralelnog s a (rejection)

b:q‘+bl, qlzaa, aeR, a=0.

Ovdje moZzemo odmah preduhitriti primjedbe, kao: ,Da, ali ako govorimo o okomitim vektorima
trebamo skalar produkt ...“. lako ovdje koristimo znak ,, L “ne govorimo o ortogonalnosti vektora, za
sada. Jednostavno, iz ¢injenice da vektore mozemo zbrajati zaklju¢ujemo da bilo koji vektor moZe biti
zapisan kao suma dva vektora, na beskona¢no mnogo nacina. Jedna od ovih mogucnosti je upravo
izrazena prethodnom relacijom, pa je moZemo promatrati kao pitanje postojanja, a ne kako je
praktiéno ostvariti. Naime, za b, =b—b =b-caa, ako pretpostavimo da vektor b, sadrii
komponentu paralelnu sa @ mozemo pisati b] + fa=b—caa, alionda je b] na$ trazeni vektor. Ako
takav D] ne postoji onda je b paralelan s a@. Nakon 3to, eventualno, uspijemo definirati produkt
vektora, moZemo se vratiti pitanju kako naéi b, prakti¢no, a to je svakako nesto $to bi nam novi
produkt vektora trebao omoguciti.

Postavimo pitanje: kako mnoZiti vektore? Trebalo bi " zaboraviti" sve $to smo naucili o
mnoZenju vektora (tj. skalarni i vektorski produkt). Dobro, prije nego ih "zaboravimo", pogledajmo
neka njihova svojstva. Mozemo li jedinstveno rijesiti jednadzbu a-X =« (ovdje je a-X skalarni
produkt)? Odgovor je, jasno, ne, jer svakom rjesenju mozemo dodati vektor okomit na a (sada smou
svijetu starih produkata, znamo $to je okomitost). Sto je s jednadZzbom ax X = b (vektorski produkt)?
Takoder nema jedinstvenog rjesenja jer svakom rjesenju moZzemo dodati vektor paralelan s a. Ali,
zanimljivo, ako uzmemo u obzir obje jednadzbe (sustav) moZemo nacdi jedinstveno rjesenje.

Primijetimo da je skalarni produkt komutativan, dok je vektorski produkt anti-komutativan. Za dva
jedini¢na vektora M i N u 3D vrijedi

m-n=cosa, |mxn|=sing,
Sto sugerira da su ovi produkti nekako povezani, zbog

sinfa+cos’a =1.



Ova povezanost moZe biti naslu¢ena i ako pogledamo tablice mnoZenja u 3D (€, su ortonormirani bazni

vektori):
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Vidimo da skalarni produkt ima vrijednosti razli¢ite od nule na dijagonali, dok vektorski produkt na
dijagonali ima nule (zbog anti-komutativnosti). Tablice mnoZenja jednostavno izazivaju da ih
objedinimo. Forma oba produkta sugerira sliécnost s kompleksnim brojevima izrazenim u
trigonometrijskom obliku, ali za ovo trebamo veli¢inu ¢iji kvadrat je -1, kao za imaginarnu jedinicu. Ali
nije jasno kako prirodno povezati vektorski produkt s nekom veli¢inom slicnom imaginarnoj jedinici. S
druge strane, vektorski produkt je anti-komutativan, Sto sugerira da bi "trebao" imati svojstvo da
kvadriran da -1 . Naime, ako zamislimo bilo kakve objekte koji kvadrirani daju pozitivan realan broj i iji
produkt je anti-komutativan i asocijativan imali bismo

(AB)* = ABAB = —ABBA = —A’B? <0.

Vektorski produkt nije niti asocijativan. Pogledajmo ortonormiranu bazu u 3D, moZemo redi da je ¢,

polarni vektor, dok je e, xe, =€, aksijalni vektor. Dakle, kakav vektor je € ? Naravno, mogli bismo se

okrenuti opcenitijim definicijama uvodeci tenzore, ali je cudno da veé na ovako jednostavnom primjeru
imamo problem.

a b /\
arsh
b
a b unb )
a
Vektorski produkt Zivi u Bivektor je orijentirani dio
3D i ma puno problema. plohe, Zivi u svim
dimenzijama ve¢im od 1
i gotovo je magican.

Pogledajmo 2D svijet u kojemu plosni fizicari Zele definirati moment sile. Ako ne Zele traziti
nove dimenzije izvan " njihovog svijeta", nece niti pokusati definirati vektorski produkt, ne postoji
vektor okomit na njihov svijet. Ali, moZemo lako vidjeti da moment sile ima smisla u njihovom 2D
svijetu: proporcionalan je sili i kraku sile te ima dvije mogucée orijentacije, stoga, kako pomnoziti vektor
sile s vektorom kraka sile da se dobije Zeljeni moment sile? Odgovor na to pitanje pronasao je vec
polovicom 19. stoljeéa veliki matemati¢ar Grassmann, podcijenjen i zanemarivan u svoje vrijeme. On
je definirao anti-komutativan vanjski produkt vektora i tako dobio bivektor, objekt sadrzan u ravnini,
s orijentacijom i iznosom, dakle, idealan za nas 2D problem. Kao dodatak, mozZe biti lako poopéen za
viSe dimenzije. Grassmann osobno, a Clifford nesto kasnije su uspjeli ujediniti skalarni i vanjski produkt
u jedan: geometrijski produkt, to¢no ono o ¢emu govorimo ovdje. Skalarni produkt vektora nije
promijenjen, ali vektorski produkt je zamijenjen vanjskim produktom i umjetna razlika izmedu
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“aksijalnih” i “polarnih” vektora je nestala. Svi “aksijalni” vektori su bivektori (vektor magnetskog polja,
primjerice, vidjeti dalje u tekstu).

U redu, sada "zaboravimo" skalarni i vektorski produkt te pogledajmo kako mozemo definirati
novi. Razumno je ocekivati da novo mnozZenje ima svojstva asocijativnosti i distributivnosti (kao realni
brojevi), tj.

a(bc)=(ab)ci(pb+yc)a=pba+yca, a(fb+yc)=pBab+yac, f,yeR.

Naravno, ne ocekujemo komutativnost mnoZzenja vektora, osim za skalare (realni brojevi). Sjetimo se
da je upravo vektorski produkt nastao kao potreba za opisivanjem nekomutativnih objekata (kao
moment sile, ili Lorentzova sila, ...).

1) Pogledajmo prvo izraz a? (a je vektor). Pretpostavit ¢emo da vrijedi aleNn. Razjasnimo
odmah da se ne pretpostavlja da je ab=a-b, kao obi¢no, gdje smo skalarni produkt oznacili
to¢kom . Ovo je vazno imati na umu, inace moze doéi do konfuzije. Ocekujemo da kvadrat
vektora ne ovisi 0 njegovom smjeru, ali da ovisi o njegovoj duljini (za sada ne¢emo razmatrati
vektore koji nisu nula ali imaju duljinu nula, nul-vektori).

2) Ocekujemo da je mnoZenje vektora realnim brojem komutativno, sto odmah znaci da je
mnoZenje paralelnih vektora (a||b) komutativno:

Aa=al=ab=ala=Aaa=ba, Ae®R..

Zapravo, ovdje smo se mogli pozvati na simetriju, odmabh je jasno da mnozZenje paralelnih vektora mora
biti komutativno jer nemamo kriterij po kojemu bismo mogli odluciti koji vektor je "prvi" a koji "drugi".
Ovo je ocigledno ako vektori imaju istu orijentaciju, a ako su im orijentacije suprotne mozemo se
pozvati na princip da su svi smjerovi u prostoru ravnopravni (izotropnost). S druge strane, za okomite
vektore upravo oCekujemo antikomutativnost jer uvijek znamo koji vektor u produktu dolazi prvi, a
vektori definiraju isti dio plohe (paralelogram) bez obzira kojim redom ih mnoZili. Stoga ostaje
moguénost da se produkti s razli¢itim redoslijedom vektora razlikuju u predznaku. Nas novi produkt bi
trebao ukljuciti i mnoZenje realnih brojeva.

3) Zbog neovisnosti kvadrata vektora o smjeru (podsjetimo, b, nema komponentu u smjeru
vektora a)
(b, +a)’ —(b, —a)’ =0=2(b,a+ab, ),
Sto znacidavektori b i @ anti-komutiraju. MoZete i sami osmisliti nove "argumente", ali treba

stalno imati na umu da ovdje ne podrazumijevamo skalarni ili vektorski produkt, jednostavno
pokusavamo pronaci svojstva novog mnozZenja vektora "od pocetka". Tako ovaj primjer nije
dokaz, veé vise ideja kako moZemo misliti o ovoj temi. Na slici p. 1 moZemo lako vidjeti sto smo
zahtijevali : da kvadrat vektora (zapravo njegova duljina) ne ovisi o smjeru.

(b, +a) =(b —a]

—a [

p.1

MoZemo, naravno, nakon pretpostavke o ne-komutativnom mnozZenju, jednostavno napisati
2
(a+b,)" =a*+b?+ab, +ba



4)

i odmah zakljuciti da mora biti ab, +b a =0, jer oCekujemo da vrijedi Pitagorin poucak. Ali slika
p. 1 pokazuje kako ovdje imamo simetriju, naime, vektori @ i —a definiraju “pravac”, ovdje
“desno” i “lijevo” nije vaZno te kako smjer vektora b, sugerira simetriju u skladu s nasim

intuitivnim poimanjem ortogonalnosti. Bez te simetrije ulazimo u “nakoseni svijet”, ali pustimo
matematicare neka idu tamo.

PokaZimo da, prema 3), a® komutira s b (bez pretpostavke o tome $to je a°):

a’b=a’(h +b, )=ba’—ab,a=ha’+b a’*=ba’,

$to samo potvrduje nadu (raniju) pretpostavku da je a> € R . Ponovo, vaino je razumieti da
ovdje ne dajemo dokaze, samo pokuSavamo opravdati uvodenje novog produkta vektora.

Odmah slijedi da ab, komutiras b, jerje b =aa, aeR. Vrijedi
ab+ba=ab, +ba+2ab =2ab,
pa ab+ba komutiras b.Jasno je da komutiras a, $to znaéi da komutira s bilo kojim vektorom
iz ravnine definiras ai b . Ali o¢igledno komutira i sa svakim vektorom okomitim na tu ravninu.
Svaki nekomutativni produkt mozemo rastaviti na simetriéni i anti-simetri¢ni dio:

ab—ba
+ — =
2

ab = + A,

gdje vrijedi
=ab, A=ab .

Posljednje dvije relacije su jako korisne, primjerice, odmah vidimo da vrijedi
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A°=abab, =-ab;.
Komutativnost simetri¢nog dijela produkta se vidi i iz
2
ab+ba=a’+b’—(a+b)’,

jer je kvadrat vektora komutativan. Neovisno o tome kako ¢éemo definirati a’ za vektore a i
b vrijedi

2
(a+b, ) =a*+b?+ab, +b,a=a’*+b} +ab, —ab, =a’+b?,

tj. imamo Pitagorin poucak, ovdje izrazen pomodéu novog mnoZenja vektora. Ako definiramo
pojam "okomitost" kao relaciju izmedu vektora u kojoj je projekcija jednog na drugi jednaka

nuli (b, =a-b ), odmah imamo Pitagorin poucak bez obzira na vrijednost od a’. Znati da ovo

vrijedi i u sluc¢aju kada imamo negativne vrijednosti kvadrata vektora, kao u specijalnoj teoriji
relativnosti. Relacija

(a+b)2 =a’+b?+ab+ba

je zapravo kosinusni poucak.
Vec smo pretpostavilida je a® realan broj jednak i|a|2 , gdjeje |a| apsolutna duljina

vektora a (kazemo da uvodimo metriku). Simetricni dio piSemo kao

a-b=(ab+ba)/2=ab,,



i nazivamo ga unutarnji produkt (kontrakcija). Za vektore je on identi¢an skalarnom produktu,
ali ovdje treba malo opreza: u geometrijskoj algebri opéenito razlikujemo nekoliko tipova
"skalarnog" mnozenja, koji se za vektore ne razlikuju. Ovdje éemo koristiti ve¢ spomenuti
unutarnji produkt i lijevu kontrakciju (vidjeti u tekstu).

Za jedini¢ne vektore ortonormirane baze imamo ef =41 (nul-vektore ovdje ne
razmatramo), sto znaci
ge, +e,6 =+29; .
Oprez: nemojmo zamijeniti ee s e-¢e I Ako se pitate Sto je L odgovor je: potpuno novi

tip objekta, Sto ¢e biti opisano u tekstu.

Pogledajmo primjere u 2D :

R2: el=el=1=(e +e,) =1+ltee, +ee =2=6 +€,

R el =—e2=1=>(g +e,) =1-1+ee, +6,6 =0=¢6’+€,

pa vidimo da u oba slucaja vrijedi Pitagorin poucak, aliizrazen preko novog mnozenja vektora.

Za R® imamo:
2 2
e =6, =6 =1 ee +e;e =29,

ali ovdje imamo neSto magi¢no, postoje poznati matematicki objekti koji precizno
zadovoljavaju ove relacije: Paulijeve matrice, otkrivene u slavnim danima razvoja kvantne
mehanike. Kazemo da su Paulijeve matrice 2D matri¢na reprezentacija jedini¢nih vektora

. 3 . veis . Ve .
ortonormirane baze u R°, ali za to moramo vektore mnoZiti na novi nadin, upravo opisan.
Drugacije receno, Paulijeve matrice imaju istu tablicu mnoZenja kao ortonormirani vektori
baze. Uvjerimo se u to. Paulijeve matrice definiramo kao

. (0 1Y) . 0 —i . 1 0
Tl o) 27l o) T o 1)

n a 10 A 00
0,0, = 0 1) 0,0, +0,0, = 0 o)

Oznaka &, se Cesto koristi za Paulijeve matrice, pa ovdje koristimo oznake o, za jedini¢ne

pa vrijedi, primjerice

vektore u R°. Paulijeve matrice su vazne za opis spina u kvantnoj mehanici, pa vidimo da
vektore takoder mogu posluZiti u tu svrhu, ali s novim mnoZenjem. Zaista, kvantna mehanika
moze biti lijepo formulirana ovom matematikom, bez matrica i imaginarne jedinice (vidjeti
dalje u tekstu).

Primijetimo da transponiranjem Paulijevih matrica uz kompleksnu konjugaciju
dobijemo polaznu matricu (hermitske matrice), primjerice



e A A .. . e A A AT A A . .
ili jednostavno &) =&, . Takoder vrijedi, primjerice, (6,5,) =36,6, (antiautomorfizam,

pokaZite to). Ovo odgovara operaciji reverz (vidjeti u tekstu) na produktima vektora, primjerice
ee,e, — e,;6,e . Stoga znak T ovdje koristimo za operaciju reverz.

Ovdje moZzemo odmah istaknuti vazno svojstvo novog mnoZenja vektora. Vektor je
geometrijski i intuitivno jasan koncept, a takav je i novi produkt vektora (vidjeti u tekstu).

Primjerice, produkt €.e, nije teSko interpretirati kao orijentiranu povrsinu, ima sposobnost da
rotira objekte, nedvosmisleno definira ravninu razapetu vektorima €, i e, , itd. Sve to moZzemo

zakljuciti ve¢ na prvi pogled. Za usporedbu, pogledajmo matri¢nu reprezentaciju vektora o, i

se(s )0 3)(6 2)

MozZemo li zakljuiti o geometrijskoj interpretaciji samo gledajuci u rezultantnu matricu? Samo
gledajudi svakako ne, treba nesto napora, ali ¢éemo Cesto jednostavno previdjeti mogucu
geometrijsku interpretaciju, ako uopée postoji. Koju ravninu definira rezultantna matrica (ako
takva postoji)? Paulijeve matrice ne mogu uraditi sve Sto vektori mogu. U ovom tekstu ¢emo,
nadati se, rasvijetliti ovakve stvari kako bismo dosli do svijesti o vaZnosti uvodenja novog
mnoZenja vektora.

o, te njihov produkt:

Vrijeme je da novom mnoZenju vektora i "sluzbeno" damo ime (Clifford, Hestenes, ...):
geometrijski produkt. Simetri¢ni i anti-simetri¢ni dio geometrijskog produkta vektora ima posebne
oznake: a-b i aAb (a-b jeunutarnjia a Ab vanjski produkt), pa za vektore mozemo pisati

ab=a-b+anb.
VaZan pojam koji ¢emo Cesto koristiti je stupanj (grade). Realni brojevi ima ju stupanj 0, vektori
1, svi elementi koji su linearna kombinacija umnozaka € A€, I # J,imaju stupanj 2, itd. Primijetimo
da je geometrijski produkt dva vektora kombinacija stupnjeva 0 i 2, kaZzemo da je paran, jer su mu

stupnjevi parni. Koje stupnjeve opéenito ima geometrijski produkt od tri vektora?

Vektorski prostor nad poljem realnih brojeva uz geometrijski produkt (GP u tekstu) postaje
algebra (geometrijska algebra, GA u tekstu). Elementi geometrijske algebre ocigledno nisu samo
vektori. Za jedini¢ne vektore jedini¢ne baze vrijedi, primjerice

€8 +e8 _
2

pa je za okomite vektore vanjski produkt jednak geometrijskom. Za anti-simetri¢ni dio vrijedi

€ee, —¢ee €e, +€ee €6 —€e
el/\62:12221:12212:e1e2’ e, A= 117 1M

_ B, +eR

e -e= 1 e-e, T=0:> €6, =€ -6, +€ NE, =€ AE,,

Ocigledno, e.e, nije skalar, ne komutira sa svim vektorima, primjerice
(e1 /\ez)el :(elez)el =666, :_el(el /\ez)r
ali nije ni vektor u ‘RS, ima kvadrat -1:
(eleZ )2 =€E€,6€6, =—€€EL, = -1,

pa imamo novu vrstu matematickog objekta, ponasa se kao imaginarna jedinica, ali ne-komutativna.
Ovakve objekte nazivamo bivektorima. Opcenito, definiramo bivektor kao element algebre oblika

aADb. Pogledajmo neka svojstva bivektora €€, . Vrijedi
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(9162)81 =666, =6, (elez)ez =€,
znaci, mnoZenjem s lijeva rotira vektore za —z / 2. Kako ¢e rotirati vektore mnozenjem s desna?

Podsjetimo da je operacija reverz na geometrijskom produktu vektora definirana kao:
x=abc..d — d..cba=x", paimamo

T 2
(e€,)(&e,) =(e8;)(e8)=—(e8,) =1,
$to znaci da imamo jedini¢ni bivektor. Opcenito, mogude je definirati modul bivektora, stoga bivektori
imaju iznos i orijentaciju. Dalje, jedini¢ni bivektori, kao ege,, osim iznosa, orijentacije (
ee, # €,6, =—€e,) te sposobnosti rotacije vektora, imaju jo$ jedno vazno svojstvo, koje imaginarna
jedinica nema, naime, definiraju ravninu razapetu vektorima (ovdje €, i €, ). Kasnije ¢emo vidjeti kako

se sve ovo implementira u praksi.

Kako predstaviti (jedini¢ni) bivektor graficki? Ocigledan nacin je pokusati s usmjerenim
paralelogramom (kvadrat za €€, ). Medutim, oblik plohe koja predstavlja bivektor je nevaZan, treba
samo zadrzati iznos povrsSine i orijentaciju, stoga je cesto praktiCan izbor krug povrsine

|elez|/\/; =1/ . Za potvrdu izretenog pogledajmo

€€, =€ A6, :>(e1+ez)/\ez =€6,,

ovo moze ilustrirati ¢injenicu da oblik nije vazan.

p.2

o 7b|= ot = inc]

Primijetimo kako dva vektora, osim $to definiraju ravninu, definiraju i paralelogram. Vanjski produkt
takvih vektora (bivektor) ima iznos toc¢no jednak povrsini paralelograma (vidjeti dalje u tekstu), dok
orijentaciju definiramo kao na p. 2. Nadite povrsinu paralelograma na p. 2 krajnje lijevo. Primijetite da

je bivektor upravo €,e,, ali pokaZzite da formula

1=|ee,|=|e +8,|je,|sine

daje povrsinu paralelograma.

Za antisimetri¢ni dio geometrijskog produkta moZemo pisati
ab—ba=ab, —b a=2ab,

pa vidimo odmah da anti-komutira s a, ql i bL , prematomeis b, kao i sa svim vektorima iz ravnine

definirane vektorima a i b. O¢igledno, komutira s vektorima okomitim na tu ravninu. Takoder vrijedi
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(ab,)* =ab,ab, =—aab,b, =—-a’h?,

Sto znadi da je ova veli¢ina negativna u euklidskom vektorskom prostoru. Tako, anti-simetricni dio
geometrijskog produkta nije vektor, njegov kvadrat moze biti negativan realan broj, a nije niti skalar
jer anti-komutira s vektorima iz svoje ravnine. Primijetite da iz

ab+ba:2aq|,
ab—ba=2ab ,

moZemo izvesti mnogo zanimljivih svojstava dijelova geometrijskog produkta, ukljucujuéi njihove
iznose, jednostavno koristeéi

[by|=[bllcos | i [b,|=[blfsing|.
Pogledajmo tri vektora u R°¢ija suma je nula (trokut), iz a+b+c =0 slijedi

arb=bac=cnha.

Da to provjerimo dovoljno je pogledati izraze (a+b+c)/\a i

(a+b+c)/\b (provjerite), ali to moZemo pokazati jednostavno i

bez raCunanja, dovoljno je pogledati sliku lijevo: svaki par vektora
definira paralelogram povrsine dvostruko vece od povrsine trokuta,
b i svi parovi daju istu orijentaciju bivektora. Ovo je vaino, Cesto
mozZemo izvoditi vaine zakljucke iz jednostavnih geometrijskih
razmatranja, bez racunanja. U formuli za povrsSinu paralelograma

arb e pojavljuje se funkcija sinus, pa vidimo da su prethodne jednakosti
a upravo sinusni teorem. Ako se prisjetimo da bivektor ne ovisi o
obliku zaklju¢ujemo da sve tri para vektora daju bivektor s faktorom
I (jedini¢ni bivektor). Sada vrijedi

labsin y = Ibcsina = lacsin g .

Bivektori definiraju ravninu. Promotrimo vanjski produkt u C/3

(e1 /\ez)/\(a161 +a,6, +a3e3) =a4,€,6,6;,

pa vidimo da vanjski produkt vektora i bivektora daje moguénost da se izdvoje komponente vektora
koje ne pripadaju ravnini definiranoj bivektorom. Stoga je ravnina bivektora B (2D potprostor)
definirana relacijom

BAx=0.
Rjesenje u nasem primjeru su vektori oblika X =ae, +a,e,.

Zamislimo bivektor u C/3. On definira ravninu i ima svojstva (ne-komutativne) imaginarne
jedinice (u svojoj ravnini). Ovo je moc¢no: mozemo koristiti formalizam teorije kompleksnih brojeva u

bilo kojoj ravnini, u prostoru bilo koje dimenzije. Kako? Vratimo se naSem bivektoru €, i vektoru

Xe, + Yye, . PomnoZimo li vektor s €, s lijeva dobijemo
e (xe, +ye,)=x+yee,=x+yl, | =ee,,
pa imamo kompleksni broj. Sto dobijemo mnozenjem s desna? Vide detalja kasnije u tekstu.

Citatelj moZe pokazati da bilo koja linearna kombinacija jedini¢nih bivektora u C/3 moZe biti
izrazena kao vanjski produkt dvaju vektora. Ovo nije nuzno istina u 4D, uzmimo kao primjer ee, +€,e,.
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Pokazite da ne postoje dva vektora u 4D sa svojstvom aAb =ee, +¢e,e,. U 3D, za svaku ravninu imamo

tocno jedan (do na predznak) jedinicni vektor okomit na ravninu, $to nije istina za viSe dimenzije.
Primjerice, u 4D, ravnina definirana bivektorome,e, ima okomite jedinicne vektore €, i e, (i njihove

linearne kombinacije).

Uzmimo bivektor ee, u R® i pomnozimogas —eee, =—j. —ee,j=¢,, pavidimo da smo

dobili to¢no vektorski produkt vektora €, i e,, ili, za proizvoljne vektore
axb=—janab.

Ovo vrijedi u 3D, aliizraz —la Ab je definiran u bilo kojoj dimenziji, gdje je | opcenito pseudoskalar.
U 2Dje —la Ab realan broj, dok u 4D ili viSim dimenzijama imamo potprostor dualan nasem bivektoru.
Vektorski produkt (Gibbs) zahtijeva pravilo desne ruke i koristenje okomica na plohe. S bivektorima je
to nepotrebno (i nepoZeljno), pa, primjerice, moZzemo potpuno zaobié¢i pojmove kao Sto su "os

3 3

rotacije", itd. Nadite geometrijski produkt vektora a = Z:aiei ib= Zbiei u R i pokazite da moze biti
i=1 i=1

napisan kao

ab=a-b+(axb)eee, =a-b+(axb)j.

Algebra

Pogledajmo ponovo 2D primjer. Svi mogudi vanjski produkti vektora izraZeni u ortonormalnoj
bazi mogu dati linearne kombinacije "brojeva" 1, e, €, i € A€, =eg, (svaku takva linearnu
kombinaciju nazivamo multivektor). Vanjski produkt je anti-komutativan, stoga svi ¢lanovi koji imaju
dva ista jedini¢na vektora nestaju. “Brojevi“1, e, e, i ee, €ine bazu 2° — dimenzionalnog linearnog
prostora. Zapravo, imamo bazu algebre (Cliffordova algebra). Kada je geometrijsko znacenje u prvom
planu govorimo o geometrijskoj algebri (prema Cliffordu). Element 1 je realni skalar. Imamo dva
vektora i jedan bivektor (u terminologiji geometrijske algebre bismo rekli da je pseudoskalar u algebri,
preciznije, element algebre s maksimalnim stupnjem). Primijetimo da skalari ¢ine potprostor (realni
brojevi, stupanj nula, vidjeti dalje u tekstu), vektori definiraju 1D potprostor (stupanj 1), dok
pseudoskalar definira 2D potprostor (cijeli vektorski prostor, stupanj 2).

U R® imamo bazu algebre (C3):
1,€,6, €&, €E8,, 66, 6,6,, B6L,,

gdje je j=e A€, ne, =¢€e,e, jedinicni pseudoskalar. PokaZite da j komutira sa svim elementima

Cliffordove baze u C/3 te da vrijedi j° = —1. Pseudoskalari u bilo kojoj dimenziji su svi proporcionalni
jediniénom pseudoskalaru. PokaZite to, barem za . Tako, pseudoskalar j je savrSena (komutativna)

imaginarna jedinica u C/3. Takav pseudoskalar ¢e se pojaviti ponovo u Cl7, CI11, ... Ovo ima dalekoseZne
posljedice. Ali ovdje trebamo malo opreza, svojstvo komutativnosti pseudoskalara podrazumijeva
geometrijski produkt, dok u izrazima s drugim produktima treba biti oprezan. Realni skalari nemaju

ny

ovaj "problem", oni mogu "Setati" kroz sve produkte. Za pseudoskalar u C/3 vrijedi, primjerice
jeles = eljeS =ele3j =(e1j)es = el(je3)'

tj. geometrijski produkt dozvoljava "Setnju", ali ovo opcenito ne vrijedi, recimo, za unutarnji produkt

(el'e3)j:0¢e1'(jes):el'(e1e2):ez'
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gdje imamo primjer mjesovitog mnoZenja (vidjeti dalje u tekstu).

U 3D, za proizvoljna cetiri vektora vrijedi aAbacad=0. Vanjski produkt ima svojstva
distributivnosti i asocijativnosti (pogledati literaturu ili dokazati). Ako su bilo koja dva vektora u
produktu paralelni relacija je tona zbog anti-komutativnosti vanjskog produkta. Inaée imamo,
primjerice, d =aa+ fBb+yc, a,B,y €R, pa je nasa tvrdnja to¢na zbog distributivnosti i anti-
komutativnosti.

Maksimalni stupanj multivektora ne moze biti veci od dimenzije vektorskog prostora (pokazite
to). pokaZite da je broj elemenata Cliffordove baze stupnja k jednak binomnom koeficijentu

il

gdje je N dimenzija vektorskog prostora. Za realne skalare imamo k =0, paimamo samo jedan realni
skalar u bazi (1). Sliéno je za K =N, imamo samo jedan element baze sa stupnjem N, &ime je i motiviran
naziv “pseudoskalar”’. Pokazite da je broj elemenata Cliffordove baze N -dimenzionalnog vektorskog
prostora jednak 27,

VaZzan pojam je parnost multivektora i odnosi se na parnost stupnjeva. Svi elementi s parnim
stupnjevima definiraju podalgebru (geometrijski produkt bilo koja parna elementa je takoder paran,
pokazite to!), Sto ne vrijedi za neparni dio algebre.

Stupnjeve multivektora M obi¢no zapisujemo kao <M>r, gdje je r stupanj. Za stupanj 0
pisSemo jednostavno(M ), primjerice a-b=<ab>. Stupanj O je realan broj i ne ovisi o redoslijedu
mnoZzenja, pa vrijedi <AB> = <BA> , Sto vodi na mogucénost ciklickih zamjena, kao <ABC> = <CAB> .0Ovo
je korisna relacija, primjerice, razmotrimo unutarnji produkt a-b izapitajmo se $to bi se dogodilo ako
primijenimo transformacije @ — nan i b —nbn (nje jediniéni vektor). Primijetimo da je rezultat
ovakve transformacije vektor (rastavite vektor @ na komponente paralelne i okomite na n). Unutarnji

produkt dva vektora je upravo stupanj O od njihovog geometrijskog produkta, pa imamo, koristedi
ciklicke zamjene

(nan)-(nbn) =(nannbn) = (nabn) = (abnn) = (ab) =a-b.

Ovakva transformacija ne mijenja unutarnji produkt, pa imamo primjer ortogonalne transformacije (u
nasem primjeru imamo refleksiju). Transformacija X — nXn (Nje jedini¢ni vektor) opéenito ne
mijenja stupanj. Primjerice, za X = ab vrijedi

nabn = nannbn = (nan)(nbn),

pa opet imamo geometrijski produkt dvaju vektora. Ovo je veoma vaZan zaklju¢ak. Da vidimo kako
vrijedi opéenito trebamo se sjetiti da je svaki multivektor linearna kombinacija elemenata iz Cliffordove
baze. Tako imamo, primjerice el(eleg)el =e,6, =—€6,, pa je stupanj opet 2. Ako se stupanj nekog
elementa promijeni transformacijom dobijemo novi tip elementa, Sto obicno ne Zelimo. Radije, obi¢no
zelimo transformirati vektore u vektore, bivektore u bivektore, itd.

Pogledajmo sada neke vazne primjere formula u kojima se pojavljuju mijesani produkti.
Primjerice, pogledajmo produkt

a(bac)=a(bc—ch)/2=(abc—ach)/2.
MoZemo iskoristiti ogiglednu (i korisnu) relaciju ab =2a-b—ba i pokazati da (ostavljamo ¢itatelju)

a(bac)—(bac)a=2(a-b)c—2(a-c)b.
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Ovdje imamo situaciju u kojoj je stupanj (bivektora) smanjen, pa je uobicajeno pisati takve relacije kao
unutarnji produkt, odnosno vrstu kontrakcije

a-B=(aB-Ba)/2,
(B je bivektor) ili,
a-(bac)=(a-b)c—(a-c)b=a-bc—a-ch,

gdje se podrazumijeva da se unutarnji produkt izvrSava prvi. Ovo je vazna i korisna formula. Nije tesko
pokazati da vrijedi

anB=(aB+Ba)/2,

aB=a-B+anaB.
Nadite ¢ -(ee,) i e, A(ee,).

Dajemo jos jednu korisnu formulu (bez dokaza)

el-(aix\.../\an):zn:(—l)k+le1~ak (4 AcAB A AT,),

k=1
gdje @, znati da faktor a, nedostaje u vanjskom produktu. Nadite € -(aAb).

Sada je jednostavno nadi izraze za komponente vektora u zadanom smjeru i okomito na njega
(ovo smo najavili ranije), primjerice, za vektor a, koristec¢i smjer jedini¢nog vektora N, imamo

a=n‘a=n(n-a+naa)=nn-a+nnAa=a +a,,

gdje geometrijski produkt izvodimo posljednji. Za opéenite formule (za bilo kakve elemente algebre)
pogledajte literaturu, ili izvedite sami koristeéi pojam inverza vektora.

Vazni pojmovi

Prije nego ,,zaronimo” u CI3 pogledajmo nekoliko opcenitih pojmova.

a) verzor (versor) — geometrijski produkt bilo kojeg broja vektora

b) list (blade) — vanjski produkt bilo kojeg broja vektora (,list” je samo prijedlog autora)
c) involucija — svaka funkcija sa svojstvom f (f(x)) = f(x)

d) inverz — za element x je to element y takavda xy =1, y=x"

e) nilpotent - x*=0

f) idempotent — x* = x

g) djelitelji nule (zero divisors) — xy=0, X,y #0

Pogledajmo ove pojmove malo detaljnije.

a) Primjer verzoraje abc, ako su faktori vektori. Geometrijski produkt dva vektora opéenito
daje stupnjeve 0i 2. Za tehnike provjere da je neki multivektor verzor pogledajte Bouma i
[19]. PokaZite da je geometrijski produkt verzora i njegovog reverza (za abC je to cba)
realan broj.

b) Primjer listaje a AD AC , ako su faktori vektori. Za tehniku provjere da je neki multivektor
list pogledajte Bouma i [19]. List je elementaran ako se moZe reducirati na vanjski produkt
vektora baze (do na realni faktor).

Dok verzor ab opéenito ima stupnjeve 0i 2, list a Ab ima stupanj 2 i definira 2D
potprostor. Pokazite da je svaki homogeni verzor (koji ima samo jedan stupanj) list.
Pokazite da svaki list moZe biti transformiran u verzor s ortogonalnim vektorima kao
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c)

faktorima. Svaki list u CI3 koji je vanjski produkt od tri linearno neovisna vektora je
proporcionalan jediniécnom pseudoskalaru (pokazite to, ako vec niste).

Promotrimo proizvoljni skup indeksa jedini¢nih vektora neke ortonormalne baze,
od kojih se neki mogu ponoviti. Nadite algoritam za sortiranje indeksa, tako da se uvazi
anti-simetrija za razli¢ite indekse. Cilj je pronadi ukupan predznak. Nakon sortiranja,
jedini¢ni vektori istog indeksa se reduciraju na jedan jedini¢ni vektor (do na predznak) ili

na realni broj (£1). Primjer: e,e,ee, = €e,e.e, =—€e,e,e, =—€e,.

Elementi Cliffordove baze su elementarni listovi. Vidjeli
smo da u CI3 svaka linearna kombinacija jedini¢nih

oA bivektora definira ravninu (tj. moZe biti napisana kao

vanjski produkt od dva vektora). Pomnozite svaki

element Cliffordove baze pseudoskalarom j. Sto

— dobijete? Slika p. 3 moZe pomoci u razmisljanju. MoZete
JX = 8485

koristiti GAViewer i vidjeti kako vasi produkti izgledaju.

p.3

U geometrijskoj algebri se najc¢esée koriste tri involucije, pri ¢emu se sve svode na
promjenu predznaka elemenata iz Cliffordove baze.

Involucija stupnjeva (grade involution) nastaje promjenom predznaka svih vektora
baze vektorskog prostora (inversion). Na ovaj nacin svi parni elementi ostaju
nepromijenjeni, dok neparni mijenjaju predznak. Promotrimo opéeniti multivektor M u
Ci3:

M =t+xe€ +X,e, + X8, + Be, +B,e, + B, +bj,
gdje je e, =eg,, itd. Involucija stupnjeva daje

M =1—-X€ —X,8, — X3€; + Blelz + Bzels + Baezs - bj .

Involucija stupnjeva je automorfizam (pokazite to), $to znaci

A

(MN) =

Elementi (M +M )/2 = <M ) (M -M )/ 2= (M >7 daju parni i neparni dio multivektora

I
+

M (nadite ih za opceniti M u CI3).
Reverz je anti-automorfizam ((MN )T =N'MT, pokazite):
M'=t+ X8 +X,€, + X585 — X181, — X85 — X855 —bj .

Elementi (M +|\7|)/25<M> i (M —M)/ZE(M)
multivektora M (vidjeti dalje u tekstu, nadite ih za opcenitiM u CI3).

daju realni i imaginarni dio

R |

Cliffordova konjugacija (involucija) je anti-automorfizam (MN = NM , pokazite):

M =1—X€ —X,8, —X;€; — XlelZ - X2e13 - X3ezs +bj .
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d)

e)

f)

g)

Elementi (l\/l +|\7|)/25<M>S i (M—M)/2E<M>v daju (kompleksan) skalar i

(kompleksan) vektor kao dijelove multivektora M (vidjeti dalje u tekstu, nadite ih za
opcenitiM u CI3).

Sto dobijemo primjenom sve tri involucije na multivektor te $to dobijemo
primjenom bilo koje dvije od njih? Svaka involucija mijenja predznake nekih stupnjeva. Ako
je ukupni predznak nekog stupnja zadan formulom (-1, r je stupanj, nadite funkciju f za
svaku involuciju. Cesto moramo provjeriti svojstva nekog produkta, sume, itd. Kakav je
multivektor u CI3 ako vrijedi M = inv(M ), gdje inv predstavlja bilo koju od tri definirane

involucije?  PokaZzite da za verzore V  vrijedi relacija V =vVv,.v, =

V= (—v,)(=v,)...(-v,) - PokaZite da je multivektor VXV vektor ako je x vektor.

Vazna posljedica geometrijskog produkta vektora je postojanje inverza vektora (i mnogih
drugih elemenata algebre), tj. moZemo dijeliti vektorom. Za vektore (nul-vektori nemaju
inverz) vrijedi

at=ala?
$to znaci da je jedinicni vektor inverz sam sebi. Postojanje inverza ima dalekoseZne

posljedice i fundamentalno razlikuje geometrijski produkt od obi¢nog skalarnog i
vektorskog produkta. Sada mozemo rijesiti jednadzbu:

ab=c=a=hc?,
itd. MoZemo definirati i inverze drugih multivektora, primjerice, lako je nadéi inverz

verzora:

(eiez )_1 =—6¢6, /(eleZeZel) =—€6, =6,6.

Ovdje smo iskoristili ¢injenicu da je geometrijski produkt verzora i njegovog reverza realan
broj. Postoje i multivektori bez inverza, vidjet ¢emo to malo kasnije. Definicija inverza nije
uvijek jednostavna niti jedinstvena, ali u CI3 je taj zadatak relativho jednostavan.
Primijetimo da je postojanje inverza povezano s mogucénoséu da definiramo iznos (norma,
modul) multivektora, a to nije uvijek jedinstveno. Za opcenit pristup pogledajte literaturu.

Geometrijski produkt omoguduje postojanje multivektora razli¢itih od nule ciji kvadrat je
nula. To su nilpotenti u algebri i imaju vazinu ulogu, primjerice, formuliran u Ci3,
elektromagnetski val u vakuumu je upravo nilpotent u algebri. Kao jednostavan primjer
imamo

(e +elez)2 =e (1+e,)e (1+e,)=ee (1-¢,)(1+e,)=0.

Nilpotenti nemaju inverz. Ako je N = 0 nilpotenti M je njegov inverz, tada iz NM =1
dobijemo N*M =N, tj. 0=N.

Idempotenti imaju jednostavno svojstvo p2 = p. Pokazite da je multivektor (1+ ‘31)/2

idempotent. Zapravo, svaki multivektor oblika (1+ f)/2, f®=1 je idempotent. Kasnije

u tekstu ¢emo naci opci oblik idempotenta u C/3. Trivijalni idempotent je 1. PokaZite da je
trivijalni idempotent jedini idempotent koji ima inverz.

Pomnozite (1 + e1)(1 — e1). Postoje multivektori razli¢iti od nule koji pomnoZeni daju nulu
(djelitelji nule). lako se to razlikuje od svojstava realnih brojeva pokazuje se kao vrlo korisno

u mnogim primjenama.
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Treba spomenutu da zbrajanje veli¢ina kao X i N (ili drugih izraza razli¢itih stupnjeva) ne
predstavlja problem, kako neki prigovaraju, zbrajamo objekte razli¢itih stupnjeva, stoga, kao s
kompleksnim brojevima, takve sume Cuvaju stupnjeve. Ovdje suma treba biti shvacena kao relacija
izmedu razlicitih potprostora. Razjasnimo to malo koristeéi C/3. Realni brojevi imaju stupanj nula i
definiraju potprostor "tocaka". Vektori definiraju orijentirane linije, bivektori definiraju orijentirane
ravnine, a pseudoskalari definiraju orijentirani volumen. Primjerice, bivektor B definira orijentiranu
ravninu relacijom B A X =0. U toj ravnini moZemo definirati jedini¢ni bivektor B koji ima cijeli niz
zanimljivih svojstava: kvadriran daje -1, orijentiran je, rotira vektore u ravnini, itd. Uzmimo kao primjer
B=ee,+ee,=¢,A(e,—¢), pa vektori e

, | & —¢€ razapinju ravninu. Relacija BAX=0 daje

vektore X kao linearnu kombinaciju vektora e, i e,—e,. Nadite BB'. Uotite, jedini¢ni bivektor

B=B/ \/5 ima jasnu geometrijsku interpretaciju, ali je takoder operator koji rotira vektore u ravnini
koju definira. Moze takoder biti imaginarna jedinica za kompleksne brojeve definirane u ravnini koju
definira. Multivektor oblika &+ B je suma razli¢itih stupnjeva, ali ne postoji nacin da se “pomijesaju”
realni skalari i bivektori u sumi: uvijek su razdvojeni. Ali zajedno, kao suma, veoma su mo¢ni, kao,
primjerice, rotori ili spinori (vidjeti dalje u tekstu).

Konacno, svaki multivektor moZze biti izrazen kao lista koeficijenata u Cliffordovoj bazi. Kao
primjer pogledajmo multivektor 3—e, +ee, u 2D, lista koeficijenata je (3,0,~1,1). Jasno je da mozemo

zbrajati i oduzimati ovakve liste, naci pravilo za njihovo mnozenje, itd. Zbrajanje elemenata razli¢itih
stupnjeva ekvivalentno je kreiranju ovakvih lista, kako smo ve¢ navikli za kompleksne brojeve.

Kompleksni broj a + 14 piSemo kao uredeni par brojeva(a,ﬂ) .

Primjeri rjeSavanja jednadzbi

Nadimo realne brojeve « i B takveda X =aa+ £b u R°. Vrijedi

xrna=aana+pbra=pbnra,
XxAb=aasrb+pbArb=aanb.

Primijetite da bivektori X A@ i bAa definiraju istu ravninu i oba su proporcionalni jediniénom
bivektoru u toj ravnini, tj. njihov omjer je realan broj (jedinic¢ni bivektor podijeljen sam sa sobom daje
1). Stoga vrijedi

XADb XAa
= a+

X = b.
anb baa

MoZemo iskoristiti GAViewer da to pokazemo graficki:
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X~a
b.a

xrb
a~b

Pogledajmo sada kvadratnu jednadzbu:

X2 +x+1=0.

+iz/3

PokaZite da je X=—€""", i=ege,, rieSenje. MoZete li naci rjeSenje za proizvoljnu kvadratnu

jednadzbu? Obratite paznju na Cinjenicu da mozemo interpretirati izraz X2+X+1, uz prethodno
rjeSenje, kao operator koji djelujuci na neki vektor V daje nulu. Ovo znaci da imamo sumu vektora (V

), rotiranog vektora ( XV ) i dvaput rotiranog vektora ( XV ), tri vektora koja mozemo aranzirati u trokut.
O rotacijama u eksponencijalnoj formi vidjeti dalje u tekstu, ovdje mozete slobodno tretirati izraze kao

kompleksne brojeve s imaginarnom jedinicom i=ege, (tj. moZete koristiti trigonometrijski oblik

kompleksnog broja). U sljedec¢em poglavlju ¢ete naci objasnjenje za ovakav pristup.

Geometrijski produkt vektora u trigonometrijskom obliku

Pogledajmo kvadrat bivektora u R" (za druge signature pogledajte literaturu, glavne ideje su
iste),

(anb)(anb)=(ab-a-b)(a-b—ba)=
~ab’a—(a-b)’ +a-b(ab+ba)=
(a-b)2 —a’h® =-a’v’sin’ g,
gdje smo iskoristili (a-b)2 =a’b’ cos’ @ . Drugi natin da se ovo vidi je da podemo od oblika ab,
(ab, )’ =ab,ab, =—a’b?.
Vidimo da je u R" kvadrat bivektora negativan realan broj. Sada moZemo definirati iznos bivektora kao
lanb|=|a||b||sing].
Geometrijski produkt dva vektora moZzemo sada napisati kao

A

an

(@Y

ab =|a]|b|ab =|a]|b , BP=-1,

(é'5+é/\6)=|a||b|(cose+ ésin@), B =

o>

an
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ili
ab :|a||b|e'§g.

Primijetite da imamo slicnu formulu za kompleksne brojeve, ali ovdje je situacija bitno drugacija:

jedini¢ni bivektor B nije samo obicna ,imaginarna jedinica”, on definira ravninu razapetu vektorima
a i b. Ovo je velika prednost u usporedbi s obi¢nim kompleksnim brojevima, daje nam jasnu
geometrijsku interpretaciju izraza. Primjerice, formulacija kvantne mehanike u geometrijskoj algebri

koristi realne brojeve, nema potrebe za v/-1, a usput u svakom izrazu mozemo vidjeti geometrijsko
znacenje direktno. Ovo ¢ini novu formulaciju moc¢nijom, ona omoguduje nove uvide, koji bi inace ostali
skriveni ili teSko dostupni.

Ovdje imamo priliku naéi odgovor o tablicama mnozZenja. Vidjeli smo kako su tablice mnoZenja
za skalarni i vektorski produkt gotovo komplementarne. Sada znamo, geometrijski produkt dva vektora
moze biti rastavljen na simetri¢ni i anti-simetri¢ni dio, znamo njihove iznose, imaju funkcije sinus i
kosinus kao faktore i to nam daje “ujedinjenu” tablicu mnoZenja. NapiSimo je (primijetite da,
primjerice, ee, = Je,)

e € € & X € € & GP g e, €,
e 1 0 O ee 0 e -e€ e 1 ee, ee
1 (‘D 1 3 2 N 1 12 1+3
e, 0 1 O e, € 0 ¢ e, —-ee 1 expg
e, 0 0 O e, e —-¢ O e, —-ee -ee 1

pa moZemo vidjeti da nova tablica mnoZenja ima bivektore kao nedijagonalne elemente (@ je samo
za zabavu). Zapravo, gledajuci ove tablice mozemo dosta nauciti o naSem 3D prostoru i geometrijskoj
algebri opcenito.

Refleksije, rotacije, spinori, kvaternioni ...

Citatelj je sada, moguce, uvjeren da je geometrijski produkt zaista prirodan i, zapravo,
neizbjezan nacin mnoZenja vektora. U svakom slucaju, magija tek slijedi.

Razmotrimo sada mocdan formalizam geometrijske algebre primijenjen na refleksije i rotacije (i
dalje smo u R", detalji za druge signature mogu biti pronadeni u literaturi). Za vektor a i jedini¢ni

vektor N u R® (samo zbog lakSeg razumijevanja, generalizacija slijedi direktno) moZzemo naci
komponente vektora @ paralelnos N iokomito na N, znaci, a=a, +a, . Sada vrijedi

a'=-nan=-n(a +a, Jn=—(na +na, )n=—(a—a,)mn=a, -a,

$to znadi da je vektor a reflektiran na ravnini okomitoj na N (opcenito hiper-ravnina, slika p. 4).
MoZemo ispustiti predznak minus, tada imamo refleksiju na vektoru N. Podsjetimo, refleksije ne
mijenjaju stupanj reflektiranog objekta.
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£la.a")=2¢ a

p. 4
a
H
ﬂl’ = ] -ra‘-‘-r
N=jn """ p-6
Spomenimo da u fizici ¢esto promatramo refleksije na plohama u
p. 7 3D, pa moZzemo malo prilagoditi slike (p. 6, p. 7). Koristimo

¢injenicu da je j* = -1, odakle imamo
a’=-nan = j°’nan = jnajn= NaN,
gdje jedini¢ni bivektor N definira ravninu refleksije.

Sto ako primijenimo dvije uzastopne refleksije, koriste¢i dva jedini¢na vektora M i N ? Postoji
dobro poznati teorem prema kojemu dvije uzastopne refleksije daju rotaciju. Na slici p. 5 vidimo da
nakon refleksije na N imamo a—a’, a onda refleksijom na M dobijemo &' — a" . Ako je kut izmedu
jedini¢nih vektora M iN jednak ¢ tada je kut rotacije vektora & jednak 2¢. Stoga, ako Zelimo
rotirati vektor za kut ¢ trebaju nam jedini¢ni vektori s kutom ¢ /2 izmedu njih. Uotite kako se javlja
polovi¢ni kut, tako karakteristiCan u opisu spina u kvantnoj mehanici. Ovdje vidimo da nema niceg
"kvantnog" u polovicnom kutu, on se jednostavno pojavljuje kao dio geometrije naseg 3D prostora (s
geometrijskim produktom). O ovome ¢e jos biti rijeci u tekstu.

Sada izraz za rotaciju moZzemo napisati kao
a”=m(nan)m=mnanm.

Drugi nacin da se rotira vektor je da se konstruira operator koji rotira djelujudi s lijeva. Zahvaljujuci
postojanju inverza vektora ovo je lako postici:

a" = (a"a’l) a=0a, O=a"a".

Ali metoda koji koristi refleksije je vrlo opcenit i elegantan (rotira bilo koji element algebre), ima
"sendvic¢" formu, koja je uobicajena i pozeljna u geometrijskoj algebri, posebno za generalizaciju na
vise dimenzije. Pogledajmo ¢lan MNAaNM poblize. Geometrijski produkt dva jedini¢na vektora
opcenito sadrzi stupnjeve 0 i 2, prema tome, pripada parnom dijelu algebre koji je podalgebra, sto
znadi da produkt bilo koja dva ovakva elementa daje element iz parnog dijela algebre. Oznac¢imo ga
kao R =mn (rotor u tekstu). Sada imamo

a”=RaR",RR" =mnnm=1=R'R,

gdje R" =R znati reverz (mn — nm). Za kut rotacije ¢ trebamo jedini¢ne vektore koji zatvaraju
kut @/ 2. Vrijedi
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mn=m-n+man,

gdje je |[man|=[sin(p/2)|. Koriste¢i jediniéni bivektor B=nam/|nam| (uotite poredak vektora),
imamo

mn=m-n+man =cos((p/2)—Bsin(¢/2)=exp(—|§¢/2),

gdje je predznak minus uzet zbog konvencije (pozitivna rotacija je suprotna gibanju kazaljke sata). U
CI3 moZemo pisati jedinic¢ni bivektor B kao JW , gdje je W jedini¢ni vektor koji definira os rotacije.
Inverz rotora je

R =nm :exp(légo/z),
pa je rotacija kona¢no dana s

-8 9B
ZB ZB

a’=RaR"=e 2 ae

Ovo je sasvim opcenita formula. Ako @ komutira s B rotacija nema efekta naa . Ako a anti-komutira
s B imamo operator formu

a"=e""a.
Primjerice, za B= ee, vektor e, komutiras B , dok vektor e anti-komutira.

Bivektor B definira ravninu rotacije i jasno je da vektori okomiti na tu ravninu neée biti
promijenjeni rotorom. Primijetite, ne trebamo matrice rotacije, Eulerove kutove, ili bilo koji drugi
poznati mehanizam. Jednom kada definiramo jedinic¢ni bivektor on ¢e odraditi sav potreban posao.
MoZemo ga zamisliti kao mali zvrk koji radi to¢no ono Sto trebamo. Primijetite da dvije uzastopne
rotacije opet daju rotaciju (pokazite to). Ovo daje strukturu grupe, ali ovdje ne¢emo govoriti o tome.

Primjer. Rotirajte vektor € +€, +€, uravnini €e, za kut ¢ . Imamo

1 [
—Zepe, Lee
e?2 (g+e,+e,)e?
pa iskoristimo Cinjenicu da vektor €, komutira s bivektorom ee, , dok e, i e, anti-komutiraju:

[ 14 14 4 14 [
—Zee Zee -Zee, Lee -Zee, —Lee
e 2 (g +e,+e)e? =ee? e 4e? e’ (e +e)=

e, +(cosp—ee,sinp)(e +e,) =€, +(e cosp+e,sing)+(—e sing+e, cosy),

pa za vektore u ravnini €€, prepoznajemo matricu rotacije

cosp —sing

sinp cosg )’
gdje stupci predstavljaju slike jedini¢nih vektora. Rotacija za kut —¢ se dobije koristeci bivektor
ee =—€e,.

Promotrimo rotaciju

0.7 0.7
g 4 eT”elEZ

€ d

i odgovarajuéu matricu rotacije

-0.588 -0.809
0.809 -0.588)
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Sto mozete reéi o geometrijskoj interpretaciji, odnosno, §to mozete zakljuciti samo gledajuéi matricu
rotacije? Pokusajte napraviti matricu rotacije za proizvoljnu ravninu. Pokusajte sve ponoviti u 4D.
Lakoc¢a kojom se izvode rotacije u geometrijskoj algebri je dosad nevidena. Nema specijalnih slu¢ajeva,
nejasnih matrica, samo slijedimo jednostavnu primjenu rotora na bilo kakav multivektor. Mnogi
preferiraju kvaternione, ali oni nemaju geometrijsku jasnoéu. | limitirani su na 3D! Ako bi samo
elegancija i snaga rotacija bila rezultat koriStenja geometrijske algebre bilo bi vrijedno truda. Ali dobije
se mnogo, mnogo vise.

Primijetite da svaki rotor moZe biti faktoriziran na male rotacije

7

R = eI(p/2 — eI(p/2n el(o/Zn
n

koje mozemo iskoristiti u praksi, primjerice, kod interpolacija.

Pogledajmo rotaciju vektora e, za mali kut u ravnini e, (p. 8, p.9). Podsjetimo se definicije

n
) X
et = I|m(1+—j ,
n—oo n

i konstruirajmo operator 1+¢&€e€,, ¢ je malirealan broj. Djelovanjem s lijeva dobijemo
(1+cee,)e, =e, +¢e,,

odnosno imamo malu rotaciju vektora e, . Primijetite predznak od &, za & <0 bismo imali pozitivhu
rotaciju. Operator 1+ ¢ee, rotira sve vektore u ravnini za isti kut, pa tako, uzastopnim djelovanjem na

e, prvo dobijemo rotirani €,, zatim rotirani novonastali vektor, itd (moZemo zanemariti male

promjene duljine vektora). Ovo opravdava definiciju eksponencijalne forme rotora: svaka rotacija je
kompozicija velikog broja malih uzastopnih rotacija. Naravno, sve ovo je dobro definirano za
beskonacno male rotacije, pa za bivektor B imamo

e? = Iim[1+ Ej .
n—oo n

Primijetite (ili pokaZite) da ovaj rotor nece promijeniti, primjerice, jedini¢ni bivektor B , pa je on
invarijanta rotacije. Cinjenica da bivektor moZe biti invarijanta direktno vodi na koncept viastitog lista
s realnim vlastitim vrijednostima, $to je poopcavanje uobic¢ajenog koncepta vlastitih vektora i vlastitih
vrijednosti (pogledajte pod linearne transformacije).

Rotirajte bivektor €€, u ravnini razapetoj vektorima €, i €, . Sto primjeéujete?
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£ 0=0A"— OA e\ = (1+cee,) e

Rotacije su linearne, ortogonalne transformacije obi¢no opisane matricama u linearnoj algebri.
Da nademo invarijante ovih transformacija prou¢avamo djelovanje matrica samo na vektore. Za
matricu A (koja predstavlja linearnu transformaciju) trazimo vektore x takve da vrijedi AX = AX, §to
daje rjeSenja za svojstvene vrijednostiA € C. Vidimo da u geometrijskoj algebri mozemo naci
invarijante kao bivektore (ili bilo koji list).Umjesto koncepta vlastitog vektora moZzemo uvesti koncept
vlastitog lista (koji ukljucuje vlastite vektore). Ovo omogucuje reduciranje skupa vlastitih vrijednosti
transformacije na skup realnih brojeva, dajuéi geometrijsko znacenje konceptu vlastitih vrijednosti.
Linearne transformacije ¢e biti diskutirane kasnije u tekstu.

Rotor —R ima isti efekt kao rotor R, ali smjer rotacije nije isti, primjerice, vektor € mozZe biti

rotiran u —e, u smjeru kazaljke sata za 77 /2 u suprotnom smjeru za 37/ 2, pa vidimo da rotor jasno

pokazuje smjer rotacije (pokusajte to s matricamal). Primjerice

|(27—¢)/2

’

_e|g0/2 :eflﬂeI(p/Z — e—

predznak minus nestaje zbog "sendvic" forme. Za svaku rotaciju imamo dva moguca rotora (nadite sto
je dvostruki pokrivac grupe).

| QJ.@:@{ </
™ 2m 3m 4m

Primijetite da, zbog polovi¢nog kuta, rotor

_2g X
e 2 =cos(¢/2)-Bsin(¢/2)

ima periodi¢nost 47 umjesto 27 . Cesto za ovakve objekte koristimo naziv jedinicni spinor.
Geometrijska algebra je idealan okvir za proucavanje svih neobic¢nih svojstava rotacija, ali to bi ovdje
uzelo previse prostora.

Primjer: Rotirajmo (pogledajte [18]) neki objekt u 3D oko e, za 7 /2, zatim oko e, za 7 /2, §to

dobijemo? Uradite to takoder koriste¢i matrice .
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plevtlag jerl4 _ 1

. 1 . 1
$(1+ Je1)$(1+ jez)z...=5+5 T : T )

pa imamo rotaciju za 277/ 3 oko vektora V.

1\/§j €18 =8 e _ Bt &

Pitanje: Kakvo je znacenje relacije e”=-1?U2Dza i =ee, imamo (V je vektor u ravnini eeg,,
moZete uzeti v =€, ako Zelite)
eln'/Zve—lzz/Z =V,

pa iskoristivsi anti-komutativnost

el;z'/2ve—|7z'/2 —el7y =—y '
zatim mnozeéis V' s desna dobijemo jasno znacenje. Rotor g2 prevodi vektor V u vektor -V, tj.
rotira ga za —x (predznak ovdje nije vazan). Naravno, prepoznajemo rotacijska svojstva imaginarne
jedinice u kompleksnoj ravnini (unaprijed izabranoj), ali bivektor definira rotacijsku ravninu, pa bismo
mogli napisati identi¢nu relaciju, bez promjena, u bilo kojoj dimenziji, u bilo kojoj ravnini. Zapravo,
bivektor u eksponentu rotora bi mogao ovisiti o vremenu, formule i dalje vrijede, iako se rotacijska
ravnina mijenja s bivektorom. Pokusajte to s “korijenom iz -1”.

Recimo da Zelimo naci rotor u 3D koji ¢e transformirati ortonormalnu koordinatnu bazu €, u
ortonormalnu koordinatnu bazu f, (pogledajte [18]). trebamo rotor sa svojstvom f =ReR’.
Definirajmo R =« - BB, gdje je B jedini¢ni bivektor, tada je R" = « + B . Uotimo dvije jednostavne

>e’=3 i >eBe=-B

i korisne relacije u 3D

(dokazite ih). Sada slijedi
> eR'e =3a-pB=4a-R’

> fe =Y ReR'e =R(42-R')=4aR-1,

stoga je

1+ fe

R = -

1+ fe

Rotacija za # moZe biti razmatrana kao specijalan slu¢aj. Pokazite da rotor moze biti izrazen koristeci
Eulerove kutove kao

A
, A=1+) fe.
N

e—e12¢/2 e—e236/2 e—elzz//lz .

Komentirajmo povijesnu ulogu Hamiltona, koji je u 19. stoljec¢u nasao slican mehanizam za
rotacije: kvaternione. Postoji veza izmedu kvaterniona i formalizma opisanog ovdje, naime, kvaternioni
mogu lako biti povezani s jedini¢nim bivektorima u C/3. Medutim, kvaternioni su kao prosireni
kompleksni brojevi, nemaju jasnu geometrijsku interpretaciju. Stovise, postoje samo u 3D. (Hamilton
je Zelio dati jedini¢nim kvaternionima geometrijsko znacenje, pa ih je pokusavao tretirati kao jedini¢ne
vektore, §to nije dalo olekivani rezultat, ali jedini¢ni vektori i, j, K nasljeduju svoje oznake iz tih
pokusaja.) Formalizam geometrijske algebre vrijedi u bilo kojoj dimenziji. Svaki racun koji izvodimo
koristeci kvaternione moze lako biti preveden na jezik geometrijske algebre, dok obrnuto ne vrijedi.
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Medutim, kvaternioni se joS uvijek uspjesno koriste za izracun rotacija, primjerice, u racunalima vojnih
i svemirskih letjelica, kao i u robotici. Ako implementirate geometrijsku algebru na racunalu kvaternioni
nisu potrebni.

Jedini¢ni kvaternioni imaju svojstvo ijk =—1, dok njihovi kvadrati daju -1. Bilo je dovoljno
uvesti objekte koji imaju kvadrate -1 i anti-komutiraju da se uspje$no opisu rotacije u 3D. Citatelj moze
provjeriti da zamjene i - —e,,, j > €
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k — —e, generiraju tablicu mnoZenja za kvaternione.

Svakako je dobro razumjeti da bivektor —e, = €,e, ima jasnu geometrijsku interpretaciju, dok

jedinicni kvaternion k (slicno kao imaginarna jedinica ili matrica) nema. NaZalost, koncept
geometrijskih objekata kao Sto su bivektori je ¢esto neprihvaéen od tradicionalno orijentiranih ljudi.

Jednom kada znamo kako rotirati vektore mozemo rotirati bilo koji element geometrijske
algebre. Primijetite posebno lijepo svojstvo geometrijske algebre: objekti koji izvode transformacije
(“operatori”) su takoder elementi algebre. Pogledajmo rotaciju verzora

RabcR" = RaR'RbR'RcR" =(RaR")(RbR")(RcR'),

koja jasno pokazuje kako rotacija
verzora mozZe biti reducirana na
rotacije individualnih vektora i
obrnuto. Svaki multivektor je
linearna kombinacija elemenata
Cliffordove baze Ciji elementi su
jednostavni listovi, prema tome,
oni su verzori. Vidimo da je nasa
posljednja tvrdnja uvijek istinita,
zbog linearnosti transformacija.
Citatelju se preporuca da izvede
rotacije razli¢itih objekata u Cl3.
Nadite na Internetu pojam ,,gimbal
lock”  (zabavan je, zaista).

Zanimljivo je  promotriti
jedini¢nu sferu u 3D i jedini¢ne
vektore s pocetkom u sredistu
sfere. Svaka rotacija jedini¢nog
vektora definira luk nekoj glavnoj
kruZnici. Ovakvi lukovi, ako uzmemo u obzir njihovu orijentaciju, mogu postati vrsta vektora na sferi, a
kompozicija dvije rotacije moze biti svedena na zbrajanje (nekomutativno) ovakvih vektora. Pogledajte

[4].

Uzmemo li proizvoljni element parnog dijela algebre (primjerice u 3D), ne samo rotore, uz
rotacije dobijemo dodatni efekt: dilataciju, Sto je tocno svojstvo spinora. Spinori su usko povezani s
parnim dijelom algebre. Geometrijska algebra krije u sebi neobi¢nu koli¢inu matematike koja je
razgranata u razli¢ite discipline. Cudesno je kako redefinicija mnoZenja vektora integrira mnoge
razlicite grane matematike u jedinstven formalizam. Spinori, tenzori, Lie grupe i algebre, razliciti
teoremi integralnog i diferencijalnog racuna su ujedinjeni, ..., teorija relativnosti (specijalna i opca),
kvantna mehanika, teorija kvantne informacije, ... gotovo je tesko za povjerovati. Mnogi kompleksni
rezultati fizikalnih teorija ovdje postaju jednostavniji i dobivaju novo znacenje. Maxwellove jednadzbe
su svedene na tri slova, s moguénoscu invertiranja operatora deriviranja preko Greenovih funkcija,
teski problemi u elektromagnetizmu postaju rjesivi (pogledajte [2]), Keplerov problem se elegantno
svede na problem harmonijskog oscilatora, Diracova teorija u C/3 ili minimalni standardni model u C/7
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su lijepo formulirani ([34]), da ne nabrajamo dalje. Geometrijska algebra ima dobre Sanse postati
matematika buduénosti. NaZalost, tesko se probija u tradicionalne sveuciliSne (i posebno u

srednjoskolske) programe.

——

-
-

/" kruZnica paralelna
. ravnini

~ao
~—o
~—

bazna ravnina
wtAH

"

=—na'n =Hmamn

mt S

Mozete prouciti sljedeée
slike kako bi bolje razumijeli rotacije.

P
-

~
~
Seee

bazna ravnina

Mt AH

~~~~~~~~~~ =RaR’
1
l"
o] =1a'|=a"
m M

- M AN definira ravninu, smjer
rotacije i kut rotacije

- @, jeinvarijantan na rotaciju,
samo je @, rotiran za 2¢

- Ista slika vrijedi u bilo kojoj
dimenziji (u dimenzijama
veéim od 3 postoji potprostor
invarijantan na rotaciju).

- Nije teSko dobiti bilo kakvu
kompoziciju rotacija na isti
nacin.

- Geometrijski produkt vektora
nam daje mogucnost da
izvodimo rotacije s lako¢om.

Kontrakcije

Definirali smo unutarnji produkt koji je za vektore jednak skalarnom mnoZenju vektora.
opcenito, u geometrijskoj algebri definiramo razli¢éite pomoéne produkte koji snizavaju stupnjeve
elemenata (vanjski produkt ih povecéava). Pokazuje se da je najbolji izbor lijeva kontrakcija. Za vektore
je to upravo unutarnji produkt, ali opéenito omoguduje izbjegavanje razliCitih specijalnih slu¢ajeva, kao,
primjerice, unutarnji produkt vektora s realnim brojem. Ovdje ¢emo spomenuti samo nekoliko
svojstava lijeve kontrakcije, pogledajte [19] za viSe detalja. Ideja je da za bilo koja dva lista (ukljucujuci
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realne brojeve) definiramo ,,skalarno” mnozenje koje ¢e opcenito reducirati stupanj lista koji je s desne
strane u produktu:

grade(AJB) = grade(B)-grade(A),
odakle odmah proizlazi da je lijeva kontrakcija nula za grade(B) < grade(A). Za vektore imamo
alb=a-b,
a opcenito za listove vrijedi
(ArB)lc=Al(BLC).
Korisna relacija za vektore je
xJ(anb)=(x-a)b—(x-b)a,

dok opcenito mozemo pisati za bilo koji multivektor

AlB=3 ((A) (B),),,

Kl
gdje imamo geometrijske produkte izmedu homogenih (istog stupnja) dijelova multivektora. Lijeva
kontrakcija listova A i B (AJB) je potprostor u B ortogonalan na A. Ako je vektor X ortogonalan

svim vektorima iz potprostora definiranog listom A tada je XJA=O. Lijeva kontrakcija nam moiZe
pomodi da definiramo kut izmedu potprostora. Zbog opcenitosti, jasne geometrijske interpretacije i
prilagodenosti za rad na racunalima (nema izuzetaka, pa if nisu potrebne) lijeva kontrakcija bi trebala
koristena umjesto "obi¢nog" unutarnjeg produkta. Mozemo takoder definirati i desnu kontrakciju,
medutim, zbog svojstava dualnosti, to nije neophodno potrebno.

Komutatori i ortogonalne transformacije

Definirajmo komutator kao novu vrstu produkta multivektora (ovdje koristimo znak ® kako
bismo izbjegli moguéu zamjenu s vektorskim produktom)

A®BE(AB—BA)/2.
Ovaj produkt nije asocijativan, tj. (A® B)®C #* A®(B ®C), ali vrijedi Jacobijev identitet
(A® B)®C+(C®A)®B+(B®C)®A=O.

Imamo (dokazite) opcéenite formule ( A je bivektor, ne nuzno list, X je multivektor, a je realniskalar,
X je vektor)
aX=anX

XX = XX + XA X
AX =AIX +AAX +A® X .

Ovdje smo posebno zainteresirani za komutatore s bivektorom kao jednim od faktora. Naime,
komutatori s bivektorom ¢uvaju stupanj multivektora (ako ne komutiraju s njim):

grade(B)=2= grade(X ®B)=grade(X), X ®B=0.

Umjesto dokaza pogledajmo primjere. Za bivektor B =€, vektor e, komutiras B, ali za vektor €

(stupanj 1) imamo
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B®e =(eee —eee,)/2=—¢,
opet stupanj 1. Pogledajmo razvoj u red

e ®?Xe®? =X +X ®B+(X ®B)®B/2+((X ®B)®B)xB/3! + ..,

pa ako uzmemo mali bivektor oblika gl_%, B2=-1 , vidimo da je dovoljno zadrzati samo dva ¢lana

e B2XaBl2 L X L eX ®B.

Ocuvanje stupnjeva je ovdje vazno, zato sto Zelimo, nakon transformacije, imati geometrijski objekt
istog tipa. Posljednju transformaciju vidimo kao ortogonalnu transformaciju koja jedva mijenja pocetni
multivektor. Ovdje treba spomenuti da trazimo ortogonalnu transformaciju povezanu s jedinicnom
transformacijom, sto znaci da ih moZzemo implementirati u malim koracima. Refleksije ne zadovoljavaju
ovaj uvjet, ne mozemo izvesti "malo refleksije”. Ovakve male transformacije nazivamo perturbacijama.
Stoga, mozemo zakljuciti da male perturbacije elemenata geometrijske algebre trebamo izvoditi
rotorima.

Primijetite da ortogonalne transformacije ne dozvoljavaju da jednostavno dodamo mali vektor
OX navektor X, ortogonalne transformacije moraju ¢uvati duljinu vektora. Stoga moramo imati uvjet

X-0X=0. Opéenito, takav element (OX) geometrijske algebre ima oblik OX = XJ§B, gdje je OB
mali bivektor. MoZzemo to pokazati

x-(xJoB)=xJ(xJoB)=(xAx)JoB=0.
Sada slijedi da je
5% =xJ6B =(xB-35Bx)/2=x®5B,

pa imamo Zeljeni oblik forme komutatora. MoZe izgledati da je ogranicenje na rotacije previse strogo,
izgleda kao da ne moZemo uraditi jednostavnu translaciju vektora. Medutim, ovdje to samo znacdi da
moramo nacdi nacin da opiSemo translacije pomocu rotacija. To je moguce u geometrijskoj algebri, ali
ovdje to ne¢emo pokazivati (pogledajte [19]).

Ovdje ¢emo se zaustaviti, ali napomenimo da mali dio formalizma opisanog ovdje vodi na Lieve
grupe i algebre. MoZe se pokazati da svaka konacna Lieva grupa ili algebra moze direktno biti opisana
u kontekstu geometrijske algebre. Beskonacan slucaj nije jo$ apsolutno jasan, ali bi bilo neobi¢no da
rezultat bude drugaciji. Kako bilo, jos jedan dio matematike se lijepo uklapa u geometrijsku algebru.
Svatko tko ozbiljno proucava geometrijsku algebru je na pocetku vjerojatno iznenaden cCinjenicom da
se razlicite grane matematike pokazuju u drugacijem svjetlu na jeziku geometrijskog mnoZenja vektora,
ali s vremenom se navikne i ne ocekuje izuzetke. Tesko se oteti pitanju kako bi nasa znanost izgledala
da je snaga ovog magic¢nog jezika matematike prepoznata i prihvacena prije jednog stoljeca. A sve nam
je bilo pod prstima.

Kompleksni brojevi

Pogledajmo vektor I = Xe, + Y€, u 2D. Zbog postojanja inverza vrijedi

r=e(x+yee,)=e(x+yi), i=epg,

pa vidimo da smo dobili kompleksan broj X+ Yi, ali s ne-komutativnom "imaginarnom jedinicom".

Prva stvar koju bi netko mogao prigovoriti je: ,Da, ali vasa imaginarna jedinica nije komutativna, a
kvantna mehanika ne moZe biti formulirana bez imaginarne jedinice ...“. Odmah se vidi da "kriticar"
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komentira nesto o ¢emu malo zna, jer, prvo, kvantna mehanika ,radi“ lijepo (¢ak bolje) s realnim
brojevima, bez imaginarne jedinice, ali treba nauciti geometrijsku algebru, zatim formulaciju kvantne
mehanike na jeziku geometrijske algebre ... Ne samo da moZemo bez imaginarne jedinice, ve¢ mnoge
relacije poprimaju jasno geometrijsko znadenje i tako omogucuju nove uvide u teoriju na jeziku
geometrijske algebre. | drugo, ne-komutativnost naseg bivektora i = €,6, zapravo postaje prednost,
obogacuje teoriju kompleksnih brojeva i, kao sto ponavljamo dok ne postane dosadno, daje teoriji
jasno geometrijsko znacenje. Za na3 kompleksni broj zZ =€/ imamo (zbog anti-komutativnosti)

Z" =re,, pa vrijedi
22" =erre, =r’ee =r’=x’+y?, |li
Z+7 =er+re =2 -r=2x,
Z-7" =er—re, =2e Ar=2yi,

itd. Vidimo da se operacije na kompleksnim brojevima prenose na operacije u geometrijskoj algebri.
Definirajmo operator deriviranja u 2D

te uvedimo kompleksno polje W(X, y) =u (X, y) + iV(X, y), I =e,e,.Jednostavan radun daje (uradite
to) derivaciju polja
Vi =Vu+V(iv)=Vu-ivy,

ou ov ov ou
Vy=¢|———|+&| —+—|.
ox oy ox oy
Stoga, ako Zelimo da derivacija bude identicki jednaka nuli (analiticnost), odmah slijede Cauchy-

Riemannove jednadzbe (uvjeti). Primijetite kako anti-komutativnost jedini¢nih vektora daje toc¢ne
predznake. Uvjet analiticnosti u geometrijskoj algebri ima jednostavan oblik Vi =0 i odmah ga

mozZemo poopciti na vise dimenzije. | da, ovo je baS pravi trenutak za zastati i razmisliti. Neka
zagovornici tradicionalnog urade sve ovo koristeé¢i samo komutativnu imaginarnu jedinicu. Zapravo je
¢udesno kako je ova stara, dobra imaginarna jedinica uradila toliko posla, obzirom na skromne
mogucnosti! Ali, vrijeme joj je da malo odmori, neka bivektori, pseudoskalari ... odrade posao. Treba

spomenuti, da ne bude zabune, izbor ravnine €€, je ovdje nevazan. MoZzemo uzeti bivektor kao
(el + ez)(el —es), normalizirati ga i dobiti novu ,imaginarnu jedinicu“, samo u novoj ravnini. MoZzemo

to takoder uraditi u 4D i uzeti, primjerice, | = €,€,, sve formule ¢e vrijediti. Ravnina €€, je samo jedna
od beskonacno njih, ali geometrijski odnosi u svakoj od njih su isti. MoZemo rijesiti problem u ravnini
€,6,, a onda ga rotirati u ravninu koju Zelimo, imamo mocne rotore u geometrijskoj algebri. A kad

kazemo ,mocéne” tada to doslovce znaci da ne moramo biti eksperti u matricnom ra¢unu, ovdje i malo
napredniji u¢enik srednje skole moze obaviti posao. MoZemo rotirati bilo koji objekt, ne samo vektore.
Linearna algebra je matematika vektora i operatora, geometrijska algebra je matematika potprostora
i operacija na njima. Svatko tko se bavi matematikom bi trebao razumjeti koliko je ovo vazno.

Pokazat ¢emo kako mozemo naci rjesenja jednadzbe Vi =0 koristeéi razvoj u red po Z.
Primijetimo prvo jednostavnu relaciju
abc+bac =(ab+ba)c =2a-bc,
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gdje unutarnji produkt ima prvenstvo. Operator V se ponasa kao vektor (izrazi kao 'V su mogudi, ali

onda obi¢no pisemo IV, sto ne oznadava vremensku derivaciju, ve¢ pokazuje element na koji se
derivacija odnosi i daje Zeljeni poredak u umnoscima jedini¢nih vektora), pa koristeéi gornju relaciju
dobijemo (veoma koristan racun)

Vz=V(er)=2e-Vr-eVr=2e —2e =0.

Sada vrijedi
1

V(Z_Zo)n - nV(elr—zo)(z—zo)m =0,

Sto znadi da Taylorov razvoj oko Z, automatski daje analiticku funkciju. Jo$ jednom, u bilo kojoj ravnini,

u bilo kojoj dimenziji. Ne samo da geometrijska algebra sadrzi cijelu teoriju funkcija kompleksne
varijable (ukljucujudi integralne teoreme, kao specijalan slu¢aj fundamentalnog teorema integralnog
racuna u GA), ved je prosiruje i poopcava na sve dimenzije. Nije li ovo ¢udo? A samo smo se pitali kako
pomnoziti vektore. Ako jo$ postoji potreba za re¢enicom ,,Da, ali ..., molim, mozda se treba vratiti na
pocetak teksta i vidjeti kako je sve pocelo. Vrijeme geometrijske algebre ce tek dodi, nadati se. Era
matrica i koordinata ¢e zavrsiti i biti zamijenjena erom sinergije algebre i intuitivno jasne geometrije.
Studenti ¢e uditi pino brze i biti superiorni danasnjim "ekspertima". A kad nau¢imo ra¢unala da "misle"
na ovom magi¢nom jeziku (zamislite racunalo koje zna kako izvoditi operacije nad potprostorima)
djeca ¢e se modi igrati geometrijskim oblicima kao Sto sada igraju automobilske utrke ili druge
racunalne igre. Svojstva trokuta, kruznica, sfera i drugih oblike ¢e se mocu uditi kroz interaktivnu igru
na racunalima ili u virtualnoj stvarnosti. Jezik geometrijske algebre je dovoljno mocan da moze
"automatizirati" i sam proces dokazivanja teorema (tu ima jo$ puno posla, ali moguénosti su tu). Imamo
razloga misliti da geometrijska algebra nije samo "jo$ jedan formalizam", veé¢ da nudi moguénost
dubokog preispitivanja samog pojma broja.

Spinori

Pogledajmo elemente algebre koji u "sendvi¢" formi ne mijenjaju stupanj vektora (tj. vektor
transformiraju u vektor). Medu njima su transformacije koje rotiraju i skaliraju vektore, obi¢no ih
nazivamo spinori. Istrazimo multivektore 1 sa svojstvom (V je vektor)

www' = pRVR', peR, RR =1,
$to je upravo rotacija vektora s dilatacijom. Ako definiramo U = R%l// , prethodna relacija postaje
Uvwu’ = pv,

pa treba naéi element U . PokaZite da pseudoskalari iz neparne dimenzije komutiraju, a oni iz parne
dimenzije anti-komutiraju s vektorima. Ostali stupnjevi ne posjeduju takvo opce svojstvo (realni brojevi
uvijek komutiraju). Vidimo da element U inducira ¢istu dilataciju vektora V, $to je moguée ako
komutira ili anti-komutira s V, pa proizlazi da je element U opéenito realni broj, ili pseudoskalar, ili
njihov zbroj: U =4, + 4,1 . Sad, koriste¢i definiciju za U , dobijemo

U=2V+244(IV+vIT)+ T = pv.

Uc3 (p=3 q=0 ), pseudoskalar | = j komutira sa svim elementima algebre i reverz mu je

I" =—j, srednji ¢lan nestaje i imamo
K42 =p=>y=R(4+ik),

31



pa je lako provjeriti
pwp' =R(4+ 2% )V(4 = J%)R" =(4+ %) (A - i%)RR' =(42+ 2] )RR’ = pRWR'.

Opcenito, primijetite da vrijedi
vIT=(=0)" 1y, vt =(=0)" Py, it = (<),

(dokazite to, barem za signature (3, 0) i (1, 3)) pa moZemo nadi rjeSenja (nadite ih) ovisna o parnosti
broja (n-1)(n-2)/2.

Spinori u geometrijskoj algebri, kao i drugdje, mogu biti definirani kao (lijevi) ideali algebre, ali
ovdje to ne¢emo pokazivati ([7]).

Malo "obicne" fizike

Pogledajmo kako mozemo rijesiti kinematicki problem sasvim opcenito, koristeci jednostavan
racun i intuitivno jasno. Razmotrimo problem jednoliko ubrzanog gibanja.

R 2

Problem se lako svodi na relacije

V=V, +at, V+v, =2r/t,

gdje druga relacija definira vektor prosje¢ne brzine V =r/t, pa vrijedi
(V+vy)(v-v,)=2ra=
V2 —Vg VoV =W, =V =Vg + 2V, AV =2(r-a+r Aa),
gdje usporedbom skalarnog i bivektorskog dijela dobijemo

VE—V. =2r-a,
V,AV=TAaQ,

tj. zakon ocuvanja energije i teorem o povrsini paralelograma. Za problem gibanja projektila (a =g )
vrijedi (slika desno)

r-g=0=v’=v; = |v, av|=v;sin(20)=|rag|=rg=
2
/.
r=-sin(26)
g
Sto je poznata formula za domet. Primijetite kako svojstva geometrijskog produkta vode na
jednostavne manipulacije. Kao drugi primjer mozemo uzeti Keplerov problem (vidjeti kasnije u tekstu).
Odmah nakon postavljanja problema, nakon nekoliko linija, dobijemo netrivijalne zakljucke koje u
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udzbenicima obi¢no ostavljaju za kraj kao tezi dio. Ideja je da probleme rjeSavamo bez koordinata.
Nazalost, istrazivanja pokazuju ([21]) da mnogi studenti fizike vide vektore uglavnom kao nizove
brojeva (koordinata), sto je pomalo tuzna slika obrazovnih sustava, bez obzira na mjesto na planetu.
Veza linearne algebre i geometrije je obi¢no sasvim zanemarena. S geometrijskim produktom algebra
i geometrija idu ruku pod ruku. Umjesto tretiranja samo vektora kao klju¢nih elemenata algebre imamo
cijelu paletu objekata koji nisu vektori, ali imaju jasnu ulogu i geometrijsko znaéenje. ovdje raéunamo
s potprostorima! U bilo kojoj dimenziji. To je nemoguée posti¢i samo manipuliranjem koordinatama.
Naglasimo, nemoguce! Ruski fizicar Landau, slavan po matematickim vjeStinama, nekako zavrsi u
Staljinovom zatvoru, a nakon putanja na slobodu re¢e da mu je zatvor bio dobrodos$ao, naucio je
izvoditi tenzorski racun “napamet”. Fizi¢ari buduénosti ¢e biti vjestiji nego Landau, koristit ¢e linearne
transformacije u geometrijskoj algebri umjesto tenzorskog racuna. Racunat ¢e brZe, neovisno o
dimenziji prostora, bez koordinata i s jasnom geometrijskom slikom na svakom koraku. Landau je
takoder bio poznat po nacinu kako je primao studente. Rekao bi mladom kandidatu: "Evo, rijesi
integral." Mnogi nisu uspjeli. U geometrijskoj algebri postoji teorem (fundamentalni teorem
integralnog racuna) o integriranju koji objedinjuje sve poznate integralne teoreme koristene u fizici,
ukljuCujuc¢u kompleksno podrucje. Zamislimo, Landau bi bio jako iznenaden! On je bio tipicni
predstavnik matematike 20. stoljeca, iako je u njegovo vrijeme veé postojala nova matematika.
Postojala je, ali gotovo potpuno zanemarena i zaboravljena. Dio cijene koju smo zbog toga placali (i joS
placamo) je ponovno otkrivanje onog Sto je zanemareno i zaboravljeno. Pauli je otkrio svoje matrice —
nastavili smo koristiti matrice. Cesto se kaZe da je geometrijska algebra ne-komutativna i da to
obeshrabruje ljude. A sto je s matricama? ne samo da se ne-komutativne, potpuno su neintuitivne.
Onda je Dirac otkrio svoje matrice, idealne za geometrijsku algebru. Naravno, nastavilo se s matricama.
A mnogi autori su, u razli¢itim prilikama, ponovo otkrivali spinore, ¢ak im dajudi razli¢ita imena. Cijela
zbrka. lzradom brzih letjelica opremljenih rac¢unalima otkrili smo kako postoje problemi u radu s
matricama. Poceli smo koristiti kvaternione, sto je donekle popravilo stvari. Mozemo nac¢i mnogo
drugih indikacija, a na kraju postaje ocigledno da mnogi problemi jednostavno nestaju kada uvedemo
geometrijsko mnozenje vektora, umjesto Gibbsovog. Unato¢ svemu, jedan od znacajnih autora u
podrucju geometrijske algebre, Garret Sobczyk, je napisao u e-mail poruci:

»lznenaden sam da, nakon 45 godina rada u ovom podrucju, ono jos uvijek nije Sire poznato i
prihvacéeno u znanstvenoj zajednici. A ja mislim da zasluZuje opce prepoznavanje ... Zaista je Steta da je
Clifford umro tako mlad, moZda bi stvari danas izgledale drugacije.”

Rijeci i reCenice

Pogledajmo, samo kao ilustraciju, kako ,rijeci” u geometrijskoj algebri mogu imati geometrijski

sadrzaj. Primjerice, ,rije¢“ abba (uz ab =S + A, simetri¢ni i anti-simetri¢ni dio produkta):

abba=2a’h’ =(S+A)(S-A)=52-A* =S +|A =
(cos? @+sin” 0)

i imamo dobro poznati trigonometrijski identitet. Ovo je, naravno, samo igra, ali u geometrijskoj algebri
je vaZno razviti intuiciju o geometrijskom sadrzaju izraza. Zbog svojstava geometrijskog produkta se
struktura izraza brzo pronalazi, kao za veze medu potprostorima, pripadnost potprostoru,
ortogonalnost, paralelnost, itd.

Usporedimo izloZzeno s matri¢nim pristupom. Vidjeli smo da u 3D moZemo vektore predstaviti
Paulijevim matricama. Pokusajte zamisliti da toga nismo svjesni, ali da poznajemo Paulijeve matrice (iz
kvantne mehanike). Mogli bismo napisati rije¢ abba na jeziku matrica, mogli bismo rastaviti matrice na
simetricni i anti-simetriéni dio (to je uobicajeni), ali pokusSajte izvuéi sinus i kosinus i njihovu
povezanost. Ako uspijete (moguce je), kako éete interpretirati kut? | jos vaznije, kako uopée doci na
ideju da se trazi kut, samo gledajuci u matrice? To je opcenito tesko, ali s vektorima postaje prirodno i
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direktno. To je glavna ideja: jezik matrica skriva vazan geometrijski sadrzaj. Istina, fizicari znaju da
Paulijeve matrice imaju veze s orijentacijom spina, ali opcenito, problem geometrijske interpretacije i

dalje ostaje. Uzmimo jo$ jedan primjer. Uzmimo jedinicne vektore m=(e1+e2)/x/§ i

n :(82 +e3)/«/§ u 3D. Nije teSko zamisliti ih ili nacrtati, postoji ravnina koju razapinju i bivektor

M AN u njoj (bivektor definira tu ravninu). Zamislimo sada da koristimo Paulijeve matrice, ali, kao
ranije, bez svijesti da one predstavljaju vektore u 3D (to zapravo ne moZzemo ni znati ako ne prihvatimo
geometrijsko mnoZenje vektora). Netko bi mogao proucavati linearne kombinacije Paulijevih matrica,

¢ak doci na ideju da pogleda anti-simetri¢ni dio produkta matrica, kao (6,6, —6,6,,)/2, gdje je

6, =(6,+6,)IN2 i 6,=(6,+6,)I\2. Motemo ovo izratunati, pa onda usporediti ratun s

matricama i jednostavan rac¢un vanjskog produkta (u stvari, nema potrebe racunati vanjski produkt,
imamo geometrijsku sliku bez napora). Svejedno, bivektor je proporcionalan sa

man~(e+e,)A(e,+6)=ee, +ee, +ee,.

Na srecu, racunalo mozZe pomodi s matricama (vidite problem?), anti-simetri¢ni dio matri¢nog produkta

je proporcionalan sa
[
141 - )

Kako sada, bez povezanosti s vektorima u 3D, interpretirati ovu matricu kao ravninu? Ili naci kut izmedu
- Cega? Lako je prevesti formule iz CI3 na jezik Paulijevih matrica, ali iz matrica u vektore — to moze biti
zahtjevno, narocito za elemente visih stupnjeva, ili opcenitih multivektora. Jezik matrica zamagljuje
geometrijski sadrZaj! U kvantnoj mehanici s Paulijevim matricama trebamo imaginarnu jedinicu, pa
ljudi govore kako je imaginarna jedinica neophodna za formulaciju teorija subatomskog svijeta. Ovo
Cesto vodi na filozofske rasprave i pitanja o ,stvarnoj prirodi“ svijeta u kojem Zivimo. Na jeziku
geometrijske algebre imaginarna jedinica apsolutno nije nuzna, kvantna mehanika moze biti lijepo i
elegantno formulirana koriste¢i samo realne brojeve, uz pomoc¢ geometrijske intuicije koja nam je
svojstvena. Osim realnih brojeva, kompleksni brojevi i kvaternioni su od interesa u QM, ali sada je
jasno, svi oni su prirodno sadrzani u CI3, Sto je objasnjeno u ovom tekstu. U ¢lanku [1], autor
komentira: “... umjesto da budu razlicite alternative, realna, kompleksna i kvaternionska kvantna
mehanika su tri aspekta jedinstvene objedinjene strukture.” U ¢&lanku su i korisne napomene o
Frobenius—Schur indikatoru. Istina, nema geometrijske algebre u citiranom ¢lanku, iako stoji pojam
“division algebra” u naslovu. Umjesto komentara, navedimo rijeci iz [28]

“Geometrijska algebra je, zapravo, najve¢a moguca asocijativna djeliteljska (division) algebra koja
objedinjuje sve algebarske sustave (algebru kompleksnih brojeva, vektorsku algebru, matricnu algebru,
kvaternionsku algebru, itd.) u koherentan matematicki jezik koji uvecava mocénu geometrijsku intuiciju
ljudskog uma uz preciznost algebarskog sustava.” Iskreno, djeliteljska algebra ili ne — gotovo je
nevazno. Geometrijska algebra objedinjuje i efektna je!

Linearne transformacije

Cesto nas zanimaju transformacije elemenata algebre (primjerice, vektora, bivektora, ...) u
druge elemente u istom prostoru. Medu njima su sigurna najvaznije linearne transformacije.
Pogledajmo linearnu transformaciju F koja prevodi vektore u vektore, sa svojstvom

F(aa+pb)=aF(a)+pF(b), a, feR.
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MozZemo zamisliti da je rezultat takve transformacije, primjerice, rotacija vektora s dilatacijom. Za tako
jednostavnu sliku ne trebamo komponente vektora. Drugi primjer mogu biti Ciste rotacije:

F(a)=R(a)=RaR".

Vidjeli smo da je efekt rotacije lista isti kao rotacija svakog vektora u listu, pa zahtijevamo da sve nase
linearne transformacije imaju takvo svojstvo, sto znaci

F(anb)=F(a)AF(b).

Linearna transformacija djelujuéi na vektor daje vektor, pa vidimo da je forma vanjskog produkta
saCuvana. Takve transformacije imaju specijalno ime: outermorfizmi. Djelovanje dvije uzastopne

transformacije moZe biti napisano kao F(G (a)) = FGa, $to je zgodno za manipulaciju izrazima.

Ako za linearnu transformaciju F:V — W postoji odgovarajuca linearna transformacija

F:W -V, nazivat ¢emo je transponiranom transformacijom (adjoint). Ovdje ¢emo se ograniciti na
transformacije F:V —V . KaZemo da su transformacije transponirane jer uvijek moZemo nadi

matri¢nu reprezentaciju transformacija u nekoj zgodnoj bazi i vidjeti da je matrica za F upravo
transponirana matrica za F (pogledajte [22]). Implicitna definicija transponirane transformacije moze
biti (ima i drugih)

a-F(b)=F(a)-b,

za bilo koja dva vektora ai b . Definirajmo sada recipro¢ne bazne vektore e' sa svojstvom

i —
e-e =0;.

Ovdje koristimo ortonormalne baze pozitivne signature, pa vrijedi

i i A _aip —
e =g =e ej—eej—éij,

a definicija je motivirana dvjema Cinjenicama: prvo, Zelimo koristiti Einsteinovo pravilo sumiranja

n
e =) ele,
i=1

a drugo, Zelimo mogucnost jednostavnog poopcavanja. Eksplicitnu formu transformacije mozemo nadi
koristeci ortonormalnu bazu

e-F(a)=F(eg)-a,
pa imamo

F(a)=e'a-F(e),
gdje se sumiranje podrazumijeva i unutarnji produkt ima prioritet. Oznaka F nije uobicajena, koristi
se F' ili F', ali ponekad koristimo oznaku F za linearnu transformaciju, pa se pojavljuju lijepe
simetrije u izrazima ako koristimo oznaku F. Nadalje, I_:(a) nije matrica ili tenzor, pa ova oznaka

naglasava razliku. ne moze biti zabune s Cliffordovom konjugacijom u tekstu, mi dosljedno koristimo
format italic za multivektore. Za transponiranu transformaciju od "produkta" transformacija vrijedi

FG(a)=GF(a),
(vidjeti literaturu). Transformacije sa svojstvom F = F su simetri¢ne. VaZne simetri¢ne transformacije

su FF i FF (pokatite to).
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Neka je | jediniéni pseudoskalar. Determinanta linearne transformacije je definirana kao
F(I)E | detF, detFeR.

Ova definicija potpuno u skladu s uobicajenom definicijom. Primijetite da ova relacija izgleda kao
relacija za svojstvenu vrijednost operatora. To je, u stvari, to¢no, pseudoskalar je invarijantni svojstveni
list (eigenblade), a determinanta je realna svojstvena vrijednost (eigenvalue). Primjer je 3D rotacija

R(j)=RiR" = jRR' = detR=RR' =1, j=¢,,

Sto smo ocekivali za rotore (kao i za matrice rotacije, ortogonalna transformacija). Jos jednom,
primijetite snagu formalizma: bez komponenata, bez matrica, jednostavnim manipulacijama, dobili
smo vazan rezultat. Pseudoskalar predstavlja orijentirani volumen, pa je linearna transformacija
pseudoskalara jednostavno svedena na mnoZenje realnim brojem. Determinanta transponirane
transformacije je

F(1)=1detF=
detF=F(1)17=(F(1)1™)=(IF(1)) = detF,

gdje smo iskoristili ¢injenicu da je determinanta realan broj, pa ima stupanj nula. Za kompoziciju
transformacija vrijedi

(FG)(1)=FG(1)=F(I1detG)=(detG)F(1)=1detFdetG,

Sto je poznato pravilo za determinante, ali sjetimo se koliko napora treba da se to dokaze u teoriji
matrica. Ovdje je dokaz gotovo trivijalan. Pocetniku treba dosta vremena da postane vjest s matricama,
a na kraju dobije alat s kojim ne moze efektno izaci na kraj ¢ak ni s rotacijama. To vrijeme je bolje
upotrijebiti da se nauce osnove geometrijske algebre i tako dobije mocan alat za mnoge grane
matematike. A geometrijska algebra je danas, zahvaljujuc¢i Grassmannu, Cliffordu, Artinu, Hestenesu,
Sobczyku, Baylisu i mnogim drugim pametnim i vrijednim ljudima (pogledajte detaljniju listu na kraju
teksta) postala dobro razvijena teorija, s primjenama u mnogim podrucjima matematike, fizike,
tehnike, biologije, proucavanja mozdanih funkcija, racunalne grafike, robotike, itd.

Pokazat ¢emo bez dokaza (Citatelj se moZe potruditi) nekoliko korisnih relacija. Za bivektore
vrijedi

B,-F(B,)=F(B,)B, .
Ovo moze biti proSireno na proizvoljne multivektore kao
(AF(8))=(F(A)B).
Definirajmo inverz linearne transformacije. Za multivektor M vrijedi
IM det F=F(1)M =F(IF(M)),

gdje smo iskoristili cinjenicu da unutarnji produkt sa pseudoskalarom moZiemo zamijeniti
geometrijskim produktom, naime, nema dodatnih stupnjeva u geometrijskom produktu (pokazite to).
Uzmemo li multivektor A= IM dobit ¢emo

Adet F=F(IF(17A)),

a sli¢na relacija moZe biti napisana za F. Slijedi
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F*(A)=IF(17A)(detF) ™,

FH(A)=IF(17A)(detF) ",

Zarotore u C3 vrijedi R (a) = RaR", pa primijenjeno na proizvoljni multivektor daje R(M ) =RMR'
i F_{(M ) =R'MR te koriste¢i det R=1

R'(M)=jR"j"MR=R'MR=R(M),

tj. inverz rotacije je jednak transponiranoj rotaciji. Ovo je u biti definicija svake ortogonalne
transformacije (transformacije s determinantom +1). Za lijepe primjere pogledajte [18].

Svojstveni vektori i svojstveni listovi

Koncept svojstvenih vrijednosti bi trebao biti poznat Citatelju. Ukratko, za operator (matricu)
m definiramo svojstvene vrijednosti 4, i svojstvene vektore V, kao

mv, =A4v,, A4 eC.

U geometrijskoj algebri kazemo da linearna transformacija (funkcija) ima svojstveni vektor € i
svojstvenu vrijednost 4 € R ako vrijedi

F(e)=1e,
Sto povladi
det(F—41)=0,
pa imamo polinomsku jednadzbu (sekularna jednadZba). Opcenito, sekularna jednadzba ima korijene
u kompleksnom polju, ali mi imamo algebru nad poljem realnih brojeva i nije poZeljno Siriti se u
kompleksno podrucje. Primjerice, kako interpretirati produkt \/—_1e1, koji nije element algebre.

Sre¢om, to nije potrebno u geometrijskoj algebri, jer moZemo pridati potpuno novo znacenje
kompleksnim rjesenjima. U tu svrhu uvodimo pojam svojstvenog lista (eigenblade). Naime, vektori su
elementi algebre stupnja 1, ali imamo stupnjeve 2, 3, ... u geometrijskoj algebri, koji nisu definirani u
obic¢noj teoriji vektorskih prostora. Zato je prirodno prosiriti definiciju svojstvenih vrijednosti druge

elemente algebre. Za list B, sa stupnjem r definiramo
F(Br)=/18r, AeR.

Zapravo, ve¢ smo vidjeli takve relacije, primjerice, za B, = | imamo svojstvenu vrijednost detF, zbog

F(l ) = | det F. Prema tome, pseudoskalari su svojstveni listovi linearnih transformacija. Kako bismo

bolje razumjeli pojam svojstvenog lista pogledajmo sljedeéi primjer (pogledajte [18]). Definirajmo
linearnu funkciju sa svojstvima

F(e)=e, F(e,)=-¢,

(prepoznajete rotaciju?) pa nije tesko naci rjeSenje koriste¢i matrice. Matrica transformacije je
0 -1
1 0)°
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sa svojstvenim vrijednostima *i, i=+/—1 i svojstvenim vektorima € tie, (iskoristite sekularnu

jednadzbu i pokazite ovo). U geometrijskoj algebri, za list €, A €, imamo (primijetite eleganciju)

F(e,ne,)= F(e)AF(e,) =6, A(-€)=¢ re,,

pa je list € A€, svojstveni list s (realnom) svojstvenom vrijedno3¢u 1. Na$ list je invarijanta
transformacije, ali to ve¢ znamo iz formalizma rotora! Nema potrebe za imaginarnom jedinicom,
imamo nas list. Primijetite da se vektori u ravnini definiranoj s €, A€, mijenjaju transformacijom,
jedini¢ni bivektor se ne mijenja. Vidimo jednostavnu matematiku i vazan rezultat. Standardnom
metodom, koristec¢i matrice, uopée nema listova. Zasto? Jednostavno, ne postoji geometrijski produkt.
Stoga, pokusajte nadi ovakve rezultate koristeéi matrice. Svi oni koji vole komentirati geometrijsku
algebru recenicama kao ,,Da, ali imaginarna jedinca u kvantnoj mehanici...“ bi trebali razmisliti dvaput
o ovom jednostavnom primjeru, pa ako dodu opet do zaklju¢ka kako ,to nema smisla...“, dakle, sto
re¢i? Razmislite opet. Ovo je pitanje nasSeg razumijevanja samog pojma broja. Vjerojatno su nas
Grassmann i Clifford usmijerili dobro i njihovo vrijeme tek dolazi.

Ako su vektori ortonormirane baze €, i €; svojstveni vektori linearne transformacije F, vrijedi
e Fle)=6-(1e;)=4¢ €.

Primijenite prethodnu relaciju na simetricne linearne transformacije i pokaZite da njihovi svojstveni
vektori s razlicitim svojstvenim vrijednostima moraju biti ortogonalni.
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Euklidska 3D geometrijska
algebra (CI3)

suma dva bivektora

Opcenito, multivektor u C/3 moZze biti zapisan kao
M=t+X+ jn+bj, tbeR, j=eexw,,

gdje za trodimenzionalne vektore ovdje koristimo bold format. Ve¢ smo vidjeli da jedinicni
pseudoskalar | komutira sa svim elementima algebre i ima kvadrat -1,to ga ¢&ini idealnom zamjenom
za imaginarnu jedinicu (postoji beskonac¢no “imaginarnih jedinica” u GA). Pseudoskalar s takvim
svojstvima se ponovo pojavljuje u ClI7, CI11, ... Ovdje éemo cesto koristiti veoma koristan oblik
multivektora:

M=Z+F, Z=t+bj, F=x+jn.

Element Z odigledno komutira sa svim elementima algebre (kazemo da pripada centru algebre). Ovo
svojstvo ga Cini kompleksnim skalarom. Kompleksni skalar se zaista ponasa kao kompleksni broj, Sto
¢emo vidjeti dalje u tekstu. To je razlog da pisemo Z € C, premda, ocigledno, moramo promijeniti
znacenje simbola C, tj. zamjenjujemo obi¢nu imaginarnu jedinicu pseudoskalarom. Element F je
kompleksni vektor, s realnim vektorima kao komponentama. Izbor oznake (F ), kao i za kompleksne
skalare, nije slu¢ajan, naime, izabran je zbog kompleksne prirode spoja elektri¢cnog i magnetskog polja
u C/3. Ovdje, kada kazemo “realan”, mislimo na realni skalar, ili 3D vektor, ili njihovu linearnu
kombinaciju. Kada realni element pomnoZimo pseudoskalarom | dobijemo imaginarni element,

stoga, suma realnogiimaginarnog elementa daje kompleksni element. Primjerice, X (vektor) je realan,
t + X (paravektor) je realan, t+ jn (spinor) je kompleksan, jn (bivektor) je imaginaran, F = X+ jn
(kompleksni vektor) je kompleksan, itd. Primijetite da multivektor moze biti zapisan kao

M =t+x+ jn+bj=t+x+ j(b+n),

stoga je kompleksan broj, s realnim komponentama (paravektori). Iskoristite involuciju (koju?) da
izdvojite realni (imaginarni) dio multivektora. StojesaZ i F?lli t+ jn?

Citatelju preporu¢amo da napi$e sve tri opisane involucije u ovom novom obliku . MoZete
koristiti i kompleksnu konjugaciju. Kao primjer pogledajmo Cliffordovu involuciju (tj. Cliffordovu
konjugaciju, glavnu involuciju) M =Z — F

(M +M)/2:Z E<M>S' (skalarni dio)
(M - M)/2= F E(M)V (vektorski dio).

Zbog komutativnosti kompleksnog skalara Z vrijedi
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MM =(Z+F)(Z-F)=2*-F*=(Z-F)(Z+F)=MM,
gdje je
Z? =t>—b*+2thj, F?=x*—-n*+j(xn+nx)=x—n*+2jx-n.
Ovdje imamo rezultat za zapamtiti: kvadrat kompleksnog vektora je kompleksni skalar. Ovo znaci da je
element MM kompleksni skalar. Moze se pokazati daje MM jedini element oblika MM (ovdje M

predstavlja bilo koju involucijuod M , MM obi&no navodimo kao kvadrat amplitude) koji zadovoljava
relaciju MM = MM e C.Imamo

(Z+F)(Z+F)=2Z+ZF +ZF +FF,
pa slijede dvije mogucnosti

Z=2, F=—F ili Z=-Z, F=F,
koje se razlikuju samo u ukupnom predznaku. Svaka involucija koja mijenja kompleksni vektor na drugi
nacin, mijenja (do na ukupan predznak) bivektorski ili vektorski dio, stoga vrijedi

FF =(x+ jn)(x—jn)=x+n*+ j(nx—xn)=x*+n’-2jxAn,

gdje smo dobili vanjski produkt realnih vektora koji ne moze biti poniSten, nema ga u izrazu
ZZ +ZF + ZF . Stoga mora biti M =M . Veé smo pokazali da vrijedi MM =MM , ali mozemo
pokazati da iz zahtjeva da amplituda (bilo koja) pripada centru algebre slijedi komutativnost, vrijedi

MM e C=M (MM )=(MM )M =M (MM )= M (MM —MM ) =0,

zbog asocijativnosti i distributivnosti. U nekom specijalnom slucaju izraz u zagradi ne mora biti nula jer
postoje djelitelji nule u algebri, ali mi trazimo opcenitu komutativnost, prema tome mora biti nula.

Skalar MM &esto nazivamo amplitudom multivektora, iako je to zapravo kvadrat amplitude, ali to ne
bi trebalo stvarati konfuziju).

Koriste¢i MA mozemo definirati inverz multivektora, ako je MM =0:
M™*=M/MM.
Kako bi nadli 1/ MM koristimo tehnike kompleksnih brojeva
1 (mMm )*

MM MM (MM )"

gdje * znaci kompleksnu konjugaciju, odnosno j — — | . Tehnika je ista, ali je interpretacija drugadija,
naime, pseudoskalarj je orijentirani jedini¢ni volumen, ima intuitivhu geometrijsku interpretaciju.

Primjer: 1/ (1+ j)? Vrijedi 1/ (1+i)=(1-1)/2 = 1/(1+j)=(1-j)/2.
Naravno, ovaj ,trik” je opravdan

1 1-j 1

I+j (1+j)@a-ij) 2

Vidjet ¢éemo da ovaj postupak nije dovoljan da nademo sva moguca rjeSenja u geometrijskoj algebri,
primjerice, rjeSenja za korijen od kompleksnog broja mogu biti proSirena na kompleksne vektore.

’

Jednostavan primjer je \/i =€.

Vazan pojam je dual od multivektora M definiran kao M~ = —jM
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(nemojmo pomijesati s kompleksnom konjugacijom *). Primijetite da operacija dual prevodi realni
skalar u pseudoskalar, vektor u bivector (i obrnuto). Ve¢ smo spomenuli da je element jn  bivektor.

Sugeriramo Citatelju da raspiSe jN u ortonormiranoj bazi i interpretira dobiveno. Takoder, uzmite dva

vektora u ortonormiranoj bazi i napravite njihov vanjski produkt. Zatim nadite dual od rezultantnog
bivektora da ste dobili vektorski produkt vasih vektora. Proizlazi za vektorski produkt

XXY=—]XAY,

ali ovu relaciju moZemo

koristit samo u 3D, iako je

element na desnoj strani

- disk predstavlja definiran u svakoj dimenziji.
orijentirani
bivektor

- transparentna
sfera predstavlja
pseudoskalar,
orijentacija je
dana bojom

multivektor u 3D:

Iz opéenitog oblika multivektora u CI3
M=t+x+jn+bj=Z+F

da je u bitnom odreden s dva realna broja (t, b ) dva vektora ( X, n). Bivektori su obi¢no predstavljeni

orijentiranim diskovima, dok pseudoskalar moZze biti predstavljen sferom s dvije moguée boje koje daju
orijentaciju, pa mozemo zamisliti jednostavnu sliku koja predstavlja multivektor (p. 10). To moZe puno
pomodi. Slika p. 10 je napravljena u programu Mathematica. Citatelju, osim maste, svakako
preporuc¢amo program GAViewer.

Pogledajmo svojstva kompleksnog skalara F? :xz—n2+2jx-n. Posebice, za okomite

vektore (X-N=0)imamo F?e®R,a vrijednosti -1, 0 i 1 su od posebnog interesa.

Prisjetimo se daje jn bivektor koji definira ravninu okomitu na vektor N, stoga,za X-N=0
vektor X pripada toj ravnini. Ovo je Cesto koriStena situacija (primjerice, kompleksni vektor
elektromagnetskog polja u vakuumu), pa je vazno modi zamisliti jasnu sliku. Primijetite da je u ovom
slu¢aju realna vrijednost F? = x* —n? odredena duljinama vektora X i N. Na sljedecoj slici mozete
vidjeti opisanu situaciju. Ne postoji poseban naziv za ovu vrstu kompleksnog vektora u literaturi
(vjerojatno?), pa predlazemo naziv zvrk (whirl, skraéeno od whirligig).

41



x-n=0 L, Zvrk Nilpotenti i dualni brojevi

Jn 1) F2=0
Ovo znadi da je takav kompleksni vektor nilpotent. Nadimo
op¢i oblik nilpotenta u CI3 (podsjetimo, F2 € C):
(Z+F) =Z2?+2ZF +F*=0=
Z=0=F?=0=x=n, x-n=0,
(iskljugili smo trivijalni sluéaj F =0). Primijetite da éesto koristimo oblik Z +F za izvlaenje
zakljuéaka , sto nije slu¢ajno. Dobra je praksa izbjegavati navike nekih autora da ucestalo izrazavaju

multivektore pomoéu komponenata, sto cini formule nepreglednim. Ovdje je fokus na strukturi
multivektora, a ta struktura reflektira geometrijska svojstva.

Jednostavan primjer nilpotenta je € + je, (provjerite). Funkcije s nilpotentom kao
argumentom je lako nadi koristeci razvoj u red, gotovo svi ¢lanovi jednostavno nestaju. Primjerice, iz
N2 =0 slijedi " =1+ N (vidjeti dalje u tekstu).

Nilpotenti su dobrodosli u fizici, primjerice, elektromagnetski val u vakuumu je nilpotent u C/3
formulaciji, polje je kompleksni vektor F =E+ jB, E=B, c=1, gdje su E i B vektori
elektricnog i magnetskog polja. MoZemo definirati smjer nilpotenta N =X+ jn  kao

A~

K=—jRAA=XxA, X*=A*=1, paimamo
KN=-NKk=N, (1+12)N ~2N.

Sve ovo nije tesko dokazati ukoliko se prisjetimo da vrijedi X L N= XAN=XN,

X=X/X, X=N. Postoje mnoge druge zanimljive relacije (pogledajte literaturu). Ove relacije
imaju direktne primjene, primjerice u elektromagnetizmu .

Komentirajmo sada moguénost definiranja dualnih brojeva. Za nilpotent N = X+ jn imamo
X=n, X-n=0, pa definirajmo ,jedini¢ni nilpotent” (nilpotenti imaju MA nula)
e=N/x=x+jn, &=0.
Sada definirajmo dualne brojeve kao @ + fe, «, S € R . Zbrajanje ovih je slicno onom za kompleksne
brojeve, dok za mnoZenje vrijedi

(al + ﬁls)(az +ﬁ28) =aa, +(a1ﬂ2 +a2ﬂ1)8 ’

paza af, +a,B =0 dobijemo realan broj. Za «, =0, a, =0 je produkt nula, Sto razlikuje dualne i
kompleksne brojeve. Za dualni broj Z = OH-,BE definiramo konjugaciju Z = 0!—,38 (primijetite,
ovo je opet Cliffordova involucija), slijedi

77 =(a+ Be)(a-Be)=a’,

pa je modul dualnog broja |Z| = o (moZe biti negativan). Primijetite da nema ovisnostio f.Za o #0
imamo polarnu formu

z=a+pfe=a(l+pe), p=pla,

gdje je ¢ argument dualnog broja. Provjerite relacije
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(1+ge)(1-pe)=1 i (1+¢e)’ =(1+nge), neN.

za polinome vrijedi (provjerite)

P(a+Be)=p,+p(a+pfe)+..+p,(a+Pe) =
P(a)+ﬁP'(a)g,

gdje je P’ prva derivacija polinoma. Ovo moZe biti prosireno na analiti¢ke funkcije (vidjeti dalje u
tekstu), ili za izvodenje automatskog deriviranja. Dijeljenje dualnim brojem je definirano kao

a+pfe _ (a+pe)(r—oe) _ (OHIBS)(V_&), y#0.

y+6e  (y+06¢)(r—3e) y?

Posebice,
1 _ 1-pe
1+pe  (1+pe)(1-pe)

[ L j ~(1-¢¢) =1-nge,

1+ e

=1l-pe=

pa vidimo da vrijedi Moivreova formula
"=a" (1+(/)£)n =a"(1+ n(ps), nez.

Dualni brojevi mogu biti koristeni u fizici, primjerice, definirajmo specijalni dualni broj
(,dogadaj“) 1+ X&, gdje su uvedene koordinate vremena i polozaja te vlastitu brzinu (,boost”) kao
U=1+vVe, Ul =1.1znos brzine V je argument dualnog broja, V= X/t =¢@. Slijedi

(t+xe)u=(t+xe)(1+ve)=t+(x+vt)e=t'+Xe,

$to znadi t'=t, X'=X+Vt, pa smo dobili Galileijeve transformacije. Pravilo zbrajanja brzina slijedi
odmah

U=1+Ve=Ul, = (1+Vv,e)(1+V,e) =1+ (v, +V, ) e =
V=V, +V,.

Ovdje imamo problem, naime, vektor brzine nije dobro definiran, nemamo orijentaciju, ali uz smjer
nilpotenta moZemo definirati vektor brzine kao V =— jve . Sada vlastita brzina postaje U=1- jve,

ull =1. Za , dogadaj“ sada koristimo t — JX& . Iz ovog slijedi
(t—jxe)(1- jve)=t—j(x+vt)e=t'— jxe,
pa smo opet dobili Galileijeve transformacije.

Tako, uz Lorentzove transformacije (hiperbolni brojevi, vektori i kompleksni vektori, vidjeti
dalje u tekstu) i rotore (kompleksni brojevi, bivektori), i Galileijeve transformacije (dualni brojevi,

nilpotenti) takoder imaju mjesto u geometriji prostora R3. Buduéi da je sve ovo dio vece strukture
(C3), moze se doci na ideju da Galileijeve transformacije nisu samo aproksimacija Lorentzovih
transformacija za male brzine, veé da imaju neki dublji fizikalni smisao, neovisan o brzini. Ali takva ideja
je potaknuta specijalnim izborom komponenata dualnog broja (x, t). Dualni brojevi kao t + x& bi mogli
biti korisni ne-relativistickoj fizici, ali svakako nisu u suglasnosti sa specijalnom teorijom relativnosti. U
poglavlju o specijalnoj relativnosti je pokazano da Galileijeve transformacije (uz rotacije i Lorentzove
transformacije) proizlaze iz jednostavne pretpostavke o simetriji naseg svijeta (homogenost i
izotropnost). Ako postoji dublja fizika iza ovog formalizma onda to sigurno ne ukljucuje eksplicitno
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prostorno-vremenske dogadaje. Ali Sto ako izaberemo drugacije? Primjerice, tipi¢an nilpotent je
elektromagnetski val u vakuumu. Ako definiramo ¢=E =B i ¢ = (E + jB) | ¢ mogli bismo proucavati

dualne brojeve kao ¥ +¢¢, y € R, ali se pojavljuje pitanje: kako interpretirati i ? Prema strukturi

izraza to bi mogla biti neka vrsta skalarnog polja, ali onda dolazi drugo pitanje: sto je argument ovakvog
dualnog broja, omjer vektora polja (kompleksni vektor) i skalarnog polja bi trebala biti "brzina"? U redu,
ovdje se zaustavljamo.

Idempotenti i hiperbolna struktura

2) F?=1

Za F?=x*-n*>=1 mozemo naéi opéi oblik koriste¢i relaciju cosh?¢p—sinh’® @ =1, pa
opéenitoimamo F = f =ncoshg+ jmsinhg, n®=m?=1 nL1m,gdjeje f jedini¢ni kompleksni
vektor. Primjer: f =e cosh¢+ je,sinh g . Takav kompleksni vektor moZzemo dobiti koristeci \/F—Z,

provjerite da multivektor f =F /VF? ima trajena svojstva. Provjerite da p=(1+ f)/2:>

p2 = P, paimamo idempotent.
Teorem 1. Svi idempotenti u C/3 imaju oblik p = (1+ f )/2.

Dokaz:
(Z+F)2=ZZ+ZZF+F2=Z+F —=7=1/2=F?=1/4=F=f/2.

Primijetite opet "Z, F " formu. Opdi oblik idempotenta je sada
p=(1+ncoshg+ jmsinhp)/2, n*=m’=1 nim.
Idempotente kao (1+ n)/ 2, Nn*=1(n je jedini¢ni vektor) nazivamo prostim.

Teorem 2: Svaki idempotent u C/3 mozZe biti izraZzen kao suma prostog idempotenta i nilpotenta.

Dokaz:
Za prosti idempotent p = (1+ n)/2 i nilpotent N vrijedi
(p+N)2 =p+pN+Np=p+N+(nN+Nn)/2,

pa vidimo da je tvrdnja toéna za NN +Nn=0, $to znadi da vektor N mora anti-komutirati s
vektorima koji definiraju N, tj. mora biti okomit na njih, odnosno paralelan vektoru smjera nilpotenta:

A ==2K. Teorem je dokazan i imamo uvjete za nilpotent.

Primjer: p:(1+e1)/2, N =(e2+je3)/2, I2=ez><e3=el.
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Spektralna dekompozicija i funkcije multivektora

Definirajmo U, = (li f)/2, f? =1, sa svojstvima

— — - -0 W=u T =
u+u =1 u-u=*Ffuu =uu =0,ul=u,U =u_.

Primijetite da idempotenti U, ne Cine bazu u C/3 (o spektralnim bazama pogledajte [33]) te da bismo
trebali pisati f=7f(M) i u,=u,(M), ali neéemo to raditi. MoZemo opéenito multivektor sa
svojstvom F 220 izraziti kao

M=Z+F=Z+F*f =Z+Z7Z,f, f2=1,
pa ako definiramo kompleksne skalare M, =Z +Z  dobijemo oblik
M=Mu +Mu.

Kazemo da imamo spektralnu dekompoziciju multivektora. Spektralna dekompozicija nam daje
magi¢nu moguénost

MZ=(M.u, +Mu )’ =M2u, +M?2_,

Sto odmah mozemo poopciti na sve prirodne brojeve u eksponentu, ali i na negativne cijele brojeve
ako postoji inverz multivektora. DokaZite da u spektralnoj bazi vrijedi MM =M M .

Za analiticke funkcije moZemo iskoristiti razvoj u red da dobijemo

f(M)=f(M,)u, +f(M )u.
Podsjetimo, da nademo f(Mi) koristimo teoriju kompleksnih brojeva, zamijenimo j — i :\/——1,

nademo Zeljenu funkciju i vratimo i — j.Za multivektore M = F =+/F* f vrijedi
M, =" = £ (M) = F(VF Ju + 1 (—VF Ju.

Za parne funkcije vrijedi

f(F)= 1 (VF7)(u, +u) = F(VF7)ec,
f(F):f(\/;)(m—uf)z f(\/F_Z)f.

Multivektori oblika M =z + F, F2=N?=0 nemaju spektralnu dekompoziciju, ali koristedi

d Za neparne

M"=(z+N)" =z"+nz""'N,
dobijemo
df (z)
dz

f(z+N)="f(z)+ N .

Pogledajmo neke specijalne slucajeve
f(u,)=f(x)u,,
f(f)="f(u-u)="fQ)u +f(-1u,
f(—if)="f(—ju.+ju)="Ff(=j)u +f(j)u.
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Za inverznu funkciju vrijedi
fHy)=x=>f(X)=y=>f(x.)=y. =>x =f7(y,).
Za MM =0 ( light-like multivektor) vrijedi
M =z++F f=z+z. f, - F2=0=(zz; )(z+2; ),
pa imamo dvije moguénosti:
1) z=2z=>M,=2z., M_=0= f(M)=f(2z;)u,,
2) z=-2. =>M, =0, M_=-2z. = f(M)=f(-2z; )u_.

Pogledajmo neke primjere elementarnih funkcija.
Inverz multivektora ( MM = 0) nije tesko nadi

a 1 M,u +M_u, Mu+Mu, u u
M™ = = = =—4
M.u,+Mu  (Mu, +M_u)(Mu +M_u,) M. M_ M, M

odnosno

M™" = ! -4 + = , heN.

(Mu, +Mu)™ (M) (M)

Za kvadratni korijen dobijemo (pogledajte [13] za drugacdiji oblik)

WM =S=Su +Su =>M=Mu +Mu =(S,)u +(S ) u =S, =t/M,,

ili
M#" =S =5, =(M,)"", neN.

Je ==(i+e) /2]

Primjer:

Eksponencijalna funkcija ima oblik
e" =eMu, +eMu_,
pa logaritamsku funkciju dobijemo kao

logM =X =e* =M =M,u, +M_u_=exp(X, )u, +exp(X_)u_= X, =logM, .
Uz definiciju | =F /|F| =—jf, 1?=-1, logaritamska funkcija ima oblik (Chappell)
logM =log|M|+¢l, g=arctan(|F|/Z),
ali mozemo pokazati da su ova dva oblika ekvivalentna:

_log(M,)+log(M_) log(M,)-log(M ) . _

log(M_)u, +log(M )u
g(M,)u, +log(M_)u. 5 .
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log|M|— jl Iog[\/{l—j(F/zﬂ/{lﬂ(F/zm =log|M|+ I arctan OF‘/ZJ =log|M|+el.
Primjeri:
e, " =X =e, loge, =log X, (u, =(1te;)/2), gu, ==u,,

e, =u, —u_=loge, =u, logl+u_log(-1)= jzu. =

e, loge, =—jzu_ = X =exp(—jru_)=exp(—jz)u_=-u_.
Ostavljamo Citatelju da istrazuje mogucnosti te da nade izraze za trigonometrijske funkcije.

Pogledajmo primjer polinomske jednadzbe
M?+1=0,
gdje su rjeSenja svi multivektori ciji kvadrat je -1. Mozemo pokusati
(Z+F) +1=0=Z?+2ZF +F?+1=0=Z =0=>F? =1,

pa znamo opce rjeSenje (pogledajte sljedeée poglavlje). Koristedi spektralnu dekompoziciju imamo

M?+1=(Mu, +Mu ) +u, +u =(M2+1)u, +(M?+1)u_=0=

M2+1=0, M2+1=0,
pa smo dobili dvije jednadibe s kompleksnim brojevima. Ovo je bila samo mala demonstracija

mogucnosti, ali Citatelj moze provesti kompletan racun.

Vec smo naglasili da C/3 ima kompleksnu i hiperbolnu strukturu, kompleksnu zbog j idrugih

elemenata koji kvadrirani daju -1, a hiperbolnu zbog elemenata koji kvadrirani daju 1, primjerice,
jedinicni vektori su hiperbolni. Imamo takoder dualne brojeve (koristeéi nilpotente). Moguce je
efikasno formulirati specijalnu teoriju relativnosti koristeci hiperbolne (double, split-complex) brojeve,
pa ne bi trebalo biti iznenadenje ako se pokaze da je specijalnu teoriju relativnosti moguée formulirati
u CI3 (vidjeti dalje u tekstu). Jedini¢ni kompleksni vektor f najopcenitiji element algebre sa svojstvima

hiperbolne jedinice. Za dva multivektora koji imaju isti jedini¢ni kompleksni vektor f (isti,smjer”)
M,=z+z.f i M,=2,+7,.f,
definiramo kvadrati¢nu udaljenost multivektora kao
MM, =(z, -2, F)(z,+ 2, f) =22, - 2,: 2, +(2,2,- —2,2,¢ ) F =h +h, T,
gdje su hi i ho hiperbolni unutarnji i hiperbolni vanjski produkt. Za M, =M, =M imamo kvadrati¢nu

amplitudu multivektora. Za h, =0 kazemo da su multivektori h-paralelni, dok suza h =0 h-okomiti.

Lema: Nekaje MM, =0 za M, #0 i M, #0.Tadaje M;M, #0 iobrnuto.

MM, =(Mpu, +M_u_)(M,.u, +M, u)=M, M, u, +M,_M, u_,

1+ 2+7+
MM, =(M_u_+M,_u, )(M,u, +M, u )=M,_M, u, +M M, u_,
pa je M/ M, =0 ili M /M, =0, S$to zna¢i da je M, =0 && M, =0 ili

M, =0 && M,, =0, ali oba slu¢aja daju M;M, # 0. Obrnuta tvrdnja se sli¢no dokazuje.
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Sto je V-17?

3) F?=-1

Opcenito, ovu vrstu kompleksnog vektora mozemo dobiti pomocu \N-F% = JFF = |F|, gdje
=—jf, 17 =-1.0pc¢ioblik je

imamo |1 =F /|F

| =nsinhg+ jmcoshgp, n=m’=1 nlm.

Primijetite da imamo netrivijalno rjeSenje za \/—_1 Potrazimo sva moguda rjesenja za \/_ =4c+jd,
pa moramo rijesiti jednadzbu M 2=7.Jedno rieSenje je obiéni korijen kompleksnog broja (za F =0
), ali opéenitije
(Z+F) =2=27%+2ZF +F?=2=Z2=0=>F =z =v+ jw,
paje
Je+jd =v+ jw=c+jd =v —-w +2jv-w,

ic=v?—w’, d=2v-w.Zanimljivo, kvadratni korijen kompleksnog broja je kompleksni vektor (a to

smo ocekivali jer je kvadrat kompleksnog vektora kompleksni skalar). Citatelju preporu¢amo da istrazi
razlicite mogucénosti.

Trigonometrijski oblik multivektora

Podsjetimo da smo za F? =0 definirali dualne brojeve Z=a + B¢, =0, a, feN te
da smo za a # 0 nasli polarnu formu
z=a+pe=a(l+¢e), ¢p=pla,

gdje je @ argument dualnog broja.

Elemente f i | moZemo iskoristiti da definiramo trigonometrijske oblike opéenitih

multivektora. Kako bismo iskoristili prednosti teorije kompleksnih brojeva posluZit éemo se elementom
| . Definirajmo argument multivektora kao
[F|

@ =argM =arctan (?j .

M|=vVMM,

Sada vrijedi (uz uvjete postojanja),

COSgo:i , singo:ﬂ,
M M

Sto daje

M =Z+F =|M|(cosg+ I sing).
Zbog 1° = —1 vrijedi poop¢ena Moivreova formula

M" =|M["[cos(ng)+ I'sin(ng)].
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Primijetite da imamo oblik kao za kompleksne brojeve, ali postoji bitna razlika: element | ima jasno
geometrijsko znacenje, sadrzi svojstva koja su odredena vektorima koji definiraju vektorski dio

multivektora. Koriste¢i F = I|F| te razvoj u red dobijemo

eM =e?*F —e?ef =¢? (cos|F|+ I sin|F

)

§to je mogucde zbog komutativnosti kompleksnog skalara Z . Slu¢aj F? =0 smo diskutirali ranije.
Postoji zanimljiv ¢lanak gdje su funkcije multivektora definirane polazeci od svojstva kompleksnog
vektora | ([13]).

Kako bi iskoristili prednosti teorije hiperbolnih brojeva iskoristit cemo f :

z _
M :Z+F:Z+sz:p(5+—ffj=p(coshgp+ fsinhg), p=JMM =z?-2} .
p P

Za MM =0 ne postoji polarna forma (light-like multivektori), ali onda vrijedi M =Z(1i f).
Definirajmo ,brzinu“ 9 = tanh ¢, odmabh slijedi

M :p(cosh @+ fsinh go) :p7(1+9f ), yr=\1-9.

Definiramo li vlastitu brzinu U = 7/(1+ gf ), ut =1, slijedi ,pravilo zbrajanja brzina“ kao

17,1+ 1)1+ 9, F)=py, (1+ 9%+ (4 + ) f)=

17,1+ 99%)(1+ f(4+ %)/ (1+ 99,))=

V=77 (1+9192), 3:(191 +92)/(1+9132),
$to su formule specijalne teorije relativnosti. Vlastita brzina u ,sustavu mirovanja“ $=0 je u, =1,
pa moZemo transformirati u novi ,sustav referencije“ Ujyu=U, ili, kao u ranijem primjeru
UoU U, =U,U,. Ove formule predstavljaju geometrijske odnose i opcenitije su od onih u specijalnoj

teoriji relativnosti, naime, za STR obi¢no trebamo samo realni dio multivektora (paravektori,
pogledajte sljedece poglavlje), ovdje imamo i bivektore.

Koristeéi spektralnu dekompoziciju dobijemo
M = py(1+3f)=k,u, +ku =k, = py(1+9)= pK*,
gdje je (ovdje koristimo In x =log, x)
K= (1+ 9)/(1—8), p=InK,
poopceni Bondijev faktor. Odavde slijedi
(K, +u_ /K (Kou, +u_/ K, ) =K Ku, +u_/(KK,) = K=KK,,
tocno kao u specijalnoj teoriji relativnosti, analog pravilu zbrajanja brzina.

Jasno je vidljivo kako nam je geometrijski produkt dao moguénost da "relativisticke" formule
dobijemo bez koristenja prostora Minkowskog. Da je Einstein samo znao...

49



Specijalna teorija relativnosti

Citatelj bi mogao iskoristiti prethodno poglavlje i multivektore oblika t+ X (paravektori) te
tako odmah dobiti sve potrebne formule. Ipak, imamo ponesto za komentirati.

Specijalna teorija relativnosti (STR), u svojoj klasi¢noj formi, je teorija transformacija
koordinata, a posebno vazan je pojam brzine. Geometrijska algebra ne ovisi bitno o koordinatama, $to
daje mogucnost razmatranja opéih geometrijskih odnosa, a ne prvenstveno odnosa medu
koordinatama, Sto je svakako pozZeljno jer fizikalni procesi ne ovise o izabranim koordinatnim sustavima
u kojima mogu biti formulirani. Nazalost, mnogi autori koji koriste geometrijsku algebru ne mogu
odoljeti koristenju koordinata, a to Cini formule netransparentnim i zamagljuje geometrijski sadrzaj.
Tesko se rijesiti starih navika. Postoje mnogi tekstovi i komentari o STR-u, postoje i mnogi oponenti,
koji ¢esto samo pokazuju nedostatak razumijevanja teorije. Tako, primjerice, ¢esto govore da je
Einstein "pisao besmislice" jer je u formulama koristio “brzinu fotona” kao C i kao C*xV, ne
razumijevajuci jednostavnu cinjenicu da je iznos brzine fotona jednak ¢ u svakom inercijalnom
sustavu, ali ako Zelimo nadi vrijeme potrebno fotonu da dostigne zid vagona koji bjezi od njega
(gledano iz sustava tracnica, collision time ) moramo koristiti C+V. Zasto? Jer je to relativna brzina
fotona i zida vagona u sustavu tracnica. Brzina fotona i brzina zida su obje mjerene u istom referentnom
sustavu, pa se zbrajaju jednostavno, bez relativistiCkog pravila zbrajanja brzina. Brzina fotona je i u
ovom sustavu C, dok C+V nije niti brzina fotona niti brzina zida. Sasvim je drugacije ako se u vagonu
giba ¢ovjek brzinom U, relativho u odnosu na vlak. Brzina ¢ovjeka mjerena u sustavu tracnica je tada

(V+u)/(1+ uv/cz), gdje je V brzina vlaka u odnosu na traénice. Prema tome, relativisti¢ko pravilo

zbrajanja brzina koristimo kada su brzine mjerene u razli¢itim inercijalnim sustavima. Veli¢éine mjerene
u jednom te istom sustavu ne mozemo transformirati, pa nema niti formula koje proizlaze iz takvih
transformacija (ovdje su to Lorentzove transformacije).

Prije nego nastavimo, moglo bi biti korisno rascistiti nekoliko pojmova. Kada kazemo da zakoni
fizike moraju biti kovarijantni, mislimo da u razli¢itim referentnim sustavima imaju istu formu,
primjerice, formula A= B prelazi transformacijom u A" = B’ (svi inercijalni sustavi su ravnopravni).
Fizicka veli¢ina je konstanta ako uopce ne ovisi o koordinatama, primjerice, broj 3, ili naboj elektrona.
Iznos brzine svjetlosti nije konstanta u tom smislu, ona je invarijanta, Sto znaci da opcenito ovisi o

koordinatama (C = |dl’ / dt| ), aliimaistu vrijednost u svakom inercijalnom referentnom sustavu. Iznos

brzine svjetlosti je konstanta prirode u smislu da je grani¢na brzina, ali u odnosu na Lorentzove
transformacije je invarijanta.

Postoji joS jedna raSirena predrasuda o postulatima specijalne teorije relativnosti. Neka je
postulat o kovarijantnosti prvi a postulat o invarijantnosti iznosa brzine svjetlosti drugi. Iz prvog
postulata imamo, primjerice, v=dx/dt i V'=dx'/dt’. Drugi postulat je uglavhom motiviran
Maxwellovom elektromagnetskom teorijom, koja predvida invarijantnost iznosa brzine svjetlosti u
inercijalnim referentnim sustavima. Medutim, trebamo samo prvi postulat da izvedemo Lorentzove
transformacije (LT) (nije tesko pronaci reference, pa preporu¢amo da se to ucini, pogledajte [26]).
Jednom kada dobijemo LT odmabh slijedi postojanje maksimalne brzine (Vg ), koja je invarijantna. Ovo

znadi da ne trebamo drugi postulat kako bismo imali maksimalnu brzinu u teoriji. Prema tome, u
relativistickim formulama bismo mogli koristiti V, umjesto c. Einstein je jednostavno pretpostavio da
vrijedi vy =C, oslanjajuci se uglavnom na Maxwellovu teoriju. Stovi$e, postojanje grani¢ne ne znaci da

mora postojati i objekt koji se giba tom brzinom . Mi mislimo da je svjetlost takav objekt. Ali bismo
mogli i zamisliti da je grani¢na brzina za 1 mm/s veca od c . Koji eksperiment bi mogao pokazati razliku?
Medutim, ako bi bilo tako, foton bi imao masu, iako nezamislivo malu. Mogli bismo tada zamisliti
inercijalni sustav koji se giba zajedno s fotonom, pa bi foton u tom sustavu mirovao. Kako je svjetlost
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takoder val, vidjeli bismo val koji se ne giba. Faza vala bi bila konstantna za nas (primjerice, maksimum
vala), pa ne bismo vidjeli niti oscilacije, a bez promjena elektricnog polja u vremenu nema niti
magnetskog polja. Preostalo bi samo elektrostatsko polje, ali ne postoji raspodjela naboja koja bi ga
stvorila (Einstein). | tako, umjesto mogudeg v, koristimo ¢, ali to i dalje ne znaci da je postulat o brzini

svjetlosti neophodan. Ve¢ smo vidjeli da formule specijalne teorije relativnosti proizlaze iz geometrije
3D euklidskog prostora. Prvi postulat je svakako prirodan i tipi¢an za Einsteina, koji je medu prvima
naglasavao vaznost simetrija u fizici, a ovo je svakako pitanje simetrije. Istina, nesto je lakSe napraviti
uvod u STR koristeci i drugi postulat, kako je uradeno u vecini udzbenika, ali studenti onda dobiju
osjecaj da je teoriju nemoguce formulirati bez drugog postulata. Spomenimo da postoje zaista brojni
testovi koji potvrduju STR, a niti jedan (koliko je autoru poznato) koji bi je opovrgao, iako se mnogi
trude prikazati stvari drugacije, ¢ak smisljaju price o "relativistickoj uroti". Naglasimo dvije vazne
¢injenice. Prvo, kvantna elektrodinamika (QED) je duboko bazirana na STR, a poznato je da se
predvidanja QED neobiéno dobro slazu s pokusima. Drugo, imamo moguénost gotovo svaki promatrati
Sto se dogada na brzinama usporedivim s brzinom svjetlosti, naime, imamo ubrzavace Cestica. Oni su
gradeni pomocu formula STR-a , pa je zaista teSko zamisliti da bi bili upotrebljivi ako STR ne bi bila
valjana.

Prodiskutirajmo pitanje izvodenja Lorentzovih transformacija. Obi¢no je u tekstovima
inercijalni sustav definiran kao “ne-ubrzani sustav”, ali ovo podrazumijeva samo homogenost, u skladu
s prvim Newtonovim zakonom, ne svim Newtonovim zakonima, kako to autori tvrde. Kako bismo
ukljucili tre¢i Newtonov zakon moramo uvesti pojam izotropnosti (inercije). Zato? Promotrimo dva
protona u mirovanju i dozvolimo im da se slobodno gibaju. Ocekujemo da ¢e se protoni gibati u
suprotnim smjerovima zbog odbojne sile, ali ocekujemo i da ¢e oba protona imati toc¢no ista
kinematicka svojstva. Svi smjerovi u prostoru su jednaki. Bez toga ne bismo imali tre¢i Newtonov zakon.
Izotropnost je direktno povezana s mogucéno$éu da sinkroniziramo satove. Takoder je prirodno
ocekivati da svjetlost ima istu brzinu u svim smjerovima (iako to ovdje nije vazno za izvod, satove
mozemo sinkronizirati i pomocu nasih protona). Sada imamo inercijalni koordinatni sustav (IKS) s
ukljucenom homogenosc¢u i izotropnos¢u (inercije). Klasu svih inercijalnih koordinatnih sustava
(rotiranih, translatiranih) koji se ne gibaju u odnosu na neki IKS nazivamo inercijski sustav referencije
(ISR). Sad, uz uklju¢enu homogenost i izotropnost ne trebamo postulat o brzini svjetlosti, simetrije su
dovoljne da dobijemo Lorentzove transformacije. Time svjetlost gubi centralnu ulogu u teoriji.

Pokazimo kako to mozemo izvesti. Zbog linearnosti transformacija ocekujemo ih u obliku (Vv je
relativna brzina izmedu sustava, mjerena u jednom od sustava)

X'= Ax+ Bt t'=Cx+Dt.
Za X' =const imamo dx' =0, $to zna¢i B =—VA. Inverzne transformacije su
o Dx' - Bt' t:—Cx'+ At’ ’
AD-BC AD-BC

paiz X=const dobijemo B =-VD ,odnosno D = A. Uvedemo li veli¢ine

2_
0=~AD-BC, A=Alk, K=Ll

viA?
slijede transformacije u obliku
X' =84 (x—vt) t'=0A(t—xvx) ,
x:g(x#vt') t=%(t'+K‘VX').

Zamjenom Vv s —V transformacije bi trebale biti zamijenjene (zbog izotropnosti) otkud slijedi 6 =1
(primijetite da to znaci da su transformacije ortogonalne). Sada imamo
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X' =A(x—vt) t'=A(t—xvx),
X=A(X' +vt') t=A(t'+xvX).

A=1/1-xV?,

dobijemo opcenite transformacije u obliku
. X-ut t— t —xvXx
V1- KV V1- kv

Citatelja upuéujemo da pokaze (koristedi tri IKS) da je K‘(V) =Const . Koriste¢i odgovarajuce fizicke

! !

X

jedinice dobijemo tri moguénosti za x: -1, 0, 1. Izgleda poznato?

Za x = —1imamo Ciste rotacije u (X,t) ravnini, za kut arctg (V) .Za k¥ =0 imamo Galileijeve

transformacije. Za x =1imamo Lorentzove transformacije. Pokusi u fizici nas uce da trebamo odabrati
x =1, ali uodite da je Galileijeva relativnost sasvim valjana teorija relativnosti, sve ovo je posljedica
nase definicije za ICS. Direktna posljedica Lorentzovih transformacija je postojanje maksimalne brzine,
ali o tome smo veé govorili.

Podsjetimo da smo vec vidjeli brojeve -1, 0, 1 ovdje u tekstu, diskutirali smo kompleksne
brojeve (rotacije), dualne brojeve i hiperbolne brojeve, dobivene iz multivektora u C/3.

Paravektori u CI3, kao t+ X (multivektor sa stupnjevima 0 i 1), nakon kvadriranja opet daju
paravektor (provjerite), stoga modul paravektora treba definirati drugacije. Za kompleksne i
hiperbolne brojeve (kao i kvaternione) smo imali slicnu poteskocu, pa koristimo konjugacije. Za
paravektore ne trebamo nikakvu ad hoc konjugaciju jer ve¢ imamo Cliffordovu konjugaciju, pa tako
definiramo

PP =(t+x)(t—x)=t"—x* e R,

Sto je tocno forma invarijantnog intervala potrebnog u specijalnoj teoriji relativnosti. Podsjetimo da je
Cliffordova konjugacija kombinacije involucije stupnjeva i reverz involucije, pa to moZemo pokusati
interpretirati geometrijski u R?, naime, involucija stupnjeva podrazumijeva inverziju prostora, dok
smo za reverz involuciju vidjeli da je povezana s Cinjenicom da su Paulijeve matrice hermitske matrice.

Da bude potpuno jasno, za paravektor p=a+ e, s ef =1 imamo prirodnu ,hiperbolnu
jedinicu”. Slijedi
2 2 2 2
p’=(a+pe) =a’+f°+afe,
pa smo dobili opet paravektor, s istim smjerom vektorskog dijela, ali
_ 2 2
pp=(a+pe)(a—pe)=a’-f°R.

Primijetite da uz Cliffordovu involuciju nema potrebe za negativhom signaturom (Minkowski). Prema

formulaciji STR-a koju je dao Minkowski moZzemo definirati jedinicni vektor ,u smjeru vremena“
2

3 =—

- e§ =1 i tri prostorna vektora €, € 1, Sto znadi da imamo negativnu signaturu (1, -1, -1, -

1
1). Takav pristup je moguc i u geometrijskoj algebri, imamo STA (space-time algebra, Hestenes). Ali,
sve Sto moZemo napraviti u STA moZemo takoder i u CI3, bez negativne signature (Sobczyk, Baylis). Oni
koji tvrde da je negativna signatura nuzna u STR su moZzda u krivu. Neki autori piSu recenice kao:
,Princip relativnosti nas prisiljava da razmotrimo skalarni produkt s negativnim kvadratom vektora“,
zaboravljajuéi da njihova definicija norme elemenata prejudicira takav rezultat (Witte: Classical Physics
with geometric algebra). lpak, moguce je opisivati geometriju u nekom prostoru koristeéi formalizam
prostora vise dimenzije, pa bi se moglo reéi da je Minkowski ucinio upravo to, geometriju 3D prostora
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je opisao u 4D. Stoga u CI3 trebamo samo tri ortonormalna vektora i jednu involuciju. Vrijeme vise nije
Cetvrta dimenzija, samo je realni parametar (kao i u kvantnoj mehanici). MoZzemo se pitati, ako postoji
Cetvrta dimenzija kako to da se ne moZemo gibati slobodno kroz vrijeme kao to to ¢inimo kroz prostor?
Postoje i drugi zanimljivi argumenti u korist 3D prostora, primjerice, gravitacijska i elektrostatska
interakcija ovise o kvadratu udaljenosti. problematicna je i definicija brzine (koju koristimo i u STR):
dx / dt ? Ako je vrijeme vektor, onda je brzina prirodno bivektor, kao magnetsko polje, a ne vektor.
Nije vazno Sto se koristi vlastito vrijeme za definiciju 4-vektora brzine, prostorna brzina je svejedno
definirana prethodnom formulom, do na faktor. Minkowski nam je dao lijepu matematicku teoriju, ali
njegovi zakljucci o Cetvrtoj dimenziji su puka matematicka apstrakcija, Siroko prihvaéena medu
fizicarima. U njegovo su vrijeme geometrijske ideje Grassmanna, Hamiltona i Clifforda bile prili¢éno
potisnute. Ovo navodi na pitanje Sto bi Einstein izabrao da je sve to znao? Pocetkom 20. stoljeca se
razvijala jo$ jedna vaZzna teorija, kvantna mehanika, pa Pauli uvodi svoje matrice kako bi formulirao
polovicni spin, ve¢ smo to komentirali. Diracove matrice su takoder reprezentacija jedne od
Cliffordovih algebri, ali opet, Diracova teorija ima lijepu formulaciju u C/3 (Baylis), kao Sto ima i
minimalni standardni model u CI7 (Baylis) ... Nije bez utemeljenosti pitanje o smislu uvodenja vremena
kao cetvrte dimenzije. Uobicajeni argument koji je dao i Minkowski zapravo i nije argument, samo je

zapazanje da u STR invarijantni interval nije dt®+dx* ve¢ je dt®—dx’. Ali vidimo da je takav
invarijantni interval lako dobiti u C/3, uz potpuno prirodne zahtjeve za mnoZenje vektora. Minkowski
je uveo cetvrtu dimenziju ad hoc. Kada bi njegov formalizam bio nedvojbeno jedini mogué za
formulaciju STR-a imali bismo ¢vrsto uporiste u vjerovanju da zaista mora postojati ¢etvrta vremenska
dimenzija. Bez tog uvjeta, uz saznanje da postoji prirodan nacin da se formulira teorija bez cCetvrte
dimenzije, tesko se oduprijeti utisku da Siroko rasprostranjena mantra o ¢etvrtoj dimenziji nema ¢vrsto
uporiste. Prema nekim autorima, jedna od poteskoca u formuliranju kvantne gravitacije je vjerojatno
postojanje Cetvrte vremenske dimenzije u formalizmu. Ovdje éemo pokazati formalizam STR-a koristeci
paravektore koji definiraju 4D linearni prostor, ali je vrijeme identificirano kao realni skalar, kazemo da
je vrijeme realni parametar. Bilo bi zanimljivo istraZiti postoji li bilo kakav pokus koji bi nedvojbeno
pokazao postojanje vremenske dimenzije. Vjerojatno, ne postoji takav pokus. Stoga je tesko oteti se
dojmu kako fizicari vezu ritualnu macku tijekom meditacije. Ali buducénost ¢e pokazati, moida
vremenska dimenzija postoji, mozda i nekoliko njih (ako vrijeme uopée postoji). U svakom slucaju, nije
istina da je prostor Minkowskog jedini ispravan okvir za formulaciju STR-a. Posebno, nije istina da u
STR moramo uvoditi vektore Ciji kvadrat je negativan.

Izabrat éemo sustav jedinica u kojemu je C=1. U geometrijskoj algebri kombiniramo razli¢ite
geometrijske objekte koji mogu imati razliite fizicke jedinice. Stoga uvijek biramo sustav jedinica koji
sve svodi na jednu jedinicu (obi¢no jedinicu duljine). Tako se koncentriramo na geometrijske odnose,
sto je ovdje cilj. U primjenama na posebnu situaciju (pokus) jednostavno konvertiramo fizicke jedinice
(analiza fizi¢kih jedinica), pa s tim nema poteskoca.

Polaze¢i od invarijantnog intervala u STR-u t>—x°=7 % gdje je 7 invarijantno vlastito
vrijeme u sustavu Cestice, slijedi

=X’ =t*(1-v*) =2’ =t/ 2* =1/ (1-v*) =7,
gdje je y poznati relativisticki faktor. Sada, umjesto 4-vektora brzine, definiramo vlastitu brzinu

(paravektor) U 57/(1+V), koja je u sustavu mirovanja jednostavno U, =1. Primijetite da vlastita

brzina nije lista koordinata, kao 3to je 4-vektor brzine, ali ima istu ulogu. Ocigledno je ul =1.
Zamislimo da mirno tijelo Zelimo promatrati u ISR-u u kojemu ima brzinu V (boost). Recept je
jednostavan: napravite geometrijski produkt od dvije vlastite brzine U, — U,U = U . Za niz ,boost“-ova
imamo niz transformacija

Uy = U, — U U U, =U,U,.
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Uocite kako je ovo zaista lako za racunanje te da iz oblika paravektora vlastite brzine odmah vidimo
relativisticki faktor y i 3D vektor brzine V . Primjerice, neka su vektori brzine paralelnis €, imamo

V, +V
7 (L) 7, (14v,8) = 717, (14, + (v, +V, )& ) = 747, (1+v1v2)(1+ 1:/\/2 el]'
172

pa iz oblika paravektora (dijelovi su obojeni) odmah c¢itamo

_ VitV

= 1+vyv,), v )
Ve 7/172( 12) Lvy,

Sto su poznati rezultati u STR-u (relativisticko zbrajanje brzina). Primijetite kako geometrijski produkt
omoguduje brzo izvodenje formula i, kako je ve¢ objasnjeno, dobivene formule su tek specijalni
slu€ajevi opéih formula u CI3. Tako, iz polarne forme multivektora

M = p(coshg+ fsinhg)=py(1+9f), »* -1-9,
svodedi na realni dio multivektora (paravektori) imamo
y=coshe , yv=sinh¢p, u=coshgp+Vsinhg=coshe(1+Vtanhe)=exp(eV).
Koristedi spektralnu dekompoziciju dobijemo
y(1+wW)=k,u, +ku. =k, =y(1+v)=coshpxsinhg,

pa ako definiramo implicitno faktor K (Bondi faktor) ¢ = Ink iz definicija hiperbolnih sinusa i kosinusa
imamo

k** =coshgptsinhg, k=.(1+v)/(1-v), u=ku, +k'u .
Nas raniji primjer s dva "boost"-a paralelna s €, sada imaju oblik
uu, = (ku, +u_ 7k (ku, +u_/k,)=kku, +u_/(kk,),
tj. relativisti¢ko zbrajanje brzina je ekvivalentno mnoZenju Bondi faktora: kK =k, .

Primjer: U sustavu S, se giba brod brzinom v, u sustavu broda se giba drugi brod brzinom V itd, sve

u istom smjeru. Nadite brzinu V, n-tog broda u S, . Diskutirajte rjeSenje za n — o ?

Rjesenje:

n

Neka je k; =/(1+V)/(1-V), tada je k, :\/(1+vn)/(1—vn) =k :( (1+V)/(1—V)) , odakle
nalazimo trazenu brzinu Vv, .

Ako vektori brzine ne leze u istom smjeru u izrazima se moZe pojaviti verzor V,V,, $to moze

izgledati kao komplikacija, ali zapravo omogucuje nove mogucénosti za istraZivanje, primjerice, lako se
dobije Thomasova precesija (pogledajte [14]), skrivena neko vrijeme, ali okvir teksta trazi da se
zaustavimo ovdje.

Lorentzove transformacije

Sada smo spremni komentirati Lorentzove transformacije (LT, restricted). Opcenito, LT se
sastoje od ,boost“-ova B i rotora R. MoZemo pisati (pogledajte [22]) sasvim opéenito L =BR,
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LL=1 (uvjet unimodularnosti). Ovaj uvjet moZemo tretirati kao definiciju Lorentzovih transformacija,
Sto je dobro istrazeno i opravdano. Definiramo li (pogledajte iznad)

B =cosh(¢/2)+Vsinh(p/2)=e"?, R=cos(0/2)- jwsin(0/2)=e"""?,
(jediniéni vektor W definira rotacijsku os) mozemo pisati LT nekog elementa, recimo vektora, kao
p'=LpL" = BRpR'B'.
Postoji moguénost da L napisemo kao
| = @V/2-1W012 _, qpil2g-jiol2
ali moramo biti oprezni zbog opée ne-komutativnosti vektora u eksponentu (pogledajte [19]).
Medutim, uvijek je moguce nadi (koristeéi logaritme) vektore V'i W’ koji zadovoljavaju relaciju
L = @?V/2-1W012 _ qp¥'12g- 012
Zgodno je u primjeni rastaviti element koji Zelimo transformirati na komponente paralelne i okomite

na V ili W te iskoristiti komutacijska svojstva. Za detaljniji pregled pogledajte Baylisove ¢lanke o APS
(algebra of physical space, CI3). U [22] moZete naci lijepo poglavlje o STR-u.

Vidimo da su rotacije prirodan dio LT-a, pa formalizam geometrijske algebre moze ponuditi
puno mogucnosti zbog moénih tehnika s rotacijama. Kasnije u tekstu ¢éemo prodiskutirati neke mocne
tehnike sa spinorima (eigenspinors).

ProSirene Lorentzove transformacije. Granica brzine?

Ovo poglavlje je spekulativno, sa zanimljivim posljedicama (nove ocuvanje veli¢ine i promjena
granicne brzine u prirodi). Oni slabijeg srca neka ovo shvate kao matematicku vjezbu.

Ranije smo definirali (kvadrati¢nu) amplitudu MA kao

MM =|M|* =t* ~x?+n? —b? +2j(tb— x-n)e C,
i pokazali njezina svojstva. Pogledajmo sada op¢u bilinearnu transformaciju M’ = XMY koja
¢uva MA (pogledajte [11]):

M'=XMY = MM’ = XMYYMX =|M[*|X[|Y[,
pa imamo dvije moguénosti

X[ =[v[ =21,
Sto daje
X = eZ*F :>|X|2 _pltFZF :ezz — 41,
pa ¢emo izabrati (za sada) moguénost 1 i Z = 0, iako smo mogli promotritii Z = jz /2. Sada opce
transformacije imaju oblik
M’'= XMY =e” 1 Me"™ ¥

Sto daje 12 parametara iz Cetiri vektora u eksponentima.

Pitanje je kakav motiv imamo za promatranje ovakvih transformacija. Elementi geometrijske
algebre su linearne kombinacije jedinicnih listova Cliffordove baze, a svaki od tih listova zapravo
definira neki potprostor. Ako se ograni¢imo samo na realni dio multivektora (paravektori) stavljamo u
privilegiranu poziciju potprostore realnih brojeva (stupanj 0) i vektora (stupanj 1). Ideja je da svi
potprostori budu tretirani jednako. Zapravo, cijela ova struktura je bazirana na novom mnoZenju
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vektora, pa manipuliraju¢i s multivektorima mi zapravo manipuliramo potprostorima. Zbrajanje
vektora i bivektora je zapravo operacija koja uspostavlja relaciju medu potprostorima i to je vazno za
razumjeti. Ako potprostore tretiramo jednako moramo razmotriti sve moguce transformacije
potprostora i sve mogude simetrije, a one su vise nego Sto klasicne (restricted) Lorentzove
transformacije impliciraju. Citatelj bi sada mogao zastati i razmisliti malo o re¢enom. Podsjetimo da
simetrija u vremenu daje zakon o€uvanja energije, translacijska invarijantnost daje zakon océuvanja
koli¢ine gibanja, itd. Gdje se trebamo zaustaviti, i zaSto? Ako zaista prihvaédamo prirodnost novog
mnozenja vektora moramo prihvatiti i posljedice takvog mnozenja, a one govore o neobi¢no bogatoj
strukturi naseg starog dobrog 3D euklidskog prostora. Istina, konacan sud ¢e dati pokusi (nadati se).

Pogledamo li invarijantnu MA izraZzenu u dva referentna sustava moZemo usporedbom realnog
i imaginarnog dijela dobiti
t2 _X2 +n2 _b2 :t12 _X/2 +n12 _br2
tb—x-n=th'—x"-n".
Diferencijal multivektora
dX =dt+dx+ jdn+ jdb
daje MA

|dX|* = dt? —dx? + dn? —db® + 2 j (dbdt —dx-dn),

pa mozemo pokusati naéi uvjete za postojanje realnog vlastitog vremena. Postoje mnogi razlozi za
definiranje realno vlastitog vremena, primjerice, omogucuje jednostavnu definiciju poopéene brzine.
Tipi¢no, u STR-u biramo sustav mirovanja. Ovdje, zbog dodatnih elemenata (osim brzine), to nece biti
dovoljno, jer Zelimo (7 je vlastito vrijeme)

|dX[* = dt? —dx? +dn? —db? +2j (dbdt —dx-dn) = dz? e R.

Prvi uvjet za realno vlastito vrijeme je svakako nestajanje imaginarnog dijela MA u u svakom sustavu
(podsjetimo da je MA invarijanta i ne moZe imati imaginarni dio u jednom sustavu a u drugom ne). Ovo
znaci da mora biti u svakom referentnom sustavu

dbdt —dx-dn =dt* (db—dx-dn ) = dt*(h—dx-di) =0=h=dx-dn, db=h,

uz uobidajenu oznaku OX/dt=X, $to vodi na h'=dX’-drY’. Definiramo i dX=V, n=w, slijedi
h=w-V.Vektor W dolazi iz bivektorskog dijela multivektora, pa oéekujemo da je povezan s veli¢inom
kao angularni moment, tada bi h mogao biti tok takve veli¢ine, sli¢no kao §to je tok definiran za
protjecanje tekucine u cijevima. Razlika je u tome da se bivektori ne transformiraju kao povrsine
(pogledajte [11]).

Razmatrajuci invarijantnost MA i realno vlastito vrijeme imamo

|dX|* =|dX|* = dz? = dt? —dx? +dn? —db® =
dt’ (, dx* dn® db?

1= 1-— 4+ —— =2 (1-Vv? +W? —h?),
dfz[ a ' dt? dtzj 7 )

7/:1/\/1—v2 +W’ —(W-v)2 =1/\V1-V2 +w? —wAv2 cos’ « .

Primijetite da nas relativisticki faktor » ima doprinose od svih potprostora. Bilo bi prirodno zahtijevati
da ,,sustav mirovanja“ (s uvjetom V =0) bude zamijenjen s ¥ =1, to bi znacilo da ne gledamo mirne

V2 + W —wAVicos? a=0=v=w/~1+W?cos®’ « .
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Ovo nije tesko prihvatiti, jer Sto ako brzina Cestice ne moze biti nula? Primjerice, kako pomiriti principe
kvantne mehanike i ideju potpuno mirnog elektrona? Uklju¢enjem svih potprostora i svih veli¢ina koje
su s njima povezane slijedi da ,sustav mirovanja“ postaje nesto kao sustav ,,centra energije-impulsa-
angularnog momenta“, itd.

Relativisticki faktor y je definiran kao omjer dva realna vremena, pa mora biti realan broj,

/ 1+w
1-V +wW =WV’ cos’ a > 0=V, <\|———5—.
1+w cos® &

Ovo je potpuno novi rezultat: grani¢na brzina je 1 za W=0 ili za COSa = %1, inace je veéa od
1. Ovaj rezultat je u geometrijskoj algebri dobiven i drugdje (Pavsic, koristeéi C-algebre, ali je autor do
rezultata do$ao neovisno, u komentaru ¢lanak [12]). Sto bi moglo biti fizikalno znagenje ovoga?
Promotrimo elektron, koji svakako nije ,,mala kuglica” (sjetimo se velikog Rudera Boskovica i njegovih
tockastih izvora sile), naime, ima spin, a spin je upravo ,kao angularna koli¢ina gibanja“ veli¢ina.
MozZemo li tretirati relativisticki elektron kao neki Einsteinov relativisticki vlak? Vjerojatno ne! u o¢ima
geometrije je teSko prihvatiti da je elektron samo mala kuglica sa spinom upakiranim u nju, kao vlak s
putnicima u njemu. Relativisticke formule za vlak ne ovise o tipu tereta u njemu. Ali spin vjerojatno nije
samo “teret”, viSe je geometrijsko svojstvo, pa bi trebao biti dio transformacija. Ako su upravo
izvedene formule primjenjive na elektron njegova grani¢na brzina ¢e ovisiti o orijentaciji spina u
odnosu na vektor brzine. Stovide, brzina za danu energiju ¢e ovisiti o orijentaciji spina, pa ¢e elektroni
s istom energijom ali razli¢itim orijentacijama stizati na cilj u razli¢ita vremena. Mozda netko u
buduénosti obavi takav pokus, pozitivan rezultat bi svakako znacajno promijenio nase danasnje
poimanje relativnosti. Posebno bi bilo zanimljivo vidjeti kako se elektroni ponasaju u kvantnom
tuneliranju, jer postoje sugestije nekih autora da se elektron mozda giba brzinama veéim od 1. Ovo se
obi¢no pokusava formulirati uvodenjem kompleksnih brojeva, stvaranjem cijele filozofije oko toga,
iako se vjerojatno samo radi o neadekvatnoj matematici. Medutim, tesko je biti siguran.

Sto nam daje uvjet

Sada kad imamo (invarijantno, realno) vlastito vrijeme moZemo definirati multivektor
poopcene brzine

V_dX dt dxdt .dndt .dbdt

==t ——t j——t j——
dr dr dtdr dt dr dt dr

s invarijantnom amplitudom

=7(1+v+ jw+ jh),

_ d(vw _ Vi
vV =1:>M=d—vv +Vd—V:0,
dr dr dr

Sto je oblik uvjeta ortogonalnosti poopcene brzine poopcene akceleracije. MnoZenjem poopéene
brzine s masom dobijemo poopéenu koli¢inu gibanja

P=mV=E+p+jl+jH, PP=E’-p’+l’-H®=m’

Ovo se bitno razlikuje od uobic¢ajene formule za energiju-koli¢inu gibanja E* — p?> =m”. Pojavljuju se

dvije dodatne ocuvane veli¢ine, od kojih je posljednja ( H ) sasvim nova ([11]). Prema uvjetima naseg
izvoda mora biti H = ymh =1-v , pa je nova o¢uvana veli¢ina primjer toka, pa imamo kona¢no

PP=E*—p?+12—(1-v)' =m?,

Ako je ovo fizikalno, gibanje Cestica sa spinom bi trebalo zadovoljiti zakon o€uvanja toka, ideja koja su
neki autori vec iznijeli (nazalost, zaboravio sam izvor!). Brzina Cestice ¢e opéenito biti veca sW nego
bez njega za danu energiju, sto moZemo zakljuciti iz prethodne formule: dodavanje pozitivhog ¢lana
negativnom kvadratu koli¢ine gibanja daje moguénost poveéanja brzine. Uvjerimo se u to direktno
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7/:E/m=1/\/1—v2+wz—(w-v)2 =

2_m2/E2  N+(1/EY —m?/E?
v:\/1+w e - +(I/E) >\1-m?/E?.

1+w? cos? a 1+(1/ E)2 cos’ a

Primijetimo na kraju da se sve izneseno lako svodi na klasi¢nu teoriju relativnosti, treba samo
odbaciti imaginarni dio multivektora, pa preostaju paravektori. Sve “€udne” posljedice jednostavno
nestanu. Naravno, postoje brojne moguénosti da se vrijeme tretira drugacije, ali neéemo o tome ovdje
(pogledajte ([11] i ([12] za interesantnu diskusiju).

Elektromagnetsko polje u geometrijskoj algebri

Ovdje necemo iznositi cijelu EM teoriju u C/3 (pogledajte Hestenes, Baylis, Chappell, Jancewicz),
samo ¢emo komentirati nekoliko ideja. U formalizmu geometrijske algebre, za elektromagnetski (EM)
val u vakuumu definiramo

E=B,ELB, F=E+jB=>F?=0, c=1,

pa je kompleksni vektor F nilpotent. Primijetite da je ¢lan s magnetskim poljem bivektor. Korisno je
raspisati bivektor magnetskog polja u ortonormiranoj bazi, pa ako krenemo od vektora magnetskog
polja
B =Be +B,e, +B.e,
dobijemo bivektor
jB=j(Be +B,e, +Be,)=Bsee, + Bee +Bege,.

Citatelj bi trebao provjeriti ovaj jednostavan izraz i pokusati stvoriti mentalnu sliku. Takoder, moZemo
predstaviti bivektore koristeci paralelograme, pa provjeriti kako se zbrajaju graficki (slika pored glavnog
naslova). GAViewer moZe puno pomaoci. lako ovo moZe izgledati kao "zgodan trik", ovdje ¢emo pokusati
pokazati da je bivektor, kao geometrijski objekt, potpuno primjeren za opis magnetskog polja, zapravo,
fizikalna svojstva magnetskog polja zahtijevaju da bude tretirano kao bivektor. U bilo kojem
formalizmu koji ne podrazumijeva postojanje bivektora (kao Gibbsov vektorski formalizam na jeziku
skalarnog i vektorskog produkta) moraju se javljati problematicne situacije. Ovdje ¢emo diskutirati
problem Maxwellove teorije i zrcalne simetrije, kao primjer. Ako koristimo koordinatni pristup, tada u
3D mozemo uvesti bogatiju strukturu uvodedi tenzore. Pogledajmo citat iz ¢lanka (Jancewicz): Sustav
jedinica kompatibilan s geometrijom, 2004:

,Za trodimenzionalni opis, potrebni su antisimetricni kontravarijantni tenzori ranga od nula do tri
(poznati su kao multivektori) kao i antisimetricni kovarijantni tenzori ranga od nula do tri (poznati kao
vanjske forme). To daje ukupno osam tipova usmjerenih velicina.”

Tako, primjerice, aksijalni vektori (kao vektorski produkt) postaju antisimetri¢ni tenzori drugog ranga.
Cijela ova geometrijska struktura postaje jednostavna i intuitivna u geometrijskoj algebri, bez potrebe
za uvodenjem koordinata (ovdje cesto uvodimo bazu, ali samo zbog jednostavnijeg razumijevanja
teksta i nije nuzno). Zbog neovisnosti o bazi, prestaje biti vazno, primjerice, radimo li u desnom ili
lijevom koordinatnom sustavu, geometrijski produkt se brine o svemu. Za dva vektora bismo mogli
imati izraze kao ab +bai ne moramo koristiti bilo koju bazu da vidimo radi li se o skalaru ili bivektoru,
u bilo kojoj dimenziji.

Maxwellova elektromagnetska teorija je prva fizikalna teorija koja je od pocetka zadovoljila
postulat(e) specijalne teorije relativnosti. Nije stoga ¢udno da se obje teorije lijepo daju opisati u C/3.
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Pogledajmo nekoliko Cinjenica vezanih uz teoriju izraZzenu na jeziku geometrijske algebre. Primjerice,
mozemo vizualizirati rjeSenja za elektromagnetski val u vakuumu ([22]) pomocéu jednostavne i
zanimljive slike, naime, valni vektor K je paralelan vektoru smjera nilpotenta F , pa rjeenje za k || X
moZemo napisati kao
+ jke 1 joot _ ;
Fe e, F=E,+ ]B,.

MoZemo zamisliti prostorni dio vala Foeijkx kao prostorno periodi¢nu mirnu spiralu koja se prostire

duZ smjera propagacije vala. Ova "spirala" je nilpotent jer je proporcionalna s F,. Pokazuje se da
(vidjeti dalje u tekstu) rotacija nilpotenta oko njegovog smjera mozZe biti ostvareno mnozenjem s
kompleksnom fazom, kao glet , pa imamo spiralu u prostoru koja rotira oko smjera prostiranja vala.
Bivektorski dio jB definira ravninu okomitu na B, tako da vektor E pripada toj ravnini. Bivektor jB
daje mogucnost za proucavanje elektromagnetskih fenomena potpunije i elegantnije nego s
(aksijalnim) vektorom B .

Belel = Bege,

JB = jBe, = Beee.e, = Bee

p. 11

Pogledajmo jo$ neka svojstva EM polja u vakuumu. Maxwellove jednadzbe su potpuno zrcalno-
simetri¢ne na jeziku geometrijske algebre, kao i njihova rjeSenja. Kada koristimo vektorski produkt
odmah moramo uvesti pravilo desne ruke, pa vidimo da imamo pravilo lijeve ruke u zrcalu. Ako
postavimo slike (original i onu u zrcalu , p. 11) jednu preko druge one se ne poklapaju, vektori stoje
pogresno. medutim, ako vektore (aksijalne) magnetskog polja zamijenimo bivektorima, slike se tocno
podudaraju. I, naravno, ne trebamo pravilo desne ruke, kako je ve¢ objasnjeno, geometrijski produkt
se brine o svemu. Jasno je ¢e da oni koji su dugo razmisljali na jeziku "vektori-pravilo desne ruke" teze
prihvatiti novu paradigmu. nauceni smo razmisljati o strelicama, pa treba razviti intuiciju za objekte
koji nisu vektori ili skalari. Geometrija je jezik fizike viSe nego Sto smo sanjali.

Vektor E  pripada ravnini definiranoj
bivektorom jB. PovrSina kruga koji reprezentira

E

bivektor je B, paima polumjer B/ z ~ O.SGJE. Smjer
i moguce orijentacije Sirenja vala su prikazani na p. 12.

p. 12

Ova slika je rotirana oko smjera $irenja vala za kut ovisan o polozaju (K- X ), to daje stati¢nu
sliku u prostoru. Vece je receno, cijela ova prostorna slika rotira ovisno o vremenu i frekvenciji vala
(w). Posljednju tvrdnju Ccitatelj moZe provjeriti ako uzme nilpotent € + je, i pomnoZi ga s
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kompleksnom fazom e} . 0dmah se dobije matrica rotacije oko z-osi. MoZemo elegantno rotirati
cijelu sliku, pa ovaj primjer nije na bilo koji nacin poseban.

Za bilo koji kompleksni vektor F =V + jw u CI3 vrijedi
FE =(v+jw)(v=jw) =V +W =2jv AW =V + W’ + 2vxWw,

pa ako uzmemo kompleksni vektor elektromagnetskog polja u vakuumu (nilpotent) F = E + jcB,
gdje privremeno koristimo Sl sustav jedinica, dobijemo

FF'=E’+c’B*+2cExB.
Sada slijedi

%gocFFT =c&+S,
gdje je
§=%50(E2+CZBZ),
S=ExB/y,.

Ovdje je & gustoéa energije a S je gustoca toka energije, poznata kao Poynting vektor. Zna¢i,

Poynting vektor je proporcionalan vektoru smjera nilpotenta. Primijetite takoder da je opcenito
F2=E*-c°B? +2jcE-B

kompleksni skalar koji moZemo iskoristiti za klasifikaciju pola (u vakuumu je nula).
Eigenspinori

Razmotrimo jos jednu elegantnu i moénu tehniku opisivanja gibanja relativistickih cestica ([5],
[6], [7]). Zamislimo laboratorijski sustav i sustav koji je vezan za cesticu u gibanju pod utjecajem,
primjerice, elektromagnetskog polja. Razmotrit ¢emo ovdje samo paravektore i Lorentzove
transformacije (restricted). U svakom trenutku moZzemo naci transformaciju koja elemente prevodi iz
laboratorijskog sustava u inercijalni sustav koji se podudara sa sustavom Cestice u nekom trenutku

(commoving frame). Vlastita brzina u laboratorijskom sustavu je U, =€, =1, pa u svakom trenutku
mozemo dobiti viastitu brzinu Cestice kao

u=AegA",

gdje je A Lorentzova transformacija, nazvana eigenspinor zbog specijalnog izbora inercijskog sustava.
Spomenimo usput da primjenom ovakve transformacije na ortonormalne bazne vektore
u,= Ae#A*, 1=0,1 2, 3 dobijemo tzv. Frenet tetrad. Podsjetimo, za Lorentzove transformacije
vrijedi AA =1 (unimodularnost). Ako je eigenspinor A poznat u svakom trenutku imamo sve

informacije potrebne za opis gibanja Cestice. Eigenspinori se mijenjaju u vremenu, prvu derivaciju po
vremenu

A=AAA=QA 2, Q=2AA.

Ovo izgleda kao trivijalna relacija, ali nije. Vrijedi
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d

a(AI\) —0=AA+AA,

pa koristedi AA = AA =—AA vidimo da je 2 kompleksni vektor (zbog toga je u bold formatu). Za
prvu derivaciju vlastite brzine po vremenu dobijemo

.
U=Ae, A"+ Ae,A" = AAAG,AT +(AAAG,AT )T = M =(Qu), ,

Sto je paravektor. Lorentzova sila (pogledajte [8]) je sada
p=mu=e(Fu),, F=E+jB,

pa vidimo kako je upravo definirani £ dobio fizikalno znacenje: proporcionalan je kompleksnom
vektoru elektromagnetskog polja F . 1znenadujuce je kako se elektromagnetska teorija jednostavno i
prirodno formulira u C/3. A to nije samo izolirani primjer. Geometrijski produkt Cini geometriju naseg
3D svijeta prirodnim okvirom za fiziku. Netko tko dobro poznaje geometrijsku algebru, ali ne zna nista
o elektromagnetizmu, vjerojatno bi mogao otkriti elektromagnetsko polje kao Cisto geometrijski
objekt. Gibbsovi skalarni i vektorski produkti a onda i cijeli aparat teorijske fizike s koordinatama,
matricama, tenzorima ... zamaglili su cijelu sliku, puno.

Ovaj kratak osvrt na eigenspinore bi trebao ukazati na moénu i elegantnu tehniku koja Siroko
primjenjiva, osim elektromagnetizma, primjerice, u kvantnoj mehanici.

Spinorne jednadzbe

Znajudi radijus-vektor ¢estice u 2D mozZemo pisati

Xy
r :e1x+e2y:e1r[F+?elezj: re,exp(gee,),

Vidjeli smo da ovakav izraz ne moze biti poopéen na vise dimenzije, ali poopc¢avanje postaje lako ako
sve napisemo u "sendvi¢" formi

r=UgU".

Sto smo napisali? U 2D, U je kompleksan broj s imaginarnom jedinicom eg,, ali opéenito moZe biti

tretiran kao spinor (za definiciju spinora pogledajte literaturu, ovdje pojam ,spinor“ gledamo kao
element parnog dijela C/3, ili jednostavno, kao rotor s dilatacijom). Primijetite da polazeci od jedini¢nog

vektora €, moZemo dobiti bilo koji vektor u ravnini definiranoj bivektorom ee, , gdje specijalni izbor

vektora i bivektora nije vaZzan. Ove relacije se lako poop¢avaju na vide dimenzije. Ako spinor U ovisio
vremenu sva dinamika je sadrzana u spinoru. Ovo je snazna tehnika za opis razlicitih vrsta gibanja, Sto
¢emo jos vidjeti dalje u tekstu. Pokazuje se da jednadzbe gibanja, kao po pravilu, lakSe rjeSavamo u
oblikus U umjestos r.

Primijetite da za kompleksni broj U dobijemo kompleksnu konjugaciju kao U *. Modul od r

je jednostavno r =+/r?, tj. r=UU".Vremenska promjena vektora r je dana prvom derivacijom od
r =Ue1UT, sto je opéenito ispravan pristup. U 2D, zbog jednostavnosti, deriviramo U 2el , .

F =2UUe = fe, =2UU = reU" =2rU .
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Uvodeci novu varijablu

d _,d dt_,
ds dt’ ds

du
i koristedi d_ =U', dobijemo novu jednadzbu za U
S

2U"=rUe,
pa derivirajudi jos jedanput imamo
2U" =riUe +rUl =U (i +1?/2).
Kao konkretan problem izabiremo gibanje tijela pod djelovanjem centripetalne sile (Keplerov problem)
ui=—krr?,
gdje je 1 reducirana masa, a K je konstanta. Jednadzba za U sada postaje
, 1 r* Kk E
U=—uUlL _2l==u=
2u 2 r
U"=xU, «=const,

gdje smo uveli ukupnu energiju E . Ovo je dobro poznata i relativno jednostavna jednadzba, koja za
vezana stanja (E < 0) uzima formu jednadzbe harmonickog oscilatora. Mnoge su prednosti ovakvog
pristupa, kao jednostavnije rjeSavanje konkretnih jednadzbi, bolja stabilnost rjeSenja (nema
singularnostiza r =0), a primijetite i da je jednadZba linearna, $to ima niz prednosti u perturbacijskom
pristupu (bolja stabilnost).

C/3 i kvantna mehanika

Ortonormirana baza u C/3 je reprezentirana Paulijevim matricama, Sto je ve¢ objasnjeno. Sada
¢emo tu Cinjenicu razviti malo dalje da vidimo kako se i kvantna mehanika lijepo uklapa u formalizam
geometrijske algebre.

U “standardnoj” kvantnoj mehanici valna funkcija elektrona ima oblik
|w> =a‘T>+,B‘~L>, a, peC,

pa se takvo stanje Cestice obi¢no zapisuje u obliku spinora (pogledajte [18])

Ako postavimo smjer z-osi u smjeru stanja ‘T> dobijemo operator spina u obliku

. 1, .
Sk ZEhO'k,

gdje su &, ranije definirane Paulijeve matrice. Sada moZemo traZziti opservable u obliku
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1 A A
Sk:Ehnk=<V/|sk|‘//>l nk=<l//|0_k|l//>’
gdje su komponente dane sa

n=af +a B, n, =i(a,8* —a*ﬂ), n=acx —pB .

Vrijedi
2 2 2 2\?
Inf = (w[w)* = (| +8]) .
pa ovo mozemo iskoristiti da normaliziramo vektor N da bude |n| =1. Uvoded¢i sferne koordinate
mozZemo pisati
n, =sin@cose, n,=cosdsing, n,=cosé,

ili

a=cos(0/2)e”, B=sin(0/2)e”, s-y=¢,

Sto daje za spinor

|V/> _ (COS(Glz)ewzJei(ua‘)/z '

sin(0/2)e""?

MoZemo zanemariti ukupnu fazu exp(i(;/+5)/2). Vidimo ovisnost o polovi¢nim kutovima, $to
sugerira vezu s rotorima u C/3. Uvedimo sada oznaku uobicajenu u C/3: e, — o, pa slijedi veza s
rotorima
3
n=> n.o, =sinf(o,cosp+o0,sinp)+c,cosd=Ro,R’, R=e "% 1%/,
k=1

Uvedemo li sada spinor u C/3, koji ¢emo po analogiji oznaditi sa  , potrazit ¢emo opéi oblik
novouvedenog objekta

a’ +ia’ 0 k-
w)=| , ., |eowv=2a"+a"jg,
—a” +la

gdje se podrazumijeva sumiranje po K. Odmah vidimo da vrijedi |T><—>1, |»L><—>—j0'2, te da

odgovarajudi vektori opservable imaju komponente (0, 0, £1). Za operatore mozemo nadi vezu
ep |‘//> ooy,

gdje je o, uklju¢en da osigura pripadnost parnom dijelu algebre. Ovaj izbor je, naravno, posljedica

pocetnog izbora z-osi i ne utjeCe na opdenitost izraza. lzbor z-osi obi¢no ima fizikalnu pozadinu,
primjerice, smjer vanjskog magnetskog polja. Sto dobijemo ako pomnozimo sve tri Paulijeve matrice?
MoZemo ustanoviti analogiju s mnoZenjem imaginarnom jedinicom kao

i|l//>(—)l//j0'3.

Sugestivno je da smo dobili mnoZenje bivektorom jo,, jer se to moglo ocekivati. Naime, vektore

opservabli dobijemo upravo rotacijom vektora o, koji je invarijantan na rotacije u jo, ravnini, sto

daje geometrijsku sliku fazne invarijantnosti. Primijetite ulogu pseudoskalara i bivektora, koji, za razliku
od obi¢ne imaginarne jedinice, odmah daju jasno geometrijsko znacenje veli¢inama u teoriji. Ovo je
svakako dobra motivacija za proucavanje kvantne mehanike u ovom novom jeziku. Umjesto
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neintuitivnih matrica nad kompleksnim poljem imamo sada elemente geometrijske algebre, koji uvijek
unose jasnocu. A tek smo povirili u ovo podrucje...

Sada pogledajmo opservable u Paulijevoj teoriji. Pretpostavit ¢emo da moZemo razdvojiti
prostorne i spin komponente. Unutarnji produkt u kvantnoj mehanici definiramo kao

(w|o) =(wf,w§)(21]=wf¢1+w§¢z-

Realni dio moZzemo naci kao
Re(w|) < (v'g),
primjerice
Re(w|w) > (w'v) =(( ~al o )(a" +al o)) :gakak .
Vrijedi
(v|¢)=Rely|4)~1Re(vig),

pa mozemo naci analogiju (nemojte zamijeniti (a|b) s (ab) - stupanj 0)
(w|g) > (v'9)-(v'dios) ios.

Imamo <y/"'¢>, stupanj 0 od produkta ¢, kao i <1//"'¢ja3> jo,, projekciju produkta w'¢ na ravninu

Jo,. Ovakvoj projekciji za proizvoljni multivektor A moZemo dati posebnu oznaku, recimo

A =(A)—(Ajo,) jo,, koja za parne multivektore postaje (pokaZite to)
A = (A+G3AO'3)/2, A je paran,

pa ako se prisjetimo refleksija moZemo naslutiti geometrijsko znacenje. Jasno je da se realni dio od A
neée promijeniti, dok za bivektorski dio ostavljamo Citatelju da istrazi mogucnosti.

PotraZimo o&ekivanu vrijednost spina (y|$, |w) . Zahtijevamo

<‘//|6'k |V/> A <‘//TO'kWO'3> _<‘//To'k‘//j> jos.

Iskoristimo li reverz involuciju slijedi
AT . .
(viowi) =iviow=-vovi,

'to znaci da u izrazu nema stupnjeva 0 i 1, pa mora biti <l//Tle//j> =0, Sto ocekujemo jer su &,

hermitski operatori. Element I//TO'kl// ima samo neparne stupnjeve i jednak je svom reverzu, Sto znaci

da je vektor. Iskoristimo to da definiramo vektor spina kao
1

s=—hyoyw'.
> Yo

Ocekivana vrijednost je sada

A

Sk

— 1 T\ —
Wsly)=5n(owow')=0,s.
Ovaj izraz je drugaciji od onog na $to smo navikli u kvantnoj mehanici. Umjesto racunanja ocekivane
vrijednosti operatora ovdje jednostavno imamo projekciju vektora spina na Zeljeni smjer u prostoru.
To odmah namece pitanje istovremene egzistencije sve tri komponente vektora spina. Problem
zapravo ne postoji, Citatelja upucujemo na ¢lanak Doran et al, 1996b.
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Mozemo iskoristiti nasu formu spinora i definirati skalar p =y, pa ako definiramo

R =pfl/2l//
vidimo da je RR' =1, pa imamo rotor. Vidimo da ovdje spinori nisu nista drugo nego rotori s
dilatacijom, pa moZemo pisati za vektor spina

S= %h,ol?og}RT .

Vidimo da je izraz za oCekivanu vrijednost zapravo instrukcija za rotaciju fiksnog vektora o, u smjeru

vektora spina, uz njegovu dilataciju. Uocite opet potpuno jasan geometrijski smisao, koji nije tako lako
poluciti u kvantnoj teoriji kako se obi¢no formulira.

Zamislimo sada da Zelimo rotirati vektor spina, pa uvedimo transformaciju s — ROSRJ , pa nije

teSko vidjeti da se pri tome spinor mora transformirati kao y — Ry (pokaZite to), Sto se ¢esto uzima

kao nacin da se neki objekt identificira kao spinor. Slicno svojstvo imamo za ve¢ spominjane vlastite
spinore u specijalnoj teoriji relativnosti, koji se u odnosu na opcenitu Lorentzovu transformaciju
mijenjaju kao A — LA, tj. nemamo ,,sendvi¢“ formu, veé ,spinor” formu transformacije. Citatelju
prepustamo da, uzimajuci u obzir upravo pokazano svojstvo transformacije, pokaze kako spinori nakon
rotacije za 27z mijenjaju predznak. To je rezultat koji je jasan i u ,,obi¢noj“ kvantnoj teoriji, ali ovdje
vidimo da u toj pojavi nema nicega ,kvantnog”, ve¢ da je to zapravo svojstvo naseg 3D prostora. To
svakako nije beznacajan zakljucak, reklo bi se da imamo razloga dobro preispitati fundamente (i
filozofiju, ako Zelite) kvantne teorije. | opet, sjetimo se kako je sve pocelo: mnoZenjem vektora. Pa, ako
Zelite, moze biti i podrska osnovanosti novog mnozenja vektora.

Deriviranje iintegriranje

Ovdje ¢éemo samo ukratko prokomentirati ovo podrucje, Citatelja upucujemo na literaturu.
Geometrijska algebra sadrzi modan aparat diferencijalnog i integralnog racuna. Ne bi trebalo biti
iznenadenje da i ovdje imamo znacajan napredak u odnosu na tradicionalni pristup. Posebno, postoji
fundamentalni teorem koji objedinjuje i prosiruje mnoge poznate teoreme iz klasi¢nog integralnog
racuna. Osim toga, svi elementi algebre (i cijeli multivektori) mogu biti ravnopravno ukljuceni u racun,
pa tako moZemo derivirati u ,,smjeru” multivektora. Ono $to bitno razlikuje klasi¢nu teoriju od
geometrijske algebre ogleda se u nekoliko elemenata.

Prvo, u diferencijalnom racunu koristimo razlicite ,,operatore” koji sadrze elemente algebre,
pa zbog svojstava nekomutativnosti daju nove moguénosti. Pogledajmo primjer takvog ,,operatora®

VAzéaA,enAzl%A,
OX

Einsteinova konvencija zbrajanja se podrazumijeva. Ovdje smo uveli opet vektore recipro¢ne baze, ali
u ortonormiranim sustavima su oni jednaki vektorima baze, ovdje je ovakva forma zgodna zbog pravila

sumiranja i mogucnosti poopcavanja. Uocite da V = ekék ima stupanj 1, tj. ponasa se kao vektor. U
CI3 se Cesto definira ,, operator”

0=0,-V,

koji ima formu paravektora. Takvi elementi mogu djelovati na multivektor s lijeva i s desna, a pri tom
nema razlike u samom deriviranju, tj. djelovanjem s desna deriviranje se odnosi na objekt lijevo.
Medutim, pri tom imamo geometrijsko mnoZenje baznih vektora i ono nije komutativno. Operatori
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deriviranja, kao elementi algebre, mogu imati inverz, pa, primjerice, Maxwellove jednadzbe mogu bez
osobitog napora biti napisane u obliku

oF=1J,

$to omogucuje da se nade inverz ,operatora“ O koriste¢i Greenove funkcije. Na taj nadin ova
jednostavna matematicka forma jednadzbi nije samo ,zgodan trik” veé zaista pruza moguénosti koje
bez geometrijskog produkta ne bi postojale. Uocite ponovo da su ,,operatori“ ujedno elementi algebre,
zbog toga ih ovdje i ne promatramo kao operatore. Kao zanimljive primjere snage geometrijske
algebre u elektromagnetizmu pogledajte [10], ili [2].

Drugo, u integralnom radunu se susreemo s mjerom, $to su objekti kao dxdy. U
geometrijskoj algebri takvi objekti imaju orijentaciju (kao Sto je imaju listovi), Sto daje sasvim nove
mogucénosti . Primjerice, objedinjavanje svih vaZznih teorema klasi¢nog integralnog racuna u jedan
(Stokes, Gauss, Green, Cauchy ...) je sjajno i paznje vrijedno postignuce geometrijske algebre. Citatelja
spremnog nauciti ovu lijepu, ali netrivijalnu temu upucujemo na literaturu [18], [20] (na internetu
mozete traziti frazu “geometric calculus”).

Geometrijski modeli

Poznato je da geometrija 3D prostora moZze biti lijepo opisana tako da se 3D vektorski prostor
,umetne” u prostor viSe dimenzije, pa spomenimo homogeni model (4D) i konformni model (5D).
Geometrijska algebra je idealan okvir za istrazivanje ovakvih modela. Ovdje ¢emo samo kratko opisati
jedan od njih, konformni (razvio ga je i patentirao Hestenes). ldeja je da N -dimenzionalni euklidski
vektorski prostor promatra u N+2 - dimenzionalnom prostoru Minkowskog . Za N=3 osim

uobi&ajenih jedini¢nih vektora uvedimo joédva: e, e>=1i &, €° =-1, paimamo bazu
le,e.e,.&;,E}.

Ovo je ortonormirana baza 5D vektorskog prostora R*'. Dva dodana jedini¢na vektora definiraju 2D
potprostor R™* u kojem éemo uvesti novu bazu {0,00} (simbol oo ovdje koristimo kao oznaku vektora
koji predstavlja tocku u beskonacnosti, dok simbol o predstavlja ishodiste)

o=(e+€)/2, o=F-¢.

Faktor % ne igra bitnu ulogu, mozZe biti izostavljen, ali onda preostale formule imaju nesto drugaciji
oblik . PokaZite da su o i o nilpotenti i da vrijedi eAE =0A®, 0-00=0-0=-1, 0-0=0-0=0.
Sada imamo novu bazu

{0,e,,¢,,6,,0}
u kojoj geometrijski elementi kao $to je linija ili kruZnica imaju jednostavan oblik.

Ako imamo dvije totke u R® i dva vektora p i q koji izlaze iz zajednickog ishodista i
zavrsavaju u nasim to¢kama, kvadrat udaljenosti dan je sa ( p—q)-( p—q). Ideja je naci vektore p i
g u ovoj algebri ¢&iji unutarnji produkt ée nam dati udaljenost 3D toéaka (do na faktor), tj.
p-q= ( p—q)-( p—q). U tom slu¢aju bi moralo biti p- p =0, jer je udaljenost nula, pa takve vektore

nazivamo nul-vektorima. Prema tome, u ovom modelu su tocke predstavljene nul-vektorima, pa se
moZze pokazati da je za 3D vektor p odgovarajuci nul-vektor dan sa

P=0+p+ p°o/2,
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gdjeje p- p=0 (provjerite). Nadite P-Q .U konformnom modelu to¢ke mogu imati teZinu, ali ovdje
se necemo time baviti, osim napomene da teZina ima geometrijski smisao, primjerice, moZe pokazati
nacin na koji se presijecaju pravac i ploha. Vektori modela koji nisu toc¢ke (odnosno nisu nul-vektori)
mogu predstavljati razli¢ite geometrijske elemente. Kao primjer uzmimo vektor 7z =N+ Ao, pa ako
Zelimo nadi sve to¢ke X koje bi pripadale takvom objektu moramo napisati uvjet X-7z =0, $to znaéi
da je udaljenost tocke predstavljene s X itocke predstavljenes 7 jednaka nuli. Imamo

x~7z=(o+ X + X200/2)~(n+/100)=x~n—/1=0,

pa vidimo da imamo jednadzbu plohe okomite na vektor N, s udaljeno3¢u do ishodista A/n. Ako se
sjetimo da je kruznica u 3D definirana s tri tocke moZemo cijeniti ¢injenicu da kruZnicu u ovom modelu
dobijemo jednostavno: napravimo vanjski produkt toc¢aka. Ako je jedna od tocaka oo dobijemo pravac.
Lakse od toga ne moze. Narocdito je vazno da transformacije elemenata moZzemo ostvariti jednim
formalizmom, pa tako, primjerice, moZemo posti¢i da istim formalizmom opisujemo rotacije i
translacije. Zainteresirani Citatelj moZe nadi lijepo izloZenu teoriju u [19], gdje mozZete iskoristiti
prednost software-a koji prati knjigu: GAViewer. Sve je besplatno dostupno na Internetu.
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Dodatak

Al. Neka svojstva Paulijevih matrica

Pogledajmo Paulijeve matrice i neka njihova svojstva. Za linearne kombinacije Paulijevih
matrica

pa vrijedi

nas a se ponasa kao vektor. Takoder vrijedi

ab+ba (1 0}
o2 ab,,
2 0 1/&

$to znaci da Paulijeve matrice mogu biti interpretirane kao jedini¢ni vektori (dobili smo skalarni produkt

3 3

vektora d = Z:aiei i b= Z:biei ). Naravno, to znaci da bi produkti jedini¢nih vektora e, trebali biti
i=1 i=1

anti-komutativni (kao za matrice). Nademo li antisimetri¢ni dio

ab-ba
2

03

dobit ¢emo koeficijente vektorskog produkta (pokazite to). Iz oA'i&j = —oA'joA'i slijedi

i pomnoZimo ga matricom

Y I A n A a 10
(GiO'j) =0,0,0,0; =—0,0,0,0; =— 0 1)

Imamo objekte s negativnim kvadratom, oni svakako nisu vektori, $to znaci da matrica c%ié-j ne
predstavlja vektor. Ovdje imamo problem geometrijske interpretacije. Medutim, s jedini¢nim
vektorima imamo ee;, objekt koji odmah daje jasno geometrijsko znacenje (orijentirani
paralelogram), koji usput definira svoju ravninu. Sli¢no, 6,6,6, je samo produkt jediniéne matrice i
imaginarne jedinice, dok je €e€,€, orijentirani volumen s kvadratom -1, koji komutira sa svim

vektorima, S$to znaci da opet imamo ,imaginarnu jedinicu”, ali s jasnom geometrijskom
interpretacijom. Konacno, trazimo li 2D matri¢nu reprezentaciju od C/3 dobijemo Paulijeve matrice kao
rjeSenje. Postojanje matri¢ne reprezentacije dokazuje da je C/3 dobro definirana algebra.
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A2.Sve je “boost”

Za kompleksni vektor F =V + jW imamo W =+F?eC ili «/|:2:|:' pa za
F#N, N°=0 definiramo F/W=f, f?=1 i FIN-F>=1=—jf, 12=-1.

Pretpostavimo da imamo eksponencijalnu formu exp(gof), definiraju¢i  tanhgp =W,

r=1/J1-w?, «= \/(1+W)/(1—W) :F(1+W) (poopceni Bondi faktor, @=Ink) i
idempotente f, =(1+ f)/2, f _f =0 dobijemo

e’" =coshg+ fsinhp=T(1+Wf )=xf, +x'f .

Sada moZemo procitati “brzinu” kao W i lako slijedi da za uzastopne “boost”-ove vrijedi

et gof :e(rﬂl+¢z)f =TT, (1+W1f)(1+W2 f ) =T, (1+W1W2)(1+% fj’
1YV

=T, (1+WW,), W = M,
1+WW,
ili

af ot _ -1 -1 _ -1 .1 _
en’ e” —(/c1f++1<l fﬁ)(/czf++1c2 fﬁ)—lcl/c2f++1<l kK, I =>rx=kKk,.

Opcenito imamo kompleksni skalar @ =Inx =@, + jo, (eksplicitne formule za @, i @, su priliéno

nepregledne, moZemo iskoristiti program Mathematica i zamjenu j — i, gdje je i obi¢na imaginarna

jedinica) $to vodina exp (o f)=exp(g; f )exp(g, jf ).

Za F=v+jw, W :1,(\7+ jVTI)2 :\/VZ—W2+2j\7'VTI, za W=0 imamo dobro poznate

formule za boost-ove u specijalnoj relativnosti.

Za F=jW imamo W=«/(jvT/)2:\/—w2=jw, f=jw/jw=w, T=1/1+w?,

K= \/(1+ jw)/(1-jw), @=logx = jarctanw, exp(oW)=I(1+ jwW), pa za uzastopne

transformacije vrijedi
=C,(1-ww,), w=(w+w,)/(1-ww,).
Postoji zanimljiva moguénost interpretacije ovakvih transformacija kao “boost”-ova,
definirajuci novi ,rotirajudi” sustav referencije s ,vremenom“ t =1"7 (7 je “vlastito vrijeme”), uvodedi

tako ove ,rotirajuc¢e” sustave kao analog inercijalnim. Zahtjev za invarijantnoséu MA navodi na
preispitivanje paradigme “inercijalni sustav referencije”.
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Za dobro poznate Ciste rotacije exp(@jh) imamo @jh=jo(joN)/j0, ¢=jo,

W =tanh(j6)=jtang, I =1/\1+tan’ @, x=/(1+ jtand)/(1- jtand), f, =(1+£A)/2pa
mozZemo pisati
e’ =I'(1+ jiitan o),
r=rr,(l1-tang tand,),
tand =(tan g, +tand,)/(1-tan g, tan 6,) = tan (6, + 6, ).

Zahvala

Zelim izraziti zahvalnost Eckhardu Hitzeru za ljubazne rije¢i i podriku.
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Perwass, Christian: Geometric Algebra with Applications in Engineering, Springer, 2009
Wei, Jiansu: Quantum mechanics in the real Pauli algebra, thesis, University of Windsor

Yao, Yuan: New relativistic solutions for classical charges in an electromagnetic field, thesis,
University of Windsor

Namjerno je ponudena manja koli¢ina literature, zbog danasnje mogucnosti lakog dolaska do
informacija, ali na kraju dajemo popis imena ljudi koji se bave ovim podrucjem, tako da Citatelj lakse
pronade clanke, knjige, itd.

3D geometrija

http://geocalc.clas.asu.edu/GA_Primer/GA_Primer/index.html

[zvori na Internetu

https://gaupdate.wordpress.com
http://geocalc.clas.asu.edu

https://staff.science.uva.nl/l.dorst/clifford/

Software

Cinderella

https://www.cinderella.de/tiki-index.php

clifford.m, Mathematica package, https://arxiv.org/abs/0810.2412

http://www.fata.unam.mx/investigacion/departamentos/nanotec/aragon/software/clifford.m

CLIFFORD
http://math.tntech.edu/rafal/

Clifford algebra for CAS Maxima
https://github.com/dprodanov/clifford
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http://isites.harvard.edu/fs/docs/icb.topic1048774.files/clif_mein.pdf
http://geocalc.clas.asu.edu/GA_Primer/GA_Primer/index.html
https://gaupdate.wordpress.com/
http://geocalc.clas.asu.edu/
https://staff.science.uva.nl/l.dorst/clifford/
https://www.cinderella.de/tiki-index.php
https://arxiv.org/abs/0810.2412
http://www.fata.unam.mx/investigacion/departamentos/nanotec/aragon/software/clifford.m
http://math.tntech.edu/rafal/
https://github.com/dprodanov/clifford

Clifford Multivektor Toolbox for MATLAB

http://clifford-multivektor-toolbox.sourceforge.net/

CLUCalc/CLUViz

http://www.clucalc.info/

GA20 and GA30 (Formerly called pauliGA)
https://github.com/peeterjoot/gapauli

Gaalet

https://sourceforge.net/projects/gaalet/

Gaalop
http://www.gaalop.de/

GABLE
https://staff.fnwi.uva.nl/l.dorst/GABLE/index.html

Gaigen

https://sourceforge.net/projects/g25/

GAlgebra
https://github.com/brombo/galgebra

GA Sandbox
https://sourceforge.net/projects/gasandbox/

GAViewer, http://www.geometricalgebra.net/downloads.html, this nice tool is recommended with
the text. You can manipulate the images to some extent.

GluCat
https://sourceforge.net/projects/glucat/

GMac
https://gacomputing.info/gmac-info/

SpaceGroupVisualizer
http://spacegroup.info/
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http://www.gaalop.de/
https://staff.fnwi.uva.nl/l.dorst/GABLE/index.html
https://sourceforge.net/projects/g25/
https://github.com/brombo/galgebra
https://sourceforge.net/projects/gasandbox/
http://www.geometricalgebra.net/downloads.html
https://sourceforge.net/projects/glucat/
https://gacomputing.info/gmac-info/
http://spacegroup.info/

The GrassmannAlgebra package
https://sites.google.com/site/grassmannalgebra/thegrassmannalgebrapackage

Versor
http://versor.mat.ucsb.edu/

Some important details can be found at https://gacomputing.info/ga-software/.
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Popis imena autora u geometrijskoj algebri

(po abecednom redu)

Oni kojih se nisam sjetio, ili oni za koje ne znam, neka oproste, listu éemo prosirivati.

Abbott, Derek
Ablamowicz, Rafal
Aharonov, Yakir
Almeida, José

Aragdén-Camarasa, Gerardo
Aragodn, José Luis
Aristidou, Andreas

Artin, Emil

Arthur, John

Arturas, Acus

Augello, Agnese

Babalic, Elena-Mirela
Barbosa, Afonso Manuel
Bajguz, Wieslaw
Bartsch, Thomas

Baugh, James

Baylis, William
Bayro-Corrochano, Eduardo
Benger, Werner
Bengtsson, Ingemar
Blanchfield, Kate
Bouma, Timaeus

Brackx, Freddy

Brini, Andrea
Bromborsky, Alan
Browne, John

Buchholz, Sven
Cameron, Jonathan
Campbell, Earl

Castro, Carlos

Challinor, Anthony
Chapell, James
Chisholm, John Stephen Roy
Chisolm, Eric

Cibura, Carsten
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Clifford, William Kingdon
Colapinto, Pablo
Conte, Elio
Cory, David G.
Dargys, Adolfas
Denker, John
Dixon, Geoffrey
Doran, Chris
Dorst, Leo
Dresden, Max
Dress, Andreas

Eid, Ahmad Hosny
Falcon, Luis Eduardo

Farach, Horacio A.
Farouki, Rida T.
Fernandes, Leandro
Fernandez, Virginia
Figueroa-O'Farrill, José
Finkelstein, David Ritz
Fontijne, Daniel
Franchini, Silvia
Francis, Matthew
Galiautdinov, Andrei
Gentile, Antonio
Goldman, Ronald
Grassmann, Hermann (first ideas)
Gull, Stephen

Gunn, Charles

Gunn, Lachlan

Halma, Arvid

Havel, Timothy F.
Henselder, Peter
Hestenes, David (big dog)
Hilley, Basil


https://arxiv.org/find/math-ph/1/au:+Dargys_A/0/1/0/all/0/1

Hildenbrand, Dietmar
Hitzer, Eckhard

Horn, Martin Erik
Howard, Mark
Ichikawa, Daisuke
Igbal, Azhar

Ivezi¢, Tomislav
Jancewicz, Bernard
Jones, George Liewellyn
Joot, Peeter
Kanatani, Kenichi
Klawitter , Daniel
Kocik, Jerzy
Kosokowsky, David E.
Kumar, Datta Bidyut

Kuroe, Yasuaki

Kwasniewski, Andrzej Krzysztof

Lachieze-Rey, Marc
Lasenby, Anthony
Lasenby, Joan
Laurinolli, Teuvo
Lazaroiu, Calin Luliu
Leopardi, Paul
Lewis, Antony

Li, Hongbo
Lounesto, Pertti
Luca, Redaelli
Lundholm, Douglas
Lynn, Ben

Mann, Stephen
Matos, Sérgio
Matzke, Douglas
Mawardi, Bahri
Macdonald, Alan
Meinrenken, Eckhar
Miller, Richard Alan
Morneyv, Oleg

Moya, Antonio Manuel
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Naeve, Ambjorn
Najfeld, Igor
Nesterov, Michael M.
Nitta, Tohru
Oliveira, Manuel
Paiva, Carlos

Parkin, Spencer T.
Parra, Josep

Pavsic, Mate;j
Perwass, Christian
Pesonen, Janne
Pezzaglia, William
Poole, Charles P. Jr
Porteous, lan R.
Pozo, Jose Maria
Regonati, Francesco
Renaud, Peter

Riesz, Marcel

Rocha, Marlene Lucete Matias

Rockwood, Alyn
Rodrigues, Waldyr
Salingaros, Nikos
Setiawan, Sandi
Seybold, Florian
Schonberg, Mario
Shirokov, Dmitry
Snygg, John
Sobczyk, Garrett Eugene
Soiguine, Alexander
Somaroo, Shyamal
Sommen, Frank
Sommer, Gerald
Sorbello, Filippo
Sugon, Quirino
Suter, Jaap
Svenson, Lars
Tachibana, Kanta

Tarkhanov, Victor


https://crypto.stanford.edu/~blynn/

Teolis, Antonio
Tisza, Laszlo
Trayling, Greg
Vargas, José
Varlamov, Vadim
Vassallo, Giorgio
Velebil, Jirka
Vugt, Floris T. van
Zamora, Julio

Zhang, Hua
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Zhaoyuan, Yu
Yao, Yuan
Wang, Dongming
Wareham, Rich
Wei, Jiansu

Wei, Lu

Witte, Frank
Wu, Dimin



250 AD

1637

1798

1854

1878

|

300 BC

Synthetic Geometry
Syncopated Algebra / Euclid
Diophantes ’/
" ( First printing
Analytic Geometry 1482 )
Descartes
'
Complex Algebra
Wessel, Gauss
t 1843
Quaternions Extensive Algebra
Hamilton Grassmann
1862
Matrix Algebra 1878
Cayley Al 1881 —
_ Chifford Algebra
Determinants V“tgiE;}m]m Clifford
Sylvester
y 1890 1
Tensor Calculus 1908 ¢

Ricci

Spin Algebra
Pauli, Dirac
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Dhfferential Forms
E. Cartan
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