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ABSTRACT. Cet article présente et décrit essentiellement les instruments mathématiques
destinés a ’analyse complémentaire dont la notion est donnée au premier

chapitre.
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1. NoTioN DE COMPLEMENTARITE

1.1. Définition.

Considérons I’équation linéaire suivante f(z) = ax + b, ot a et b sont des réelles
constances. Pour deux valeurs x1 et xzo de cette équation, il existe deux valeurs
réelles telles que : f(x1) = axry +bet f(x1) =ara +b

Proposons nous a présent a retrouvez les réels a et b en fonctions des données ci-
dessus.

Cela nous ameéne au systéme suivant :

axo + b= f(x3)

La résolution de ce systeéme nous donne :

)= @), wef ) - o f ()

T2 — T T2 — X1

{aml +b=f(x1)

Les deux résultats obtenus sont intéressants :
Le premier est la pente d’une droite et est associé au calcul différentiel lequel repose
sur la notion de dérivabilité de Newton et Leibniz.

= flwe) = fl) associe la fonction f'(xg) = lim @) = f(@o)

To — T T—T0 r — X

Aussi simplement, nous aurons le méme raisonnement pour le résultat de b. Nous
associerons donc au résultat de b la notion de complémentarité dont I’ensemble des
propriétés seront développées dans la suite.

xo f(w1)-x1 f(22) associons la fonction ‘f(zo) = lim 2 f(xo)wof(x)
T2 — T T=To T — To

b:

Ou ‘f(x) désigne la fonction complémentaire.
1.2. Notation.

1.2.1. Notation linéaire.

La fonction qui viens juste d’étre définie est considérée comme la fonction complémentaire
et la différence avec les autres types de fonction est qu’elle porte un prime du coté
gauche. Ce qui donnera :

‘f(x) fonction complémentaire

“f(x) fonction complémentaire seconde

" f(z) fonction complémentaire troisieme

(") f () fonction complémentaire nieme

1.2.2. Autre notation.
Remarquant que z2 f(z1)—z1f(2z2) est le déterminant des vecteurs OMi(z1; f(x1))

-
et OMy(z2; f(x2)) Cela nous amene & noter cette fonction de maniere suivante :

) = 2T
2 X
oy = @

dx?

fonction complémentaire

fonction complémentaire seconde
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dt3 f(x
“Wf(x) = %g) fonction complémentaire troisieme
. dt" f(x
() f(x) = dt" f(x) fonction complémentaire nieéme

n
Egalement, nous noterons par I’expression At les thermes de nature:

At F U2F1 — u1F2 dtf( ) . At f(u)
= “du lim

U
en outre : =
Au Uy — UY U

o Au—0 Au

1.3. Complémentarité des fonctions.

1.3.1. Complémentaire en un point.
Une fonction réelle sera dite complémentaire en un point zy si et seulement si :

i 2F@) —wof(@) _ - 2f(z0) — 2of(2)

T—T T — To ."c—>mar T — o

=/

Avec /¢ constance réelle :

1.3.2. Complémentaire en un intervalle.
Une fonction est dite complémentaire sur un intervalle si elle est complémentaire
en tout point de cet intervalle

1.4. Relation complémentaire basique.
En revenant sur la résolution du précédent systeme, nous avons trouvé :

_ flw2) = fa1) ot b:$2f($1)—$1f(1‘2)

T2 —T1 T2 — T1

En introduisant ces valeurs dans I’équation initiale f(x) = ax + b, nous obtenons :
zaf(x1) — 21 f(x x2) — f(z
foy = T o) — o fla) | S~ )
To — T1 T2 — T1
Les réels x1 et xo sont définis indépendamment de x, ce qui nous ameéne & considérer
pour f(x) la nouvelle expression suivante :
xf(xo) —xof(z ) — f(x
fay = T~ ol (@) | @)~ fla)

Tr — X9 T — X
Cette derniere expression reste identique a la premiere. En introduisant les limites,
nous obtenons :

lim f(z)= lim M+ lim zx lim f(z) = f(x0)

T—To T—To T — X9 T—xTo T—To T — X9

D’ou :

= "f(zo)+xof (o)

f@o) = "f(z0) + zo f'(20)

Finalement, nous obtenons la formule générale suivante pour toute fonction f réelle :

fl@)="f(2) +2f'(z)
Cette relation relie trois notions en analyse: la notion de continuité, de dérivabilité
et la nouvelle qui est la complémentarité:

1.5. Relations Complémentaires Générales.
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1.5.1. Relation entre sommes de fonction.
Soient f et g deux fonctions réelles : Nous avons d’apres I’équation (4)

(f () + 9(z)) = (f () + 9(2)) + 2(f(x) + g(x))’

Ce qui nous permet d’écrire:

(f(2) + g(x) = f(z) + g(z)-af'(2)-2g'(z)
= (f(@) —2f'()) + (9(x) — x4 (2))

Finalement :
Pour deux fonctions u et v
‘(u+v)="u+'v
ii) Relation entre produit de fonction En utilisant la relation (4) telle que nous
I’avons vu a l'exemple qui précede, nous obtiendrons pour deux fonctions u et v

“(uv) = ‘uv + ‘vu — uv
iii) Relation entre rapport de fonction

Pour deux fonctions u et v, procédant de la méme maniere:

U ‘uv — ‘vu + uv
(b= o vt

v v
iv) Relation d’une fonction puissance

‘(u™) = u™(1 —m) + m'uu™ !

v) Relation
‘(&™) = (1 —n)a™

1.6. Tableau récapitulatif des fonctions élémentaires.
Le tableau suivant est un récapitulatif des fonctions dérivées et complémentaires

élémentaires :
fonctions | fonctions dérivées | fonctions complémentaires
C 0 C
Cx C 0
™ na" 1 (1 —mn)a™
cos T —sinx cosT + xsinx
sinx cosx sinx — xcosx
e’ e’ e* — xe”
e " —e 7 e v +axe "
1
Inz — Inz —1
T
i NG
Ve 2/x 2

1.7. Le Spectre de la fonction C. Avant de passer a ’étude du spectre de la
fonction complémentaire, il nous est semblé impératif de décrire préalablement le
vecteur complémentaire élémentaire dans un plan orienté (0,4, 7)
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1.7.1. wvecteur complémentaire. Pour ce qui est du vecteur dérivée, nous savons qu’il
est tangent a la courbe décrite, comme le mentionne cette figure:

di

\

N

\
0

En procédant & présent au calcul du vecteur complémentaire en fonction de z,ou
{ = i + yj nous aurons:

dtl = bdx — xdl = (zi + yj)dz — x(dzi + dyj)

= i(xdx — zdz) + j(ydz — xdy)

= jlydz — zdy) = jdty
finalement:

dtl = jdty

Il apparait donc ici clairement que le vecteur complémentaire élémentaire dans un

plan est orienté perpendiculairement a ’axe du scalaire de description considéré tel
que nous ’avons sur la figure ci-dessous:
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1.7.2. Description du spectre complémentaire. Le vecteur complémentaire élémentaire
tel que nous ’avons défini dans un plan orthonormal est toujours orthogonal a I'axe
(0; Z) Par conséquent, si la circulation du vecteur dérivé décrit une courbe, alors
la circulation du vecteur complémentaire élémentaire décrira une surface que nous
appellerons 'aire complémentaire.

Et cet aire pour une fonction f dans un intervalle I[a;b] est donné par l'intégrale

A= fab ‘f(z)dx

(W]
=

1.7.3. Fonction du spectre. Pour exprimer le spectre complémentaire nous représentons
I'ensemble des vecteurs complémentaires & partir de la courbe (C). Toutefois, nous
allons décrire une fonction (Cp,) qui décrira 1’aire comprise entre la courbe (Cy) et
I’ensemble des bouts de vecteurs:

Cette fonction est définie par la fonction

h(z) = "f(x) + f(x) = 2f(z) — zf'(2)

¢ !

En prenant par exemple un intervalle de la fonction f(x) = —2% + b on trouve
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h(x) = 2b ; ce qui peut correspondre & :

(Ch )

S
.
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2. COMPLEMENTARITE DES FONCTIONS DE DIMENSIONS SUPERIEURES

Complémentarité des fonctions a plusieurs dimensions Apres avoir évoqué le
complémentaire des fonctions a une dimension, celui des fonctions surfaciques et
volumiques, nous allons a présent nous intéresser au complémentaire des fonctions
a plusieurs dimensions

2.1. Complémentarité des fonctions de type f(z;y).
Dans le cas cartésien, il a été vu que la dérivée d’une fonction de ce type était:
Of(z:y) Of(x;y)
df (z;y) = ——""dx + ——24d
If (3 y) o oy
Avant ainsi de passer au complémentaire, nous devons d’abord passer a la lecture
symbolique

2.1.1. Notation de complémentarité partiel.

Nous noterons le complémentaire partiel par le terme suivant : Ot

Soit une fonction scallaire f dépendant de deux variables scalaires = et y tel que
f=flz;y)

Les complémentaires partiels de f respectivement par rapport a x et y sont définis

par:
otf(wy) _ o (@ +An)[f(w5y) - af (@ + Avsy)
0r  Az—0 Ar
otf(wy) _ . WAy f(@sy) —yf(wy + Ay)
ay - Ay—0 Ax

Ce qui signifie également qu’on calcule le complémentaire de la fonction f(z;y) en
considérant y constant pour la premiere relation et pour la deuxieme en considérant
x constant

2.1.2. Formule générale des complémentaires. Pour une fonction scalaire f de n
variables scalaires tels que f = f(ug;ug; - ;up)

_ Otf(uisug;- -+ ;un) Of (ursug;--+ jup)

flugsugs -+ sun) Bus +u s
_ Otf(uiug e sun) o Of(uasuni - s un)
Ous Oug
_ L Otf(uasug; - s um) +un3f(U1;U2;"'  Un)

ouy,
Il en est de méme pour des scalaires, variables indépendantes:
_ Otf(ursug;--- 5un) +kaf(u1;u2;'” ; Un)
ok ok

2.1.3. Formule générale des opérateurs.
Des formules qui précedent, nous pouvons établir la formules des opérateurs suiv-
ante:

ou,,

flursugs -+ sup)

ot n 0
= — u——
Ju ou
Le point opérateur () est un point tel que pour toute fonction ® ou tout vecteur

A:

P.A£D ; A A£A
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2.1.4. Détermination du complémentaire dtf(x;y). Sachant que

En changeant les dérivées partielles par leurs valeurs conformément & la formule
générale suivante

Of (ursug; - suy 1 Otf(ur;ug; - Un

flu ;u )Zf(f(u1;u2;"';un)— ACCHD ))

U; ou;

dy

Nous obtenons d’abord:
df (z;y) = f(x;9)(

En multipliant ce dernier résultat par xy:
Nous obtenons:

do @) _ Otf(zy)de  Otf(xiy) dy

x Y oz x Jy Y

oy (ai) = £ 0) o -+ ady) — (r 2 o 2L gy

= [(x;y)d(zy) — dtf(x;y)
oy dtf(z;y) df (z;y)
T = Ziayy T day)

Finalement la formule du complémentaire cherché sera:

yatf(:v; Y) 4 xatf(w; Y)

D’ou:

dtf(z;y) = p n dy
Et sa valeur réduite sera:
it f(sy) = otf(w;y) do n otf(z;y) dy

ox x dy Y

2.2. Généralisation pour une fonction & n dimensions.
Pour une fonction f & n dimensions, nous savons que la dérivée est:

df (ug; -+ un) = Z —af(u1;6;~ ;u")dw

En utilisant la formule de base, nous obtenons:

df (u; -+ jup) = Z Mdul _ Z(f(u“ . ;un)_w)dui

6ui 8u, Uj
dui atf(ul; *jUp) du;
dul Otf(u;- - ;up) du;
_f ulv ;U Z W Z f L ) W

Nous multiplions I’ensemble par []u

TT wdf (s sun) = flugs--- 5w ZH

u
Uq

f Us - ;U Hu dtf uys - 7un)

Finalement:

flug;- - 5 up) —dtf(ul’—;—FH df( ul’uz’ o) i tn)
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Le complémentaire sera donc:

Otf(ur;us;--- ;un U
dt f(uy;ug; - - - ;un)zz Sl 82 )11 du;

Et sa valeur réduite sera:

otf(uy;ug; - ;un) du;
dtf(ugiug;-- sun) = fluruz )

8ui (17

2.3. Généralité entre les dérivées partielles et les complémentaires sur la
structure de notation.
Notation :

Nous avons vu que la dérivée partielle était exprimée par 0 et le complémentaire

partiel par Ot
0 ot 0
Ainsi : 8—f est la dérivée de la fonction f par rapport a u, et a—( /
U U
complémentaire de cette dérivée par rapport toujours a u.

8u) sera le

o otf

t
De méme : —— est le complémentaire de la fonction f par rapport a u, et 6—(8—)
u Ou

u

sera la dérivée de ce complémentaire par rapport toujours a u.
Pour ce qui sera des notations, On enlévera les parenthéses et associera les éléments
de méme nature lorsqu’ils sont consécutifs en augmentant d’indice

a ,0f _82]”

7090 = 22

ot otf, ot*f

70 on) ~ a

o . 0 of o 0af 0f

509090 " Buduou ~ aus

ot ot otf . ot ototf of

7090 50 T Guou o~ 0w

ot ot otf _otot  otf  onf

Pour plus d’une variable :

o ,0f B 82f

90 90) = Bude

ot otf. ot f

90 90 = Budn

o 0 0f o 00f B

%(%(%)) T Oudvou  dudvdu
ot ot otf . Ot ototf  o’f

%(%< ou ) = Oudv Ou ~ dudvdu
oton o . otor af oS

%(%< ou ))_%% u  Oudv---du
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S’il y a interférence consécutivement entre deux opérateurs, on conserve I’expression
linéaire:

o otf.  ootf
%(&u)_ ou?
ot of  otdf
2u'd) = o

o 0t of 0 otdf dotdf
9090 90) = Guouon ~ 0w
ot 0 otf . Ot & Otf  otootf
9090 00 ) " Buvu on T 0w

ot 0 otf ot o otf otd---otf
Pour plus d’une variable :
o otf. 0 otf
a0 = du v
ot of,  otof
90 o) ~ 90 ou

0,0t of . 0 otdf = 0otof

8u(8v(8u)) C Oudvou  Oudvdu

ot, o otf .. ot 0 otf 0tdotf

8u(8u( v )= oudu dv  Ou2dv
Pour des variables différentes : Si deux valeurs opérationnelles de méme nature
se succedent directement méme s’il n’en est pas de méme pour ’ensemble, en les
associant, on augmente leur indice d’un terme

ot 0 ,0f _8t82f
7090 90 = a020u
o 0t otf . 00t f
7090 30 = aazan
o, 0 otf _8281%]”
3090 90 ) = 9%au
ot ot of . o0f

%(%(311)) ~ Ov20u
Pour des opérations supérieures :
ot ot 0 of Ot20?
7090 90 (3 ) = 5

a eI B
ov2 v Ou - dud " Ouvddut
0,0t 0, 0 0t . 00to*0tf

%(%(%(%(&L)))) © Ou2dvdu?
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3. COMPLEMENTARITES VECTORIELLES

3.1. complémentaire ordinaire de vecteur.  Soit un vecteur R(u) dépendant
d’une seule variable scalaire u .
Nous avons:

AtR(u)  (u+ Au)R(u) — uR(u + Au)

Au Au
Ce vecteur apres transformation de cette derniere expression:
AtR(u)  AuR(u) +u(R(u) — R(u+ Au))  AuR(u) — uAR(u)
Au Au N Au
Ou Au représente I'accroissement de u
Le complémentaire ordinaire d’un vecteur E(u) par rapport au scalaire u est donné
par:

dtR(u) . AuR(u) — uAR(u)
= lim

du Au—0 Au
Si cette complémentarité existe: Et son sens dépend de u et de la variation de u et

R tel que présenté sur cette figure:

R(u)Au
AtR(u) /
\ R(y)
R(u+Au)
—uAR(u)
O

3.1.1. Déplacement complémentaire élémentaire dans un plan orthogonal.
Avant de procéder a I’étude vectorielle complémentaire, il est important de rappeler
que le calcul ¢ des fonctions ou des vecteurs est tres dépendant de ’élément pris en
référence:

. re ~a 71 72
Considérons un vecteur OM et un élément k& quelconque:

—_—

En décrivant OM en fonction de k , nous aurons:

dtOM  dOM
OM ===+ k=1

Nous tirons de cette derniere equation O—]\/[ dont la valeur est:
— — —
dtOM = OMdk — kdOM
Si nous considérons que nous sommes dans un plan orthogonal (OIJ):
dtOM = (27 + yj)dk — k(idz + jdy) = (xdk — kdz)i + (ydk — kdy)]
= idtx(k) + jdty(k)
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Dans ce dernier résultat dtx et dty sont liés a I’élément k
si nous considérons que nous sommes dans un plan orthogonal orienté pour un

vecteur OM défini pour z et y, nous aurons établi que:
=
dtOM = dty(z)j
Le déplacement élémentaire ¢ est orienté parallelement & 1'axe (OJ)
dtl = jdty

Il est également a mentionner que y ne doive pas étre un monome, auquel cas le
déplacement serait nul:

Le vecteur complémentaire balayera comme il a déja été établi une surface donc la
valeur numérique entre deux points x; et xo sera:

/m \f(z)dz

Ot ‘f(x) est la fonction complémentaire de la fonction f(z)

Sc =

3.1.2. Courbe dans un espace a 3 dimensions. Considérons un vecteur A de position
r(u) joignant l'origine 0 d’un systéme de coordonnées & un point quelconque (x; y; z)
, ous aurons:

) = z(u)i+ y(u)j + z(u)j

Lors de la variation de u , ’extrémité de r décrit une courbe d’équation paramétrique:
v=a(w) y=y) ==-z()

Suivant ce qui vient d’étre vu,

dtr(u) . Aur(u) — ulAi(u)
du Aligo Au

est un vecteur de direction variable.

Si le vecteur
dtr . AT
2 im o
du Au—0 A
existe, on obtient un vecteur donné par;

dt¥  dtZ- dtr- dtr i

- d T

3.2. Continuité, différentiabilité et complémentarité. Nous savons qu’une
fonction scalaire ®(x) est dite continue en u si

Alirgo O(u+ Au) = D(u)
Ce qui de maniére équivalente correspond & ®(u) continue en u si pour tout nombre
positif € nous pouvons trouver un nombre positif § tel que
|Au| < 0 implique |P(u + Au) — P(u)| < e
Ce qui entraine également:

|Au| < & implique |(u + Au)P(u) — u®(u + Au)| < €|ul
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3.3. Formules de complémentarisation. Soient /Y, B et C des fonctions vecto-
rielles de la variable scalaire u complémentarisable et ® une fonction scalaire de la
variable v complémentarisable. On a:

C%(g I L LC
L35 9% I PN W P 7Y
ji( x B) = @d;—f éﬁ—f-@B

3.4. Complémentaires partiel des vecteurs. Soit un vecteur A dépendant de
plus d’une variable scalaire; en prenant par exemple trois exemple x, y et z. Ce qui
nous amene & écrire A = /T(:E, Y; 2)

Le complémentaire partiel de A par rapport a z est défini par:

OtA (z + Ax)A(z; y; 2) — 2 Az + Az y; 2)
Or  Az—0 Ax

Si cette limite existe:
De meéme:

A (y+ Ay Az y;2) — yA(zy + Ay; 2)
= lim
83} Ay—0 Ay

OtA (24 A2)A(z;y; 2) — 2A(x; 55 2 + Az)
m
0z  Az—0 Az

Sont les complémentaires partiels de A par rapport a y et z respectivement si cette
limite existe.

Les regles concernant les complémentaires partiels de vecteurs sont analogues a
celle utilisées dans le calcul élémentaire pour les fonctions scalaires. Ainsi, si A et
B sont des fonctions de trois variables x, y et z nous aurons par exemple:

ot - - OtA OtB
At P =50t 5

ot - = aé’tB LOtA o

ot L otB - OtA . -
au( B) A/\T—FB/\E—A/\B
ot OB = Otd -

_ X_’: 74'_ _—
7 ® x B d B ®B
U



16 MENDZINA ESSOMBA FRANCOIS ET ESSOMBA ESSOMBA DIEUDONNE GAEL

3.5. Complémentaire des vecteurs. Finalement la complémentarité des vecteurs
suivent les mémes regles que celles déja vues, nous aurons entre autres:

A= Zj: A;€ alors : dtA = 2?: dtA;ée;

dt(AB = AdtB + BdtA — AB
- - R OtA
Alurs--- sup) alors dtA =Y T2 du,
(u1;- - ;uy,) alors D, u

3.6. Déplacements complémentaire et fonctions volumiques élémentaires
dans un espace a n dimensions en coordonnées orthogonales.

Nous avons défini de maniere générale les vecteurs (C) en coordonnées orthogonales
dans un espace a (n) dimensions pour un vecteur quelconque A.

dtA = zn: dtA;é;
1

Dont le modele est presque proche de celui de la dérivée.

De méme pour un systéeme quelconque d’éléments caractéristiques :
Base : B(€1;€3;€3; -+ ;€p)

Cordonnées : @ (u1; ug; us; -+ ;uy)

Eléments du systeme: h (hy;ha;-- - 5 hy)

Le vecteur déplacement élémentaire dans ce systeme est :

n
=" hidu;é;
i=1
Et pour fonction volumique associée :

n
dU = [ ] hidu;
i=1
Nous référant sur ce modele, sachant que le vecteur déplacement (¢) élémentaire est
donné par :

n
dtl =" hydtu;é;
i=1
Nous allons définir le volume complémentaire associé par

n
dtU = [ [ hadtu,
i=1
En considérant que les dtu; existent:
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4. I’OPERATEUR COMPLEMENTAIRE NDZINA

Dans le calcul complémentaire, le chapitre sur I'opérateur complémentaire ndjina
Etoundi du nom d’un de nos oncles a qui nous avons beaucoup 'affection est sans
nul doute le plus important. C’est pourquoi, nous lui avons accordé une place
importante dans le développement : L’opérateur (©) sera le complémentaire du
fameux opérateur géométrique nabla dont le symbole est : V et cet opérateur dans
sa nature réduite sera définie par I’élément symbolique suivant : il

4.1. L’expression géométrique réduit de 'opérateur complémentaire en
coordonnées curvilignes orthogonales.
Nous connaissons tres bien, ’expression analytique de I'opérateur nabla qui est :

V= Zh aul

C’est a partir de cet opérateur qu’on tire des grandeurs géométriques telles que le
gradient, le rotationnel, le divergent et le laplacien. De méme pour chacune de ces
grandeurs, nous allons définir une valeur complémentaire :

4.1.1. Détermination de [’opérateur.
Nous avons établi qu’il existe une relation entre la continuité, la dérivabilité et la

ot
complémentarité f(x) = ‘f(x)+zf'(x); de méme que pour les opérateurs . = — +

ou
0 ) . , o
ua—, nous allons supposer qu’il en est de méme pour les opérateurs géométriques.
u

C’est pourquoi, nous allons travailler avec 'opérateur connu nabla:
a) Usage du gradient:

En effet, pour une fonction scalaire f(uq;us; -« ;uy) , le gradient est donné par la
formule :
- " e; Of (ur;ug; -+ 5 up)
gradf(uisug; - sup) = Vf(uryug - ju ;E : 1;1 =
Connaissant les relations ultérieures, Nous obtenons :
Of (ursug;- -+ sun) _ i(f(u g ) — Ot f(ur;ua; - - - ;un))
aui u; 1, U2, s Un aul

En remplagant cette derniéere expression dans ’expression du gradient, nous obtien-
drons :
— & Of (ur;ug;- - ;un))

= Zel[i(f(ul;uz;--~ S Up) — 0] (g - ;u"))]
1

i U Ou;

. . 61 atf u17u27" ;un)
:f(u17u27" U Zhul Zhul aui

A partir de cette derniere expression, nous retenons ’expression suivante :

Z ez atf Ul,'U,Q,"';’LLn)
hiu; ou;



18 MENDZINA ESSOMBA FRANCOIS ET ESSOMBA ESSOMBA DIEUDONNE GAEL

b) usage du divergent:
Nous savons que pour un vecteur quelconque A(uq;usg;--- ;uy,), le divergent est
défini comme suit :

n

Z i e;za (u1;ug; -~ sun)

divA(ur;ug; - 5 un ——* ULy U255 U
( 1, U2 h 8uz ( 1, U2, hz 811,1
Or nous connaissons la relation suivante :

i Az ) | DA (wru- - )

Al us: - - - ‘U _ ) ) ) + ) ) )

( 1, 2, n) 6111 g aul
OA(ursug; -+ sup) 1 o Ot A(ur;us; -+ 5uy)
= = —(A(ursu; -+ jup) —
8’11,1' Ui( ( ! 2 n) Gul )

En remplagant cette derniere expression dans le divergent, nous aurons :

- & OA(ur;us; -+ jupn
VA(ui;ug; - jup) = e (11 82”1‘ )
LB 8t1§(u1;u2;--~ P Up)
_ U (Aug g ) —
; z[uz( (u17u2a ;U ) 8UZ )]
PO é; 8tA (up;ug;-- - ;up)
= Al ugs - Z hi; Z hi; ou;

Du résultat suivant, nous retenons cette expression :

Z € 8tA (ug;ug; - 5up)
h; i Uq 8’[1,1

Des deux expressions retenues, nous pouvons établir I’expression de 'opérateur
(©), et cette expression sera définie par la formule suivante :

4.2. Relation des opérateurs géométriques. En revenant aux deux dernieres
expressions vues, nous aurons :

) & € Otf(ur;ug; - juy)
VZf(U1;U2§"' ’u”)zhu _Zh-u- ou;
1 i Uq 1 7 g g

Ce qui donne :

= = &
Vi (unugs- - sun) + T (uisug; - ) = > = fluriugs -+ 5up)
1
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Et pour l'autre, nous aurons :

"¢ "G OtA(uriug; - s up)
VA(UJ,UQ,,Un):A(ULUQ,,un)Z Z_ZhL 1, 25' y Un
1 1

n —
= A(uqg;ug; S Up ) Z W L TLA(ug; us; U )
1 iUs

Ce qui donne :
VA(ursug; - jun) + HA(ur;ug; - up) = E AAAfA»u1,u27 )
Ce qui nous amene a établir la relation générale suivante :
"¢
V+H=§ .
1 hiug

€ P N . .
—— est le vecteur opérationnel a qui nous pouvons encore donner la valeur de i
i Uj
Ce qui fera de maniere globale :

VA(uryug; -« jun) + A(ur;ug; - -+ jun) = GA(u1; u2; - 5 up)
Vf(ursugs - sun) + 10 (uiug; - - sun) = fif (s ugs - 5 un)
D’ou la relation fondamentale suivante :
VA+I=j
A partir de cette derniere formule, nous allons définir d’autres grandeurs vecto-
rielles complémentaires :

4.3. Le gradient complémentaire ou cradient.
Le complémentaire du gradient sera appelé cradient et son écriture réduite tirée de
I’exploitation du gradient sera :

=d Z el 8tf Ur;uU2;5 7“11)

eradf (st 1) = T flunsugs-- ) = Y0 0 RS

4.4. Le divergent complémentaire ou civergent.
Le complémentaire du divergent sera appelé civergent et son écriture réduite tirée
de 'exploitation du divergent sera :

1 T T 2 : atA ; P
) (2

4.5. Le rotationnel complémentaire.

Le rotationnel complémentaire sera appelé crotationnel:

Et d’apres la formule des opérateurs vectoriels que nous venons d’établir, pour un
vecteur quelconque A'(ul; Ui e 5 Up):

Le rotationnel (¢) sera défini comme suivant :

crotA(ur;ug; - un) = OAA(ut;ug; - -+ sun) = GAA(UT;u; - - sun) —VAA(UL; ug; -+ 5 Uy )



20 MENDZINA ESSOMBA FRANCOIS ET ESSOMBA ESSOMBA DIEUDONNE GAEL

4.6. Le laplacien complémentaire.

Le laplacien (©) sera défini par le symbol suivant A;
Et d’apres la formule établie, nous aurons:

e e

hiu; auz hiu; auz

A=T%=

4.7. Quelques Relations liées a I’Opérateur Complémentaire.

4.7.1. Relations du Cradien.
i) Relation de somme
Soit f une fonction tel que :

f=h+fet-+/n

Nous avons :

- e; ﬁ B é; Otfy €; Otfs é; Otfn
cradf = Z hiu; Ou; (fitfot+fn) = Z h;u; Ou; Z h;u; Ou; + +Z h;u; Ou;

= cradfl + cradfg + ot cradfn

Ce qui fera :
cr_ddf = cr_&dfl + cr_ddfg 4+ 4 cr_ddfn
ii) Relation de produit
Soient deux fonctions réelles f et g :
Nous avons :

- e e; Btg 8tf
crad(f x g) =) +— 8uf 9= 55, 95, — 19
€; 8tg eZ 8tf
_fzhulau

= fcradg + gcradf — fgﬁ
Ce qui fait :
crad(f x g) = feradg + geradf — fgii
iii) Formules du complémentaire
D’apres ce qui a été déja établi au chapitre précédent dans un espace vectoriel a
plusieurs dimensions, nous avons :

1 2 Otf (ursug; -+ s up
dtf(ul;u2;... ;un):iziaf(ul Ug u )duz

U; u; ou;

Pour une fonction intégrant de divers systemes :

61 at Up; U255 Un
dtf(ur;ug; - ;un —u Zh Jlus (’)ZA )dui

A présent reconsidérons le vecteur cradient que nous avons eu & définir :

n

Z € Otf(ursug; -+ sup)
hiu; ou;

cradf(ui;ug; - ;u

En le multipliant avec le vecteurs di = €i1duy + €3dus + - -+ + €,du,, Le produit
cradf(uy;ug; -+ ;uy) X did(uy; ug; -+ ;u,) On en conclu que :

dtfur;ug; - sup) = cradf (ugsug; - 3un) X dl{ur;ug; -+ ;)
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4.7.2. Relations du Civergent.

i) Relation de somme

Soient A un vecteur dans un espace de dimension n et un ensemble E de vecteurs
/fi définie dans le méme espace tel que : A= /fl + /fg 4+ A_’n On aura donc :

e OtA, T OtA. e OtA,
civA = Zhuzauz A1+A2+ —|—A Z 1 Zh 2

hiu; Ou; iU (9uZ hiu; Ou;

= civAq + civAy + - - - + civA,
Finalement, nous avons :
CivA = civA; + civAg + - - - + civA,

i) Relation de produit Soient une fonction ® et un vecteur A, nous avons :

é; ot( <I>A 6tA SOtd S
civ( (I)A Z h;u;  Ou, Z h; uZ Bul +4 ou; - o4)

e; 6tA ; Otd
:(I)Zhiui 6ul Zhuz 8uZ Azhul

= ®civA + Acrad® — @ﬁl

Finalement :

civ(®A) = BeivA + Acrad® — A

4.7.3. Relations du Crotationnel.
i) Relation de somme
Soit un ensemble de vecteur défini dans un espace vectoriel V, tel que:

A=A+ A+ -+ 4,

Nous avons:

crotA =TI A (A + Ay + -+ Ay,)
—OAA +TOAAy+---+TA A,
:crot/rl +cr0t/f2+~~~+cr0tA_'n

Finalement:
crotA = crotffl + crot/fg + -+ crotA_;

ii) Relation de produit
Soit un vecteur A et une fonction réelle f
Nous avons:

crot(fA) =Ti A (fA) = fTiAA = ferotA
finalement:
crot(fA) = ferotA

Toutefois:

crot(cradf) =0
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4.7.4. Relations du laplacien complémentaire.
i) Premiére relation Soit 1’expression du Laplacien suivante :
A=V?

En tirant nabla de la formule plus haut, nous obtiendrons :

A = (fi —T)? = ji* — il — Tji + T2
Or i — Il = V Dot la relation suivante :

A—A=pv—Tj
De méme : En ne modifiant qu’une seule valeur, nous aurons :
A=V?=V(i-Ti)=Vji-Vi

ii) Deuxieme relation
Soit I'expression du Claplacien suivante :

A = Ti2

En tirant nabla de la formule plus haut, nous obtiendrons

Orﬁ—ﬁzﬁD’oﬁ:
A—A=jal-vVi
De méme : En ne modifiant qu’une seule valeur, nous aurons :
A=T% =Ti(i—- V) =T1ji - v
4.8. Relations explicites des grandeurs complémentaires.
De maniere générale, les valeurs géométriques dérivant de ’opérateur nabla s’expriment

de maniere simplifiée dans un espace a trois dimensions, ¢’est pourquoi nous avons
trouvé nécessaire d’exprimer explicitement également les valeurs géométriques complémentaires:

4.8.1. Ezpression simplifiée du cradient.
Pour le gradient, on a la valeur simplifiée suivante

- e; 0
V=2 5w

R e; Ot
H =

4.8.2. Ezpression simplifiée du civergent.

Le divergent a pour expression simplifiée

S 1 0
VA= > G- (hahiAs)

A partir de cette derniére formule nous allons tiré I'expression du civergent simplifié
Nous avons :

Le cradient lui sera :

L A 1 )
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1 hjhkAi 0
= — hi A

1 1 0
=3 i G g (it )

1 1 0

Finalement nous obtenons la formule simplifiée suivante

- 1 1 0
ITA = — —(hjhiA;

4.8.3. Ezpression simplifiée du crotationnel.
Pour déterminer ’expression simplifiée du crotationnel, il est important de s’arréter

a la formule du rotationnel suivante:
hiei haoez  hsés
1 0 0 0

[Thi |0ur  Ouy  Ous
A Ay A,

La décomposition de cette formule donne:

VAA=

hié; ho63 hs€s

e 1 . 1 . 1 . 1
i L. Lo . vo . 1ot
H hl (751 Uy 8’11,1 (%) (%) (’9u2 us us 87.L3

Ay Az 3

hi€i hoés hséx hi€ei hoes hses

_ 1 N N B 1 1 ot 1 ot 1 ot

T Jlhi | W u2 ug hi |u1 Our  ug Ouy  us ug

H A A, As H UlAlul U2A2U2 U3A3U3
—jANA-TIANA

Finalement, nous en déduisons que:
h1€_i hze_é h3€_§,
1 1 0t 1 0t 1 0t

:Hhi up Qup  ug Qug  uz duz
Ay Aq Az

GAA

4.8.4. Ezpression simplifiée du laplacien complémentaire.
Ona: A=I2=1I
Ndzina étant un vecteur, nous aboutirons a :
. 1 1 0
nl=——- — ——(h;heI;
th(ulauz(J k )
_ e; Ot 1 Jt
II= =0 =——
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En revenant remplacer,

Tir

Finalement :

1(3( 1
u; Ou; thu@ul

Il
S8
mb L
=
o

thuz 8u1

1 Ot Hh ot
th:ulauz huzaul)

4.8.5. Ezpressions simplifiées d’autres grandeurs géométriques.

oo 0 Hh ot
VH_thauz h3u; Ou;

1 0t H h 0
h Z U; 5‘uz h2 6‘uz)
0 H h
h Z ouy; h2uZ

o 1 19 Ik
H“—mzuﬁaui(hgu)

v =

1 ot hhhk ot

hu; Ou;

)
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Dans ce nouveau chapitre, nous faisons apparaitre de nouveaux connecteurs
qui vont nous aider a la détermination des fonctions meres a partir des fonctions
complémentaires C’est un chapitre symétrique a celui des primitives dans le cadre
dans la dérivabilité.

5. NOTION DE TRANSLATEURS ET DE TRANSLATION (©)

5.1. Notion de translation complémentaire.

Nous pouvons déclarer avec raison que le terme dérivée s’applique bien a la fonction
f'(x) , car cette derniere dérive bien de la fonction initiale f(z)

f(z) dérive de f(x)

De méme, le terme primitive est en accord avec la transformation [ f(z)dz, car la
fonction qu’elle décrit peut étre vue comme lancétre de la fonction f(x)

[ f(z)dx primitive de f(z)

Nous remarquons également en terme de dimension que la fonction dérivée de f(x)
a un degré de moins que la fonction mere.

En effet, si nous prenons la fonction suivante :

flx) =a"
En la dérivant, nous obtenons :
f(x) = na"!

Si nous comparons les puissances des deux mondémes, nous obtenons :
n

_ x
z"supx” let =z
érnfl

De méme la fonction primitive a un degré de plus que la fonction mere f(x)
En effet, revenons a notre fonction f(z) = 2
En calculant sa primitive, nous aurons :

anrl
/f(x)dx =1

Si nous comparons les deux fonctions en fonctions de leur degré de puissance ;
Nous aurons :

$"+1
" <g"tlet— =g2
:Z:TL
Nous pourrons donc ainsi des deux observations, considérer les intervalles suivants
en fonction de la puissance

"< g™ <g"let | f(x) < f(z) < /f(x)dx

A Topposé de la dérivée, nous nous sommes rendu compte que la fonction complémentaire
conserve le méme degré de puissance que la fonction f(z) considérée
En effet :

flx) = f(z) —af'(x)
En considérant que la fonction fest de dimension n, nous constatons que la fonction
complémentaire est également de dimension n sachant que
‘flx) = f(z) —xf'(x) : I1'y a donc entre f(z) et *f(x)une conservation de degré de
puissance:
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C’est pourquoi, nous avons pensé qu’il y a entre ces deux fonctions juste une sorte
de translation de conservation de degré,

f@) =" flz)
De ce qui précede, nous allons donc définir le passage d’une fonction © ‘f(z) & une
fonction mere f(x) par le terme translation primitive : Ainsi :

translation' f(x) = f(z)

5.1.1. Notion de Translateur. Nous allons définir les translateurs (©) comme les
symboles algébriques qui nous permettrons d’effectuer de telles opérations:

translation' f(z) = f(x)

translation' f(x;y) = f(z;y)
translation' f(x)' f(y) = f(z)f(y)

Ces translateurs, seront ultérieurement comme tous les connecteurs que nous in-
troduit dans le calcul (© remplacés par des symboles purement africain. Mais le
moment, nous allons les représenter par les symboles suivants :

(GG (-

Avec :

connecteur primaire
( ( connecteur double ou secondaire

( connecteur triple ou tertiaire
Et dans les calculs, nous aurons :

a) (\f(a)de = f(z) ou (dtf(w)de = f(x)

b) ((‘f(fc;y)dxdy = f(z;y) ou ((dtf(x; y)dzdy = f(x;y)

) ((‘f(w;y;Z)dxdydz = f(z;y;2) ou (((dtf(w;y; z)dadydz = f(x;y)

d) ((( (‘f(xl;xz;x3;~-~ s &n)dzydzedes - - drn = f(z1; 32,235 520)
on (((- (dtf(xl;xg;z3;~~ s an)dardaads - - din = f(u1 00w )

o

5.2. Translation primitive des fonctions F(X).

L’étude de la translation des fonctions, est une étude qui permet d’établir de
maniere simple et évidente les relations qui permettent de calculer facilement la
translation primitive d’une fonction f considérée

Pour introduire, nous allons commencer par I’étude de la fonction f(z)

a) Premiere relation Pour un début, ce qui nous est venu a U'esprit était la relation
que nous avons déja eu a établir:

Y(uv) =" wo +u'v — uv

En introduisant le translateur, nous aurons:
(\(uv) = (\uv + (u'v —uv

(uv) = (\uv + (u'v — (uv
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Ce qui nous ameéne finalement a la relation suivante :

(uv) = (\uv + (u'v — (uv

Ceci est la toute premiere relation relative au calcul des translations primitives des
fonctions de type f(z) Cependant, cette formule peut présenter certaines compli-
cations, lorsque les fonctions sont complexes, ¢’est pourquoi nous avons trouvé une
formule plus explicite :

f(@)

d(——~

En remarquant que: f(x) — ( x )
dx 1

x
On en déduit moyennant quelques transformations que:

flz) = (\f(x)dx——z/\ m(;)dz

5.3. Translation primitive double et translation surfacique double. Con-
cernant les translations primitives doubles, elles seront décrites pour une fonction
scalaire f dépendante de deux variables scalaires z et y tels que f = f(z;y)

((f(x; y) dedy

De méme nous pouvons avoir ces autres exemples:

((wrmassy  ((10iwi@aa ((fer

Pour des fonctions complémentaires définies, nous aurons:

P dady = (1()+Ca) ([ () +By) = F(a)f(4)+Buf(a)+Co f(4)+C By

Ou C et B sont des constances réelles:
Finalement pour une fonction surfacique continue et complémentaire dans un in-
tervalle considéré S(x;y), on aura:

((S(ac; y) daxdy = zy S(z; Zé) dxdy
(zy)

5.4. Translation primitive triple et translation volumique triple. Concer-
nant les translations primitives triple, elles seront décrites pour une fonction scalaire
f dépendante de trois variables scalaires z, y et z tels que f = f(x;y; 2)

(((f(x;y;Z) dzdydz
Ce qui correspondra a:

f(z;y; 2) dedydz = —xyz Ly;jdwdydz
((( e

( otf(x) otf(y)
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Pour des fonctions complémentaires définies,
NOUS aurons:

(= 8tfy DO friyaz = (@) + o) (Fw) + BU) (£ (=) + C2)

Ou C, B et D sont des constances réelles:
Finalement pour une fonction volumique continue et complémentaire dans un in-
tervalle considéré V (z;y; z), on aura:

(((V (z;y; 2)dxdydz = —zyz /// Vi dxdydz
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6. INTEGRATION COMPLEMENTAIRE

Apres les translations complémentaires, nous allons tout naturellement passer
aux intégrations par complémentarité. Nous allons cherché a quoi pouvait ressem-
bler une telle intégration :

6.1. Notion d’intégrale complémentaire.
Nous considérons I'intégrale complémentaire comme 1’opération mathématique dont
le résultat pour une fonction dtf(M) donne pour deux position M; et My

Integrale. dtf(x) = My f(My) — My f(Ms)

6.1.1. Notation.
i) Premiére Notation
Dans le chapitre qui précede, nous avons établi :

(dtf(M) = f(M)+ kM

C’est pour cette raison que nous avons choisi de garder ce symbole pour décrire
I'intégrale complémentaire :
Ainsi :

Mo

M dtf(M) = Maf(My) — My f(M2)

ii) Seconde Notation
Pour la deuxieme notation, nous avons choisi le symbole suivant : < )

Ainsi dans le cadre des calcul, nous aurons :

Mo

Cdtf(M) = <f(M) + kM)

Mo

M My
Le calcul de cette intégrale est bien conforme a I’équation et en déduisons que
I'intégrale complémentaire d’un monome est nul

Mo
(700 + k01 = (OO + kM) — (M7 () + kD)
M

= My f(My) — M f(M2)

6.1.2. Représentation graphique.
Soient une fonction f représentée dans un intervalle I considéré et deux aires A; =
x1 f(z2) et As = xa f(x1) tel que nous le voyons sur la figure ci-dessous:
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f(z2)

Fz1) ¢

En éliminant la partie superposée, nous obtiendrons :

z1(f(r2 — (1)

f(z2)

f1) e
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TTTTTTT
(1T
(T
i
(1T
[
i

L

0

Z1

—

TTTTTTT
(1T
[
i
[
(11T
[

LI

Z2

0

z)

T2

A = (22 —21)f(21) +

En otant x1(f(x2) — f(z1)) de (z2 — x1)f(21), nous obtiendrons 'aire hachurée

(xa2 — 1) f(z1) — 21(f(22) — f(21)) qui correspond encore a: xof(x1) — 1 f(z2)
Cette valeur représente ’aire complémentaire de la fonction f entre xo et z
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Z2

Ac = (zf2dtf(m) :<f(:c) —+ kx) =z f(21) — 21 f(22)

Z1

f(z2)

I

fm

Il \
I

(1T

L
O 1 T2

6.1.3. Quelques propriétés des Intégrales complémentaires.
i) Propriété 1
Soit f une fonction réelle f définie dans un ensemble I :

s’il existe une fonction h tel que : (f(x)dm = h(z) avec h(0) =0,

alorsVz € I, (0 f(x)dx =0

i1) Propriété 2 L’intégrale complémentaire n’est pas une opération linéaire pour
des fonctions non linéaires :

b c c
( s+ (| e (s
iii)Propriété 3
Soit f une fonction composée de plusieurs autres fonctions tel que : f(z) = f1(z) +
fa(x) + -+ fn(z) Ainsi donc :

(:f(x)dx: (abfl(x)dx—i— be2(g;)dm+...+ (abfn(x)dx

iv)Propriété 4

b b
(kdx:/ kdr = k(b—a) ;k ;constant

a

6.2. Intégrales complémentaires double et triple.
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6.2.1. Intégrale complémentaire surfacique ou double.
Le principe de complémentarité de ces fonctions est le méme que celui des fonctions

précédentes.
Z2 Y2
(m ( f(a;y) dedy
1 Y1

Et pour une fonction complémentaire particuliere:

(m x " otS(x) 9t ) dedy = (S(x) + C’:v) - (S(y) + By) "

v Oz oy o "

Ce qui donne un résultat équivalent a:
(@2S(21) — 215(22)) (Y25 (y1) — y15(y2))

6.2.2. Intégrale complémentaire volumique ou triple.

Le principe de complémentarité de ces fonctions est le méme que celui des fonctions
précédentes

Nous aurons ainsi comme intégrale complémentaire volumique des intégrales qui

sont de nature suivante:
T2 Y2 zZ2
( ( ( f(x;y; 2) dedydz
1 Y1 Z1

Et pour une fonction volumique complémentaire:

( (y ) =00 (a )at;/; )atg( 2 dudyds — (V(x)+cg;>m2 (V(y)+3y)y2 <V(z)+cz)zz

1 Y1 zZ1

Ce qui donne un résultat équivalent a:
(z2V(21) — 21V (22)) (y2V (41) — y1V (2))(22V (21) — 21V (22))

L’intégrale complémentaire triple peut aussi se mettre sous une forme unique en
considérant que du est la variation d’un élément du volume considéré du = dxdydz
tel que:

BtV )6tV( ) OtV (z) (“ v
( (y - gy 0. rdydz=(, ()

6.3. Intégrales vectorielles complémentaires.

6.3.1. Intégrale © simple de vecteur.
Soit A(u) = A1t + Asj + Ask un vecteur dépendant d’une seule variable scalaire u;
o Aj(u) , As(u) et Az(u) sont supposés continus dans un intervalle déterminé.

alors:
(ff(u) = ;(Aldu —i—j(Agdu +k (Agdu

Cette opération peut encore étre considérée comme une translation vectorielle
intégrale indéfinie de A(u).

dt(B(u))

S'il existe un vecteur B(u) tel que A(u) = 7 ,
u

Alors:

(/T(u)du = (Wdu = B(u) + Cu
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Ou C est un vecteur constant indépendant de wu; l'intégrale (©) définie entre les
bornes u; = a et us = b pourra donc dans ce cas s’écrire:

(abg(u)du = (abdt(s;fu))du —<§(u) + C_"u)b = bB(a) — aB(b)

a

6.3.2. Intégrale (©) curviligne.

Soit un vecteur 7(u) = z(u)i + y(u)j + z(u)k, ot 7(u) est le vecteur de position de
(x;y; z) définissant une courbe (C) joignant les points P; et P, ol respectivement
u=1u et u=usy

Soit A(u) = Ayi + Asj + Ask une fonction vectorielle définie et continue sur (C).
L’intégrale (©) suivante est un exemple d’intégrale (©) curviligne:

Py

Adr = ( Adr = ( Avdz + Asdy + Asdz
Py C C

Pour conclure par la présentation des intégrales (©) curvilignes nous allons établir
ce théoreme:
Si A = I1® en tout point d’'un domaine D de lespace délimité par a; < = < ag,

by <y <bsetep <z eg ol @ est une fonction scalaire de position ® = &(z;y; 2)
continue et complémentarisable:

Py

Adr est indépendant du chemin suivi pour joindre Py a P
1

(O/Ydf': 0 le long de toute courbe fermée G de D

Partant de 14, nous considérons A comme champs de cradient et ® comme potentiel
complémentaire. Ce qui conduit a:

MAA=0, A=T® et AdF = dt®
Démonstration du théoreme:

La circulation complémentaire le long d’un circuit fermé, allant de la position P; a
Py
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Cette circulation est :
P

Py
(OA’dZ: (Pl Adl'+ (, Adl
Ps Py Py Py
= (Pl crad(®(P))dl + (P2 crad(®(P))de :(<I>(P)> +<<I>(P)>
— PO(P,) — P,®(Py) + PO(R,) — P,®(P))

=0

Cette derniére démonstration entraine:

P Py P Py
( Adl = Adl + Adl = Adl — Adl =0
O Py Py Py Py
Ce qui conduit a:
Py P>
Adl = Adl
Py Py

Ce qui nous amene a conclure que ( OAdE ne dépend pas du chemin suivi:
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7. EQuaTiONS COMPLEMENTAIRES

Les équations complémentaires, si je me réfere aux équations différentielles sont
des équations de type

a'f(x)+b'f(@) +cf(z) =0 a™f(z)+ 0" f(2)+c'f(x) +d=0

ap " f(x) +ar "V f(x) +ag "I f(@) + -+ anf(z) =0
Avant de passer a la résolution de quelques de ces équations, nous allons établir
les complémentaires de la premiere a la sixieme d’une fonction f quelconque en
fonction des dérivées:
Pour ce faire, nous rappelons cette formule:

%(ab) = a? +b? —ab= a(% —b) b%
= —ax@ + b@
dx dx
= —bx@ + a@
dx dx

7.1. Formules complémentaires linéaires. :
i) complémentaire premiere:

dif(z)
dx

= f) — T

ii) complémentaire secondaire:

dt?f(z) _dtf(z) dt xdf(x)) _dtf(@) | 2 d*f(x)

dz?2  dx %( de '~ dx T T d?

_ df(x)  od*f(x)

=f@) -2 dx T dx?
Finalement: ) )

4 f(x) _ W) , i)
dz? @) —= dx o dx?
iii) Complémentaire troisieme :
dt*f(z)  dt _xdf(:r) n ,d?f(x)

dx3 7£(f(x) dx o dx2)

dif(z) dt, df(z) +dt ,d*f(x) :dtf(x)_ﬂ(wm)_'_(_ngx

T dr _dx(w dx) %(x dx? ) dx dx dx

Finalement:
dt3 d a3
dx3 dx dax3
iv) Complémentaire quatrieme :
En utilisant la formule de rappels et la répétition, nous obtenons:

df(x) dt(z?) d*f(z)
dx? + dr  dz? )

dt'f(z) _ df(z) | o d*f(z) s f(z) | 4d'f(2)
dzt fl@) - dz e dz? 2 dz? + dz?
v) Complémentaire Cinquieme :
dt> f (x) df (x) s f () d*f(z) d>f(z)
drs f@) -z dv 52° dzd oz dzt z° dz®
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vi) Complémentaire Sixiéme :

dt f df d*f 3 f d*f & f dsf
dx((jx) = f(z)-= d(j>+x2 dx(zx) 41023 dx(Bx)+20x4 dx(f)_~_9x5 dx(;c)_’_xfs dz(g)

7.2. Résolutions de certaines équations complémentaires. :

7.2.1. Equations de type o ‘f(x) + bf(x) = 0.

Pour résoudre les équations de ce type, nous avons simplement remarqué que le
complémentaires des fonctions x™ conserve le méme degré de monome. Cela nous
a amené & conclure que la solution de telles équations est de types f(z) = Az#

Et de 1a, on détermine la valeur de p en fonction de a et b:

0 f(2) + bf(x) = 0 = a(l - ) Az’ + bAH = 0
=a(l—pu)+b=0

On trouve :

a+b
a
Finalement, nous retiendrons que 1’équation

0\ f(@)+bf(x) =0

a pour solution

fla) = Az*

7.2.2. Equations de type a “f(z) + b f(z) + cf(z) = 0.

La résolution de ce type d’équation obéit également au méme procédé que celui que
nous avons utilisé a la premiere équation: ce qui nous donne des solutions donc la
forme générale est également f(x) = AzH

En détaillant ces solutions, nous aurons:

a“(Az") + b (Az*) + c(Az") =0
=a(l—p)?+b(1l—p)+c=0

La résolution donne:

~ b+2a—Vb? —4ac ~ b+42a+ Vb2 — 4dac
- 2a o 2a

L’équation complémentaire dépendra donc du déterminant de la derniere équation
tel qu’il suit:
Pour A = 0 I’équation complémentaire a pour solution

f(@) = 2"(Blnz + A)
Pour A > 0 I’équation complémentaire aura pour solution:

f(x) = Az*' + B2

251 H2

Pour A < 0 I’équation complémentaire aura pour solution:
f(z) = Az" cos (BInx) + Bx" sin (fInx)
ou:

_ b+42a— Vb2 —4ac

H 5 =w—18 et po
a

_ b+2a+vb? —4dac
— o -

w15
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7.2.3. Symétrie exponentielle-logarithmique.

Les équations différentielles af” +bf'+cf = 0 et complémentaires a “f+b ' f+cf =
0 sont symétriques par rapport a exponentielle et logarithme,

Considérons ’équation différentielle suivante :

af’ +bf +cf =0
Cette équation en fonction du discriminant a pour solution :
A=0,ona: f(z)=e"(Bx+ \)
A>0ona: f(xr)=Ae® 4 Bet2*
A <0 ;ona: Ae" ™ cos (Bzr) + Be™™ cos (fz)
e pour I'équation

a“f+b'f+cf=0
Nous avons montré que ces solutions sont de cette nature :
A=0,ona: f(z)=a*Blnz+ \)
A>0ona: f(x)= Az + Bgh2
A <0;ona: f(x) = f(x) = Az sin (fInx) + Bax™* cos (flnx)
A présent, si nous rentrons aux solutions de I’équation af” +bf’+cf en remplacant
le x par le Inz, nous aurons :

A=0 f(z)=e"*Br+ )= f(lnz) =" (Blnz+\) =z*(Blnz + \)
D’ow:
f(nz) =z"(Blnz + )
Pour les deux autres valeurs, nous trouvons:
A>0 f(lnz)= Az"* + Bah?

A<0 f(lnz)=f(z)=Ax""sin(Glnx) + Bz"" cos (B1lnx)

Finalement: nous trouvons les solution de 1’équation a “f + b ‘f + ¢f = 0 pour
chaque valeur égale du discriminant
e A présent, si nous rentrons aux solutions de 1’équation

af+b'f+cf=0

En remplacant le x par le e®, nous aurons :

A=0 flx)=a*Blnz+ )= flexpx) = (expp)®(Blne”+ ) = exp pz(Bx+ N)
D’ou :

(") = e (B + \)
Nous trouvons pour les autres:

A >0 f(e%) = Aet® 4 Bel?®
A <0 f(e%) = Ae™* cos (Bzx) + Be™” cos (Bx)

Finalement, nous trouvons les solutions de ’équation af” + bf’ + ¢f = 0 pour
chaque valeur égale du discriminant
Ceci montre bien que les fonctions exponentielle et logarithme sont symétriques par
rapport a x
e Relation directe entre les deux équations : L’équation caractéristique de af” +
bf' +cf =0 est:

ar’ +br4+c¢=0
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Et I’équation caractéristique de a “f + b f + cf = 0 est:
a(l—p)? +b(1—p)+c=0
Ce qui nous amene a la formule suivante:
w+r=1

7.2.4. Equations (© de degré supérieur.
Les équations supérieurs de forme générale :

aof(x) +ay “f(x) +ag “f(x) + -+ a, ™ f(z)

ou encore atf (@) 427 (2) a7 (2)
tf(x t“ f(x t" f(x
dx o dx? +”'+andx7”

aof(x) + a1

Ont pour solution générale
n
f(x) = Z Aix"
i
Ou les r; sont des solutions de I’équation caractéristique

ap+ar(l—r)+ax(l1—r)2 4+ Fa,(1-r)"=0

dt" f(x
Quant a I’équation %ﬁ) = 0, nous avons la solution suivante :
x

f@) = ka(ina)
1=0

Les k; sont des constances réelles:
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8. EQUATIONS DIFFERENCIO-COMPLEMENTAIRES

Les equations différencio-complémentaires sont des équations qui regroupent en
leurs seins les différentielles et les complémentaires tels que l'illustrent ces quelques
exemples :

Of (u;v) 3tf(u;v)_0 0 Of(uzv), 0t Of(w;v), & Of(u;v), 8 f(u;v)
ow v ’%( ou )_%( Ov )= ’%( ou ) Ovdu?

8.1. Equations élémentaires.
Les équations différencio-compl émentaires élémentaires seront des équations qui
regrouperont directement une différentielle et un complémentaire.

_ 0 Otf(uv), ot Of(wv),
Exemples : 311( 7 )=0c¢et 811( 50 )=20

Dans la suite du chapitre nous nous contenterons simplement de résoudre les équations
qu’on aura choisi:

=0

8.1.1. Resolution de ces équations.
Avant de passer a la résolution de ce type d’équation, il faudra d’abord faire
quelques rappels d’usage :

si a est indépendant de u et
ot
—(a)=a
5y (@)
1) Résolution des équations avec une variable :
i) Résolution de la premiére equation:
0 0tf(u;v)

Equation %(T> =0

Pour résoudre cette équation, nous passons a la premiere étape qui consiste a trouver

une constance pour laquelle la dérivée en fonction de v est nulle, cette constance
peut donc également dépendre ou non de 'autre variable; ce qui nous donne c(u):

(1w
M = c(u) avec c(u) indépendant de v

ov

Nous procédons donc par la suite a I'usage du translateur complémentaire:

otf(u;v) = c(u)dv = (('%f(u;v) = (c(u)av = c(u) + vB(u)
On trouve finalement :
f(u;0) = c(u) + v (u)
ii) Résolution de la deuxieme équation:

ot Of(u;v)
Equation— (———~=
¢ 8v( v
La premiere résolution qui concerne la partie complémentaire donne un monoéme
c(u)v ot ¢(u) est une constance indépendante de v
Of (u;v)

————= =c(u)v avec c(u) indépendant de v

ov

) =0
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Et de la nous utilisons la primitive :
2

Of (u;v) = c(u)vdv = /Of(u; v) = c(u) /vav = c(u)% + k(u)

Finalement on trouve:
2

Flusv) = e(w) = + k(u)

2
iii) Résolution de la troisieme équation
.0t 0tf(u;v)
Equation —(—————=) =0
quation 8u( 5 )

La premiere résolution donne un mondme & (v)u out k(v) est une constance indépendante
de u

ot f (u;
Otf(u;v) =k(v)u avec k(v) indépendant de u

ou

Et de 1a, nous utilisons le translateur (©)
(atf(u; v) = k(v) (uau = —k(v)u %811 = —k(v)u(logu + k1 (v))

= B(v)ulogu + c(v)u
Finalement on trouve:
F(;0) = B)ulogu + e(v)u
2) Résolution des équations avec usage de deux variables :
i) Résolution de la premiére equation:

0 ,0tf(u;v)

Equation —(——=——=) =0
quation au( 50 )
La premiere résolution donne une constance k(v)
ot f(u;
J;L’U) = k(v) avec k(v) indépendant de u
v

Ensuite nous utilisons le translateur ()

(8tf(u;v) = (k(v)@v = —v/ ki;)) v

Finalement la solution de I’équation dépendra de la fonction k(v)

flu;v) = (k(v)@v = —v/ kg)av

ii) Résolution de la deuxieme equation:

t .
Equation %(afg;’ v)) =0
La premiére résolution donne un mondéme k(v)u
8 .
fgu, v) = uk(v) avec k(v) indépendant de u
v

Ensuite nous utilisons la primitive

/8tf(u;v) = /k(v)uav :u/k(v)av
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Finalement la solution de I’équation dépendra de la fonction k(v)

Flusv) = u/k(v)av

iii) Résolution de la troisiéme equation:

.ot 0tf(usv)
E —\—7 ) =
quation au( 5 )=0
La premieére résolution donne un monéme k(v)u
ot f(u;
% = uk(v) avec k(v) indépendant de u

Ensuite nous utilisons le translateur (©)

(Otf(u;v) = (k(v)uav = u(k‘(v)@v = —uv/%@v

Finalement la solution de I’équation dépendra de la fonction k(v)

k(v)
02

ov

flu;0) = u (b(v)ow = fuv/

8.2. Equations élémentaires avec second membre.

Les équations différencio-complémentaires élémentaires avec second membre sont
les équations précédentes a la différence que le zéro est remplacé par une constance
ou une fonction quelconque, tel que nous le présentons par ces quelques exemples:

0 0 : ot Of (u; ot Of (u;
Bxemples : (P00 OIWE0), O OF0), =

1) Résolution des équations avec deuxiéme membre purement constant :
i) Résolution de la premiére equation:
ot ,otf(u;v)

Equation %(T) =c

La premiere étape nous conduit a :

Otf (i v) = c+ uk(v) avec k(v) indépendant de u

ou

En utilisant le translateur (©) :

(ﬁtf(u; v) = (cau + k(v) (u@u =c+ ki1(v)u + ka(v)u + ks(v)ulogu
Ce qui fera finalement:
F(u30) = ¢+ uBy(v) + us (v) log u
ii) Résolution de la deuxiéme equation:
0 ,0tf(u;v)

Equation %(T) =C

La premiere étape nous conduit a :

otf(u;v)

5 =Cv + k(u) avec k(u) indépendant de v
u



42 MENDZINA ESSOMBA FRANCOIS ET ESSOMBA ESSOMBA DIEUDONNE GAEL
En utilisant le translateur (©) :

(atf(u; v) =Cv (8u + (kz(u)au = Cv+ k(v)vu + (ﬁ(u)@u

Ce qui fera finalement:

flu;v) = Co+ k(v)vu + (ﬁ(u)@u
iii) Résolution de la troisieme equation:
ot ,0f (u;v)

Equation P ( 5

)=C

La premiere étape nous conduit a :

Of (u;v)
ov

En utilisant 'intégrale :

/8f(u;v) =C/8v+k(u)/v6v:A(u)+cv+6(u)1§

Ce qui fera finalement:

=C+ k(u)v avec k(u) indépendant de v

2
v
F;0) = A(w) + Co -+ Blu) &
2) Résolution des équations avec deuxieéme membre variable :

i) Résolution de la premiére equation:

0 ,0 ;
Equation %(%) = c(v)

La premiere étape nous conduit a :

otf(u;v)
5 = c(v)u + b(v)

En utilisant le translateur (©) :

(8tf(u; v) =u (c(v)(% + (b(v)av

Ce qui fera finalement:

flu;v) =u (c(v)av + (b(v)é)v

ii) Résolution de la deuxiéme équation:

.ot Of(wv),
Equation %( 50 ) =¢c(v)
La premiere étape nous conduit a :
Of (u;v)

5y = c(v) 4 ub(v)

En utilisant 'intégrale :

/8f(u;v) :/c(v)av—i-u/b(v)(%
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Ce qui fera finalement:

flu;v) = /c(v)av + u/b(v)av
iii) Résolution de la deuxiéme équation:
ot Of (u;v)

Equation Pu ( 5

) = c(u;v)0u
La premiere étape nous conduit a :

Of (u;v)

50 (c(u; v)Ou

Ce qui fera finalement:
flu;v) = /( (c(u;v)au)av

8.3. Quelques équations secondaires.
Les équations différencio-complémentaires secondaires sont des équations de dimen-
sions 2, comme c’est le cas pour ces quelques exemples:
Pflusv) | 50t Of(uzv) O f(uv) 9 Otf(uv),
Ou? u%( v )=0; du? _%( v ) =0

0 D)) O 9tflwe) 0 Oif(v) O Of(ue)

ou v v v " ou v v Ou
Avant de passer a la résolution de ces équations, les rappels suivants sont indis-
pensables :

) =0

of otf
=== = k(1
LS =k
1) Résolution des équations avec une variable :
i) Résolution de la premiére equation:

0 ,0f(u;v) ot Of(u;v)

FrAR TR A T
La premiere étape nous conduit a :
Of(usv) _
it — k(o)1 + )

En utilisant 'intégrale:

w2
/8f(u;v) = /k(v)(l +uw)0u = k(v)(u+ - + B(v))

Ce qui fera finalement:
2

u
Flus) = k(v)(u+ = + 6(v))
ii) Résolution de la deuxieme equation:

2 oft), 2 ot

Ou" Ov Ov
La premiere étape nous conduit a deux petites solutions :
Of (u;v) Of (u;v)

S kE(1+v) et 5y k(1+w)
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La premiere solution conduit a:
filu;v) = ku(1 +v) + C(v)
La seconde solution a:
fa(u;v) = kv(l 4+ u) + C(u)
En considérant que fi(u;v) = fa(u;v) cela conduit a : ku + C(v) = kv + C(u)
La recherche des éléments C(u) et C(v) nous donne: C(u) = ku et C(v) = kv

Finalement:
filuyv) = fo(u;v) = flu;v) = kuv + ku + kv

8.4. Equations supérieures. Pour les équations supérieures nous nous contentions
comme c’est le cas dans ce travail de présenter ces équations telles que suite:
0" f(usv) 50t Of(usv)
J— = O
A i T
0% f(u;v ot 010 f(u;v
f(g )+U675( f(lo )):O
ou ou ov

0" f(u;v ot of(u;v 0 f(u;v ot® 010 f(u; v
ou ou v ou ou v

) =0
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9. COMPLEMENTARITE ET PRODUIT VECTORIEL

Dans ce chapitre, il est surtout question de différencier calcul vectoriel & calcul
complémentaire, et de montrer aussi que le calcul complémentaire peut également
s’appliquer a certaines propriétés physiques

9.1. Notion de complémentarité vectoriel.

9.1.1. Description Elémentaire. Les symboles utilisés jusqu’ici pour décrire le complémentaire

, ) , dt
d’une fonction ou d’un vecteur sont : \ et — tel que :

dx
fl2) = f(x) — af (@) et dtgg”) — f(z) — 2 f'(x)
\OM — OM-2OM" et %4 — OM 200"

Cependant, en remarquant que yox1 — Y12 correspond au déterminant des vecteurs
O—]\j (z1;91) et OM (22;y2) , celui-ci correspond également au produit vectoriel de
ces mémes vecteurs

Ce qui m’amene a représenter le complémentaire vectoriel par cette expression

— —_—
[AtOM] _ OM ANOM,
N Az
Ce qui correspond & la notion :
OM A OM
[\O—_Z)W()] = lim 70
T—To r — X

Le vecteur vectoriel complémentaire sera entre parentheses pour éviter de toute

—
confusion . Nous savons que le vecteur (© OM est dans le plan(ozy), et si celui-ci
est défini par rapport a x, alors il est orienté suivant Uaxe (oy)tel que je le représente
sur cette figure :

—
on Mo
Yo iYi | !
|
| |
| |
xr 0

—
Cependant, il est bien connu que le vecteur venant du produit vectoriel OM A

e
OM = [AtOM)] est un vecteur orienté suivant la normale du plan (oxy) tel qu’il
est représenté ci-dessous :
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~

[AtOM]
Az, z
oS
oM
Yy

. Les deux vecteurs complémentaires sont donc différents en sens méme s’ils sont
de module identique.

Les deux vecteurs sont de méme module et obéissent aux mémes lois. Donc,
le calcul vectoriel pour ce qui est uniquement des fonctions vectorielles de type
O—]\/[ (z;y) donne lieu & de mémes simplifications : De ce qui précede, nous allons
retenir pour des fonctions (¢) vectoriels ces relations suivantes :

— —_— — —_— —
AtOM]_OM/\OMo ot 'O . OM NOM,

\ —
[ Az Az [OMo] = zhjgclo T — xg

9.1.2. Ezpression du vectoriel complémentaire. :
Le vecteur (© vectoriel tel que nous I’avons définie a méme module que le vecteur
© et lui est orthogonal

dtOM || ||dtOM
. == 117l
vec

[dtOM] " dtOM
dx de
Puisque les deux vecteurs sont orthogonaux

C’est pourquoi, nous allons écrire :

dtOM |, | dtOM
[ dx I=k dx H

Ensuite, nous connaissons la relation que nous avons déja eu a démontrer : Pour

un vecteur O—]\)/[ = zi + yj

0

—
dtOM  -dty(z)
de J dx
Ce qui nous amene a écrire :
—
dtOM -
=k lim

T—To T — X9

oW 10Tl

T — X
Cela donne donc finalement :
—
[dtOM | = E@
de ' dx
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9.1.3. Propriété du vectoriel complémentaire.
P,y Soit v un vecteur considéré, on a:

[7] = kv
P5: Soit un vecteur v quelconque considéré:
Tx[U]=0
Ps3: Soit un vecteur v quelconque considéré:

dtv, -
v
. — . 7 . — —_—
P4 Soit un vecteur OM constitué de plusieurs sous-vecteurs OM; tels que : OM =

Z@?\?i On a:

dtOM OM;, -~—||OM,;
[ dx ]:Z[ dx ]:kZH dx

—
Ps5: Soient OM un vecteur quelconque du plan et a un réel quelconque:

[dt(cng)] dt(gxM)] +O—m%@]_a[0—z’w}

9.2. Vecteurs moments complémentaires.

:a[

9.2.1. Moment complémentaire. Le moment d'un vecteur par rapport & un point
M est donné par:

— -
Fﬁ\O =OMAF
La fonction vectorielle moment complémentaire associé sera défini par I’expression:
_dtF(r)

— _ S
§rjp =0 e F(r)@

Ou & est un vecteur orthogonal au plan formé par (ﬁ iT)

9.2.2. Expression complémentaire du produit vectoriel. Soient deux vecteurs @y (My; f(My))
et iz (Ma; f(M2))
En calculant la norme du produit vectoriel de ces deux vecteurs, nous aurons:

Lo M. M
7 vl = | ] o)
= M f(My) — My f(M2)
Puisque s A 17 est un vecteur orthogonal & u; et Uy, nous aurons:
tiy Aty = (M f(My) — My f(Ma))&
Or, il a déja été montré que:

M2 Mg

dt (M) <f(M)> — Maf(My) — My f(My)

M, M,

Ce qui nous amene pour deux fonctions de vecteurs F' et ¥ dans un intervalle
considéré a écrire:

FAT=(ryF(r1) — 1 F (1))@ = ( dtF(r)&
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_ (F())w - <F<r))ma

Pour I’ensemble, nous aurons:
FAF= (F(r)) @

Nous pouvons également écrire pour des fonctions pouvant s’écrire 'une en fonction
de lautre:
FAF= <F(r)) &= <7~(F)) @
T F
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