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Résumé. — En 1898, Georg Friedrich Bernhard Riemann avait annoncé la conjecture suivante [1],
dite Hypothese de Riemann : Les zéros non triviauz s = o + it de la fonction zeta définie par :
+oo 1
s) = —, pour R(s) >1
C6) =3 o pour ()

. . 1
ont comme parties réelles o = 5

1
On donne une démonstration que o = 5 en utilisant une proposition équivalente de ’'Hypothese de

Riemann.

Abstract (A Solution of Riemann Hypothesis). — In 1898, Georg Friedrich Bernhard Riemann
had announced the following conjecture [1], called Riemann Hypothesis : The nontrivial roots (zeros)
s = o + it of the zeta function, defined by:
+oo 1
= — R 1
C(6) = 32 i for (s) >

1
have real part o = 5

. 1 . . . .
We give a proof that o = 3 using an equivalent statement of Riemann Hypothesis.
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1. Introduction
En 1898, G.F.B. Riemann avait annoncé la conjecture suivante [1] :
Classification mathématique par sujets (2000). — 11-XX.

Mots clefs. — La fonction zeta, zéros non triviaux de la fonction zeta, propositions équivalentes, définition des
limites des suites réelles.
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Conjecture 1.1. — Soit ((s) la fonction complexe de la variable compleze s = o + it définie par
le prolongement analytique de la fonction :

+o0
Ci(s) = Z %, pour R(s) =0 > 1

n=1
sur tout le plan complexe sauf au point s = 1. Alors les zéros non triviauz de ((s) = 0 sont de la
forme :

L + it
s=—=-41
2
Dans cette communication, nous donnons une démonstration que o = 5 Notre idée est de partir

d’une proposition équivalente de I’'Hypotheése de Riemann et en utilisant la définition de la limite
des suites réelles.

1.1. La fonction (. — Notons par s = o + it la variable complexe de C. Pour R(s) = o > 1,
appelons (; la fonction définie par :

+o0

Ci(s) = Z %, avec R(s) =0 > 1

n=1
Nous savons qu’avec la définition précédente, la fonction (; est une fonction analytique de s. Notons
par ((s) la fonction obtenue par prolongement analytique de (j(s), alors nous rappelons le théoréme
suivant [2] :

Théoréme 1.2. — Les zéros de ((s) satisfont :
1. ¢(s) n'a pas de zéros pour N(s) > 1;
2. le seul pole de ((s) est au point s =1; son résidu vaut 1 et il est simple;
3. les zéros triviaux de ((s) sont déterminés pour les valeurs s = —2,—4,...;
4. les zéros non triviauz se situent dans la région 0 < R(s) < 1 dite bande critique et ils sont

symétriques respectivement par rapport a l'axe vertical R(s) = 5 et l'axe des réels I(s) = 0.

Par suite, la conjecture relative a I’Hypothese de Riemann est exprimée comme suit :

Conjecture 1.3. — (Hypothése de Riemann,[2]) Tous les zéros non triviauz de ((s) sont sur la

1
droite critique R(s) = 3

En plus des propriétes citées par le théoreme cité ci-dessus, la fonction ((s) vérifie la relation
fonctionnelle [2] pour s # 1 :

C(1—s)= 21_S7T_SCOSS§F(S)C(S) (1.1)

ou I'(s) est la fonction définie sur le demi-plan R(s) > 0 par :

F(s):/ e 't
0

Alors, au lieu d’utiliser la fonctionnelle donnée par (1.1), nous allons utiliser celle présentée par
G.H. Hardy [3] a savoir la fonction eta de Dirichlet [2] :

too  \n—1
ns) =Y T a2
n=1

Elle est convergente pour tout s € C avec R(s) > 0.
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1.2. Une Proposition équivalente & I’'Hypothése de Riemann. — Parmi les propositions
équivalentes a I’Hypothese de Riemann celle de la fonction eta de Dirichlet qui s’énnonce comme
suit [2] :

Equivalence 1.4. — L’Hypothese de Riemann est équivalente a l’énnoncé que tous les zéros de
la fonction eta de Dirichlet :

too  1yn—1
ns) =3 T (1 ategs)
n=1

nS

1
qui se situent dans la bande critique 0 < R(s) < 1, sont sur la droite critique R(s) = 3

2. Démonstration que les zéros de la 7)(s) sont sur la droite critique R(s) =

N |

Notons par s = o + it avec 0 < ¢ < 1. Considérons maintenant un zéro de n(s) qui se trouve
dans la bande critique et appelons s = o + it ce zéro, nous avons donc 0 < o < 1 et n(s) =0 =
(1 —2'7%)¢(s) = 0. Notons ((s) = A+ iB, et § = tLog2, alors :

(1—2"75)¢(s) = [A(1 — 2" 7cosh) — 2' "7 Bsinb] + i [B(1 — 2' 7 cosf) + 2' 7 Asind)]
(1 —2'7%)¢(s) = 0 donne le systeme :
A1 —2'%¢cos0) — 277 Bsinh = 0
B(1 —27%¢cos6) + 277 Asinh = 0

Comme les fonctions sin et cos ne s’annulent pas simultanément, supposons par exemple que
A(1 —279cos0)
21-75ind

sinf # 0, la premiere équation du systéme donne B = , la deuxieme équation
s’écrit :
A(1 —2'"7¢cosh)
21-75ind
Par suite, B =0 = ((s) = 0, il s’ensuit que :

(1—-2"7cos0) +2' "7 Asinf =0 = A =0

’s est un zéro den(s) dans la bande critique est aussi un zéro de ((s) ‘ (2.2)

Reciproquement, si s est un zéro de ((s) dans la bande critique, soit {(s) = A+iB =0 = n(s) =
(1 —217%)¢(s) = 0, donc s est aussi un zéro de 7(s) dans la bande critique. Nous pouvons écrire :

’3 est un zéro de ((s) dans la bande critique est aussi un zéro den(s) ‘ (2.3)

Ecrivons la fonction 7 :

+o0 (—1)”71 +o00 +o0 ( )
_ _ _1\n—1_—sLogn __ _1\n—1_—(o+it)Logn __
o = 3 0 = St = 3 e -
n= n= n=

+o00
— § :(_1)n—1€—aLogn.e—thogn
n=1

+o0
= Z(—1)”_16_"L°9"(cos(tLogn) — isin(tLogn))
n=1

Définissons la suite de fonctions ((1,)nen=($)), par :

m(s) = 37 DTS ppeeacostLogh) ;g gy sin(tLogk)

ks ke ke
k=1 k=1 k=1
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avec s =0 + it et t # 0.

Soit s un zéro de n dans la bande critique, soit n(s) = 0, avec 0 < o < 1. Par suite, on peut
écrire limy,— 4 oonn(s) = 0 =n(s). Ce qui donne :

cos(tLogk
lzmn—H—oo Z k 179) =0

O'

sin(tLogk
limp 100 Z k 179)

O'

Utilisons la définition de la limite d’une suite, on peut écrire :

Ver >0 In,, VYN >n, |R(n(s)n)| < e
Ves > 0 Elni,VN > n; ‘%(17(8)]\[)’ < €2

En prenant € = € = €2 et N > max(n,,n;), on obtient :

N 2 N k+k' /
cos*(tLogk) (—1)*"* cos(tLogk).cos(tLogk') o
0< Z k20 +2 Z koklo <€
k=1 kk =Lk <k
N . 9 N 4k . /
sin®(tLogk) (=1)*** sin(tLogk).sin(tLogk')
0< Z k20 +2 Z koklo <€
k=1 kK =1;k<k'

En faisant la somme des deux dernieres inégalités, on obtient :

N N
1 gt cOs(tLog(k/K")) 9
0< > o +2 (- oo < 2 (2.4)
k=1 ko k' =T1;k<k
1 1
2.1. Cas 0 = - = 20 = 1. — On suppose que g = 3 = 20 = 1. Commencons par rappeler le
théoreme de Hardy (1914) [2],[3] :
Théoréme 2.1. — Il y’a une infinité de zéros de ((s) sur la droite critique.

Des propositions (2.2-2.3), nous déduisons la proposition suivante :
Proposition 2.2. — Il y’a une infinité de zéros de n(s) sur la droite critique.

Soit s; = 3 +it; un des zéros de la fonction n(s) sur la droite critique, soit n(s;) = 0. L’équation
(2.4) s’écrit pour s; :

N
1 rcos(tjLog(k/k")) 9
0<) =42 > (—1)ktH J < 2

il ke /=1 k<k/ VEVE

ou encore :
N N
1 / tiLog(k/K
ZE <9229 Z (_1)k+k cos(t;j Log( // )
k=1 kk'=1;k<k’ VEVE
M1
Si on fait tendre N vers 400, la série Z z est divergente et devient infinie. Soit :
k=1

“+o00 /
/ L
1 S 262 -9 § (_1)k+k‘ COS(tJ Og(li/k ))
k=1 kk'=1;k<k' VEVE
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Par suite, nous obtenons le résultat important suivant :

N
) rcos(t;Log(k/K'))
limN— 100 g (—1)k+k J = —00 (2.5)
kb =1k <K/ VEVE

sinon, nous aurons une contradiction avec le fait que :

N
. 1 1
limN— 400 E (—=1)* 1@ =0
k=1

Comme t; # 0, et qu’il y’a une infinité de zéros sur la droite critique, alors le résultat de la formule

donnée par (2.5) est indépendant de t;. Revenons maintenant & s = o + it un zéro de 7(s) dans

la bande critique, soit 7(s) = 0. Prenons o = ok En partant de la définition de la limite des suites

appliquée ci-dessus, nous obtenons :

+o0o +oo /
% S 262 _ 2 Z (_1)k+k2l COS(tLOg(k,/k ))
k=1 kK =1;k<k’ VEVE

avec sans aucune contradiction. De la proposition (2.2) il s’ensuit que ((s) = ((3 +it) = 0. Il existe
1
donc des zéros de ((s) sur la droite critique R(s) = 3
1
2.2, Cas()<0<§. —
1
2.2.1. Cas ou il n’existe pas de zéros de n(s) avec s = o + it et 0 < 0 < —=. — En utilisant, pour

ce cas, le point 4 du théoréme (1.2), nous déduisons que la fonction 7(s) n’a pas de zéros avec

s =0 +it et = < o < 1. Par suite, d’apres la proposition (2.2), il s’ensuit que la fonction ((s) a

1
ses zéros seulement sur la droite critique R(s) = o = 3 et 'Hypothése de Riemann est vraie.

1
2.2.2. Cas ou il existe des zéros de n(s) avec s = o + it et 0 < 0 < 3 Supposons qu’il existe
s = o + it un zéro de n(s) soit n(s) =0 avec 0 < o < 3 = s € & la bande critique. Nous écrivons

léquation (2.4), :

N N

1 kit COS(tLog(k/K')) 9
O<Zﬁ+2 Z (=1) koklo <2
k=1 k' =13k<k’
ou :
N N
1 9 pi cOs(tLog(k/K))
Z k20 <2e" -2 Z (=1 kok'o
k=1 k' =1;k<k!
N
Or 20 < 1, il s’ensuit que limy— 4o Z 720 tende vers o0 et nous obtenons :
k=1

+ZOO (—1)F+F cos(tLog(k/K')) _

: -
ok =1k<k koK
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1 1
2.3. Cas 5 < R(s) < 1. — Soit s = o+it le zéro de n(s) dans 0 < R(s) < 3 objet du paragraphe
précédent. Suivant le point 4 du théoréme 1.2, le nombre complexe s’ = 1 — o + it est aussi un zéro

1
de la fonction 7n(s) dans la bande 3 < R(s) < 1. En appliquant (2.4), nous avons :

N N
1 ptt cos(tLog(k/K")) 9
0< Z k20’ +2 Z (_1) ko' Lo’ < 2e (26)
k=1 Kb/ =L k<K’

1
Or2¢' =2(1-0)>1=0< 2 la série chv:l w2 est convergente vers une constante C'(¢’). De

I’équation (2.6), nous déduisons que :

+o0

Z (_1)k+k’ COS(tLOg(k/k/)) C(OJ)

I B
kel =Lk <k

Maintenant fixons ¢t = (s’) et considérons la fonction Fy(u) définie par :

Fa(u) = i (_1)k+k/ cos(tLog(k/k")) _

/
ok =1k<k A

N
= Z (=) cos(tLog(k/k'))e " Fo9®k) 4y €]0,1]
o k' =13k <K/

La fonction Fy(u) est continue pour YN € N* et u €]0, 1], et nous avons obtenu précédement que
pour N — 400 :

( *i’f [k cos(tLog(k/K) _ C(o)

(1) 1o Ko = p0111"u:o":1—c7>5
k' =1;k<k!
+oo
/ tLog(k/K 1
Z (_1)k+k COS( 09( // )) = —00 pour u= 5
kb =Tk <k VEVE
+o0o
rcos(tLog(k/k'))
Z (—1)k+k 1o 1 =—00 pouru=o0<g
\ kk'=Lk<k
Ecrivons que Fy(u) est continue au point u = 1/2, on peut écrire :
Ve > 0,36tel que Vu /|lu—1/2| <6 = |Fn(u) — Fn(1/2)] <€
Soit u = ¢’ €]0,1[ avec ¢’ > % vérifiant o’ — % < 4§, on a alors I’équation :
al ,cos(tLog(k/ k"))
|Fn(o) = Fn(1/2)] < e == —e+ Fy(o) < Y (=1)FFF L2 < e+ Fy(o')
k k' =15k <k’ VEVE
N N
s Z (= 1)+ cos(tLog(k/k")) - Z (< 1)+ cos(tLog(k/k"))
! / ’
k,k'=1;k<k’ ke ke kk'=1;k<k' \/E\/y
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Comme pour ¢, u fixés, la fonction Fy est définie pour tout entier N > 0, faisons alors tendre N
vers +o00, nous obtenons :
—+00

et Z (_1)k+k/cos(tLog(k‘/k:’)) < i:’o (_1)k+k/cos(tLog(k/k:’))

o’ 1.1’ — /
kK =1;k<k’ kk kk'=1;k<k’ \/E K

Clo) . kiw os(tLog(k/K'))
_ (_1) = —00

D’ou la contradiction avec C(c’) bornée. Par suite, ’hypothese qu’il existe des zéros de n(s) dans

1
I'intervalle 5 < R(s) < 1 étudiée dans [2.3] est fausse. Il s’ensuit que la fonction 7(s) ne s’annule

1 1
pas dans les intervalles 0 < R(s) < = et 3 < R(s) < 1 et par suite la fonction 7(s) a ses zéros non

triviaux sur la droite critique R(s) = 3 de la bande critique.

3. Conclusion

En résumé : pour nos démonstrations, nous avons fait usage de la fonction 7(s) de Dirichlet :

oo 4yn—1
we) =3 T — o2, s=oti
n=1

dans la bande critique 0 < R(s) < 1, en obtenant :

I

N | —

- n(s) s’annule pour 0 < o = R(s) =

1 1
- n(s) ne s’annule pas pour 0 < o = R(s) < 3 et 53 <0= R(s) < 1.

Par suite, tous les zéros non triviaux de 7(s) dans la bande critique 0 < $(s) < 1 s’annulent sur

1
la droite critique R(s) = 3 En appliquant la proposition équivalente a I’'Hypothese de Riemann

1
1.2, les zéros non triviaux de la fonction ((s) se trouvent sur la droite critique R(s) = —=. La

démonstration de I’'Hypothese de Riemann est ainsi achevée. Nous annoncons donc le théoreme
important :

Théoréme 3.1. — (Abdelmagjid Ben Hadj Salem, 2017) :
Tous les zéros non triviauzr de la fonction ((s) avec s = o + it se situent sur l’'aze vertical
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