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Wstep

W pracy rozpatrujemy podstawy mechaniki kwantowej w jezyku logik kwantowych w za-
stosowaniu do teoril parametrow ukrytych 1 mozliwych uogoélnien mechaniki kwantowe;.

Podamy teraz szkicowy schemat calej pracy.

W rozdziale 1 omawiamy zwiazek mechaniki kwantowej z logikami wielowartoscio-
wymi.

W rozdziale 2 podajemy pewne niezbedne pojecia matematyczne. Z uwagi na niedo-
statek miejsca zostaly podane odnosniki do ogolnie dostepnej literatury matematyczne;j.

W rozdziale 3 zostaje wprowadzony system aksjomatyczny Mackeya-Maczynskiego
1 podane jest podstawowe twierdzenie tego systemu.

W czwartym rozdziale podamy ogélne wlasnosci obserwabli przygotowujac grunt pod
rozdzial 5, gdzie rozpatrywane sg reprezentacje boolowskie obserwabli. Pod koniec 5 roz-
dziatu podajemy logike dla mechaniki klasycznej. W miare mozliwosci interpretowane sa
definicje, twierdzenia i aksjomaty.

W rozdziale 6 z aksjomatu QM wyprowadzamy podstawowe postulaty mechaniki
kwantowej, wprowadzamy rowniez pojecie selektora dla zinterpretowania niektorych wy-
nikéw.

Rozdzial 7 omawia hipoteze o parametrach ukrytych i dyskusje, jaka sie jeszcze na
ich temat toczy. Omawiany jest tam paradoks EPR (Einsteina-Podolskiego-Rosena) oraz

nieréwnosé Bella.

1. Logiki wielowarto$ciowe a mechanika kwantowa

Badania aksjomatyczne odgrywaja istotna role w calej matematyce, gdzie kazda teoria ma
zbior aksjomatow i zadaniem badacza jest znalezienie zwiagzkow miedzy nimi tj. dowodzenie
twierdzen.

Wiszelkie modele matematyczne rzeczywistosei przyrodnicze) posiadaja takze podobny
zbiér aksjomatow. Nieraz jednak nie potrafimy sobie uzmystowié co w istocie zostalo za-
tozone. Jest to wywolane w duzym stopniu zbyt mala Scistoscig modelu i1 nieformalnym
podejsciem. Dlatego tez badania aksjomatyczne moga by¢ prowadzone tylko w modelach
o dostatecznej scislosci.

Wiele teorii fizycznych jest juz na tym stopniu rozwoju, ze staje sie mozliwe zbadanie

tego problemu. Jest to problem pierwszoplanowy z uwagi na mozliwosci uogélnienia.



Mozna podac wiele przykladéw z historii fizyki, ze tego typu podejécie bylo owocne.
WeZzmy chocby rozwdj pojecia uktadu inercjonalnego na przykladzie szczegdlnej i ogdlne;j
teorii wzglednosci, czy tez pojecia czasu i przestrzeni na przykladzie mechaniki newtonow-
skiej 1 relatywistycznej. W przypadku jednak mechaniki klasycznej i kwantowej problem
jest znacznie glebszy (w istocie podane przyklady zawsze operowaly aksjomatem ciagto-
sci przejs¢) 1 potrzebny jest do niego subtelniejszy aparat matematyczny od klasycznej
analizy 1 geometrii rozniczkowej. Aparat ten tj. teoria krat i logika matematyczna lezy
u podstaw wspolczesnej matematyki. Dlatego tez wymagana jest precyzja matematyczna
daleko wyzsza niz w innych przypadkach przy jednoczesnym uwaznym $ledzeniu wynikéw
wraz z ich interpretacja. Droga tego typu, jak postaramy sie wykazaé jest celowa z uwagi
na mozliwos¢ uzyskania uogdlnienn mechaniki kwantowej, co by¢ moze zostanie dokonane
w przyszlosci. Problemem aksjomatyzacji zalozenn mechaniki kwantowej zajmowano sie juz
od chwili jej powstania. Pierwszy sposéb polegal na wprowadzeniu aparatu logiki mate-
matyczne], teorii krat, algebr Boole’a bezposrednio do formalizmu mechaniki kwantowe;.
Wedtug drugiego probowano zbadaé zalezno$ci miedzy twierdzeniami mechaniki kwantowej
na gruncie pewnej logiki nieklasyczne;.

Pierwszy sposéb jest omawiany w tej pracy w miare mozliwoéci szczegdlowo, drugi zas
opiszemy pokrétce nizej. Na samym poczatku zacytujemy slowa Finkelsteina i Jaucha [1]
»- - - geometria euklidesowa jest sluszna tylko w przyblizeniu, geometryczne prawa podle-
gaja zaburzeniu od punktu do punktu zmieniajac si¢. Bardziej podstawowymi niz prawa
geometrii sg prawa logiki wyrazone w rachunku zdain. W wyniku przejécia od mechaniki
klasycznej do kwantowej widzimy, ze prawa logiki maja tylko przyblizona warto$é z uwagi
na komplementarnos¢ ...”. Zatem prawdziwe prawa logiki mogtyby podlegaé zaburzeniom
1 zmienia¢ si¢ od punktu do punktu. Rozpatrzmy teraz do$é pobieznie system logiczny
Reichenbacha [2] jako najprostszy i oddajacy dostatecznie jasno ideowy kierunek badati
tego rodzaju.

Logika Reichenbacha jest logika tréjwartosciowa podobna do logiki Posta [3] dlan = 3.
Metajezyk tej logiki oparty jest na logice dwuwarto$ciowej, tzn. wyrazenie typu ,, & przyj-
muje wartod¢ logiczng ¢” jest dwuwartosciowym. Definiowane funktory rozwaza sie jako
uogolnienia funktorow logiki dwuwartosciowej. Wiekszodé funktoréw, ktére wprowadza
Reichenbach, byta juz wprowadzona przez Posta z wyjatkiem pelnej negacji, alternatywne;
implikacji, quasi-implikacji i alternatywnej réwnowaznosci. Funktory powyzsze sa wprowa-
dzone dla celéw mechaniki kwantowe]. Stosujac zapis Lukasiewicza (patrz np. [4]) zapi-

szemy funktory Reichenbacha.

N'z — cykliczna negacja z

T3 . .
N®z — diametralna negacja z
N?z — pelna negacja z

Kzy — koniunkcja



Azy — alternatywa

Clzy — standardowa implikacja

C?zy — alternatywna implikacja

C3zy — quasi-implikacja

R'zy — standardowa réwnowaznoscé

R%zy — alternatywna réwnowaznoéé

1,2,3 — odpowiednio: prawda, falsz, nieokreslonosé.

Powyzsze funkcje okreslone s przy pomocy tabel wartosci logicznych.

2 .Niz N2z N3z

1 2

2 3

3 1
T y xy Azy Clzy C?zy C3zy Rlzy R?zy
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 1 2 3 2 2 3
1 3 3 1 3 3 3 3 3
2 1 2 1 1 1 2 2 3
2 2 2 2 1 1 2 1 1
2 3 3 2 3 1 2 2 3
3 1 3 1 ik 1 2 3 3
3 2 3 2 1 1 2 2 3
3 3 3 3 x 1 2 1 1

Twierdzeniami sg zdania przyjmujace warto$¢ 1 dla dowolnych argumentéw (zdan

pierwotnych). Cheace powiedzieé, ze zdanie posiada warto$é rézng od 1 uzywa sie negacji

np. N'Nlz znaczy, ze v jest nieokreslone, Nz — ze z jest falszywe, N2z ze T jest
falszywe. Wéréd zdan (formut) zbudowanych przy pomocy wprowadzonych wyzej funkto-
row znajduje sie zdanie zawsze prawdziwe, zawsze nieokreslone, prawdziwe lub falszywe,
mogace przybiera¢ wszystkie trzy wartosei itp.

Nalezy zauwazy¢, ze zbiér zdan logiki tréjwartosciowej zawiera podzbiér zdan maja-
cych dwuwartosciowy charakter logiki klasyczne;j tj. bedacych prawdziwymi lub falszywymi
dla dowolnych wartosci argumentéw. Wedlug Reichenbacha prawa mechaniki kwantowej
sq zawarte wlasnie w klasie zdan prawdziwych lub falszywych. Jak widaé sytuacja jest

dos¢ oryginalna: prawa mechaniki kwantowej sa dwuwartosciowe, ale rozumowania ich
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dotyczace podlegaja logice tréjwartosciowej. System Reichenbacha zawiera nastepujace
tautologie (prawa).

Rlzz

RlzN2N2y

R'zNININlg

RIN3xzN3N3N3z

RIN3zAN'zNIN1z itd.

Prawo wylaczonego srodka nie zachodzi dla negacji diametralne;j.

Dla negacji cyklicznej jest stuszne prawo wykluczonego czwartego przypadku:

AAzN1zNINlg,

R'AzN'NlzN3z

Prawo niesprzecznosci zostaje zachowane w nastepujacych postaciach:

N3KzN3gz

N3KaNlz

N3KzN%g

Prawa de Morgana zachowuja stusznosc tylko w postaci nastepujacej:

N2?Kzy = AN?zN2%y

N?Azy = KN%?zN?y

Prawa rozdzielczosci sg sluszne tak, jak w logice dwuwartosciowe;.

Prawo kontrapozycji jest stuszne w dwéch postaciach:

R'C'N2zyC'N%yz oraz R'C?*N32yC?N3yz.

Rozkltad réwnowaznosci na implikacje zachodzi odpowiednio w nastepujacej postaci:

R'R'zyKCzyCyx

R:R?zyKKC?%zyC?yz KC? N2z N?yC?N2yNzx

Rozklad implikacji (zastapienie implikacji przez negacje i alternatywe) zachodzi w po-
staci:

RIC*zyNIN2AN3zy

Sprowadzenie do niedorzecznosci wystepuje w postaci:

C1C'aN3z N3z oraz C*C%aN3aN3z.

Dla wyrazen przyjmujacych tylko wartosci prawdy [5] i falszu [6] prawo wylaczonego
srodka pozostaje prawdziwe przy negacji diametralnej: jesli o jest takim zdaniem prawdzi-
wym lub falszywym, to Az N2z jest tautologia.

Dwazdania z i1 y nazywa si¢ dopelniajacymi, jesli spelniajg zwigzek: RZAz N1z NI N1y,
Poniewaz Az N1z jest prawdziwe wtedy, gdy = jest prawdziwe i wtedy, gdy z jest falszywe,
przeto N'N'y winno byé¢ prawdziwe. To za$ ma miejsce wtedy, gdy y jest nieokreslone.
Wobec tego = 1 y dopelniaja si¢ wzajemnie, gdy spelniony jest nastepujacy zwiazek: jesli

x jest prawdziwe lub falszywe, to y jest nieokre§lone. Dalej dowodzi sie, ze jesli z i y sa
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dopelniajacymi si¢ zdaniami, to RZAyN'yN!N'z, tzn. warunek dopelniania si¢ jest sy-
metryczny wzgledem z 1 y. Warunek ten mozna sformulowac dla trzech i wiecej zdan. Ma
on postaé: RZAzN'azN'Nly i RZAzN'yNI N1z,

Wedtug Reichenbacha ksigga zjawisk kwantowych jest napisana w jezyku logiki tréj-
wartosciowej. Reichenbach sadzi, Ze ma si¢ prawo méwié¢ o prawdziwosci lub falszywosci
zdania tylko wtedy, gdy mozna zrealizowaé sprawdzenie. Jeéli jest to niemozliwe, tzn. jesli
nie mozna zweryfikowac lub sfalsyfikowac zdania, to nalezy mu przyznaé trzecia wartosé:
nieokreslonos¢. Zdaniem Reichenbacha tego typu interpretacja nie doprowadzi nigdy do
tzw. ,anomalii przyczynowych”.

Przytoczmy przyklad zastosowania logiki tréjwartosciowej. Reichenbach uzywa poje-
cia dopelniania si¢ do opisu zjawisk zwiazanych z pomiarem obserwabli, ktérym odpowia-

daja operatory kanonicznie sprzezone.

C?A((e',t) =u)N'((e',t) = u) NI N ((e?,t) = v)

co czyta si¢ w nastepujacy sposob: jezeli jest stuszne lub niestuszne, ze wartosc e! w chwili ¢
jest u, to wypowiedz, ze warto$é e? w chwili ¢ jest v, jest nieokreslone.
Podobne logiki stworzyli G. Birkhoff i J. von Neumann [7], [8], G. Birkhoff [9], Des-

touches-Fevrier [10].

2. Preliminaria matematyczne

Pojgcia matematyczne stosowane w tej pracy wraz z odpowiednimi, cytowanymi twierdze-
niami znajduja si¢ w pracach: [5], [11], [6], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [4], [18]. Tutaj

podamy tylko najniezbedniejsze.

Definicja 1. Zbior czesciowo uporzadkowany P nazywamy zbiorem z ortouzupelnieniem,
jesli istnieje funkcja @ — at, L: P — P spelniajaca aksjomaty:

1) (at)*+ =a

2) jesli a; < ag, to ay < ai-
3) jesli ay,as,... € Pia; < u.}-",'i # 7, toistnieje a = a; Uag U . ..
4) V=aUat =bUbt A

a,beP

5) jeslia < b, to b =aU (bt Ua)t (staba modularnosé)
Jesli a < b+, to piszemy a L b. Z 1) i 2) widaé, ze a < bt jest réwnowazne b < a.
Warunek 3) mowi, ze jesli ay,as,... sa parami ortogonalne, to w P istnieje kres gérny
a=ayUaz U---10znaczmy goa=a; +az +---.

Bedziemy uzywaé oznaczenia b —a = b N at, jesli a < b.
z ) Ay J =

|




Definicja 2. P-miarg p na B(R) (cialo zbioréw borelowskich na prostej) bedziemy nazy-
wac funkcje p : B(R) — P, jesli:

ENF=0= uE)LuF), E,FeB(R)
WELUE,U--) = u(By)U u(Ep)U--- jesli E;NEj; =0 dla: # j oraz E; € B(R).

Definicja 3. Méwimy, ze rodzina {u(t)},er P-miar wyczerpuje P, jesli dla kazdego a € P
istnieja takie t € T'1 E € B(R), ze u(E) = a.

Definicja 4. Niech ¢ : P — [0,1] bedzie funkcja okreélong na P o wartosciach z [0, 1].

Mowimy, ze funkcja ¢ jest miara prawdopodobienstwa na P, jezeli:
e(V)=1,  ¢(X)=0

plagUag U--+) = Zcp(ak), jezeli a; L a; dla i # j.
k=1

Widzimy, ze ¢(a) < ¢(b) dla a < b.

Definicja 5. Mowimy, ze rodzina miar prawdopodobienistwa (¢;),t € T jest pelna, jezeli
dla kazdego t ¢¢(a) < ¢((b) pociaga a < b.

Zdanie a # b jest tu rownowazne temu, ze istnieje t' € T takie, ze @u(a) # v (b).
Szerzej na temat pelnych rodzin miar prawdopodobienstwa pisze Maczynski [19]. Cieka-
wym jest, jak wykazal M. K. Bonnet [20], Ze nie wszystkie zbiory z ortouzupelnieniami
posiadajg peina rodzine miar prawdopodobienstwa. Wigcej wiadomosci na temat zbioréw
z ortouzupelnieniami znajduje si¢ u Varadarajane’a [21].

Przyktadami zbioréw z ortouzupelnieniami jest oczywiscie algebra Boole’a oraz wpro-
wadzona dalej tzw. logika przestrzeni Hilberta (Logic of Hilbert space) L(H).

< Jest tu zawieraniem si¢ domkni¢tych podprzestrzeni nieskoriczenie wymiarowej,

osrodkowej przestrzeni Hilberta. 1 oznacza uzupelnienie ortogonalne podprzestrzeni.



3. Aksjomatyka Mackeya-Maczyiiskiego ogdlnego ukladu fizcznego

Na wstepie wprowadzimy pewne oznaczenia i definicje. Przez O bedziemy rozumieli abs-
trakeyjny zbiér wielkosci mierzalnych fizycznie tzw. obserwabli, S oznacza tu zbidr stanéw

fizycznych, zas B(R) §-algebre Boole’a zbioréw borelowskich na prostej rzeczywiste;.

Definicja 1. Funkcja prawdopodobienstwa bedziemy nazywali funkcje p: O xS x B(R) —
[0,1] spelniajacy nastepujace aksjomaty:
l.a) p(A,a,0) =0, p(A4,a,R) =1, dla kazdego A € O i dla kazdego a € S.
b) dla kazdego E; nalezacego do B(R),j = 1,2,3,..., dla kazdego A nalezacego do O
1 dla kazdego a nalezacgo do S sa prawdziwe zwigzki:

p(A4,«a, UE)—Z}J(A a, Ej)
j=1 j=1
2.a) Jesli p(A,a,E) = p(A',a, E) dla kazdego E nalezacego do B(R) i dla kazdego
nalezacego do S, to A = A'.
b) Jezeli p(A,a, E) = p(A,a', E) dla kazdego A nalezacego do O i dla kazdego E nale-
zacego do B(R), to a = «'.
3. Jezeli Ay, Ay, ... nalezg do O 1 Ey, Es,... naleza do B(R) oraz dla i # j,p(A;1,«, E;)+
p(Aj,a, E;) <1 dla wszystkich a nalezacych do S, to istnieja: B nalezace do O i F
nalezace do B(R) takie, ze

p(B,a, F) = ZpAJ,aE

Definicja 2. Logily systemu fizycznego bedziemy nazywali zbiér L wraz z odpowiednia

struktura narzucona przez p:
L =0 xB(R)/ ~,

~ oznacza relacje¢ réwnowaznosci wprowadzong w sposéb nastepujacy (A, E) ~ (B, F) jest
rownowazne, ze dla kazdego nalezacego do S zachodzi formula: p( A4, a. E) = p(B, a, F).
Twierdzenie 1. Zbior L jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym z ortouzupelnieniem.
D o w 6 d. Niech [(A4, E)] < [(B, F)] oznacza, ze dla kazdego nalezacego do S zachodzi:
P(A,a,E) < p(B,a,F)i[(4, E)]* = [A, R—E]. Udowodnimy, ze ,,<” jest relacjg czesciowo
porzadkujaca L, a , 1" jest ortouzupelnieniem.

Pierwsza cz¢s¢ dowodu wynika natychmiast z okreélenia relacji. Dwie pierwsze wlasno-

sci ortouzupelnienia tez sa oczywiste. Bedziemy wiec dowodzié pozostale trzy whasnosci.
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Niech ay = [(A41, E1)],a2 = [(A2, E2)],... bedzie ciagiem elementéw zbioru L ortogo-
nalnych miedzy sobg.
Jesli istnieje jaki$ element b nalezacy do L, b = [(B,F)| taki, ze p(B,a,F) =

J
b= a; + a; +az +---. Na podstawie trzeciej wlasnosci funkcji p taki element istnieje. Udo-

o0
Y p(Aj,a, E;) dla wszystkich a nalezacych do zbioru S, to bedziemy wtedy pisaé
=1

wodnimy, ze b jest kresem gérnym (supremum) zbioru elementéw ay, as, ag, ... w kracie L,
b = ayUasUagVU- - -. Znaczy to, ze b jest najmniejszym elementem L zawierajacym wszystkie
ap,as,as,.... Dowdd tego warunku przeprowadzimy przez indukcje. Pokazemy najpierw,
ze jezeli dla jakichkolwiek elementow b = [(B, F')], a1 = [(41, E1)], a2 = [(Az, E;)] ze zbioru
L mamy b prostopadle do ay, b prostopadle do as, a; prostopadle do az, to b prostopadle
do a; + a;. Wtedy dla kazdego a nalezacego do zbioru S zachodzi

p(B,Oﬂ,F) +p(A11a1E1) +p(Ag,Of,E2) <L

Zatem p(A1,a, Ey) + p(Az,a,E2) <1 —p(B,a, F).

Niech ay + a; = d = [(D,H)] < [(B,F)]*, co oznacza, ze d prostopadle do b czyli
a1 + ay prostopadle do b.

Przez indukcje tatwo pokazaé, ze ogdlnie jesli b prostopadle do aj,5 + 1,2,3,...,n,
a; prostopadle do a;,7 = 1,2,...,n,7 # 7, to b prostopadle do (a1 + a2 + -+ - + an), gdzie
n jest dowolng liczba naturalna. Niech jakies ¢ = [(C, G)] nalezy do L i zawiera wszystkie
a; = [(Aj, E;)], to aj < c. Stad ¢t prostopadle do a;. Poniewaz a; prostopadle do a; dla
i # j, wigc stosujac poprzedni wynik otrzymujemy ¢t prostopadie do (a; +as + -+ + a,)
dla wszystkich n naturalnych. Zatem a; + a2 + - - - + a,, < ¢. Stad mamy i p(4j,0,E;) <

=1
p(C, a, G) dla wszyskich a nalezacych do S i wszystkich n naturalnych. Przechodzac z n do

mn

nieskornczonosci otrzymamy ) p(Aj, a, E;) < p(C,a,G) dla wszystkich a nalezacych do
j=1

S, co oznacza, ze a; +az +--- < ¢ czyli b < ¢ i jest najmniejszym elementem zawierajacym

wszystkie a;j. Zatem a; +ag +--- = a; Uag U -, jesli a; prostopadle do a; dla i # j. To
wszystko oznacza, ze warunek trzeci jest spelniony.

Sprawdzamy dalej warunek czwarty. Poniewaz [(A, E)] prostopadte do [(4, R — E)].
to w L istnieje [(A4, E)] U [(A,R — E)]. Niech [(4,E)]U[(A,R — E)] = [(B.F)]. Zatem
dla kazdego a nalezacego do zbioru S mamy p(B,a, F) = p(4,a,F) + p(A,a,R — E) =
p(A,a, R) = 1. Poniewaz [(A, R)] = [(B, R)], gdzie A, B nalezy do O. Oznaczmy [(A, R)] =
V i widzimy, ze [(4, E)]U[(A, B)]* = V, dla kazdego A nalezacego do O i dla kazdego E
nalezacego do B(R), to znaczy a U at =V (a dowolne). Zachodzi wiec warunek czwarty.

W konicu jesli a = [(A4, E)],b=[(B,F)] i a <b, to b+ prostopadle do a, a prostopadle
do (b* Ua)t i aU (bt Ua)t istnieje w L. Niech [(C, H)] = a U (b+ U a)t. Dla dowolnego

Q' mamy

p(C,a,H) = p(A,a, E) + [1 = [1 — p(B,a, F)]] +p(4,a, E) = p(B, a, F),
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co oznacza [(C,H)| = [(B,F)] =bib=aU (bt Ua)t. To zaé konczy dowdd twierdzenia.
c.b.d.o.

Wprowadzimy nowe oznaczenia. Niech dla kazdego A nalezacego do O p4 oznacza
odwzorowanie E — [(4, F)], B(R) w L. Z aksjomatu pierwszego wynika, ze 1 4 jest L-miarg
na B(R). Dla kazdego «a nalezacego do S p, oznacza odwzorowanie [(4, E)] — p(4,a, E)
logiki L w przedzial [0, 1]. Jest to dobrze zdefiniowana funkcja i z aksjomatéw pierwszego
1 trzeciego wynika, ze to jest miara prawdopodobienstwa na L. Aksjomat drugi pokazuje,
ze A # B wtedy, gdy pa # pB, oraz a # o' wtedy 1 tylko wtedy gdy pa # por- Widzimy,
ze p(A,a,E) = papa(E). Rodzina {pa}, (A nalezy do O) wyczerpuje zbiér L i rodzina
{Pa} a € S jest peina.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie G. Mackeya. Niech P bedzie dowolnym czesciowo uporzadkowanym zbio-
rem z ortouzupeinieniem 1. Niech M oznacza jakakolwiek rodzine P-miar na B(R) wyczer-
pujaca zbior. Niech Y oznacza dowolna peina rodzine miar prawdopodobienistwa na P. Dla
kazdej tréjki (p, ¢, E') nalezacej do zbioru M xY x B(R) niech p(p, ¢, E) = pu(E). Wtedy
P, ¢, E) speinia aksjomaty 1-3 i przyporzadkowanie [(i, E)] — p(E) jest izomorfizmem
pomiedzy logika L funkcji prawdopodobienstwa p 1 zbiorem czesciowo uporzadkowanych

z ortouzupelnieniem P.

D o w 6 d. Aksjomat 1 oczywiscie zachodzi. Niech ¢u(E) = @u'(E) dla kazdego ¢ na-
lezacego do Y 1 E nalezgcego do B(R). Jesli p # p', to istnieje E nalezace do B(R)
takie, ze u(E) # p'(E). Poniewaz Y jest rodzina pelna, istnieje ¢ nalezace do Y takie, ze
eu(E) # ou'(E). Otrzymalismy sprzecznosé, zatem p = p'.

Podobnie pokazujemy, ze jesli o'u(E) = ou(E), dla wszystkich E i u, to ¢ = ¢'.
Zatem aksjomat drugi zachodzi. Jezeli a;, as naleza do P, p(e;)+¢(e2) < 1 dla wszystkich
@, to p(e1) < 1 —¢p(e2), a stad e; < ef czyli e; prostopadle do e;. Teraz latwo sie
przekonac, ze aksjomat trzeci rowniez zachodzi. Poniewaz [(yy, E)] = [(p2, E)] oznacza,
ze opi(Ey) = pua(Ey) dla wszystkich ¢, zatem wtedy gdy p1(E;) = po2(E>). Rodzina
Y jest pelna 1 odwzorowanie [(yt, E')] — p(E) jest dobrze zdefiniowane. Latwo sprawdzié
korzystajac z twierdzenia 1, Ze to jest rzeczywiscie izomorfizm czesciowo uporzadkowanych

zbioréw z ortouzupelnieniem L 1 P.

c.b.d.o.

Widzimy wigc, ze dzigki twierdzeniu G. Mackeya mozemy utozsamia¢ kazda obserwa-
ble A z odpowiadajaca jej L-miara p4 1 mozemy utozsamiaé kazdy stan a z odpowiadajaca

mu miarg prawdopodobienstwa p, na L.
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Przyjmiemy jeszcze nastepujacy postulat dotyczacy zbioru O.

4. Niech pp: B(R) — L bedzie L-miara. Istnieje obserwabla A nalezaca do O taka, ze

= pLA.

Trzy postulaty wystepujace w definicji 2 1 powyzszy czwarty tworza uklad aksjomatéw
Mackeya zmodyfikowany przez Maczynskiego.

Podamy teraz interpretacje wprowadzonych pojeé, aksjomatéw i udowodnionych twier-
dzen. Pierwsze dwa aksjomaty maja glebokie podloze filozoficzne o charakterze neopozyty-
wistycznym. Mianowicie mozemy rozréznic¢ wielkosci fizyczne (obserwable) 1 stany fizyczne
tylko przy pomocy pomiaréw. Jest to zwigzane z interpretacja funkcji p, ktére okresla
nam prawdopodobienstwo, ze pomiar wielkoéci A w stanie a da nam wartoéé ze zbioru
borelowskiego E. W praktyce do$wiadczalnej E jest przedzialem na prostej. Z uwagi jed-
nak na elegancje matematyczng teorii przyjeto, ze E nalezy do B(R). Elementy zbioru
X = O x B(R) bedziemy nazywaé ,zdaniami eksperymentalnymi”. Kazde zdanie eks-
perymentalne (A, E) czyta¢ bedziemy: pomiar obserwabli A da wynik w E. Zatem zda-
nia eksperymentalne moga by¢ interpretowane jako hipotezy o wyniku pomiaru dokona-
nego w uktadzie fizycznym. Przed aktualnym wykonaniem pomiaru nie wiemy, czy zdanie
(A, E) jest falszywe czy nie. Operujemy tu tylko pojeciem prawdopodobiefistwa i dlatego
za wartos¢ logiczng zdania bedziemy uwazaé dla kazdego «, p(A, a, E). Znaczy to, ze w sta-
nie a wartosc¢ logiczna (A, E) wynosi p(A4, a, E). Widzimy wiec, ze bez sprecyzowania p
wlogika” L bedzie w ogdlnosci miata kontinuum wartosci. Jesli p(A4, a, E) + p(B,a, F) < 1
dla wszystkich a nalezgcych do S, to umawiamy si¢ méwié, ze (A, E) i (B, F) sa sprzeczne
(porownaj przypadek, gdy p przyjmuje tylko wartosci 01 1). W naszej interpretacji oznacza
to, ze w kazdym stanie suma wartosci logicznych zdan (A, E) i (B, F) jest znowu warto$cia
logiczna. Znaczy to, ze nalezy do przedziatu [0,1], np. jesh ENF =0, to (4, E) i (4, F)
sg sprzeczne. Teraz widzimy, ze aksjomat 3 moéwi,ze dla ciagu (A1, Ey), (42, Es),... pa-
rami sprzecznych zdan eksperymentalnych istnieje zdanie eksperymentalne (B, F), ktérego
wartos¢ logiczna jest sumag wartosci logicznych podanego ciagu zdan. W tym sensie zda-
nie (B, F) jest rownowazne zdaniu: ,(A;, E) lub (Ay, Ey) lub (43, E3) lub ...”. Widzimy
wige, ze aksjomat 3 postuluje pewien rodzaj pelnosci logicznej naszego systemu zdan eks-
perymentalnych. Jego podloze ma réwniez charakter filozoficzny, stwierdza bowiem on, ze
obserwable nalezgce do tego samego systemu fizycznego sa ze soba zwigzane (co wydaje
si¢ stuszne).

Wprowadzimy teraz pewna relacje = (tzw. p-implikacje) na zbiorze zdan ekspery-
mentalnych: X : (A._E):‘;»(B,F) wr,e(ly}i) tylko wtedy, gdy p(A,a,FE) < p(B,a,F) dla
wszystkich a nalezacych cio S,

P-implikacja posiada identyczne formalne wlasnoéci co zwykla implikacja; jest prze-
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chodnia i zwrotna. Zatem zdanie (A4, E) = (B, F') oznacza wigc: prawdopodobienistwo, ze
(B, F) jest prawdziwe, w kazdym stanie ; jest nie mniejsze niz prawdopodobienstwo, ze
(A, E) jest prawdziwe. W tym sensie jest to implikacja. W przypadku, gdy A= BiECF
(A, E)=(A, F) jest zwykla implikacja. Niech —(A, E) = (A, R— E). Funkcja — ma wlasno-
sci neg;cji w zbiorze zdan eksperymentalnych: jesli (A, E) jest prawdziwe, to —(A, E) jest
falszywe oraz —(—(A4, E)) = (A, E). Zbiér zdan eksperymentalnych X razem z p-implikacja
1 negacjg —, gdzie p spelnia aksjomaty 1-3 tworzy rodzaj formalnego systemu logicznego.
Relacja rownowaznosci ~ wprowadza w X rodzaj identyfikacji dwéch zdan eksperymen-
talnych o tej samej wartosci logicznej w tym samym stanie: (A < e) ~ (B, F) wtedy
i tylko wtedy, gdy (4, E)=(B, F) i (B, F) <(A4, E). Idac za G. Birkhoffem i J. von Neu-
mannem mozemy powiedz?leé, ze klasa abstiakcji (A, e)] reprezentuje ,,jakosé¢ fizyczna”.
Identyfikowanie logiczne réwnowaznych zdan w teorii sformalizowanej T jest czesto stoso-
wane w logice matematycznej 1 matematyce [22]. Rezultatem takiej identyfikacji jest tzw.
algebra Lindenbauma-Tarskiego teorii T. Tak wiec logika (L, <, L) skonstruowana dla X
moze by¢ interpretowana jako rodzaj ,algebry” Lindenbauma-Tarskiego dla formalnego

systemu zdan eksperymentalnych.

Wiadomo, ze jesli teoria T pozwala na stworzenie zdan typu: ,p lub ¢” oraz ,pi ¢”
spelniajacych prawa klasycznego rachunku zdar, to algebra Lindenbauma-Tarskiego jest
algebrg Boole’a [22]. W przypadku naszego systemu X zdanie ,(4,F) lub (B,F)” ma
sens fizyczny (tzn. mozemy okreslié w kazdym stanie prawdopodobienstwo, ze takie zdanie
jest prawdziwe), gdy (A, E) i (B, F) sa wzajemnie sprzeczne (aksjomat 3). Nie zadamy,
aby zdanie (A, E) lub (B, F)” mialo sens fizyczny dla wszystkich (4, E) i (B, F). Dla-
tego ogdlnie biorac logika L systemu fizycznego nie jest algebra Boole’a. W mechanice
klasycznej zdania (A, E) lub (B, F')” oraz ,(A,E) 1 (B, F)” maja zawsze sens fizyczny
1 dlatego w przypadku systemu fizycznego podlegajacego prawom mechaniki klasycznej lo-
gika L jest algebrg Boole’a. Natomiast podstawowym wnioskiem mechaniki kwantowej jest,
ze zdania (A, E) lub )B,F')” oraz (A,E) i (B, F)” nie zawsze maja sens fizyczny (za-
sada nieoznaczonosci Heisenberga). Wobec tego dla ukladu mechaniki kwantowej L bedzie
zbiorem czedciowo uporzgdkowanym z ortouzupelnieniem, ktéry nie jest algebra Boole’a.
Na koniec tych rozwazan zajmiemy si¢ interpretacja postulatu 4. Przypusémy najpierw,
ze ten aksjomat nie zachodzi. Niech O; bedzie zbiorem wszystkich L-miar dla kazdego p
nalezacego do Oy, kazdego a nalezacego do S oraz kazdego E borelowskiego na prostej
niech pi(p, a, E) = ap(F). Latwo sprawdzié, ze tak zdefiniowane p; spelnia aksjomaty 1-3
oraz aksjomat 4. Ponadto jesli zidentyfikujemy kazde A nalezace do O z u 4 nalezacym do
Oy, to O stanie si¢ w tym sensie czesciag O; 1 p; ograniczone do O bedzie identyczne z p.
Tak wigc zawsze mozemy spetni¢ postulat 4 rozszerzajac zbiér O. Fizyczne znaczenie tego

rozszerzenia jest nastepujace: jezeli mamy zbior zdan eksperymentalnych |Q|. nalezacy
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do X (jedno zdanie eksperymentalne przyporzadkowane zbiorowi Borela w R w sposéb
taki, ze £ — [QEg] jest L-miarg), to mozemy zdefiniowaé obserwable jako wielkosé fizyczng
odpowiadajacy tym zdaniom eksperymentalnym. Widaé, ze obserwabla A jest wyznaczona
jednoznacznie. Zauwazmy, ze rozszerzenie zbioru O o obserwable odpowiadajace nowym
zdaniom eksperymentalnym jest wlasciwie rozwojem calej fizyki. Widzimy réwniez, ze
w dalszym ciggu bedziemy mogli utozsamia¢ zbiér wszystkich obserwabli O ze zbiorem

wszystkich L-miar. Bedzie mialo to bardzo powazne konsekwencje.

Uwaga 1. Aksjomatyka dowolnego systemu fizycznego F' podana w tym rozdziale rézni
si¢ cokolwiek od klasycznej aksjomatyki Mackeya. G. Mackey [23] uzywal' w swojej teorii
szesciu aksjomatow 1 zmuszony byl do postugiwania sie specjalnym pomocniczym rodzajem
obserwabli tzw. kwestiami. Jego teoria nie miala réwniez tak jasnego logicznie charakteru
jak teoria oparta na aksjomatach zmodyfikowanych przez Maczynskiego [14].

Uwaga 2. Z uwagi na daleko idgca ogdlnoéé przedstawionego tu ujecia mozliwe bedzie
zapewne w przyszlosci stworzenie odpowiednich logik dla wszystkich znanych obecnie me-
chanik. W obecnym stadium tej teorii istnieja logiki dla mechaniki klasycznej i nierelaty-

wistycznej mechaniki kwantowe;.

4. Ogélne wlasnosci obserwabli

Definicja 1. Jesli A, B nalezag do O i f jest funkecja Borela f : R — R, wtedy méwimy,
ze A = f(B)(pa = f(pp)) wtedy i tylko wtedy, gdy p(4,a, E) = p(B,a, f~1(E)) dla
wszystkich a nalezacych do S i wszystkich E borelowskich na prostej rzeczywistej. Widaé,

ze Jest to rownowazne zapisowi pq = ugf~1.

Definicja 2. Zakresem obserwabli A nalezacej do O nazywamy zbiér L4 = {[(A, E)],E €

Twierdzenie 1. Zakres obserwabli A nalezacej do O jest a-podalgebra Boole’a w L.

D o w o d. Musimy wykaza¢ wszystkie wlasnosei o-podalgebry Boole'a w L. Niech a =
ra(E), (A, E)] g pa(E),b = pa(F). Zbiory borelowskie By = ENF,E, = E—ENF, E; =
F—ENF sa wzajemnie rozlacznei E = E\UE,, F = E;UE;. Poniewaz [tq jest L-miarg wiec
HAE) = pa(Er)+ pa(E2), pa(F) = pa(Er)+pa(Es) i elementy pa(Ey), pa(E2), pa(Es)
sg wzajemnie ortogonalne. Zatem istnieje ¢ = pa(E1) + pa(Eq) + pa(Es) = pa(ELUEU
E3) 1 ¢ nalezy do Ls. Mamy poza tym ¢ = (pa(E1) U pa(E2)) U (pa(Er1) U pa(Es)) =
pA(E)U pa(F) = aUb. Zatem c jest kresem gérnym a i b. Zauwazmy, ze dla dowolnych E
1 F' nalezacych do B(R) pa(E U F) = pa(E) U pa(F). Jezeli a = ps(E) nalezy do
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La, to at = pa(R — E) nalezy do L. Zatem jesli a,b naleza do L4, to (at U b+)*
istnieje i nalezy do L. Latwo pokazaé, ze (at U b')L jest najwiekszym elementem L
zawartym w a i b tzn. ze istnieje i nalezy do L 4. Jezeli a = pa(E),b = pa(F),c = pa(G),
to (aNd)U (anc) = (na(E) N pa(F)) U (pa(E) N pa(G)) = pa(ENF)U(ENG)) =
pa(EN(FUG)) = pa(E)N(pa(F)U pa(G)) =an(bUc). Mamy: pa(E) prostopadte do
pa(F) co jest rownowazne E N F = () z powyzszego 1 z tego, ze jt4 jest L-miara wynika,
ze jezeli a; nalezy do L4,z = 1,2,3..., a; L aj,t # j, to a; + az + a3 + -+ nalezy do
L 4. To konczy dowdd twierdzenia. Zauwazmy jeszcze, ze z dowodu wynika fakt, ze funkcja

E — pua(F) jest o-homomorfizmem algebry Boole’a B(R) na L 4.
“ c.b.d.o.

Definicja 3. Moéwimy, ze logika L jest o-generowalna jesli kazda jej o-podalgebra Boole’a
jest o-generowalna.

Twierdzenie 2. Niech L bedzie logika, ktdra jest o-generowalna. Podzbiér X zawarty w L
Jjest o-podalgebra Boole’a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje obserwabla A nalezaca do O

taka ze

X =Ls={ua(E), E e B(R)}.

D o w 6 d. Nalezy udowodni¢ czesc¢ ,tylko wtedy” twierdzenia. Niech X zawiera sie w L
1 bedzie o-podalgebrag w L. Zatem istnieje przeliczalny zbiér o-generatoréw Z = {an,n €
N} oraz Z zawiera sic w X. Poniewaz B(R) jest o-generowalng, wolng o-algebra Bo-
ole’a o-generowalna przez przeliczalny zbior generatoréw, wiec istnieje przeliczalny zbiér
{E,,n € N;} wolnych o-generatoréw. Funkcja p° : E, — a, da sie rozszerzy¢ do
o-homomorfizmu p : B(R)— X. Jest to oczywiscie L-miara i na mocy aksjomatu 4 istnieje
takie A nalezace do O, ze ,una= B

c.b.d.o.

W dalszym ciggu bedziemy milezaco zakladac, ze L jest o-generowalna.

Definicja 4. Mowimy, ze X zawarty w L jest zgodny, symbolicznie Zg(X), jesli istnieje
o-podalgebra Boole’a Y zawarte w L taka, ze X zawiera sie w Y. Jezeli X = {(a,b)} to
zamiast Zg(X') piszemy a < b. Zauwazmy, ze jesli X jest zgodny, to istnieje najmniej-
sza o-podalgebra Boole’a w L zawierajaca X (jest to oczywiscie przeciecie sie wszystkich
o-podalgebr Boole’a zawierajacych X). Jezeli {(A;, E;),1 € T} jest zbiorem zdan ekspe-
rymentalnych, to méwimy, ze zbior ten jest zgodny, jesli klasy abstrakeji (A4, E;)],7 € T,

tworza w L zbiér zgodny. Mamy nastepujace kryterium zgodnosci:

Twierdzenie 3. a < b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a;,b;,c nalezace do L takie, ze

a; prostopadte do by, a; prostopadie do ¢, by prostopadie docia=ay +c,b=b; +c.
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Dowéd. [5]

Definicja 5. Méwimy, ze zbior obserwabli {A4,,t € T} jest zgodny jesli istnieje o-pod-
algebra Boole’a U zawierajgca si¢ w L w sklad ktorej wchodzg wszystkie zakresy obserwabli
Bl BT

Mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4. Zbiér obserwabli {A;,t € T} jest zgodny wtedy i tylko wtedy jesli:
istnieje obserwabla B i zbior rzeczywistych funkcji Borela {fi,t € T} taki, ze A, = fi(B)
dla wszystkich t nalezacych do T'.

Dowdd. Jesli A, = fi(B) dla kazdego t € T, wtedy L, = Lp dla wszystkich ¢. Poniewaz
Lp jest o-podalgebra Boole’a oznacza to na podstawie definicji, ze {A,t € T} sa zgodne.

Zalézmy teraz, ze {Aq,t € T'} jest zgodne i niech U bedzie o-podalgebra zawierajaca ) Lq.
teT
Poniewaz L jest o-generowalna zatem na mocy twierdzenia 2 mamy takie B nalezace do O,

ze U= {up(E),E € B(R)}. Mamy teraz nast¢pujaca sytuacje:

B(R)
J{ht\‘u""'
B(R) 3 U

HB

Poniewaz B(R) jest wolng o-algebra Boole’a wigc istnieje o-homomorfizm h; : B(R) —
B(R) takie, ze puy = pp o he. Aby okresli¢ hy, wezmy zbiér wolnych o-generatoréw dla
B(R): {E1, Es,...}. Niech F, nalezy do B(R) tak, aby pup(Fy,) = pa,(En). Odwzorowanie
E, — F, mozna rozszerzy¢ do o-homomorfizmu hy : B(R) — B(R) tak, ze h(E,) = F,.
To implikuje pa,(En) = pp(Fn) = pup o hy(E,). Poniewaz ostatnie réwnanie spelnia sie
w przypadku wolnych generatoréw mamy: pia, = pp o hy. o-homomorfizm h, : B(R) —
B(R) jest wyprowadzony przy pomocy punktowego odwzorowania f, (patrz [6]). W ten
sposob istnieje f; : R — R takie, ze hy(E) = f;'(E) dla wszystkich E borelowskich. Stad
A, = ppo fi ' 1w konsekwencji 4, = f,(B) dla dowolnego t.

c.b.d.o

Powyzsze twierdzenie zostalo udowodnione przez Varadarajana [25] 1 Ramsaya [26], ale
definicja zgodnos$ei byla inna niz wprowadzona tutaj. Mianowicie méwiono, ze zbiér obser-
wabli {A,t € T} jest zgodny jesli [(As, E)] « [(A¢, F)] dla wszystkich E, F borelowskich
1 wszystkich #,¢' nalezacych do T'. Jesli zbior obserwabli jest zgodny wedtug definicji Ma-
czynskiego, to jest réwniez zgodny w rozumieniu Varadarajana, ale nie odwrotnie. Dowéd
powyzszego twierdzenia wymaga wtedy dodatkowego zalozenia co do wlasnoéci logiki L.

Twierdzenie to bez dodatkowych zatozen prawdziwe jest tylko dla T < 2. Gudder [27]
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zakladajac, ze dla wszystkich a, b, ¢ nalezacych do L takich, ze a < b,b < ¢,a < ¢ mamy
a « bU c otrzymal to twierdzenie w ogdlnej postaci.

Definicja przyjeta przez Maczynskiego wydaje sie bardziej naturalna i wyrazniej od-
bijajaca zwigzek tego pojecia z klasyczng mechanika. W istocie jezeli wszystkie algebry
Lindenbauma-Tarskiego L4, tworza w L algebre Boole’a, to po prostu oznacza to wg na-
szej interpretacjl, ze mozemy zajmowac sie eksperymentalnymi hipotezami utworzonymi
z obserwabli A;,t € T tak jak w klasycznej mechanice (np. mozemy dokonywaé réwnocze-
snych pomiaréw). Co wiecej zgodnosé zbioru obserwabli jest wlasnoscig tego zbioru jako
calo$ci 1 nie ma powodu zakladaé, ze zbiér obserwabli jest zgodny jeéli kazda para obserwa-
bli z tego zbioru jest zgodna (latwo pojaé, ze mozemy dokonaé réwnoczesnych pomiaréw
kazdej pary obserwabli ale nie mozemy zmierzyé¢ réwnoczeénie calego zbioru obserwabli).
W jakimkolwiek przypadku, jesli L jest logika przestrzenng Borela, lub logika przestrzeni
Hilberta, wtedy obydwie definicje sg réwnowazne.

Definicja 3. Méwimy, ze A jest maksymalng obserwabla, jesli jego zakres jest o-podalgebra
Boole’a (maksymalng) logiki L. Stosujac lemat Kuratowskiego-Zerna [5] widzimy, ze dla
kazdej obserwabli A istnieje maksymalna obserwabla B tak, ze Ly C Lg. Np. A = f(B)
dla pewnej funkcji Borela f.

Definicja 7. Zasadg superselekcji nazywamy obserwable, ktérej zakres jest zawarty w cen-
trum logiki L (centrum jest to oczywiscie przecigcie wszystkich maksymalnych o-podalgebr

Boole’a logiki L).

Jest jasne, ze A jest zasada superselekcji wtedy i tylko wtedy, jesli A jest funkeja
kazdej maksymalnej obserwabli. Zdefiniujemy teraz widmo obserwabli A.

Jeslipa : B(R) — L jest obserwabla, to méwimy, ze E nalezace do B(R) jest zerowym
zbiorem A, jesli pa(F) = A. Latwo zauwazy¢, ze E jest zerowym zbiorem wtedy i tylko
wtedy, jesli p(A,a, E) = 0 dla kazdego o nalezacego do S. Sume wszystkich otwartych,
zerowych zbioréw A nazywamy rezolwenta A — r(A4). Widmem obserwabli A nazywamy
dopelnienie rezolwenty s(A4) = R —r(A), jest on oczywiscie zbiorem domknietym. Mozemy
wprowadzi¢ widmo punktowe i widmo ciagle. Zbior s,(A) = (A € R, pua({\}) # A) na-
zywamy widmem punktowym A, za$ s.(A4) = s(4) — $p(A) nazywamy widmem ciaglym.
Gdy s(A) = sc(A) méwimy o widmie czysto ciaglym. Najwieksze znaczenie maja obserwa-
ble, ktore posiadajg czysto punktowe widmo przeliczalne. Niech A ma przeliczalne widmo
punktowe s(A) = s,(A4) = {A1, A2,...}, to mamy a; = p4({Ai}) i a; prostopadle do a; jesli
¢ # j (zakladamy oczywiscie, ze elementy widm nie powtarzaja si¢) oraz dla jakiegokolwiek

zbioru Borela E € B(R)
pa(E) = pa({Ae, }) + pal{re, )+ =ar, +ag, +---
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X =M e ARy o BV Ag500) (Je28ll Xo= U, 68 114i(B) =A).
Powyzsze wlasnosci sg natychmiastowymi konsekwencjami definicji widma 1 wlasnosci

L-miary.

5. Reprezentacje obserwabli wedlug Boole’a

Definicja 1. Niech P zawarte w O bedzie zbiorem obserwabli opartych na logice L. Para
(B,{ra}, A € P) jest reprezentacja wedlug Boole’a dla P jedli:

1. B jest o-zupelng algebra Boole’a i dla kazdego A nalezacego do P, r4 jest o-homo-
morfizmem z B(R) w B tak, ze polaczenie zakresu r4 (A nalezy do P) wytwarza
B.

2. Dla kazdego A nalezgcego do P odworowanie h4 : [(A4, E)] — ra(E) jest o-homomor-
fizmem L4 w B.

3. Jesli dla A, B wzigtych z P i borelowskiej funkcji f mamy A = f(B), wtedy 74 =
f(re), tj. ra =rpo f~1. Jesli istnieje reprezentacja wedlug Boole’a dla P, to méwimy,
ze P jest reprezentowane po boolowsku. Jesli (B, {r,}, A € P) jest reprezentacja Bo-
ole’adla P,a: B — B’ jest o-homomorfizmem w o-zupelng algebra Boole’a, wéwczas
(B',{hora}, A € P) jest takze reprezentacja Boole’a dla P. Jesli reprezentacja Boole’a
(B,{ra}, A € P) posiada wlasnoé¢.

4. Dla kazdej reprezentacji Boole’a (B!, {rs}, A € P) mamy o-homomorfizm h : B —
B! takie, ze hors =r4 dla kazdego A nalezacego do P, wtedy (B, {ra}, A € P) jest
maksymalna reprezentacja Boole’a dla P.

Mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Zbior obserwabli O jest reprezentowany wediug Boole’a wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje o-homomorfizm h z L w o-algebre Boole’a.

Dowodd.Jeslih: L — B jest o-homomorfizmem z L w o-zupelng algebre Boole’a B wtedy
tatwo zobaczyé¢, ze (B,{ra}, A € P), gdzie r4 = h o uy jest reprezentacja Boole’a dla O.
(Mozemy zawsze przyjaé, ze B jest o-wytworzone przez h(L)). W istocie warunek jeden
jest oczywisty dla kazdego A nalezacego do O, hy = h|L 4 jest o-homomorfizmem. Réw-
niez warunek drugi jest oczywisty. Jesli 4 = f(B), wtedy pa = pgo f~!, tj. ra = f(rg).
W ten sposéb zachodzi réwniez i 3. Zalézmy teraz, ze (B, {ra}, A € Q) jest reprezentacja
Boole’a dla O. Definiujemy odwzorowanie h : L — B, h([(A4, E)]) = ra(E), dla wszystkich
A nalezacych do O 1 E borelowskich. Musimy v::yka.zaé, ze to odwzorowanie jest dobrze
zdefiniowane tj. [(A4, E)] = [(B, E)] implikuje r4(F) = rp(F). Niech L4 i Lp beda za-
kresami odpowiednio p4 1 g, 1 niech a = [(4, E)] = [(B, F')]. Czteroelementowa algebra

Boole’a utworzona przez a, U = (a,a™,V A) jest zawarta w L4 1 Lp. Niech C' bedzie
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obserwably taka, ze pc : B(R) — U i niech dalej H bedzie zbiorem borelowskim spel-
niajacym wiasnos$¢ pc(H) = a w dalszym ciagu niech y; i y, beda izomorfizmami U do
(9,E,~F,R) i do (0,1I,—F,R), gdzie y1(a) = E,yz(a) = F. Wtedy y1 o pc i y2 o pc sa
o-homomorfizmzmi z B(R) do B(R), a ;14 0y1 0 fic = 1B 0 Y2 0 ic = piC-

Niech f i g beda funkcjami Borela tworzacymi odpowiednio y; o puc i ¥ 0 e Mamy
y1 0o pc(X) = f7HX),y2 o pe(X) = ¢71(X) dla kazdego X borelowskiego. Poniewaz
HAOY10pic = pic, mamy pa0 f71 = pc tj. C = f(A),C = f(B) to implikuje rc = f(r4)
irc = g(rB) tj. rc = raofirc = rgog™'. Mamy teraz ro(H) = ra oif(H): =
raoyyopc(H) =rao0yi(A) = ra(E) oraz r¢(H) = rgog ! (H) =rpoysopc(H) =
rB 0 y2(A) =rp(F). Stad r4(E) = rp(F) i h jest dobrze okreslone.

Wykazemy teraz, ze h jest o-homomorfizmem. Jesli obserwabla A o zasiegu
(a,a*t,V,A) i —h(a) = —r4(E) = ra(R — E) = h(at)(zauwazmy, ze A = [(4,0)]). Niech
ay,az,... naleza do L tak, ze sa parami ortogonalne. Niech ag = (a; + ag + - --)L. Niech
U bedzie najmniejszg o-podalgebra Boole’a w L zawierajacy zbiér X = {ay,as,...,a0}.
Ta algebra Boole’a jest izomorficzna z algebra Boole’a wszystkich podzbioréw X. Niech
{lo, 11,12, ...} beda réznymi liczbami rzeczywistymi i niech 4 bedzie obserwablg oznaczona
przez pa(E) = pa({li,}) + pa({lx—2}) + -+, gdzie {l,,lky,...} = E N {lo,l1,12,...}.
Jesli ostatni zbidr jest pusty, wtedy pa(E) = A. W ten sposéb zakresem A jest U
i mamy: h(a; + az +--+) = h(ag) = —h(ag) = —ra({lo}) = ra(R - {bb}) = ra({LL}) =
ra({l2}) +-+- = h(a1) + h(az) + - - - (zauwazmy, ze a; = [(a, {;}],i = 0,1,2,...) zatem H
Jest o-addytywne. To koniczy dowéd twierdzenia.

c.b.d.o.

Zagadnienie czy istnieje homomorfizm logiki L w algebre Boole’a bylo badane przez
Zierlera i Schlessingera [28]. Wykazali oni, ze zawsze istnieje o-homomorfizm L w al-
gebr¢ Boole’a, ktéry zachowuje uporzadkowanie tj. jesli a < b, to c(a) < ¢(b). Jed-
nakze nie moze by¢ zadnego zachowujacego porzadek odwzorowania, ktére spelnia réw-
niez: c(a + b) = c(a) + ¢(b) dla ortogonalnych a i b. W rzeczywistosci jesli L = L(H) jest
czgsciowo uporzadkowanym zbiorem z ortouzupelnieniem wszystkich domknietych pod-
przestrzeni przestrzeni Hilberta (logika przestrzeni Hilberta) wtedy istnienie takiego od-
wzorowania ¢ implikowaloby istnienie homomorfizmu & w dwuelementowsa algebre Boole’a,
a wige istnienie dwuwarto$ciowej miary na L(H ), o ktérej wiadomo, ze nie istnieje [29]. Stad
widzimy na podstawie powyzszego twierdzenia, ze zbiér wszystkich obserwabli opartych
na logice przestrzeni Hilberta jest niemozliwy do przedstawienia wedtug Boole’a. Wpro-
wadzimy teraz pojecie bezposredniej granicy czesciowo uporzadkowanego zbioru algebr
Boole'a. Bezposrednie granice algebr Boole’a byly badane przez Ph. Dwingera [30].

Czgsciowo uporzadkowany zbiér o-algebr Boole’a jest zbiorem {Bj,yu : [,k € Z},

gdzie Z jest czesciowo uporzadkowanym zbiorem i gdzie dla kazdego ! nalezacego do Z,
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B, jest algebra Boole’a oraz dla | < k,yix : B; — By jest o-homomorfizmem tak, ze
yu jest tozsamosciowym odwzorowaniem dla kazdego [ nalezacego do Z 1 yij o yjr = yik
kiedykolwiek | < 5 < k.

Bezpoérednia granica (direct limit) {By,yix : I,k € Z} jest pary (B, {i;1},! € Z) gdzie
B jest o-algebra Boole’a i gdzie dla kazdego | € Z,7; : By — B jest o-homomorfizmem
tak, ze

1. igoyn =1 gdy k < L
2. dla kazdej pary (G,{hi},] € Z) gdzie G jest o-algebra Boole’a i gdzie dla kaz-
dego [ nalezacego do Z, h; : B — G jest o-homomorfizmem, tam istnieje jednolity

o-homomorfizm h : B — G tak, ze h o1, = h; dla kazdego [ nalezacego do Z.

Bezposrednia granica ({B:},yik, !,k € Z) moze by¢ uzyskana w nastepujacy sposob.
Niech B bedzie wolnym o-produktem B (utozsamiamy By z jego izomorficzng kopig w B).
Niech K bedzie o-idealem B, o-wytworzonym przez elementy u = = + yix(z), = nalezy do
By gdzie | < k (+ oznacza symetryczng réznice).

Niech y : B — B/K bedzie naturalnym o-homomorfizmem i niech i; = y/B; dla
kazdego I nalezacego do Z. Latwo wykazaé, ze (B/K,{i;},l € Z) jest bezposrednig granica
(Bi, {yix, I,k € Z) (patrz [30]). Widzimy z powyzszej konstrukcji, ze bezposrednia granica
jest niezwyrodniala algebra Boole’a wtedy i tylko wtedy gdy ideal K jest wiasciwy. Jesli L
jest logika dla jakiegokolwiek zbioru obserwabli P, zbiér sub-o-algebr Boole’a odpowiada-
jacych A nalezacych do P, {L4, A € P} moze byé uwazany za czesciowo uporzadkowany
relacja inkluzji. Jesli Ly C Lp, wtedy yap : L4 — Lp jest wlozeniem. Zauwazmy, ze bio-
rac zbiér Z = P/r gdzie r jest relacjg réwnowaznoéci okreslona: ArB wtedy i tylko wtedy,
jesli Ly = Lp i porzadkujac zbiér Z bedziemy mogli stosowaé twierdzenie o bezposredniej
granicy.

Udowodnimy teraz nastepujace kryterium o reprezentacji wedlug Boole’a zbioru ob-

serwabli.

Twierdzenie 2. Zbior obserwabli P jest mozliwy do przedstawienia wedlug Boole’a wtedy
1 tylko wtedy, gdy bezposrednia granica caesciowo uporzadkowanego zbioru {L a4, A € P}
Jjest niezdegenerowana. Jesli (B, {is}, A € P) jest bezposrednia granica {L 1, A € P} wtedy
(B,{iaopal}, A € P) jest maksymalna reprezentacja Boole’a dla P. Identyfikujemy zbiory

Z 1 P, aby nie komplikowac zapisow.

D o w6 d. Zalézmy, ze P jest mozliwy do przedstawienia wedtug Boole’a. Niech (B, {r4}, 4
€ P) bedzie reprezentacja wedtug Boole’a dla P. Niech h4 dla A nalezacym do P bedzie
o-homomorfizmem opisanym w 2.def.1. Wykazemy, ze h4 posiada nastepujace wlasnosci:
jesh L4 zawierasigw L, wtedy hp | La = ha. Niech [(A, E)] nalezy do L 4. Wtedy dla nie-
ktorych F' borelowskich mamy: [(A4, E)] = [(B, F)] stosujac te sama metode, co w dowodzie
twierdzenia 1 tego rozdzialu wykazujemy, ze z [(A, E)] = [(B, F)] wynika r4(E) = rp(F).
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Lecz to oznacza hp([(A, E)]) = hp([(B, F)]) = re(F) = ra(E) = ha([(A4, E)]). To znaczy,
ze hy | Ly = ha. Zatem (B,{ha}, A € P) posiada wlasnosci postulowane w 2. W nastep-
stwie je$li (B, {ia}, A € P) jest bezpoérednia granica {L 4, A € P}, istnieje o-homomorfizm
h: B — B' tak, ze hoig = hy. Poniewaz B' jest niezdegenerowane, wigc B musi byé
rowniez niezdegenerowane. Niech (B, {i4}, A € P) bedzie teraz niezdegenerowana bezpo-
srednia granica {La,A € P}. Wykazemy, ze (B,{ra},A € P) gdzie rq = ig o pua jest
maksymalng reprezentacja Boole’a dla P.

Warunki 11 2 w definicji 1 tego rozdziatu sg tatwo spelnione. Jesli A = f(B) dla A, B
nalezacych do P i funkcji Borela f, wtedy pua = pp o f~!, L4 zawiera sie w Lp. Stad
TA=140p4=1ig0ug =1gopa=1igopupgo f~!imamy warunek 3.

W ten sposéb (B, {ra}, A € P) jest reprezentacja wedlug Boole’a. Ta reprezentacja
jest maksymalna poniewaz jesli (B,{ra}, A € P) jest inng reprezentacja Boole’a wtedy
przy pomocy pierwszej czesci dowodu (B', {h'y}, A € P) spelnia zalozenie 2 oraz istnieje
o-homomorfizm h : B — B’ tak, ze hoitg = hys. Tzn., ze hotgopg = hqopuy to zas
pociaga horg = r4. To konezy dowdd.

c.b.d.o.

Zastosujemy udowodnione twierdzenie do podania pewnych zbioréw obserwabli repre-

zentowanych wedlug Boole’a.

Twierdzenie 3. Jakikolwiek zbidr zgodnych obserwabli jest mozliwy do przedstawienia
wedlug Boole’a.

D o w6 d. Jesli P jest zbiorem zgodnych obserwabli, wtedy jak wynika z definicji istnieje
najmniejsza sub-o-algebra Boole’a B zawarta w L zawierajaca polaczenie wszystkich za-
siggow obserwabli A z P. Jest wtedy jasne, ze (B,{ua}, A € P) jest reprezentacja wedlug
Boole’a dla P.

c.b.d.o.

Wiemy juz na podstawie twierdzenia 1, ze w L(H) (logika przestrzeni Hilberta) nie
ma mowy o przedstawieniu wedlug Boole’a catego zbioru obserwabli O. Jednak dwa twier-
dzenia podane przez Maczynskiego 1 wykorzystujace powyzsze kryterium daja nam dwa
podzbiory zbioru O reprezentowane wedlug zasady Boole’a. Twierdzenia te zostaly sfor-
mulowane 1 udowodnione w zasadzie dla dowolnej logiki L.

Twierdzenie 4. Zbiér M wszystkich maksymalnych obserwabli jest mozliwy do przed-
stawienia wedtug zasady Boole’a.
D o w 6 d. Skorzystamy z twierdzenia 3. Musimy wiec udowodnié, ze bezposrednia granica

zbioru {L4 : A € M} jest niezwyrodniala. Zauwazmy, ze dla A, B nalezacych do M,
A = f(B) implikuje L4y = Lp.



W istocie, poniewaz wszystkie L4 sa maksymalnymi sub-o-algebrami Boole'a w L,
zawieranie si¢ L4 w Lp pocigga za soba rownosc tych zbiorow. W ten sposob jedyna rela-
cja inkluzji utrzymujaca si¢ miedzy elementami zbioru zakresé6w obserwabli maksymalnych
jest réwnoé¢. To zaé oznacza, ze rodzina {L4, A € M} jest calkowicie nieuporzadkowana,
a bezposrednia granica jej jest wolnym o-produktem réznych czlonéw L 4, ktory jest niezde-
generowany [6]. W ten sposéb M jest do przedstawienia wedlug Boole’a. W tym wypadku

wszystkie 7 4 s3 monomorfizmami.

c.b.d.o.

Twierdzenie 5. Niech M bedzie zbiorem wszystkich maksymalnych obserwabli i niech S
oznacza zasade superselekcji z przeliczalnym widmem. Zbiér P = M U {S}, jest przedsta-
wiany wediug Boole’a.

D o w 6 d. Z definicji wynika, ze zakres Lg zasady superselekcji S jest zawarty w kazdej
maksymalnej o-algebrze L4, A nalezy do M. Zatem Lg jest o-podalgebra Boole’a dla
kazdej L 4. Nie ma zadnych innych inkluzji (oprécz tozsamosci) miedzy czlonami zbioru
{La,A € P}. Wykazemy teraz, ze:

a) Lg jest atomowa, a w konsekwencji o-dystrybutywna,

b) Lg jest regularna o-podalgebra L 4, dla kazdego A nalezacego do L.

Niech {l1,ls,...} bedzie widmem S (zakladamy, ze I; # lj,7 # 7). Niech us({{;}) = a;.

Mamy a; # a; 1 a; prostopadle do aj,t # j, oraz a; + az + a3 + --- = V. W ten sposéb
zakres Lg z pg jest izomorficzny do ciala wszystkich podzbioréw zbioru X = {;,as,...}.

To wskazuje, ze Lg jest atomowe i atomami sg elementy zbioru X. Niech teraz ¢ = ] ¢
teT
(w Lg) i niech y bedzie wlozeniem y : Lg — L4 (o-monomorfizm). Musimy wykazac,

ze y(¢) = |J y(e¢). Poniewaz dla kazdego t nalezacego do T, ¢; moze by¢ przedstawione
teT

jako: ¢, = |J an, gdzie Nyza Ny, dla kazdego ¢, co otrzymujemy z uwagi na atomowos¢
neN;

Ls. Niech K = |J Ny, wtedy ¢ = |J an = |J U an. W konsekwencji otrzymamy:

teT nen teT neN,
yle)= U vlan)= U U ylan) = U yler), co wskazuje, ze Lg jest regularng podalge-
nelv teT neN, te’T

bra L 4. Teraz na podstawie twierdzenia o amalgamacji a-dystrybutywnych algebr Boole’a
[31] istnieje bezposrednia granica cze¢sciowo uporzadkowanego zbioru Lg C L 4, gdzie A na-
lezy do P i jest niezwyrodniala. Usci§lajac, jesli (B, {14}, A € P) jest bezposrednig granicg
P, wtedy jest to uogdlniony wolny produkt o-zupelnej algebry Boole’a z o-amalgamowana
podalgebra Lgs Boole’a 1 wszystkie ¢4 sa monomorfizmami (twierdzenie odnosi si¢ do sfor-
mulowania, ze uogdlniony wolny o-produkt istnieje jesli Lg jest o-dystrybutywne, za$ Lg

jest regularna podalgebra kazdego L 4). Stad mamy teze twierdzenia.

c.b.d.o.
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Aby zrozumie¢ wage znajdowania podzbioru zbioru O reprezentowanych wedlug za-
sady Boole’a 1 to, zaréwno w ogélnym przypadku dowolnej logiki L, jak i logiki L4,
zwréémy uwage jakiej logice odpowiada mechanika klasyczna. W tym celu rozpatrujemy
przestrzen R°™ tj. przestrzen fazowa czastek. Wezmy B(R°") tj. cialo podzbioréw bore-
lowskich tej przestrzeni. Jest ono algebrag Boole’a i to o-zupelng. Zazadajmy izomorfizmu
miedzy L a B(R®"). Widzimy, ze zaloZenia twierdzenia 1 sa spelnione. Zatem w mecha-
nice klasycznej wszystkie obserwable sg reprezentowane wedlug Boole’a. Widzimy wiec,
ze znajdujac podzbiory P C O zbioru obserwabli w danej mechanice opartej na logice L
reprezentowane wedlug Boole’a znajdujemy réwnoczesnie pewne podmechaniki, ktore za-
chowujg si¢ w sposéb analogiczny do mechaniki klasycznej. Mozemy powiedzieé, ze tworza,
one fragmenty klasyczne w mechanice opartej na logice L. W nastepnym rozdziale doklad-
nie zdefiniujemy pojecie fragmentu klasycznego.

Biorgc pod uwage rozwazania przeprowadzone przy koncu rozdzialu 2 widzimy, ze
algebra Lindenbauma-Tarskiego jest w tym przypadku o-zupelng algebra Boole’a i moga
zatem istnie¢ dla dowolnych zdan eksperymentalnych p, ¢ zdania ,p lub ¢” oraz ,pi ¢”.
Na zakonczenie tego rozdzialu zbadamy czym sg obserwable w mechanice klasycznej. Nie
bedziemy dokladnie rozwazac tego problemu, podajac tylko szkic dowodu. W mys$l ogdl-
nej teorii kazda obserwabla jest reprezentowana przez L-miar¢ p : B(R) — L. Tutaj
L = B(R"). Istnicje wtedy funkcja borelowska f : RS™ — R (patrz np. [6]) taka, ze
W(E) = f~1(E), E nalezy do B(R). Odpowiednio$¢ ta jest jednoznaczna. Zatem kazda
obserwabla dla przykladu n czastek w przestrzeni fazowej jest postaci f(z),z nalezy do
R™ & = {&1,Y1,21,22,Y2,22, - -y PzysPy1sPz1s Pras Pyas Pras - - -} Latwo wykazaé, ze wid-
mem obserwabli jest wtedy s = {f(z),& € R®"}. Jezeli s = {\} to méwimy, ze obserwabla
jest stala fizycznag. Widzimy wiegce, ze obserwable w mechanice klasycznej sg funkcjami
borelowskimi f : 7" — R.

Mozna rowniez wykazaé, ze p(A,a, E) = papia(E) = pafTA(E)] = [ p9, gdzie
Ed
1% E — po[fT'A(E)] jest miara prawdopodobiefistwa na prostej. Na zakoriczenie za-

uwazmy, ze kazdy zbior obserwabli, jezeli da si¢ reprezentowaé¢ wedlug Boole’a wyklucza

komplementarnosé wsréd zdan eksperymentalnych odpowiadajacych mu.

]
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6. Postult QM mechaniki kwantowej

Jak wiemy z ogdlnej teorii przytoczonej w rozdziale 3 musimy zazgdaé pewnego izomorfi-
zmu migdzy logika L ogdlnego systemu fizycznego a pewna okreslong logika. Dla mechniki

kwantowej opartej na przestrzeni Hilberta przyjmujemy:

Postulat QM. Logika L dla ukiadu mechaniki kwantowej jest izomorficzna z czesciowo
uporzadkowanym zbiorem L(H) wszystkich domknietych podprzestrzeni pewnej osrodko-
wej, nieskoniczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta H.

Z dokladnoscia do izomorfizmu istnieje tylko jedna przestrzen Hilberta osrodkowa. Jest
to oczywiscie przestrzen z przeliczalng baza (baza Schaudera). W zastosowaniach przyj-
mujemy najczesciej przestrzenie L? 1 1? (w zaleznoéci od sposobu przedstawienia operacji
liniowych).

Logika L(H) jest czesciowo uporzadkowana relacja inkluzji, za$ ortouzupelnienie jest
uzupelnieniem ortogonalnym podprzestrzeni. L(H) jest oczywiscie o-generowalna (oérod-
kowos¢ H). Latwo jest zauwazy¢, Ze w ten sposéb okre$lona logika L(H) jest izomorficzna
z kraty operatoréw projekcji na odpowiednie podprzestrzenie H uporzadkowanych przy
pomocy relacji <, co znaczy z definicji: Py < P jest réwnowazne (Pyz,z) < (Pyz,z) dla
kazdego z. Z uwagi na twierdzenie o operacjach rzutowych (patrz np. [2]) mamy: P, < P,
jest réwnowazne Py(H) C P,(H) i Py(H) jest domknigta podprzestrzenia przestrzeni H,
niezmiennicza wzgledem P;.

Mamy réwniez ¢ = Pyz + y, Piz prostopadle do y. Jest to tak zwany jednoznaczny
rozklad ortogonalny. Oznaczajac y = Pi-o mamy: P~ = I — Py, gdzie I jest operacja
tozsamosciowy. Po rozpatrzeniu powyzszych uwag izomorfizm ten jest oczywisty. Krata
L(H) ma jeszcze pewne specyficzne wlasnosci, mianowicie nie jest ona dystrybutywna tj.:
jezeli a,b,c € I(H), to w ogdlnosci nie zachodzi aN(bUc) = (aNb)U(aNc). W przypadku
gdyby aksjomat rozdzielnosci byt spelniony niemozliwa by byla komplementarnoéé, L(H)
statoby sie algebra Boole’a.

Wiemy jednak na podstawie rozwazan z rozdzialu 5, ze jest to niemozliwe. Dzialania
kratowe w przypdku L(H) oznaczaja: aNb — iloczyn mnogoéciowy dwéch podprzestrzeni
aib, aUb— domknigcie otoczki liniowej a 1 b. Krata L(H) jest za$ krata modularna tj.
spelnia aksjomat: a N (bUc¢) = (aNbd)Uc gdy a < ¢, co wynika z aksjomatu rozdzielnoci
przy zalozeniu a < ¢. Postugujac si¢ krata operatoréw rzutowych bedziemy mogli podaé
kilka interesujacych formalnych wlasnosci ,logiki kwantowej”. Wprowadzimy w tym celu

nastepujaca definicje.

Definicja 1. Podzbiéor Z C L nazwiemy fragmentem klasycznym, jezeli krata rozpieta

przez Z jest dystrybutywna.



Mamy stad twierdzenie.

Twierdzenie 1. Krata X z ortouzupelnieniem jest dystrybutywna wtedy i tylko wtedy,

gdy kazda para x,y € X stanowi fragment klasyczny.

D o w 6 d. Koniecznos¢ warunku jest oczywista. Dowiedziemy dostatecznoéci. W tym celu

sprawdzimy dwa lematy.

Lemat 1. Jedliz = (zNy)U (z Nyt), 2,y nalezy do X, to mamy: zNy=AizNz=A.
Pocigga to z N (yUz) = A. Mamy: y = (yNz)U(yNat) < zt. Podobnie z < zt stad
(yUz)<zt, wigczN(yUz)<zNnzt=A.

Lemat 2. Przy tym samym zalozZeniu co w lemacie 1 krata X musi byé dystrybutywna.

Niech z,y, z nalezy do X, oznaczmy s = (zNy)U(zNz), S =z N(yU z). Oczywiscie
zNy <zN(yUz)izNz <an(yUz), skad s < 5. Udowodnimy teraz przeciwna nieréwnos¢.
Rozpatrzmy element s NS. Wykazemy, ze ma on znikajace przeciecie z dwoma elementami:
zNyiztnytj. (stNS)N(zNy) = A, bo dziatanie N jest laczne. Poza tym mamy réwniez
stN(zNy)=A,bozNy<s. Dalej: (s N S)N(zNy) = A, wskutek lgcznosci N i tego,
ze SNzt =(zN(yUz))Nat = (zNat)N(yUz) = A. Ale w my$l zalozenia lematu 1:
(x Ny) U (z+ Ny) = y. Wobec tego s+ N S musi mie¢ réwniez znikajace przeciecie z y
tj. (s* N S)Ny = A. Zupelnie podobnie wykazemy, ze (s N )Nz = A. Wnioskujemy
réwniez: (st NS)N(yNz) = A. Jednakze (st NS)N(yUz) =stN(SN(yUz)) =stNS.
Zatem s+ NS = A, wiec na mocy zaloZenia lematu 1 mamy: S = (sNS)U (st NS) =
s NS < s. Dowdd twierdzenia 1 koriczy si¢ uwaga, ze jezeli para z,y nalezy do X jest
czgécig kraty dystrybutywnej, to ma miejsce zalozenie lematu 1. Widzimy wiec (co wiemy
réwniez z poprzednich rozwazan), ze krata L nie moze by¢ dystrybutywna. L nie moze by¢

algebra Boole’a.
c.b.d.o.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie Pirona. Jezeli x < a, to para (x,a) jest fragmentem klasycznym i odwrot-

nie.
D o w6 d. Nalezy zbudowaé krate X = (a,a*,z,2+, A, V)i stosujgc wlasnosé modularnosci
sprawdzi¢, ze jest to algebra Boole’a.

c.b.d.o.

Niech a, b nalezy do L(H). Korzystajac z izomorfizmu migdzy L(H ) a krata operatoréw
rzutowych H mamy a = Py, b = Ps, gdzie Py 1 P, sa operatorami rzutowymi. Jezeli a
prostopadte do b (w sensie kraty L(H)), to PP, = 0. Jezeli a < b (w sensie kraty L(H)),
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to PiP, = P;. Oczywiscie mamy réwniez PZ = P;. Wszystkie te wlasnosci wynikaja
z wlasnosci operatoréw rzutowych przestrzeni Hilberta H (patrz np. [11]). Podamy teraz
inng interpretacje algebry Lindenbauma-Tarskiego zdan eksperymentalnych w przypadku
mechaniki kwantowej. Ujecie to ma szersze uogdlnienia np. [32, 33]. Bedziemy uwazaé¢ L(H)
za zbior zdan eksperymentalnych typu tak-nie (yes-no experiment) (Jauch i Piron [32]).
Elementy zbioru L(H) bedziemy réwniez nazywac selektorami. Co one selekcjonuja okaze

sie w dalszym ciggu. Wprowadzimy teraz jeszcze nowe definicje.

Definicja 2. Bedziemy moéwi¢, ze selektor a pokrywa selektor b, jezeli b < a (tj. b < a
1 b # a) i jezeli nie istnieje taki element z nalezacy do L(H), ze b < =z < a. Powiadamy
rowniez, ze a jest punktem jesli pokrywa podprzestrzen zerowg lub co jest rownowazne —

zerowy operator rzutowy. Bedziemy wtedy nazywac a selektorem maksymalnym.

Widzimy réwniez, ze dla kazdego a nalezacego do L(H) mamy b nalezace do L(H )-mak-
symalne tak, ze zawiera b. Jest oczywiste, Ze przy podanej odpowiedniosci miedzy opera-
torami rzutowymi a elementami a 1 b mamy: P P, = P,, gdzie a = P;,b = P;.

Proces selekcji da si¢ zawezi¢ do maksymalnego. Zbadamy terz powiazanie miedzy
fragmentami klasycznymi i zgodnoscia selektoréow (a i b sa zgodne, jesli {a,b} jest frag-
mentem klasycznym). Mozna udowodni¢ postugujac sie twierdzeniem Pirona, ze trzy na-
stepujace warunki sa réwnowazne:

1) warunek zgodnosci aib {a,b € L(H)
2) aU(bnat)=>bU(anbt)
3) V=(andU(atNd)U(andt)U(atndt).

Jauch 1 Piron uwazaja, ze selektory a i b odpowiadaja tym eksperymentom tak-nie,
ktore dadza sie rownoczesnie wykonac. Podamy teraz interpretacje stanow i obserwabli na
gruncie przestrzeni Hilberta. Wyprowadzimy wiec formalizm mechaniki kwantowej z po-
stulatu QM. Jak wiemy z ogdlnej teorii kazdemu stanowi nalezacemu do S odpowiada
jednoznacznie pewna miara prawdopodobienstwa p na L(H). Jezeli g nalezy do H jest
unormowane do jednosci, ||g|| = 1, to prayktadem miary prawdopodobienistwa na L(H) jest
(M) = (Parg.q). gdzie Py jest operatorem rzutowym na podprzestrzen domkniety M

przestrzeni H. Dalsze przyklady miar prawdopodobiefistwa na L( H ) mozna otrzymadé przez

wzigcie wypukiych, liniowych kombinacji miar: Py, ;0 = 1,2,.... 1 Py, + [Py, + 3Py, + - -,
i

gdzie [; > 01 ) I; = 1 oraz ||gi|| = 1. Oczywiscie w tym wypadku < jest zwykla nieréw-
=1

noscig liczb rzeczywistych. G. Mackey [23] opierajac si¢ na twierdzeniu A. M. Gleasona

[29] udowodnil, ze kazda miara prawdopodobienstwa na L(H) jest tej postaci. Inaczej

mowiac, kazdemu stanowi a nalezacemu do S w mechanice kwantowej odpowiada pewna
oo

wypukla kombinacja liniowa wektoréw jednostkowych Y l;g; nalezacych do H. Wtedy

=1
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el = Z li(Pnmgi, 9i), gdzie g; jest unormowane do jednoscii > I; = 1,1; > 0. Jezeli
i=1

Pal M) = (PMg g), to @ nazywamy stanem super czystym. Identyfikujac dwa elementy

gie*g,|lgll =1, g nalezy do H otrzymujemy jednoznaczne przyporzadkowanie miedzy
stanami czystymi a elementami sfery jednostkowej przestrzeni Hilberta. Kazdy stan jest
wypukla kombinacjg liniowa stanéw super czystych. Przyjmujemy réwniez, Ze jest i na
odwrot. Zatem kazdej wypukle] kombinacji liniowej wektorow jednostkowych w H odpo-
wiada stan « nalezacy do S i odwrotnie. Juz w tej chwili bedziemy mogli podaé szersze
uzasadnienie dla wprowadzonej uprzednio nazwy ,selektor” i odpowiedzie¢ na pytanie, na
czym polega proces selekcji.

Widzimy, ze operator rzutowy Py nalezacy do L(H) rzutuje na pewna podprzestrzen
stanow M przestrzeni Hilberta H. Biorac na przyklad strumien czastek opisanych przy po-
mocy pewnego podzbioru K zbioru S i poddajac selekcji tj. przepuszczajac tylko te, ktérych
stany nalezg do podprzestrzeni M otrzymujemy odpowiedz na pytanie, czy w wiazce znaj-
dowaly si¢ czastki o stanach z przestrzeni M. Jest to wladnie eksperyment typu tak-nie.
Widzimy, Ze naturalnym materialnym odpowiednikiem operatora rzutowego przestrzeni
Hilberta H sa: réznego rodzaju polaryzatory, dodwiadczenia typu Sterna-Gerlacha, selek-
tory kwadrupolowe w maserze z NHj, réZznego rodzaju spektometry masowe, tadunkowe,
aparaty przepuszczajace czastki tylko o ustalonych wartosciach pewnych liczb kwantowych.
Widzimy, ze iloczynowi operatoréw rzutowych odpowiada zlozenie selektoréw material-
nych. Najpierw przepuszczamy czastki przez jeden selektor, a potem przez drugi. Réwnoéé
Py P, = P, oznacza to, ze proces selekeji Py jest wezszy od P,. Dopelnieniem ortogonal-
nym Pt (traktowanym jako realizacja materialna) bedzie selektor, ktéry dziala wprost
przeciwnie tj. przepuszcza to, co P; zatrzymal i odwrotnie. Zachowuje sie wiec jak jego
negatyw. Réwnosé¢ PE = P jest oczywista i zrozumiala (idempotentno$é selekcji). Wezmy
Jjeszcze pod uwage zaleznos¢ Py Py = 0 oznacza to, ze Ly = Pj(H), Ly = Py(H) sa ortogo-
nalne, czyli zlozenie dwéch tego typu selektoréw nie przepuszcza ani jednej czastki (stany
ortogonalne). Np. dwa nikole o prostopadlych plaszczyznach polaryzacji. Latwo mozemy
zinterpretowaé na tym gruncie selektor maksymalny Py U P;. Jest to operator rzutowy
na podprzestrzen bedaca domknieciem sumy liniowej podprzestrzeni L; i L,. Widzimy, ze
futaj proces selekeji polega na rzutowaniu na najszersza podprzestrzen stanéw obejmujaca
stany faworyzowane przez Py i przez P. Py N Py = PP, (o ile istnieje projekcja P, Py).
Ostatnia réwnos¢ nie wymaga interpretacji. Widzimy poslugujac sie odno$nym twierdze-
niem z teorii przestrzeni Hilberta [2], ze Py P, = P, P; jest réwnowazne temu, ze P, P, jest
projekcja.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. Niech a,b nalezy do L(H) i jeden z nich jest maksymalny, to a i b sa

zgodne wtedy i tylko wtedy, gdy a i b s przemienne.

[Sv]
-]



D ow o6d. (aibsagoczywiscie operacjami rzutowymi, jednak wygodniej jest stosowaé
czasami formalizm kratowy, nie wnikajac w znaczenie elementéw). Niech a bedzie mak-
symalne. Zauwazmy, ze a i b sa zgodne. Wéwczas a = (a N b))t U (anbdt), gdyz a i b
nalezg do dystrybutywnej podkraty kraty L(H). Dalej poniewaz a jest maksymalny, wiec
albo aNb = A, wtedy @ = anbt < b, wiec ab = A i a,b sy przemienne poniewaz
ba = A, albo a Nb = a, wigc a < b, skad dalej ab = ba = a (patrz poprzednie rozwaza-
nia). Zalézmy z kolei, ze a 1 b sa przemienne (zatem ab jest operatorem rzutowym). Mamy
wowezas A < ab = a N b= a. Ale a jest maksymalne, zatem istnieja dwie mozliwoéci albo
ab = a, wowcezas a < b, wiec a i b sa zgodne na mocy twierdzenia Pirona, albo tez ab = A,
wéwezas a < bt i wobec twierdzenia Pirona a jest zgodne z bt. Oznacza to, 7e podkrata
rozpigta przez pare {a, bt} jest dystrybutywna, to za$ pocigga dystrybutywnosé podkraty
zbudowanej z {a, b} identycznej z wyzej wymieniong.

c.b.d.o.

Widzimy wigc, ze moze istnie¢ selektor 1 to nawet maksymalny, ktéry nie komutuje ze
wszystkimi selektorami. Ma to pierwszorzedne znaczenie dla mechaniki kwantowej. Wy-
obrazmy sobie bowiem dwa niekomutujace selektory realizowane w H przez P;, P;. Ich
iloczyn (zlozenie selekcji) nie jest wiec selekcja. Zatem nie istnieje podprzestrzen stanéw
na ktérg bylyby rzutowane stany np. wiazki czastek. Nie mozna wiec wyselekcjonowaé
ze wzgledu na kryterium P; i P, réwnoczeénie. Stanowi to treé$é zasady nieoznaczonosci.
Odpowiednie zinterpretowanie materialne P; i P, nie przedstawia najmniejszej trudno-
sci. Widzimy wige juz w chwili obecnej, ze kwantowo$é zjawisk zwiazana jest integralnie
z niedystrybutywnoscig kraty L(H ). Mozemy réwniez rozpatrywaé zbiér kazdej skorniczonej
ilosci selektoréw komutujgcych ze sobg i maksymalnych. Beda one tworzyly podmechanike
klasyczna w obrebie mechaniki kwantowej. Twierdzenie podane wyzej ma szersze zastoso-
wanie. Moze by¢ ono zastosowane takze w przypadku innej ,logiki kwantowej” niz L(H).
W przypadku L(H) twierdzenie moze byé wzmocnione przez odrzucenie zalozenia o mak-
symalnoéci a. W calej znanej obecnie mechanice kwntowej pojecie przemiennosci zawsze
jest zwigzane z pojeciem zgodnosci. Gdyby$my uogdlnili rozwazania na nichilbertowskie
mechaniki kwantowe powyzszy zwiazek nie musialby w ogdlnosci zachodzié. Podajmy jesz-
cze konkretny przyklad skiadania selekcji, szukania elementu maksymalnego i minimalnego
selektorow.

Niech P, bedzie nikolem 1, a P, bedzie nikolem 2 o plaszczyznach polaryzacji two-
rzacych kat a. Wtedy Py U P, = I, P, N P, = 0, PP, # P,P;. Abstrahujmy na chwile
od przyjetego formalizmu przestrzeni Hilberta. Gdyby udalo sie wytworzy¢ taka wiazke
fotonow, ktéra w calosci przechodzitaby przez nikol 1 i nikol 2, to rozwazania przeprowa-
dzone w tym rozdziale nie sprawdzilyby sie w do$wiadczeniu. Nalezaloby poszukaé innej

logiki L. W tym miejscu jest juz jasne, jak poteznym aparatem formalnym w przypadku



tworzenia nowych mechanik jest formalizm przedstawiony w tej pracy. W dalszych rozwa-
zaniach zwrocimy uwage, ze selekcja maksymalna znaczy to, zZe dalsze zawezenie jej daje
Juz zero. Przejdzmy wreszcie po tej przydlugiej cokolwiek interpretacji do dalszych roz-
wazan formalnych. Znajdziemy teraz realizacje obserwabli w przestrzeni Hilberta H. Jak
wynika z twierdzenia w rozdziale 1 kazdej obserwabli A nalezacej do O odpowiada w spo-
sob jednoznaczny L-miara p4. Jezeli L = L(H), to widzimy, ze p 4 jest rodzina spektralng
w H. Spelnia ona bowiem wszystkie postulaty definicji rodziny spektralnej np. [2]. Niech
tg rodzing spektralng bedzie {Ey}, A nalezacych do R. Gdyby zdarzylo sig, ze istnialoby
takie a, ze Exz = 0 dla A < a oraz takie 3, ze Exz = z dla f < a. Wtedy biorac
M

m = supa, M = inf §, otrzymamy: Az = [ AdExz i A jest operacja samosprzezona

m—0
_ +oo
1 ograniczong. Gdyby to nie zachodzilo (A jest nieograniczone) mamy: Az = [ AdE)z. a
—o0

1 f oznaczaja tutaj liczby rzeczywiste. Widzimy wigc, ze obserwabli A odpowiada operacja
samosprzezona w H (ograniczona lub nie). Biorac P, = E, — E,,—; widzimy bezpoérednio,

“+oo 4o
ze P, sa rzutowei Y, P, = I, oraz H = @ H, (suma ortogonalna), H,, = P,(H).
n=—o0o —0o0

+ oo + oo
Zatem Az = ) AP,z = ) Anx, A, — symetryczny. Sprawdzimy, co znaczy zalez-
—o0 —0o0

nos¢ B = f(A) w przypadku obserwabli przeniesiona na L(H). Mamy zgodnie z definicja
figay = pta o f. Zatem f(A) = B = [ f(\)dEj, zgodnie z interpretacja tego wzoru. Po-
damy za pracg [11] klasyfikacje punktéw widma operacji A i jej zwiazek z miarg spektralng.
Mamy zatem: (A nalezy do R)
1. A regularny punkt A jest réwnowazne, ze A punkt stalodci Ey
2. X\ — warto$¢ wlasna A jest réwnowazne, ze A — punkt skoku Ej
3. A — wartos¢ z widma ciaglego jest rownowazne, ze A — punkt cigglego wzrostu.
Gdy mamy punkt skoku w punkcie A, to Ex_o fo # Fxfo, fo nalezy do H. Niech z¢ =
(Ex—Ex-0)fo dla kazdego fo nalezacego do H. g jest elementem wlasnym operacji A\, zas
wartoscig wlasna, czyli: Ktadac Ex = pa({\}) mamy, ze Exzg = zo (operacja rzutowa).
Zatem p’ # A, czyli A nalezy do sp(A) zgodnie z definicjami przyjetymi w poprzednich
rozdziatach. Widzimy wige, Zze w tym miejscu pokrywaja sie definicje widma punktowego
obserwabli i operacji symetrycznej. Niech {A;, Ay, As3,...} = s,(A). Znaczy to, ze gdy ¢
nalezace do B(R) nie zawiera zadnego A;, to p(4, a,¢) = 0 dla kazdego stanu ze zbioru S.
Rowniez mamy p(A,a, {Ai}) # 0 dla pewnego stanu « z S. Obliczymy p(A, zo, {\;}) =
Protta = (phad,zd) = (2f,2}) = 1. Zatem pomiar obserwabli A w stanie zi daje wartoéé
Ai prawdopodobienstwem 1 i ||z|| = 1.
Otrzymalismy wiec:
1) dowolnemu stanowi « nalezacemu do S odpowiada ¢ nalezace do H unormowane do

jednosci.



2) Dowolnej obserwabli A nalezacej do O odpowiada operator samosprzezony w H tak,
by pa bylo jego rodzing spektralng.

3) Prawdopodobienstwo zmierzenia w stanie wlasnym operacji A warto$ci wlasnej wy-
nosi 1.

Stosujac pojecie wartosci oczekiwanej otrzymamy warto$¢ oczekiwang z pomiaru

oo o0
Aoz = Y P(A,a,0:),Ai = 3 |li|? - @ — stan czysty z wagami [;. Traktujac energie jako

=1 i=1
element O otrzymamy rozwdj funkeji falowej w czasie. Mamy wiec wszystkie postulaty me-

chaniki kwantowej. Wynikly one z postulatu QM. W chwili obecnej istnieje wiele sposobéw
wprowadzania uogdlnien logiki L(H ). Najbardziej naturalnym byloby szukanie L(X), gdzie
X jest przestrzenig Banacha. J. von Neumann i S. Kakutani udowodnili, ze gdy zalozymy,
ze L(X') bedace kratg wszystkich podprzestrzeni domknietych przestrzeni Banacha X po-
siada ortouzupelnienie, to wtedy w X istnieje taka norma réwnowazna normie wyjéciowej,
ze jest ona generowalna przez pewien iloczyn skalarny. To twierdzenie w wyrazny sposéb

zaweza poszukiwania.

7. Parametry ukryte, EPR 1 nieré6wnosé Bella

Zanim sformulujemy hipotezy o parametrach ukrytych i przedstawimy pewne fakty $wiad-
czace przeciwko nim rozpatrzmy pewne znane do$wiadczenie. Polega ono na wykazaniu
wlasnosci falowych elektronéw o dostatecznie duzej energii. Jest to dyfrakeja fal elektrono-
wych na krysztale. Otrzymujemy tu klasyczne prazki interferencyjne, a zatem nie mozemy
stwierdzi¢, gdzie dany konkretnie elektron uderzy w ekran fluorescencyjny. W chwili obec-
nej w znakomitej wigkszosci caly $wiat fizykéw uwaza, ze jest to wywolane specyficznymi
wlasno$ciami mikroswiata. Mozliwe jest jednak zupelnie inne podejécie. Mianowicie stan
poczatkowy elektronu nie zostal okreslony w sposéb nalezyty, zabraklo pewnych wielko-
sci, ktére nazwiemy ukrytymi parametrami. Wielkosci te wymknely sie naszym rozwaza-
niom z uwagi na zbyt powierzchowne potraktowanie problemu. Uérednienie po parametrach
ukrytych wywolalo whasnosei falowe. Sformulujemy teraz hipoteze o istnieniu parametréw
ukrytych postugujac si¢ pojeciem selektora. Wezmy dwa selektory a, b nalezace do L takie,
ze ab # ba. Wtedy hipoteza o istnieniu parametréw ukrytych miataby postaé: dla kaz-
dych nieprzemiennych selektoréw z L istnieje taki selektor niezerowy z, ze z < a,z < b.
Parametry ukryte pozwolilyby na doktadniejsza selekcje bez wzgledu na stan poczatkowy.
Mozna jednak sformulowac te hipoteze mocniej (tak zwana mocna hipoteza o parametrach
ukrytych) mianowicie:

dla kazdego a, b nalezacego do L istnieje takie z,y nalezace do L, ze < b,y < bt,a =
z Uy. Jest to réwnowazne temu, ze a = (a N b) U (e N bt). Znaczy to, ze biorgc pod uwage

ukryte zmienne mozna by po procesie selekcji dokonanym przez a rozdzielié np. wiazki

30



czastek na takq ktoéra przechodzi przez b i na taka, ktéra nie przechodzi. W pracy [34]
J. von Neumann podaje swoj dowdd o nieistnieniu parametréw ukrytych. W [9] podany
jest réwniez bardzo podobny wynik. Sg one oparte o formalizm przestrzeni Hilberta. Tu-
taj zajmiemy si¢ tym problemem postugujac si¢ pojeciami kratowymi. Jauch i Piron [20]
dowodza, ze istnienie parametréw ukrytych prowadzi do dystrybutywnosci kraty L. Zatem
(patrz np. [18]) wynika stad, ze L jest algebra Boole’a co jest niemozliwe, jak wynika z roz-
wazan z poprzednich rozdzialéw. Mozemy jednak jeszcze postapi¢ inaczej traktujac L jako
podkrate pewnej algebry Boole’a. Wtedy hipoteza o parametrach ukrytych mialaby racje
bytu jako, ze by¢ moze w przyszlosci dokonano by postulowanego rozszerzenia. Teraz przej-
dziemy do gl¢bszej analizy zagadnienia parametréw ukrytych postugujac sie twierdzeniami
dowiedzionymi w poprzednich rozdziatach. Traktujemy teorie parametréw ukrytych jako
przyleganie pewnej zmiennej £ do stanu « systemu mechaniki kwantowej tak, ze para (¢, «)
catkowicie definiuje system. To oznacza, ze znajomosé (£, «) pozwala przewidzieé¢ doklad-
nie wyniki jakiegokolwiek pojedynczego pomiaru, a przecietna wartosé € daje zwykly stan
kwantowy m. Ten poglad doprowadzit S. Guddera [35] do definicji teorii ukrytych zmien-
nych jako wmontowanie zespotu wszystkich maksymalnych o-algebr Boole’a L w przestrzen
prawdopodobienstwa (2, F, 1) w taki sposdb, ze wszystkie statystyczne wartosci stanéw
sg zachowane. Dowodzi on [35], ze takie wmontowanie jest zawsze mozliwe. Jednakze tego
typu operacja ogolnie biorac nie zachowuje wszystkich funkeyjnych zwiazkéw utrzymuja-
cych si¢ migdzy obserwablami. Poniewaz zakres jakiejkolwiek obserwabli moze byé zawarty
w réznych maksymalnych o-podalgebrach Boole’a to moze by¢ ona przedstawiona w rézny
sposob w zaleznosci, ktéra z maksymalnych obserwabli zostala obrana, moze to zaklécié
zwigzek miedzy A i B typu A = f(B) (moga byé np. niezalezne).

Kochen i Spoker [36] definiujg parametry ukryte cokolwiek inaczej. W tym miejscu
powolajmy si¢ na ustep rozdziatu 4 méwigcy o logice L dla mechaniki klasycznej. Jest nia
algebra Boole’a B(R°™). Autorzy ci wmontowuja logike L wlasnie w B(R%™). Wykazuja oni,
ze takie wmontowanie ogélnie biorac nie istnieje. Jest to oczywiscie zgodne z odpowiednim
twierdzeniem rozdzialu 4.

Turner [37] formuluje teorie ukrytych parametréw w terminach wmontowania L
w B(R°") w taki sposdb, aby wszystkie statystyczne wartoéei byly zachowane. Odwolujac
si¢ do wynikow Zierlera i Schlesingera [28] wykazuje, ze takie wmontowanie jest mozliwe.

Mimo wielu réznic formulowania teorii parametréw ukrytych na gruncie formalizmu
logiki kwantowej L(H ) widzimy, ze sprowadzajg sie one do zbadania mozliwosei homomor-
ficznego odwzorowania o-logiki L w o-algebre Boole’a tak, by statystyka albo funkeyjne
zwigzki miedzy obserwablami, albo obydwie razem byly zachowane.

Na podstawie wynikéw wymienionych autoréw jest jasne, ze dla zbioréw wszystkich
obserwabli takie wbudowanie nie jest mozliwe, wobec tego teoria ukrytej zmiennej przy

zadaniu zachowania réwnoczesnie statystyki i funkeyjnego zwiazku miedzy obserwablami
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jest falszywa. Gdybysmy zadali mniej tj. nie brali pod uwage calej logiki systemu kwan-
towego L, a jej jakas podkrate, wtedy w pewnych przypadkach prawdziwa bylaby teoria
parametrow ukrytych (odpowiadaloby to tym zjawiskom, ktore nie zawieraja w sobie kom-
plementarnosci, ani nieoznaczonosci, sg wiec tlumaczone klasycznie). Ten problem jest
zbadany w rozdziale 5, gdzie podany zostal warunek konieczny i dostateczny istnienia ta-
kiej operacji i zostaly podane zbiory obserwabli spelniajace to. Twierdzenia te naleza do
Maczynskiego [38]. Istnienie takiego przedstawienia dla zbioru obserwabli moze byé¢ inter-
pretowane jako teoria ukrytych parametrow dla tego zbioru. W tym sensie prawdziwa jest
teoria ukrytych parametrow dla zbioru obserwabli:

a) zgodnych,

b) maksymalnych — M

c) mU {S}, gdzie S jest zasady superselekcji o przeliczalnym widmie punktowym.
Jest to oczywiscie zgodne z wynikami Guddera [35]. Mozna jednak cokolwiek inaczej sfor-
mulowaé teorie ukrytej zmiennej. Zadaé we wmontowaniu nie homomorfizmu a rozszerze-
nia. Takie rozszerzenie zachowuje tylko czesciowy porzadek, nie bedzie zachowywalo zas
ortouzupelnienia i o-zupelnosci oraz zmienig si¢ pojecia elementéw maksymalnych i mini-
malnych. Takie rozszerzenie jest zawsze mozliwe, bowiem mozliwe jest zanurzenie kazde;j
kraty w krate dystrybutywng (patrz np. Birkhoff [12]). Jednak istnieja pewne przestanki
natury empirycznej, ktore pozwalaja t¢ mozliwosc traktowaé jako teoretyczna, nie majaca
odbicia w przyrodzie. Mianowicie rozpatrzmy przyklad z dwoma nikolami P; i P, (plasz-
czyzny polaryzacji tworza kat «). Fotony przechodzace przez nikol 1 sa czeSciowo pochla-
niane przez nikol 2. Gdyby istnialy nieznane nam pewne cechy fotonéw (parametry ukryte)
1 gdyby to one wlasnie decydowaly, ktory foton przejdzie przez nikol 2, a ktéry zostanie
zatrzymany — wtedy ulamek zatrzymanych fotonéw powinien byé okreslony nie przez
polaryzacje wigzki, lecz raczej przez wartosci ukrytych zmiennych. Choé zatem wigzka
fotonéw przechodzaca w calosici przez oba nikole moglaby by¢ przypadkiem rzadkim (do
tej pory nie wykrytym), to jednak nalezaloby oczekiwaé, ze dla réznych wiazek (o tej
same]j polaryzacji) rézne utamki fotonéw bedg ulegaly pochlonieciu w zaleznoéci od roz-
ktadu parametréw ukrytych. Tymczasem tak nie jest, ulamek ten wynosi niezmiennie dla
wszystkich wiazek cos®? a 1 to potwierdza doswiadezenie. Mozna podaé takie przyklady
dla wszystkich selektorow nieprzemiennych tj. a,b nalezace do L i ab # ba (ab nie jest
operatorem rzutowym w H) [39] oraz [40-45].

Przejdzmy teraz do paradoksu EPR (Einsteina-Podolskiego-Rosena) [46]. Jest on sfor-
mulowany jako doswiadczenie myslowe (Gedankenexperiment) w sposob nastepujacy.
Niech bedzie uklad fizyczny o jednym stopniu swobody i spoczywajacy na osi z.

W pewnym momencie uklad rozpada si¢ na dwa poduklady poruszajace sie wzdiuz osi

w przeciwnych kierunkach tak, ze suma pedéw obu ukladéw jest réwna zeru:
_} & - ’ - .
p1 + ps =0 lub prosciej pir +p2z =0
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Paradoks polega na nastepujacym doswiadczeniu myslowym:

Zalézmy, ze dokonujemy nastepujacego pomiaru na obu ukladach niezaleznie. Mie-
rzymy potozenie ukladu pierwszego x; i ped drugiego ukladu ps,. Nierelatywistyczna
mechanika kwantowa pozwala nam zmierzy¢ wspélrzedng z; z nieskorniczenie wielka do-
ktadnoscig zaniedbujac pomiar pedu p;,. Réwnoczesnie mierzymy z nieskonczenie wielka
doktadnoscia ped drugiego uktadu py, zaniedbujac catkowicie pomiar wspélrzednej z4. Nie-
relatywistyczna mechanika kwantowa zezwala na to. Znamy zatem dla podukladu pierw-
szego wspolrzedng z, (polozenie) nieskonczenie dokladnie. Z drugiej strony znamy réwniez

ped, bowiem z zasady zachowania pedu otrzymujemy, ze

=Piz = P2z

Zas pa, jest znane z nieskonczenie wielkg dokladno$cig. Znamy zatem z nieskoniczenie wielka
dokladnoscig zaréwno ped, jak i polozenie podukladu pierwszego. Przeczy to zasadzie
nieoznaczonosci Heisenberga.

Zanim przejdziemy do nastepnych rozwazan, przedstawimy modyfikacje EPR podana
przez D. Bohma [47, 48]. W tym wypadku system sklada si¢ z dwéch czastek o spinie -;-
znajdujacych si¢ w stanie singletowym ¥

1 _ -
U= st (1) 87 (2) ~ i (1) @} (2)]

gdzie o uF(1) = £uF(1) tak, ze uF(1) opisuje stan w ktérym czastka 1 ma spin do
géry lub do dolu wzdhuz kierunku 7', ©(2) ma analogiczne znaczenie dla czastki 2. Bie-
rzemy jednostke spinu i/2. Niech A_, bedzie rezultatem pomiaru spinu czastki 1 wzdtuz
a
kierunku @, za$ B_, dla czastki 2 wzdluz kierunku _b’ Mamy zatem A_,, B_, = %1. Ilo-
a

b

czyn A_(f, : B? jest obserwablg dla ukladu dwéch czastek. Jest ona reprezentowana przez

samosprzezony operator w przestrzeni Hilbert. Latwo jest policzyé warto$é oczekiwang

w stanie V. Mamy:

[E(@, By = (V|oy @0 b |8) = -7 - b
Jesli @) b mamy
[E(d’, @)y = —1 dla wszystkich E}("E?Q =1)

Zatem mozemy przewidzie¢ z nieskonczong dokladnoscia wynik pomiaru B znajac rezultat
pomiaru A.

Doswiadczenie myslowe przeprowadzone teraz bedzie dotyczylo pomiaru skladowej
momentu pedu 1 wielkosci do niej kanonicznie sprzezonej podobnie jak poprzednio. Otrzy-

mamy wi¢e paradoks tamigcy jakoby relacje nieoznaczonosci Heisenberga. Wydawatoby sie
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wiec, ze istnieje dokladniejszy opis stanu ukladu niz opis kwantowo-mechaniczny. Niech
te dodatkowe stopnie swobody (parametry ukryte) beda oznaczone przez A € A, gdzie A
jest przestrzeniag tych dodatkowych parametrow. Na tej przestrzeni jest okreslone o-cialo

zbloréw borelowskich i miara p tak, ze
u(h) = [ dp=1
A

W proponowanej tu teorii obserwabla (A_, - B_,(A) ma zdefiniowang warto$¢ dla kazdego
a

A € A. Bell [49, 50] definiuje dla tej obserwabli warunek lokalnosci

(A'E” ) B—E}(’\) =A_())- B—br()\)

a

Wartosc oczekiwana dla tak okreslonej obserwabli jest zdefiniowana

E(7,7F) = / A (B (V) du
A

Korzystajac z wprowadzonych tu wielkosci tatwo dowodzimy nastepujacej nieréwnoéci zwa-
nej nierownoscia Bella

pm—
b

|B(@, %) - E(@, @) <1+ E(b,?)

Nieréwnos¢ ta przeczy zaleznosci kwantowo-mechanicznej, co latwo zauwazyé biorac
—p

— — .

a, b, ¢ wspolplaszczyznowe tak, aby

- —
a - b

W tym wypadku mamy
B(@, 5w - [B(@, T)w| =1

podezas gdy
—_—

1+ [E(b, 7)) =

b -

co przeczy nierownosci wypisanej wyzej.
Mozna wyprowadzi¢ bardziej rozbudowane nieréwnosci np.

- e ey — —
|E(a’, b)—E(d', b)|+E(d, b )+ E(d,V)<2
Doswiadczenie potwierdza lamanie nieréwnosci Bella (patrz [51]) co $wiadczy o tym, zZe
teoria parametréw ukrytych (tzw. deterministycznych) z warunkiem lokalnoéci nie ma racji

bytu.
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