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Abstract

J.P. Gram writes p.298 of his paper 'Note suréeeszde la fonction zéta de Riemann':
‘Mais le résultat le plus intéressant qu'ait doteméalcul consiste en ce qu'il révele
l'irrégularité qui se trouve dans la série de#l est tres probable que ces racines sont liees
intimement aux nombres premiers.

La recherche de cette dépendance, c'est-a-dirad&ne dont una donnée est exprimée au
moyen des nombres premiers sera l'objet d'étudieseauires.

Also the proof of the Riemann hypothesis is basethe definition of an application between
the setP of the prime numbers and the sedf the zeros of.

Résumé: Comme la fonctio§ de Riemann est en relation étroite avec la distion des
nombres premiers, la démonstration de I'Hypoth&sRidmann repose sur la définition d’une
application entre 'ensembf® des nombres premiers et 'ensembldes zéros dé.

Hypothese de Riemann
Les zéros de la fonctiohde Riemann appartiennent tous a la droite critiqa%.

Introduction

Soient les ensembles
P={2,35,7,11,13,17,19,23,29,31,...},
S={s;:]eN"et{(s;) = 0}c C,

D= {Cjk = (a]-k, b]k) €ER*xX R*: fa]-kz + bij =Dpj € :P},

E:{Zk:(Xk,yk)E R X R:Xk2+ ykZ >0},

et les fonctions
f:DXE — C, (Cjk! Zk) — (a]-k + i.b]'k).(Xk + i.yk),
prl:D X E — D,

h:D — P surjectivecj, — /ajkz + b =pj,

g:P —3,pj s

Etude
On suppose que I'Hypothese de Riemann est faussssgle N, 3 s/ €S,

L, e 1 * * * .
3 §; verifiant 0< §; < e R} et3 (ajm, bjm) € R* X R* tels que :
r_ L :
- Sj _(5+5j)+|'tj’
- ((S]’) = O’

2 2 _..2
- a]-m +b]m —p]



Mais {(s;) = 251 51 sin %).F(l-sj’).((l-sj’) avec 1s; = (% — §;) — i.t; eten vertu de la
conjugaison des zéros alors :
7] 1 .
U =G~ §) +ig) =0,
ajn® + bj® =p; avec f,, bj,) € R* x R* (1)

Nous obtenons alors les systemes :

1
Xm-djm — Ym-bjm :E+6j, (2)
Xm- b]m + Ym- a]-m = tj (3)
et
1

Xp-djn Yn-b]n P 5j (4)
Xn-bjn + Yn- a]'n = tj (5)
avec _ (%+ Sj).Xm+ tj.ym b _ —(% + Sj).ym+ tj.Xm

a]m Xm® + Ym? »im Xm® + Ym®

_ (% - Sj).Xn+ tj.yn _ —(% - Sj).yn+ tj.Xn
ajn - ) bjn -

Xp? +Yn2 Xp? +Yn2

1) Exploitation des données.

tj ~ Ym-3jm

De (3) nous tirong,,, = et que nous reportons dans (2) d'ou :

bim

trai, — Vm(aim? + bim?) = & +6;).b

j+djm ~ Ym-\ djm jm > " 0j)-Djms
(%+ 6])b]m + p_lz

t: = y
] ajm m ajm

=Xn-bjn + Yn- ajn- (6)

. ti —Yn-aj
De (5) nous tirong,, = L —224in

G=0i)om , 7]

et que nous reportons dans (4) d’ou :

n

t] = N " =Xm- b]m + Ym- a]-m. (7)
jn jn
1_5;)b; 2 (145;)b; 2
(6) et (7) donnentm +y, L= G+ 1) om +yo 2L
ajn ajn ajm ajm
Am ajn yn.ajn ym.ajm '

. _ (ajn bjm_ ajm bjn) + 2.6]'.(3]'11 bjm+ ajm bjn)
et enfinp; = TE— (8)

Comme < §; <% alors 0< 2.6; < 1 et (8) donne
ajn bim A

2 _ Sn7m _ A4
p] < (ajm-Yn— ajn-Ym) B (9)

On remplace dans (8)n, bj, etaj, par leurs expressions d’ou :
A <
T Gm® +ymD-((<n® + yn?)




A =[(% — 6j).xn + tj.yn].[—(%+ 6j).ym + tj.xm]
A =t} Xy Yo t tj.[(% - 6j).xn.xm — (%+ 6j).ym.yn] —(% — (sz).xn.ym
— B’
™ G + Y (G 1) -
B’ :[(%+ 5]-) Xm-Yn + tj.ym.yn] (X2 vy -
[(%_ 5j) -Xn-¥Ym + tj-Ym-Yn]- (sz + sz)
(3+ Sj)2+ t? _(%—6j)2+ t?

Commexy? + ym’ = > et x,° +y,° = > alorsB’ devient :
] ]

1 2 2
Z—8:) +t2
B’ = [(§+ 5,-).xm-yn + tj-ym-yn]'(%) B

[(%— 6j).xn.ym+ tj.ym.yn].( 2

)
ZAI

A pj-
etpj < 7= —-avec

B" = [(%+ 6]-) Xm-Yn + tj.ym.yn].((§ - 6]-)2 +t7) -
|

1 1 2
(5_ (Sj).xn.ym + tj-Ym-Yn]-((E + 6]-) + 7).
Alors (9) devientB"” < A’ & 0< A'—B").

Le développement d&”’ donne :

2 2
B" :(%_}_ 5])(% - 6]) .Xm-Yn +(%+ Sj)tjzxmyn+ (% - 5]) t]men
-(3-8)-(3+ 8) xavm—(3-8)-Fxuym— (3 + 8) " t:mym,

B”=(% — 6]-2).[(% — (Sj).xm.yn— (%+ (Sj).xn.ym] +
tj-Ym-Yn- [(% - 5;)2 - (% + 5]')2] ==2.8j.t;.Ym-Yn +
tjz.[(§+ Sj).xm.yn — (%— Sj).xn.ym].

AlorsA'— B" = tjz. [— (% + 5]-) Xm-Yn + (% - 5j) Xp-Vm + xm.yn] +

1 1
+tf‘[(§ — 5j).xn.xm —(5+ 6j).ym.yn+ 2.5j.ym.yn]
1 1 1
_(Z - (sz)'[(E - 6j).xm.yn— <§+ 6j).xn.ym+xn.ym]

! n— 1 !
A'—B'"= (5 - aj).tf- (Xm-Yn* Xn-Ym) + ¢ (5 B 5;’) +(Xm-Xn = Ym-Yn) —

(G-9)-(5 = 8°) Gnyn = x0-ym).
(9) donne alors :

1
0< t]g- (Xm-YH+ Xn-Ym) + tj- (Xm-xn - Ym-Yn) - (Z - 8]'2) . (Xm-Yn - Xn-Ym) (10)-

L’étude de cette inégalité amene a envisager 2 cas



a) Xm-YntXn-Ym =0,
b) Xm.Ynt Xp-¥Ym # O.

a) Xm-Yn+ Xn:Ym = 0= Xm:¥Yn = ~ Xn:¥Ym et
1
(10) = 0<tj.Xm-Xp— Ym-Yn) — (Z - 8]-2) .2.Xm-Vn-
Et Xm-Yn+ Xn:Ym = 0 = Xm:Xn~ Ym'Yn = — };_:_((an + Ynz)

Il faut distinguer ici 3 éventualités :
Ym
o) — y_n-((XnZ + Ynz) >0,

B - }}I,—:-((an + Ynz) < O’

V) =3 ((a® + ya®) =0,

Q) — 3;_“1 ((Xn? + yn?) > 0 © X Xy > Y- Yas il implique :

ym €ty de signes contraires dopg.y, < 0 et 2 possibilités
* ym > 0ety, <0
Xm- (Xn- Ym) == sz-Yn > sz-Yn < 0> Yn- (sz + sz) = (sz + sz) >0

* yp,>0ety, <0
(Xm-Yn)-Xn = — XnZ-Ym > YnZ-Ym & 0> yp,. (an + Ynz) = (an + Ynz) >0

B) — i_:_((xnz + yn?) < 0 & X Xp < Y-V, il implique

ym €ty, de méme signe dong,.y, > 0 et 2 possibilités :

* ym <Oety, <O
(Xm-Yn)-Xn == an-Ym > Ynz-Ym < 0> Ym- (an + Ynz) = (an + Ynz) >0
Xm- (Xn- Ym) == sz-Yn > sz-Yn <= 0> Yn- (sz + sz) = (sz + sz) >0

* ym >0ety, >0
(Xm-Yn)Xn =— XnZ-ZYm < YnZ-ZYm & 0< yn. (Xn22+ yn2)2=> (Xn + Yn?) >0
Xm-(xn-Ym)z_Xm -¥n <Ym -Yn@O<Yn-(Xm + Ym ):(Xm + Ym ) >0

La contraposée des éventualit§st ) impliqguent que— ’;—m (%% + yu9) =0.
Y) — };—m (xy* + yp?%) =0 induit :
Vm = 0 car(x,® + yn?) # 0,

— Xp-¥m =Xm-Yn = 0 d’olly, =0 car(xy,® + ym?) # 0,
Xm-Xp — 0 :g ,ce qui est impossible.

0
Xm- Yot Xn-Vm=0 = xX,,.X, =0

Lemme 1 X, Yot X4 Ym # 0.

b) X Ynt Xp.-Ym # 0 et

1
0< tjz- (Xm-Ynt Xn-Ym) + tj. (Xm-Xn = Ym-Yn) — (Z - ajz) . (Xm-Yn — Xn-Ym)-



A= (xm-xn - Ym-Yn)Z + (1 - 4. 8j2)-[(xm-Yn)2 - (Xn-Ym)z]-

2 cas possibles :
* Xm-VYntXn-Ym <O
* Xm.-Ynt Xn.Ym > 0.

* Xn.VntXp.¥m < 0implique :
1
a) tj- (Ym-Yn - Xm-Xn) + (Z - 6]'2) . (Xm-Yn - Xn-Ym) < tjz- (Xm-Yn+ Xn-Ym) <0

b) Xp-Vn+ Xp.¥m <O (12)
C) (Ym-Yn - Xm-Xn) <0 (12)
d) (Xm-Yn — Xp- Ym) <0 (13)

(11) et (12) = Yn-(Xm + Ym) < Xn-(Xm - Ym)
(12) et (13) =  yn.(Xm + ¥Ym) < Xn-(Xm + ¥m)-

Il'y a 2 possibilités :

Xn-(Xm _Ym) < Xn-(Xm + Ym) = 0<Xp.Ym (14)
ou

Xn-(Xm + Ym) < Xn-(Xm - Ym) = Xp.Ym <0 (15)
(11) et (14) :0 < Xp.¥Ym = Xm-Vn <O

(15) : Xp.ym < 0 et supposons qug,.y, > 0 alors
(13) donne X xpp,.¥n < Xp.-¥Ym < O contradiction.
Doncx,.ym <0 = x4,.yn <O0.

(14) et (15) induisent dong,,.y, <0 et la contraposée conduikg. y,, = O.

ti—yn.ajn ).(tj—Xm.bj
Oan-ym:(] Yn ]n)(] m-Djm)

aim.bin

Et donC(tj — Vn- a]-n). (t] — Xm- b]m) =0

On pose;j; =Xy bjy, ettj; =yn.aj,

Mais t]1 = me]m - (ym =0etO< Xm.Xn)
et t]2 =Vn- a]'n - (Xn =0 etym.yn < O)
par identification respectivement de (3) 8t (5

En remplagant,, = 0 dans (10) on obtient :

- xm.yn.[tj2 — G - 5j2) ] < tj. Xm. Xp AVECX .Yy < 0 et 0< Xy Xy

et comm%tj2 — G — 6j2)] < t7, il faut envisager 2 possibilités :

* — Xm-Yn- tjz <t Xm-Yn © —Xm-Yntj) <Xm-Xp (16)

* 6 Xm-Xn < = Xm-Yn-tf € Xm.Xn < = Xm-Yn- (17)

(16) : 0< Xp. (Xn +yn.tj) implique :

a) Xym > 0 et(x, +yn.tj)) >0 = (v, <0,x, >0etx, +y,.t; >0)
= Xy > — Yt = _X—;>t]-.

b) Xy <0 et(xy +ynt)) <0 = (y, >0,x, <0etx, +y,.t; <0)

= X, < — Yntj = %<—tj :>t]-<—%

Donc a) et b) donnent tous les depix —’;—“ et la contraposée induit qug, =0
d'ou t;; = Oet0< 0.x,, ce qui estimpossible.



(17) : Xm. (Xn + yn-tj) < 0 implique :
a) X > 0 et(x, +ynt) <0 = (y, <0etx, < —yut;>0)=1t;>—=

Yn

b) X < 0 €t(Xy +Yntj) >0 = (y, >06tx, > — y,.t; <0)=t; > -1

Yn

Donc a) et b) donnent tous les depx —’;—“ et la contraposée induit qug, =0
d'out;; = 0et 0 < 0.x,, ce qui estimpossible.

En remplagant, = 0 dans (10) on obtient :

1
Ym-Yn b < xm.yn.[tj2 — (Z — 5j2)] avecx,.y, <0et y,.vp, <O

et comme{tj2 — G — 6]-2)] < t7, il faut envisager 2 possibilités :

* Xm-Vn- tjz <t.Y¥m-¥n © Xm-Yn-tj <Ym-Yn (18)

* 4. Ym-Yn < Xm-Yn- 87 S Ym-Yn < Xm.Yn- b (19)

(18) : yn. Xm — Ym-tj) < O implique :

a)yn>0et(Xptj—ym) <0 = En <0etxy.tj —ym <0)
= —¥Ym < Xmtj = "X’I’nm <-t] ot >i’—z

b)yn<O0et(Xp.tj—ym) >0 = (xp >0etxy.tj —yy >0)
= Xt > Ym = ¢ >§—‘“

m

Donc a) et b) donnent tous les depx ’;—“ et la contraposée induit qyg =0

d'out;; = 0et y,.0 <0, ce qui estimpossible.

(19) : O< yp. (Xm — ym-tj) implique :
a)yn>0et(Xptj—ym) >0 = En<O0etxy.tj —ym >0)
= Xptj Sym =<8

Xm
b)yn<O0et Xp.tj—ym) <0 = Xy >0etxy.tj —y, <0)

Donc a) et b) donnent tous les depx ’;—“ et la contraposée induit qyg =0
d'out;, = Oet yn,.0 <0, ce qui est impossible.

Lemme 2: X,.Vnt Xp. Ym < O est impossible.

* Xm-Ynt Xn-Ym > 0. ,
A=Xp-Xp— Ym-Yn)? + (1 — 4.6;°).[(Xm-Yn)*> = (Xn.Ym)?] = Ocart; € R}.

— — ~(XmXn=Ym¥Yn)
O() A=0 = t] _—2.(Xm.yn+ 0.3 > 0.

On adondXm. Xy — Ym-Yn) # 0 €t(Xm.¥n)? — (Xp-Ym)? < O qui induisent
Xm- Vot Xn-Vm > 0 etx. Vo — Xp-Vm <0 = Xp-Xp — Ym- Vo) < 0.

- - _ ~XmXn=YmYn)
Commetj =Xm- bjm + VYm- ajm =Xn- b]n + Yn- ajn et quetj = m
I'identification conduit a :

- Yn — Xn

- by, =X g
2.(Xm-Yn+ Xn-Ym) M 2 (Xm-Yn+ Xn-Ym)

a]-m



Q. =——Ym  p —_ TXm

n 2.(Xm Yn+ Xn-Ym) ' ma, Xm-Yn+ Xn.Ym)

2 2 - 2 2 .2

Orajn° + bjm =aj,” + bj,” =p; etdonc

2 — Xn’+ yn® - Xm’+ Ym® : :

= ce qui entraine que

p] 4. (Xm Ynt Xn. Ym)2 4.(Xm-Yn+ Xn-Ym)? 9 9
Xn> + Yn’ =Xm’ + Ym® qui n'est vrai que s; = 0.

Il s’ensuit queA # 0.

B) A>0 = t = —(XmXn— Ym-Yn)i\/Z >0
2.(¥m-Yn+ Xn-ym)

—(Xm-Xn— YmYn) + VA

2.(Xm-Yn+ Xn-ym) >0 ett]z
(Xm-Xp — Ym'Yn) <0,

\/Z <- (Xm-Xn - Ym-Yn)-

—(Xm-Xn— Ym-yn) — VA
2.(Xm-Yn+ Xn-¥Ym)

tir = >0,

Commet; =Xp.bjm + Ym- ajm =Xpn.bjn + yn. aj, alors pout;;, on obtient

VA
- Xp— ——
a: = Yo = Xjm t
jm 2.(Xm-Yn+ Xn-Ym) $Tm 2.(Xm-Yn+ Xn-Ym)
X VA
- Xm——
— Ym _ Xjn
a]-n = b]m =

2.(Xm-Yn+ Xn-Ym) ' 2.(Xm-Yn+ Xn-Ym)

2_ 42 S
et sachant qua,,” + bj,? =aj,> + by, = p]2 alors M ).(XL —24A) = 2—’2
Le méme traitement pouy, conduit a)hn

Jm Xln
+2+A=
Xm- Xn

I'hypothése 0< 5]- < E .

=023
)(x]mxm+2\/_) o2 induisant

ajn bjm

Ce résultat découle dg? <
(8jm-Yn— @jn Ym)

venant lui-méme de I'application de I'’hypothese

0< 6 <-.
2

Lemme 3: §; = 0.

Conclusion
L’exploitation des données conduit dans les 3 tadiés résultants de l'inégalité
p]g < % a des contradictions avec les hypothéses de I'étude
Le lemme 3 entraine alors
S; = sj" =l +i.t;,
-0 appllcatlong P — §,p; — s5 == +i.t; est bijective.

Théoreme :L’Hypothése de Riemann est vérifiée.

madanibouabdallah@hotmail.fr.



