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abstract
In this note we presents some formulas related with the recurrences:
(i) Ups =Ung+Upp +Uy U =U; =U, =U; =0,u, =1

n+2

(ii) Vois =Voog + Vo Y, Vo =V =V, =V, =0,v, =1

1. Introduccion

Para neN U{O} , sean UV, las sucesiones definidas por:

U,s=U ,+U ,+U ,U,=U =U,=U;=0,u, =1 (1)
Vos =V Vo +V, Vo=V, =V, =V, =0,v, =1 (2)

Algunos valores de U,,V, son:
{u,}={0,0,0,0,1,0,1,1,1,3,2,5,6,8,14,16,27,36, ...} (3)
{v,}=1{0,0,0,0,1,1,1,1,2,4,6,8,11,17,27,41,60,88, ...} (4)

En esta nota mostramos algunas férmulas relacionadas con las sucesiones (1) y (2).

2. Los ntmeros a y f

Definicion: Se definen los nimeros @ y f como sigue:

o = lim 1 = 0,6997370221126801934... (5)
e un+1
=lim Yo _ 0.6679607074962346057... 6
p
e Vn+l

El niimero a es una raiz de la ecuacion:



°+2°+2°-1=0 (7)

El niimero f es una raiz de la ecuacion:

2°+2'+2-1=0 (8)

3. Férmulas cerradas para U, y V,

Para n ENU{O} , se tiene:

—-n+2

Z
n 3
5 3.2 52°+32+2

°+2°+2°-1=0

u = —_— 11
" Z5,2322;1_0223+322+5 (1)

n+l

Z
vV, = _ 12
n 27120 Z4 +4z+5 ( )

Otra representacion alternativa para U, es:
Si aeR,z,7,2,,Z, € C son las raices de la ecuacion:
°+2°+72°-1=0 (13)

donde Z,Z, son complejos conjugados de z;,Z, respectivamente , entonces:

a—n+2 Z—n+2 Z—n+2
u, —+2Re(l—j+2Re(2—) neNuU{0}  (14)

507 +3a+2 520 +32,+ 2 522 +32, + 2

Para v, se tiene:

ﬂ—n+3 W—n+3 W—n+3
Vn:ﬁ+2Re 41—3 +2Re 42—3 ,nENU{O} (15)
SpT+4AB +1 ow +4w; +1 Sw; +4w; +1
donde S eR,w,W,w,, W, e C son las raices de la ecuacién:
’+2*+2-1=0 (16)
y W,,W, son complejos conjugados de W, y W, respectivamente.
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4. Las sucesiones a, y B,

Definicion: Se definen las sucesiones «, y B, como sigue:

Uyt 3'2'5'6'4'7'8
g=n {oﬂllléﬁﬁﬂ }
V.., 2'2'3'4'11'17

En (17) y (18) no se consideran los casos de divisién por cero.
Por definicién se verifica que:

a=lime,

n—oo

p=limp,

n—o0

5. Recurrencias para a, y p,
Para neNU{0} se tiene:

Ay = L o, =0, =1, = =1/3

" n+3 (1+ an+2 (1+ an+lan ))

1
1+(1+ﬁn )ﬂm—l n+2/-n+3

Puia= By =0,8=1p,=15=1

(21) y (22) generan los conjuntos (17) y (18) respectivamente.

6. Dos sucesiones alternativas para a y f
Sean U, y V, definidas por:
u,,=10U,,-28U, ,+44U ,—-40U ,+16U,
U,=U,=U,=U,=0,U,=1
VvV, =10V, ,-32V ,+56V, ,—-48V  +16V,
V,=V,=V,=V,=0,V, =1

Las sucesiones U, y V, satisfacen las siguientes relaciones:

(19)

(20)

(23)
(24)
(25)

(26)



a= Iim(l— ZU“J
e Un+1
. 2V
=lim|1-—_
ﬂ naw( Vn+1j

7. Dos limites

2

. n a

lima'u, = —

e 5a° +3a +2
3

A ——

8. Integrales para a y f

1% (12+9e™ +2¢”" ) e*"

- . . . . —dx
27 3 2+10e” +14e*™ +11® +5e** + ™

a =

g1y b T 26-152e™ +28e™* — 24e™ —6e™ ix
4rr 5 13—29e™ — 226" ~18e™ — 7™ — ™

9. Algunas relaciones

. u
lim—2 = o
e u2n+2

. u
lim—2 =¢°
=2 Usn.s

. \Y
lim— = g*
n—o0 V

4n+4

H 2
Ilm aZna2n+1 =
n—w

. 3
lim e, 0,105, =
n—oo

. 4
!]EE]O ﬂAnﬂ4n+1ﬁ4n+2ﬂ4n+3 = ﬂ



: 2 3 4
10. Sucesiones para a”,a”,

Sea I la sucesion definida por:

M5 = 2rn+4 I tlhot 2r-n+1 +,

L=n=r=r=0r=1

Se tiene:
lim-—o = o2
Al AV
Sea S, la sucesion definida por:
Spus =3S,.4 —2S,,3+4S,.,+3S,,, +

Sy=5=5,=5=05s,=1

Se tiene:

Sea t, la sucesion definida por:
tn+5 = 5tn+4 - 2tn+3 +1Otn+2

t,=t, =t,=t,=0,t, =1

Se tiene:

.t

lim— = g*

n4)00t
n+1

n

+3t,,, +t,

11. Algunas férmulas para pi

7= 4tan’1(a2)+4tan’1(a3)
7 =4tan(p)+4tan(p*)

r=4 " a™
—=n+l




donde

Coyzo =—(Cpug +Cpis +C,) ,NeNU{0}

n+4

¢, =0,¢,=2,c,=3,¢,=0,¢c,=0,c,=-2,¢,=0,¢c, =0,¢, =-3,¢, =2

7[:4 . Cn ﬁn+l
—n+1

donde

Coito =—(Coig +Cri2 +C,) ,NeNU{0}

¢,=1c¢ =0,c,=-1c,=4,c,=1c,=0,c,=-1c¢,=0,c;=1¢,=0

© 5 n+6
r=4Y ca™’ 2 + Sa + Sa +2a
s n+2 n+3 n+7 n+8

donde

Coizo =—(Cpig +Cpis +C,) ,NeNU{0}

n+4

¢, =1¢ =0,¢c,=0,¢c,=0,c,=-1,¢,=0,c,=-1¢,=0,¢c;,=1,¢,=0

7r=4icnﬂn”( L 45 4B j

n+l n+4 n+6 n+9

donde

Coyzo =—(Cpus +Cp2 +C,) ,NeNU{0}

n+2

¢, =1¢ =0,¢c,=-1c,=0,¢c,=1c,=0,c,=-1,¢c, =0,¢,=0,¢c,=0

1 3a 3’ ab

T = 42 (_1)” a4n+2k+2 + n n
0o ko 2n+k+1 4n+2k+3 4n+2k+7 2n+k+4

7z=4i(—1)ncnﬂ2n+l( ! + 2f° + 2f° + Iix J

2n+1 n+2 n+3 2n+9

donde

|



7r=4sinl[ '_1fﬂ2J+4Sinl[ '_1645’8}

(Ve O ()

= 42 12n+2 )n a n
6n+1 4n+1 6n+3 4n+3 6n+5

eogy gl L P NG A A s
parc 8n+1 8n+3 2n+1 8n+5 8n+7

i r
z:Ilm(tanl( n j+tan1£ > D
4 n—ee rn+l Sn+1

donde r, y s, se definen por (39) y (42).

Z Zlim tan™(B,)+tan™ fy
4 o tn+l

donde B, y t, se definen por (22) y (45).

e 4I2X+3X +3x° +2x’ dx
1+x 1+x)
T1+4x +45° + %8 d
0 l+x 1+x)
2X+3x% +3x° 4+ 2x’
”_41;L (1+x)(1+x) X
1+4x3 +4x° + X8
”“ﬂ,fﬁ T ) e)
¢ 2X+3x% +3x°% + 2x’
_2;[ (1+x)(1+x) ox
dx

1raxd +4x° +x8
T = 2_[
) 1+x 1+x)

dx

e TZX+3X +3x°% +2x’ dx = Tl+4x +4x° +x8
0 0

1+x 1+x l+x 1+x)

|

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)

(77)



12. Raices del polinomio p(z)=z°>+23+2z°-1=0

a =0.699737...

p(z}=zj+23+z:—1=ﬂ
1.57

o

*  raices de p(z)=0 — |74 =1 |

Observacion: |Zl|:|71|>1,|22|=|72|<1 .

7, =0.380122...+ i x1.290554...
p(2)=2"+2°+2°-1=0={ 7, =0.380122...— i x1.290554...

z, =-0.729991...+ix0.506621...
7, =-0.729991...—ix 0.506621...

(78)



13. Raices del polinomio q(z)=z"+2*+2z-1=0

S =0.667960...

q(z}=zi+z4+z—1=ﬂ
1.57

*  raices de q(z)=0 —— |4 =1 |

Observacion: |W1| = |V_\Il| <1, |W2| = |V_V2| >1 .

w, =0.327319...+ix0.849777...
q(2)=2"+2'+2-1=0={ W, =0.327319...—x0.849777...
w, = —1.161299...+ix0.675809...
W, = —1.161299...—ix0.675809...

(79)



14. Re(p(x+iy)) , Im(p(x+iy))

Sea p(z)=2"+2%+12° -1, se tiene:

Re(p(x+iy)) = x> —10x°y* +5xy* + x* =3xy* + x* —y* -1 (80)
Im(p(x+iy)) =5x*y —10x°y> + y° + 3x>y — y* + 2xy (81)
{Re(p(x+iy)) =0} N {Im(p(x+iy)) =0} ={@,2,7,2,,Z,} (82)

03

/1

(pliy+x)) =0

el
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15. Re(q(x+1y)), Im(q(x+iy))
Sea q(z)=z°+2"+2-1, se tiene:
Re(q(x+iy)) = x> —=10x’y* +5xy* + x* —6x°y* +y* +x -1
Im(q(x+iy)) =5x*y —10x?y® + y° +4x°y —4xy* +y

{Re(q(x+iy)) =0} n{Im(q(x+iy)) =0} = { B, w;, W,, W,, W, }
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16. Método de Newton para las raices de la ecuacion:

2°+22+72°-1=0

4% +2X3 + X2 +1 :
=—" 5 X =1=1limx, =a
SX, +3X; +2X, N0

n+1

4x2 + 2%+ X2 +1 1. .
=—" 5 X ==—+i=Ilimx, =z
oX, +3X; +2X, 2 N>

n+1

5 3 2
A +2X + X+l

1. . -
X =——I=Ilimx =7

" Bx* 3% +2x, 2 N
4x° +2x3 + X2 +1 10 .
L= > X =——+—=limx, =2,
SX, +3X; +2X, 2 2 o
A+ X+ 1 i

= X =————=Ilimx, =7,
5x* +3x% +2X. 2 2 Tnow " 2

n+1
17. Método de Newton para las raices de la ecuacion:

2°+72*+2-1=0

4x° +3x4 +1 )
X == 5 X =1=limx, =4
oX: +4x° +1 n—o

X _ A 435 +1 x1—1+i:Iimx =W,
"B A+l T 2 e "

A +3x +1 X1_1 i limx. =
"B A+l T 2 e T

—4X§+—3X:+1 Xl—_l+l:>|imx =W
5x!+4x3+1 2 ot T2

n+1

4x° +3x" +1 i _
X == X =—l-—=limx =W,
oX. +4X° +1 2 o
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18. Fractales asociados a la funcién p(z)=z°+2*+2*-1
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20. Recurrencia lineal para z,

Sea Y, la sucesion definida por:

Yoos =(5+5i) V... —(1+20i)y,,, —(18—-23i)y,,, +(22—4i)y,,, —(5+4i)y,

Yo=Y.=Y,=Y¥;=0,y,=1

Se tiene:

Iim[ it y“+1j=-1—i+|imhzzl

n—ow yn

21. Recurrencia lineal para z,

Sea Y, la sucesion definida por:

Yoes =—(10+5i)y,., —(31+40i)y,., —(27+113i)y,.,
+(22-134i)y,., +(34-56i)y,

Yo=Y1=Y, = Y3:O'Y4:1

Se tiene:

Iim(2+|+y“”j 24i+limdrt =7

n—o0 yn nN—oo yn

22. Recurrencia lineal para W,
Sea Y, la sucesion definida por:
Yoes =(4+50) Y., +(4-16i)y,., —(20-8i)y,., +(11+8i)y,, +(2-3i)y,
Yo=Yi=Y,=Y,=0y,=1

Se tiene:

Iim[ i+ yn+1j_—1—i+|imM=w1

n—oo yn

23. Recurrencia lineal para W,
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(102)
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Sea Y, la sucesion definida por:

Vs =—(6—51) Y, —(4—24i)y,., +(20+32i) y,., +(27+8i)y,., +(8-3i)y, (105)

y0:yl:y2:y3:o’y4:1

Se tiene:

|im[1-i+hj=1—i+|imhzw2
n—oo yn nN—o0 yn
24. Otras formulas

- Cn n+l
T
n=0

donde ¢, se definen por (51) y z, por (78).

S n+l
=4 ——w"
—n+l

donde ¢, se definen por (54) y w, por (79).

25. Graficos de las sucesiones «a, y f,

0.59

(106)

(107)

(108)

(109)



0.8

0.6+

0.4+

—p..r=0.30
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