*Manuscript

Click here to view linked References

Démonstration Complete de la Conjecture de BEAL -
Suivie d’Exemples Numériques

Abdelmajid Ben Hadj Salem, Dipl.- Ing.
6,rue du Nil, Cité Soliman Er-Riadh, 8020 Soliman, Tunisia.t

Abstract

In 1997, Andrew Beal [I] announced the following conjecture : Let A, B, C, m,n,
and | be positive integers with m,n,l > 2. If A™ + B® = C' then A, B,
and C have a common factor. We begin to construct the polynomial P(z) =
(x— A™)(z — B")(z +C") = 23 — pr + ¢ with p, ¢ integers depending of A™, B"
and C*. We resolve z® — pz + ¢ = 0 and we obtain the three roots z1, z2, 3
as functions of p,q and a parameter @. Since A™, B™, —C"! are the only roots
of 23 — px + ¢ = 0, we discuss the conditions that z,z, 23 are integers. Four

numerical examples are given.

Résumé

En 1997, Andrew Beal [I] avait annoncé la conjecture suivante : Soient
A, B,C,m,n, et |l des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si A™ + B* = (C!
alors A, B, et C ont un facteur en commun. Nous considérons le polynoéme
P(z) = (z — A™)(z — B")(z + C') = 23 — px + q avec p,q des entiers qui
dépendent de A™, B™ et C'. La résolution de 2* — pxz + ¢ = 0 nous donne les
trois racines x1,Zs,r3 comme fonctions de p,q et d’'un parametre 6. Comme
A™ B" —(C'! sont les seules racines de 23 — pz + ¢ = 0, nous discutons les condi-
tions pour que x1, o, x3 soient des entiers. Quatre exemples numériques sont
présentés.
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convenient numbers, diophantine equations.

2010 MSC: 11AXX; 11D41.

A mon épouse Wahida,

mes enfants Senda et Mohamed Mazen

1. Introduction

En 1997, Andrew Beal [I] avait annoncé la conjecture suivante :

Conjecture 1. Soient A, B,C,m,n, et l des entiers positifs avec m,n,l > 2.
Si :

A™ 4+ B" = C! (1)
alors A, B, et C ont un facteur commun.

Dans ce papier, nous allons donner une démonstration de la conjecture de Beal.
Notre idée est de considérer un polynéme P(z) de troisieme degré ayant comme
racines les nombres A™, B® et —C! en tenant compte de la condition (1)). Le
papier est organisé comme suit : dans la section 2, nous exprimons les racines
de P(x) = 23 —px+q = 0 en fonction de deux parametres p, f qui dépendent de
A™ B" et C'. Les sections 3,4 et 5 représentent la partie importante du papier,

4 0
nous obtenons que A%*™ = §0052§. Comme A?™ est un entier, il s’ensuit que

00322 doit étre écrit comme une fraction % ol a, b sont deux entiers positifs non
nuls copremiers. Nous discutons alors les conditions de divisibilité de p, a, b telles
que Pexpression de A?™ soit un entier et que a, b restent copremiers. Suivant les
cas étudiés, nous obtenons que A, B, C' aient ou non un facteur commun. Dans
la section 6, quatre exemples numériques sont présentés et nous finissons par la

conclusion en section 7.

1.1. Cas trivial

Nous commencons avec le cas trivial ou A™ = B™. L’équation devient :

24™ = C! (2)
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Comme [ > 2, nous déduisons facilement que 2 est un facteur commun. La

conjecture est vérifiée.
Nous supposons dans la suite que A™ > B".

2. Calculs Préliminaires
Nous supposons la donnée de m,n,l € N* > 2 et A, B,C € N* tels que :
A™ 4+ B = (C! (3)
Nous appelerons :
P(x) = (z — A™)(z = B")(z + C") (4)
Utilisant I’équation (3), P(z) peut s’écrire :
P(z) = 2* + 2[A™B" — (A™ + B")?] + A™B"(A™ + B") (5)
Nous introduisons les notations :
p=(A"+B")? - A™B"; q¢q=A"B"(A™+ B") (6)
Comme A™ # B™, nous obtenons p > 0. L’équation devient :
P(z)=2® —pr+q (7)

en utilisant 'équation ([{), P(z) = 0 a trois racines réelles différentes : A™, B"

et —C'. Maintenant, résolvons 'équation :
Px)=2®—pr+q=0 (8)
Pour résoudre , posons :
r=u+v; a=A"B">0; A= (A4 B")? (9)
Alors P(x) = 0 donne les deux conditions sur u et v :

u 0P =—q; ww=p/3>0 (10)
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Alors u? et v? sont solutions de ’équation du second degré :
X% +gX +p*/271=0 (11)

Son descriminant A s’écrit :

27¢% — 4p? _ A

A=q—4p*/27 =
¢ A/ 27 27

avec :

A =27¢* — 4p® = 270%6 — 4(B — )?

Comme «a # 0, nous pouvons aussi re-écrire I’équation précédente comme :

3
Aa3<2764(ﬂl)>
[0 Q

Nous appelons t le parametre é, A devient :
a
A =a?27t —4(t—1)3)

Notons :

y=y(t) =27t — 4(t — 1)3 (12)

Comme a > 0, le signe de A est aussi le signe de y(t). L’étude du signe de la
fonction y montre que y < 0 pour ¢ > 4. Dans notre cas, nous sommes intéressés
at > 0. Pour ¢ = 4, nous obtenons y(4) = 0 et pour ¢ €]0,4], y > 0. Comme

nous avons t = g > 4 parce que A™ # B" :
(A™ —B™)? > 0= = (A™+ B")? > 4a = 4A™B" (13)

Alors y < 0 = A < 0 = A < 0. Alors I’équation n’a pas de racines
réelles u? et v3. Retrouvons les solutions u et v avec © = u + v un réel positif

ou négatif et u.v = p/3.

2.1. Démonstration

DEMONSTRATION. Les solutions de 1’équation ((11)) sont :

_ —q+ivV-A Xy =X = —q —ivV—-A

X
1 2 ) 1 2
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Nous devons résoudre :
uB — —q+ivV—A W —q—iv/—A
2 ’ 2
Ecrivons X, sous la forme X; = pew avec :

Vi —A V-A
a = p\/f?; sind = ——— > 0; cosl = L 9 (14)
2 3v3 2p 2p

alors 0 [27] €] + g, +[, soit :

s T 0 =« 1 0 V3
—<f< = —-<-<-=>_-<cos; < — 15
2 T <3373 3% (15)
et :
1 0 3
1< 00525 <3 (16)
d’ott expression de X5 : Xy = pe™*?. Posons :
. —14+1iv3 2n
u=re; et j= %[ =% (17)

avec j est une racine complexe cubique de I'unité, alors les solutions u et v sont :

up = ret¥n = \3/56’%

up = re'z = Ypjeit = Ypel T (18)

Uz = re¥s = \3/5]'2@2% = \fi/ﬁei%eJri% = \?’/ﬁel 3
et similairement :

vy =re” W = f/ﬁe*i%
vy = re” W2 = \S/Ejze_i% = \?/ﬁei%ﬂe_i% = \S/Eeihi;e (19)
2w —6

v3 =re” W8 = {"/ﬁje_i% = Ype'

Nous devons choisir uy et vy, tels que ug + vy, soit réel. Dans ce cas, nous avons

nécessairement :

V1 =Ur; V2 =Up; U3 = U3
Nous obtenons comme solutions réelles de 1’équation (8] :
) 0
T =uy vy = 23/,50055 >0

Ty = g + vy = 2/peos B = —/p (cos§ + v/3sin§) <0 (20)
3 = uz + v3 = 2/peos T = 3/p (—cos? +/3sin8) > 0
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Comparant les expressions de x; et x3, nous obtenons facilement x; > x3.
Comme A™, B et —C" sont les seules solutions réelles de , nous considérons,

comme A™ est supposé supérieur a B"™, les expressions :

0
A" =z =u; +v; = 2\3/ﬁcos§

0+4 0 4
B" = T3 = Uz + v3 = Q\S/ECOS _; T = \3/5 (_6083 + \/§SZ’I’L3> (21)

0+2 0 0
—Cl=xy=ug+vy = 2¢/pcos t’) T_ —/p (0033 + \/gsin?))

3. Préambule de la Démonstration du Principal Théoréme

Théoréme 1. Soient A, B,C,m,n, et l des entiers positifs avec m,n,l > 2.
Si :
A"+ B" = (" (22)

alors A, B, et C' ont un facteur commun.

, 0 . 0
DEMONSTRATION. A™ = 2\3/ﬁcos§ est un entier = A*™ = 44/ p20032§ est un

entier. Mais :
Y=L 23
pP=3 (23)

Alors :

0 0 4 0
A% = 4Wcoszg = 42.00525 = p.§.0082§ (24)

0
Comme A?™ est un entier, et p est un entier, alors 0032§ doit étre écrit sous la

forme :

,0 1 ,0
COS™ — = — ou Cos - =

3 b 3

(25)

Sl S|

avec b € N*, pour la derniére condition a € N* et a,b copremiers.

Notations : dans la suite du papier, les scalaires a, b, ..., z, , 3, ..., A, B, C, ...
et A, ®, ... représentent des entiers positifs sauf les parametres 6, p, ou ceux men-

tionnés dans le texte, sont des réels.
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0 1
3.1. Cas 0052§ = 5

Nous obtenons :

4 0 4.p
2m __ o * 27 _
A" = p-3.c08"g = oo (26)

1 0 3 1 1 3
Commei<0052§<iz>i<5<Z:>b<4<3b:>b:1’2’3'

3.1.1. b=1

b=1= 4 < 3 ce qui est impossible.

3.1.2. b=2

4 2.

%:?:>3|p:>p:3p/avecp’7é1parceque3<<p,
nous obtenons :
A2 = (A™)2 = %p =29 = 2p = p/ =2%p?
avec 2tp;, a+1=28
Am = 2Pp, (27)
Br(C = W (3 — 40052§> =p =27 (28)

De I’équation , il s’ensuit que 2|A™ = A = 27A;,i > 1 et 21 A;. Par suite,
nous avons § = i.m = im. L’équation entraine que 2|(B"C') = 2|B" ou
2|C.

Cas 2|B". : Si 2|B" = 2|B = B = 2/ B, avec 2t B;. L’expression de B"C'
devient :

B?Cl _ 22im—1—jnp%
- Si 2im — 1 —jn > 1, 2|C' = 2|C en accord avec C! = 2/ AT 4 2" B et la
conjecture (|1)) est vérifiée.

- Si 2im—1—jn < 0= 2{C", d’ott la contradiction avec C! = 2!™ A" +2/" B},

Cas 2|C'. : Si 2|C! : de la méme maniere traitée ci-dessus, nous obtenons les

meémes résultats.
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3.1.3. b=3

9 41 4p , ,
b:3:>Am:p.§.§:§:>9|p:>p:9p avec p' # 1 comme 9 < p
alors A?™ = 4p’. Si p’ est premier c’est impossible. Nous supposons que p’ est
non premier, comme m > 3, il s’ensuit que 2|p’, d’out 2|A™. Or B"C! = 5p’ et
2|(B"CY). En utilisant la maniere traitée du cas b = 2, nous obtenons les mémes

résultats.

[ a
3.2. C > 1, cos’= = —
as a CcOoS 3 b

Nous avons donc :

00522 = %; AP — p%.cosgg = 4;;)@ (29)
ou a, b vérifient I'une des deux conditions :
’ {3la et bl4p} ‘ ou ’ {3]p et bldp} ‘ (30)
et en utilisant 1’équation , nous obtenons une troisieme condition :
b<4a < 3b (31)

i om _ g8/ 320 _ P 20 :
Pour ces conditions, A™ = 43/p?cos*3 = 43.005 3 est un entier.

Etudions alors les conditions données par I’équation dans les deux sections

suivantes.

4. Hypothese : {3la et b|4p}

Nous avons donc :

3la = 3a’ e N* / a = 3d (32)
4.1. Casb=2 et 3|a :
A2 g'éerit
4p 0 4pa 4p a 2.p.a
e
33730 327 3 (33)
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En utilisant ’équation , A?™ devient :

2.p.3a’
AP = p3 Y —opd (34)

9 !
mais coszg = % =5 > 1 ce qui est impossible, d’ou b # 2.

4.2. Casb=4 et 3|a :

A?™ g’éerit

4.p 0 4pa 4pa pa p3a
A = Lo’ = L — = X =2 = = 35
33730 34 3 3 P (35)
2
3.a/ V3 3
2 /
R - = — 1
et cos ; 1 <<2> 1—e< (36)
ce qui est impossible. Alors le cas b = 4 est impossible.
4.3. Casb=p et 3|a :
Nous avons :
0 3a’
0032§ =3 = i (37)
et :
0  4p 3d
AP = 5 COS2§ = gp% =4a’ = (A™)? (38)
Ja” /al _ a772 (39)
et B"Cl=p— A =b—4d =b—4a"? (40)
Le calcul A™B™ donne :
3 .20
AMB™ = pgsm? —2a’
3 .20
ou A™B"+2d = pgsmg (41)

3 .20
Le membre a gauche de est un entier et p aussi, alors 2%52’713 s’écrit

sous la forme :

V3 .20 Ky

ol ki, ko sont deux entiers copremiers et ka|p = p = b = ko.k3, k3 € N*.
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** A-1- Nous supposons que k3 # 1, nous obtenons :
A™(A™ 4 2B") = ky ks (43)

Soit 1 un entier premier avec u|ks, alors ulb et u|A™(A™ + 2B™) = u|A™ ou
ul(A™ + 287,

HOA-1-1- Siop|A™ = plA et p|AP™, mais A2 = 4d/ = pldd = (p =2

mais 2|a’) ou (u|a’). Alors ula d’olt la contradiction avec a,b copremiers.

*KA-1-2- Si p|(A™ +2B") = 1 A™ et pt2B™ alors pu # 2 et pt B™. Nous

écrivons p|(A™ + 2B™) comme :
A™ +2B" = p.t’ (44)
Il s’ensuit :
A™ 4+ B" = ut' — B" = A*™ 4+ B*" 1 2A"B" = 1*t"”* — 2t uB" + B*"
En utilisant ’expression de p :
p=t?u* - 2B "+ B"(B" — A™) (45)

Comme p = b = ko.kg et ul|ks alors p|b = Ju’ et b = pp’, ainsi nous pouvons
écrire :

p'p=p(ut” = 2t'B") + B"(B" — A™) (46)

De la derniere équation, nous obtenons p|B™(B"™ — A™) = u|B™ ou p|(B™ —
A™).

** A-1-2-1- Si p|B™ ce qui en contradiction avec ut B™.

** A-1-2-2- Si p|(B™ — A™) et utilisant u|(A™ + 2B™), nous arrivons A :

pu|B™
w3B™ ¢ ou (47)

p=3

10
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** A-1-2-2-1- Si p|B™ = p| B c’est la contradiction avec u t B citée ci-dessus.

** A-1-2-2-2- Si p = 3, alors 3|b, mais 3|a alors la contradiction avec a, b copre-

miers.

** A-2- Nous assumons maintenant k3 = 1, alors :

AQm + 2AMB" — kl

b=ko
—2\/§5m2—0 = @
3 3 b

Prenons le carré de la derniere équation, nous obtenons :

4 520 K}
3 3 B2

Finalement :

mais @’ = a”2, alors p — a est un carré. Soit :

M=p—a=b-a=b-3a"" = N +3a"?=b

L’équation devient :

L2072\ = ki = ki = 4a” A

en prenant la racine carrée positive, mais k; = A™(A™+2B™) =

par suite :

A™ 4+ 2B" =2) = A =a’ + B"

(51)

(52)

(53)

QCL” (Am_|_2Bn)’

(54)

#* A-2-1- Comme A™ = 20" = 2|A™ = 2|A = A = 2!A;, avec i > 1 et

2t Ay, par suite A™ = 2a” = 2 AT = a” = 2"M"LAT or im > 3 = 4[a”.

11
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Comme p = b = A*™ + AMB" + B?" = \ = 2im~1 A™ 4 B" Prenons son carré,
d’ou :

)\2 _ 22im72A%m + 27,mA11an + B2n

Comme im > 3, nous pouvons écrire \?> = 4\; + B?" = \? = B?"(mod 4) =
A2 = B?" = 0(mod 4) ou \? = B?" = 1(mod 4).

#* A-2-1-1- Nous supposons que A2 = B?" = 0(mod 4) = 4|\ = 2|(b — a).
Or 2|a car a = 3a’ = 3a”? = 3 x 22(m=1D AI™ ot im > 3. Par suite 2|b, il en

résulte la contradiction avec a,b copremiers.

** A-2-1-2- Nous supposons maintenant que \> = B?" = 1(mod4). Comme
A™ = 2im=LAM ot jm — 1 > 2, d’ott A™ = 0(mod 4). Comme B?*" = 1(mod 4),
alors B™ ne peut étre que B” = 1( mod 4) ou B" = 3( mod 4) ce qui donne dans

les deux cas B"C! = 1(mod 4).

Nous avons aussi p = b = A*™ 4+ A™B" + B?" = 44’ + B".C' = 4a”%+ B"C"
soit B"C! = X2 —a”% = B".C', par suite A\, a” € N* sont solutions de I’équation
diophantine :

2 —y? =N (55)

avec N = B"C' > 0. Soit Q(N) le nombre des solutions de (55 et 7(N) le
nombre de fagon d’écrire les facteurs de NN, alors nous annoncons le résultat
suivant concernant les solutions de (55 (voir théoréme 27.3 de [2]) :

- si N =2(mod 4), alors Q(N) =0;

-si N=1ou N = 3(mod4), alors Q(N) = [7(N)/2];

- 81 N = 0(mod 4), alors Q(N) = [7(N/4)/2].

Soit (u,v), u,v € N* un autre couple solution de I'équation (55)), alors
u? —v? = 22 —y?> = N = B*"C', mais A\ = z et a” = y vérifie ’équation
(b4) soit © —y = B™, par suite u,v vérifient aussi u — v = B"™, ce qui donne

u—+v=C par suite u =z =\ =a” + B" et v = a”. Nous avons démontré

12
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I’unicité des solutions de 1’équation avec la condition z — y = B™. Comme
N = B"C! = 1(mod4) = Q(N) = [r(N)/2] > 1. Or Q(N) = 1, d’ot la

contradiction.
Alors le cas k3 = 1 est impossible.

Vérifions la condition donnée par b < 4a < 3b. Dans notre cas, la condition
devient :

p<3A%™ < 3p avec p= A>"+ B+ A"B" (56)

et 3A%2™ < 3p = A?™ < p est donc vérifié. Si :

?
=

p <34 — 24?™ _ A™B" — B> >0
En étudiant le signe du polynéme Q(Y) = 2Y? — B"Y — B2" et en prenant
Y = A™ > B", la condition 24%™ — A™B™ — B?" > ( est vérifiée, par suite, la

condition b < 4a < 3b est vraie.

Dans la suite du papier, nous vérifions facilement que la condition b < 4a < 3b

implique a vérifier A™ > B"™ ce qu’est vrai.
4.4. Casblp= p=0bp',p/ >1,b#2,b#4 et 3|a :

4.b.p'.3.d/
_ dbp3a 4.p'd (57)

4.p a
2m el
A 3°b 3.b

Calculons B*"C' :

B"C! = {/p? (332’7122 - 60820> =/ <3 - 4cos2§> (58)

3

3.a' )

20 _
3 b

mais v/p? = g d’ol en utilisant cos

, a 4.a'
B"C! = {/p? (3—400522) = g (3—43; ) =p. (1— ba ) =p/(b—4a’)

13
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Comme p = b.p/, et p’ > 1, nous avons alors :

B"C' = p/(b— 4d") (60)

et AP =49 .d (61)

** B-1- Supposons que p’ est premier, d'ott A>™ = dap’ = (A™)? = p'|a. Or
B C! = /(b — 4a’) = p/|B" ou p/|C".

** B-1-1- Si p/|B" = p'|B = B = p' B avec B; € N*. Par suite : p" "1 BFC! =
b—4d’. Orn > 2 alors (n—1) > 1 et p'|d’, d’ott p’|b = a et b non copremiers,

d’ou la contradiction.

#* B-1-2- Si p/|C! = p|C. La méme méthode utilisée ci-dessus, nous obtenons

le méme résultat.

** B-2- Nous considérons que p’ n’est pas un nombre premier.

*% B-2-1- p/, a sont supposés copremiers : A?™ = dap’ = A™ = 2a’.p; avec
a=a"”etp =p?, donc a’,p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.p; alors
2|a’ ou 2|p;.

¥ B-2-1-1- 2|a’, alors 2|a’ = 2 { p;. Mais p’ = p?.

** B-2-1-1-1- Si p; est premier, c’est impossible avec A™ = 2a/.p;.

** B-2-1-1-2- Supposons que p; est non premier, il s’écrit sous la forme p; =

w™ = p’ = w?™. Par suite B"C! = w?™ (b — 4d’).

#% B-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C!) = w|B"

ou w|C?.

14
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#* B-2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w’/B; avec w { By, d’ott BP.C! =

W= (b — 4a’).,

#* B-2-1-1-2-1-1-1- Si 2m — n.j = 0, nous obtenons B}.C! = b — 4a’ Comme
C' = A™ 4+ B" = w|C!' = w|C, et w|(b— 4a’). Or w # 2 et w est premier

avec ¢’ donc premier avec a, par suite w 1 b. La conjecture (1)) est vérifiée.

** B-2-1-1-2-1-1-2- Si 2m — nj > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, nous

avons w|C! = w|C et w|(b—4a’) et w{ a et wtb. La conjecture (1) est vérifiée.

#* B-2-1-1-2-1-1-3- Si 2m — nj < 0 = W™ ~2mBP.C! = b — 4a’. Comme w|C
utilisant C! = A™ 4+ B" d’on C = w'.C} = wni=2mthipn Ol = p — 4a’. Si
n.j —2m+h.l < 0 = w|B}C! par suite la contradiction avec w { By ou w { C;.
Donc sin.j —2m+ h.l > 0 et w|(b—4a’) avec w, a, b copremiers et la conjecture

(1) est vérifiée.
#¥ B-2-1-1-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si w|C".

% B-2-1-1-2-2- Maintenant, p’ = w?™ et w non premier, nous écrivons w = w{.Q
avec wy premier f Q et f > 1 un entier, et wy|A. D’ott B*C! = w2 mQ2m (b —

4a’) = w1 |(B"C') = w;|B" ou w|C".

** B-2-1-1-2-2-1- Si wy|B" = w1|B = B = w{Bl avec wy {1 B, d’ou

Br.Cl = w%mf_"jQQm(b —4d') :

#* B-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m — n.j = 0, nous obtenons BP.C! = Q2™ (b — 4a').
Comme C! = A™ + B" = w;|C! = w1|C, et wy|(b—4a’). Or wy # 2 et w; est
premier avec a’ donc premier avec a, par suite wy t b, donc wq 1 b. La conjecture

(1) est vérifiée.

** B-2-1-1-2-2-1-2- Si 2f.m—mn.j > 1, la aussi, avec le méme raisonnement, nous
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avons w|C! = w;|C et wq|(b—4a’) et wy { a et wy tb. La conjecture est

vérifiée.

# B-2-1-1-2-2-1-3- Si 2f.m —nj < 0 = w2 Br ol = Q2 (h — 4a).
Comme w; |C utilisant C! = A™+B" d'ot1 C = wi.Cy = wn-I—2m-fHhipn ol —
O2m(b —4a’). Sin.j —2m.f + h.l < 0 = w|B}C! par suite la contradiction
avec wy 1 By et wy 1 Cy. Donc si n.j —2m.f+h.l > 0 et wi|(b—4d’) avec wy,a,b

copremiers et la conjecture est vérifiée.
#¥ B-2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si w; |CL.
#* B-2-1-2- Si 2|p; : alors 2|p; = 2ta’ = 2{a. Or p’ = p?.

** B-2-1-2-1- Si p; est premier égal & 2, nous obtenons A™ = 4a’ = 2|a’, d’ou

la contradiction avec a, b copremiers.

** B-2-1-2-2- Donc p; est non premier et 2|p;, Comme A™ = 2apy, p; s’écrit
sous la forme p; = 2™ 1w = p/ = 227242 Par suite B"C! = 22 2?™ (h—

4a’) = 2|B™ ou 2|C".

# B2.1.2.21- Si 2|B" = 2|B, comme 2|4, par suite 2|C. De B"C! =
22m=2y2m(p — 4a') s'ensuit que si 2|(b — 4a’) => 2|b mais comme 2 { a, il n’y

aura pas de contradiction avec a,b copremiers et la conjecture (1)) est vérifiée.

#* B-2-1-2-2-2- Si 2|C!, de la méme maniere ci-dessus, nous obtenons les mémes

résultats.

** B-2-2- p/, a sont supposés non copremiers : Soit w un nombre premier tel que

wla et wlp’.

#¥ B-2-2-1- Supposons que w = 3. Comme A?™ = 4ap’ = 3| A, or 3|p’ = 3|p,
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comme p = A?™ + B* + AMB" = 3|B*" = 3|B, par suite 3|C! = 3|C.
Nous écrivons A = 3'A;, B = 3'B;, C = 3"C, avec 3 est copremier avec
Ay,By et Cy et p = 3%mAIm 4 32nipdn 4 gimtingmpBr — 3k g avec k =
min(2im, 2jn,im + jn) et 3 t g. Nous avons aussi (w = 3)|a et (w = 3)|p’ ce
qui donne a = 3%; = 3a’ = a’ = 3°tay, 3{ay et p = 3#p1, 3 1 p1 avec
A2 = 4a'p = 3HMAIM = 4 x 39 q1.p) = a+ p — 1 = 2im. Comme p =
bp’ = b.3"p; = 3*.b.p1. L’exposant du facteur 3 de p est k, exposant du facteur
3 du membre & gauche de ’équation précédente est p. Si 3|b c’est la contradiction
avec a, b copremiers. Donc, nous supposons que 3 1 b, et nous avons ’égalité des
exposants : min(2im,2jn,im + jn) = p en rappelant que a + p — 1 = 2im.
Mais B"C! = p/(b — 4a’) ce qui donne 3+ BICL = 3#p, (b — 4 x 3(@~Vay).
Nous avons aussi A™ + B" = C! donne 3™ AP + 3/"BP = 3"Cl. Posons

e = min(im, jn), nous avons € = hl = min(im, jn). Nous avons les conditions :

k = min(2im, 2jn,im + jn) = p (62)
a+p—1=2im (63)
e = hl = min(im, jn) (64)
3 BICY = 31py (b — 4 x 31 Vay) (65)

** B-2-2-1-1- a = 1 = a = 3a; = 3d’ et 31 a1, '"équation devient :
= 2im (66)

et la premiére équation s’écrit :

k = min(2im, 2jn,im + jn) = 2im (67)

- Si k = 2im, par suite 2im < 2jn < im < jn = hl = im, et p = 2im =
nj + hl = im + nj = im = jn = hl. Par suite 3|4, 3|B et 3|C et la conjecture
(1) est vérifiée.
-Si k =2jn = 2jn = 2im — 1 c’est impossible, un nombre pair ne peut étre
impair.

-Sik =im+jn < 2im = jn <imet k =im+jn < 2jn = im < jn =

im = jn = k = 2im = 2jn cas étudié ci-dessus et par suite 3|A, 3| B et 3|C et
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la conjecture est vérifiée.

¥ B22.1-2-a>1=a>2eta =3""la.

- Si k = 2im = 2im = pu, or p = 2im — « ce qui impossible.

-Si k=2jn =pu = 2jn = 2im — a. Nous obtenons 2jn < 2im = jn <
im = 2jn < im + jn, k = 2jn est bien le minimum de (2im, 2jn,im + jn).

Nous obtenons jn = hl < im et I’équation devient :
BYCL = pi(b—4x 30" Vay) (68)

La conjecture est vérifiée.

-Sik=im+jn < 2im = jn <imet k =im+jn < 2jn = im < jn =
tm = jn => k = 2im = 2jn ce qui donne des contradictions.

-Sik=1im+jn < 2im = jn < im et 2jn < im + jn = k ce qui est une

contradiction avec k = min(2im, 2in,im + jn).

** B-2-2-2- Nous supposons que w # 3. Nous écrivons a = w®a; avec wt ap et
p' = whpy avec w { p;. Comme A?™ = dap’ = 4w H.a;.py = w|Ad = A =
wiAy, wt Ay Or B"CU = p/(b—4a') = whpi(b — 4a’) = w|B"C! = w|B" ou
w|Ct.

#* B-2-2-2-1- w|B" = w|B = B = w/Bj et wt{ B;. De A™ + B" = C! =
w|C! = w|C. Comme p = bp! = whbp; = wh(W?m-kAZm 4 2in-kp2n 4
wimtin=k Am BnY avec k = min(2im, 2jn,im -+ jn). Par suite :

- Si p =k, alors w1 b et la conjecture est vraie.

- Si k > p, alors wlb, or w|a d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

- Si k < p, il s’ensuit de :
w“bpl — wk(WZimka%m + w2jn7kB%n + wim+jnka71nB7lz)

que w|A; ou w|B; ce qui en contradiction avec les hypotheses.
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¥ B-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = whC; avec w { C;. De A™ + B" =
C! = w|(C! — A™) = w|B. Par suite, nous obtenons les mémes résultats de

B-2-2-2-1- ci-dessus.

4.5. Casb=2p et 3|a :
nous avons :

a 3ad 5 4dp.a  4p 3ad’ , 9
3°0 2 5 32y 20 =AY la la

Alors 2|a et 2]b ce qui est en contradiction avec a,b copremiers.
4.6. Casb=4p et 3|a :

Nous avons :

0 a 3d 4p.a  4p 3d’
27:7:7 2m: — X277 /:Am2:772
CITY T % " 3ap WA =e

avec A™ =da”

Calculons A™ B™, nous obtenons :

A"B" = p—\/g sin% L p—\/g sm2—9 _a
3 77303 3373 2
A?m 3 . 20
A"B" 4 = p\Tf.smg (69)
soit :
2pv3 20
AP 4 2AT B = L?:fsmg (70)
2 26
Le membre a gauche de est un entier et p est un entier, alors gsmg
sera, écrit :
2V3 .20 Ik
rsin= = = 71
3 sin 3 s (71)
ou k1, ko sont deux entiers copremiers et kqo|p = p = ko.k3.
** C-1- Premierement, nous supposons que k3 # 1. D’ou :
AP L 2AMB" = kg ky (72)
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Soit p un entier premier et u|ks, alors u|A™(A™ + 2B™) = u|A™ ou u|(A™ +
2B").

4 C-1-1- Si pl(A™ = a”) = pl|(a”? = @) = p|(3d’ = a). Comme plks =
plp = p|(4p = b), d’olt la contradiction avec a,b copremiers.
** C-1-2- Si p|(A™ +2B") = pt A™ et pt2B™, alors :

w#2 et ptB" (73)
w|(A™ + 2B™), nous écrivons :

A" +2B" = pt’ (74)
Alors :

A™ 4+ B" = pt' — B" = A*™ + B*" + 24" B" = y*t”* — 2t'uB" + B*"
= p=t?u? - 2¢'B"u+ B"(B" — A™) (75)

Comme b = 4p = 4ko.k3 et p|ks alors plb = Iy’ tel que b = p.u’, nous
obtenons :

p o= p(4pt" — 8¢ B") + 4B™(B" — A™) (76)

La dernitre équation implique p|4B™(B™ — A™), mais u # 2 alors u|B™ ou
ul(B" — A™).

** C-1-1-1- Si p|B™ = c’est la contradiction avec (73).

** C-1-1-2- Si p|(B™ — A™) et en utilisant u|(A™ 4 2B™), nous avons :

p|B™
p3B" = ¢ ou (77)
p=3

** (C-1-1-2-1- Si p|B™ c’est contradictoire avec (73)).
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** (C-1-1-2-2- Si p = 3, alors 3|b, mais 3|a ce qui en contradiction avec a, b co-

premiers.

** (C-2- Nous assumons maintenant que k3 = 1, d’otut :

A% 4 9A™B™ = &y

p=ko

2v3 .20 Kk
Stn— = —

3 3 P

Prenons le carré de la derniere équation, nous obtenons :

4 5,20 Kk}
37T
1 0 .0 Kk}
f687,71270082* = 2L

Finalement :

mais @' = a”?, alors 4p — 3a’ est un carré. Soit :
N=4p—-3d =4p—-a=b—ua
L’équation devient :
a”?N =k =k =a’\
en prenant la racine carrée positive. Utilisant , nous avons :
ky = AT(A™ 4+ 2B") =a”(A™ +2B"™)

Par suite :
A™ 4+ 2B™ =\

Considérons maintenant que b — a = A\? = A2 + 3a”?2

(A, a”) est une solution de ’équation diophantine :
X?+3Y% =0

21
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avec X = Aet Y =a”. Or d’aprés un théoréeme sur les solutions de ’équation

donnée par (156)), b s’écrit (voir théoréme 37.4 de [3]) :
b= 225 X St_ptll .. .pf}gq%é‘l . qgs,. (87)

ou les p; sont des nombres premiers vérifiant p; = 1(mod 6), les g; sont aussi
des nombres premiers tels que ¢; = 5(mod 6). Alors, comme b = 4p :

-sit > 1= 3|b, or 3|a, d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

** (-2-2-1- Donc, nous supposons que p s’écrit sous la forme :

p = ptll .. .péﬂq?sl “e. qEST (88)

avec p; = 1(mod6) et ¢; = 5(mod6). Finalement nous obtenons que p =

1(mod 6). Vérifions alors si cette condition ne donne pas des contradictions.

Nous allons présenter le tableau des valeurs modulo 6 de p = A*™ + A™B"™ +
B?" en fonction des valeurs de A™, B"(mod6). Nous obtenons le tableau ci-

dessous :

A" B 0 1 2 3 4 5
0 01 4 3 41
1 1 3 11 3 1
2 41 0 1 4 3
3 311 3 11
4 4 3 41 0 1
5 11 3 11 3

TABLE 1: Tableau de p (mod 6)

#* (0-2-2-1-1- Cas A™ = 0(mod 6) = 2|(A™ = a”) = 2|(d’ = a”?) = 2|a,
or 2|b, d’ou la contradiction avec a,b copremiers. Tous les cas de la premiere

ligne du tableau [I] & rejeter.
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** (C-2-2-1-2- Cas A™ = 1(mod6) et B" = 0(mod6), d’out 2|B" = B" =
2B, alors p s’écrit p = (A™+ B')2+3B'? avec (p, 3) = 1, sinon 3|p, par suite 3|b,
or 3|a, d’olt la contradiction avec a, b copremiers. Donc le couple (A™ + B’, B')

est solution de I’équation diophantine :
2 +3y* =p (89)

la solution z = A™ + B’,y = B’ est unique vue que z — y vérifie z —y = A™.
En effet, si (u,v) un autre couple solution de , avec u,v € N*  alors nous

avons :

u? + 30t =p (90)

u—v=A" (91)

Dot u = v + A™, nous obtenons 'équation du second degré 4v? 4 20A™ —
2B'(A™ + 2B’) = 0 qui donne comme racine positive v1 = B’ = y, par suite
u =A™+ B’ = z. 1l en résulte que p dans a une représentation unique
sous la forme X2 + 3Y?2 avec X, 3Y copremiers. Comme p est un nombre entier
impair, nous appliquons I'un des théoréemes d’Euler sur les nombres convenables
"numerus idoneus” (voir [],[5]) & savoir : Sin > 1 est un entier impair qui est
représenté de facon unique telle que n = 22 + 3y? avec x,y € N et x et 3y sont
relativement premiers, alors n est premier. Donc p est premier et I’écriture 4p est
unique (il suffit de poser U = 2u, v = 2v, avec U2 +3V2 =4dpet U -V = 24™).
Or b=4p = A\ +3a"% = (2(A™ + B’))?> + 3(2B’)? l'unicité de I’écriture de 4p

donne :

A=2(A"+ B') =2a" + B" = 24" + B" (92)

et o’ =2B' =B"=A" (93)

Or A™ > B"™, d’ou la contradiction.

** (C-2-2-1-3- Cas A™ = 1(mod6) et B™ = 2(mod6), d’out B" est pair, voir
C-2-2-1-2-.
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** (C-2-2-1-4- Cas A™ = 1(mod6) et B" = 3(mod6), d’out 3|B" = B" =
3B’. Nous pouvons écrire b = 4p = (2A™ +3B’)? +3(3B’)? = A\? + 3a”2. L'uni-
cité de I’écriture de b comme 2% 4 3y?> = A2 4+ 30”2 = a” = A™ = 3B’ = B",

d’ou la contradiction avec A™ > B™.

#* (0-2-2-1-5- Cas A™ = 1(mod6) et B" = 5(mod6), d’ott C! = 0(mod6),
donc 2|C!, voir C-2-2-1-2-.

** (0-2-2-1-6- Cas A™ = 2(mod 6) = 2|a” = 2|a, or 2|b, d’ou la contradic-

tion avec a,b copremiers.

#¥ (-2-2-1-7- Cas A™ = 3(mod 6) et B"™ = 1(mod 6), d’ott C! = 4(mod 6) =
2|C! = C' = 2", Nous pouvons écrire que p = (C' — B™)? + 3C'?, voir C-2-
2-1-2-.

** (0-2-2-1-8- Cas A™ = 3(mod6) et B™ = 2(mod6), d’ott B™ est pair, voir
C-2-2-1-2-.

** (C-2-2-1-9- Cas A™ = 3(mod6) et B™ = 4(mod6), par suite B" est pair,
voir C-2-2-1-2-.

¥ (0-2-2-1-10- Cas A™ = 3(mod6) et B" = 5(mod6), d'ott C! = 2(mod6),
donc 2|C!, voir C-2-2-1-2-.

** (C-2-2-1-11- Cas A™ = 4(mod 6) = 2|a” = 2|a, or 2|b, d’out la contradic-

tion avec a, b copremiers.

** (0-2-2-1-12- Cas A™ = 5(mod 6) et B™ = 0(mod 6), par suite B™ est pair,
voir C-2-2-1-2-.

#% (0-2-2-1-13- Cas A™ = 5(mod6) et B” = 1(mod6), d’ott C' = 0(mod6),
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donc 2|C!, voir C-2-2-1-2-.

#* (0-2-2-1-14- Cas A™ = 5( mod 6) et B" = 3( mod 6), d’ot1 C! = 2( mod 6) =
2|Ct = C! = 2C", p s'écrit p = (C' — B™)? + 3C"2, voir C-2-2-1-2-.

** (0-2-2-1-15- Cas A™ = 5(mod 6) et B™ = 4(mod 6), par suite B™ est pair,
voir C-2-2-1-2-.

Nous avons achevé 'étude de tous les cas du tableau[[]ayant tous des contra-

dictions.

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

4.7. Cas 3la et b=2p" b# 2 avec p'|p :
3la = a=3d",b=2p" avec p=k.p/, dolt :

_4p 4.k.p'.3.a/

42m 4.p a_
3°b 6p’

=2.k.a (94)
Calculons B"C! :

B*C' = {/p? <3$in20 — 00520> = <3 - 40052§> (95)

3 3
0 3.4
mais v/ p? = g d’ou en utilisant 0032§ = Ta :
. 0 3.a 4.a/
B"C = {/p? (3 — dcos? - — P34 ) =p (1= 22 = k(p' — 2d’)
3 3 b b

(96)

Comme p = b.p/, et p’ > 1, nous avouns alors :
B"C!' = k(p' — 2d) (97)
et A =2k.a (98)

** D-1- Nous supposons que k est premier.
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** D-1-1- Si k = 2, nous avons donc p = 2p’ = b = 2|b, mais A*™ = 4a’ =
(A™)?2 = A™ = 2a” avec a’ = a”?, par suite 2|a” = 2|(a = 3a”?), il en

résulte la contradiction avec a,b copremiers.

#* D-1-2- Nous supposons k # 2. De A?™ = 2k.a’ = (A™)? = k|a’ et 2|a’, d’olt
a = 2ka? = A™ = 2.k.a”. Par suite k|A"™ = k|A = A = k'.A; avec
i>letkt Ay K™MAT = 2ka” = 2a” = k"™~ 1AT. De B"C! = k(p' —2d') =
k|(B"C') = k|B™ ou k|C'.

** D-1-2-1- Supposons que k|B" = k|B = B = kJ.B; avec j > 1 et k { B.
Par suite k7~ 'BPC! = p/ — 2d’ = p’ — 4ka”?. Comme n > 3 = nj — 1 > 2,
d’ott klp’ mais k # 2 = k|(2p' = b), or kla’ = k|(3a’ = a). 1l s’ensuit la

contradiction avec a,b copremiers.
#* D-1-2-2- Si k|C! Nous obtenons le méme résultat.

** D-2- Nous supposons k est non premier. Soit w un nombre premier tel que

k = w®.ky, avec s > 1, w1 k1. Les équations (97H98]) deviennent :

B"C!' = w* ki (p' — 2d)) (99)

et AP =20 ki.d (100)
** D-2-1- Supposons que w = 2, nous avons alors les équations :

A% = 25 ! (101)

B"C' = 2% ki (p' — 2d)) (102)

** D-2-1-1- Cas : 2|a’ = 2|a, mais 2|b, d’ol la contradiction avec a,b copre-

miers.

#* D-2-1-2- Cas : 2t a’. Comme 2 { ky, ’équation (101)) donne 2|A%™ = A =

21 Ay, avec i > 1 et 21 A;. Nous déduisons que 2im = s + 1.
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** D-2-1-2-1- Nous supposons que 2 1 (p — 2a’) = 2 1 p’. De I'équation (102)),

nous obtenons que 2|B"C! = 2|B" ou 2|C! :

#* D-2-1-2-1-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/ B; avec 2t B; et
§ > 1, par suite BfC! = 2579k, (p' — 2d') :

- Si s —jn > 1, alors 2|C! = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2™ A +
2/" BT et la conjecture (1) est vérifiée.

-Sis—jn <0,de BPC! = 257"k (p' —2a') = 24 C', d’ott la contradiction
avec C! = 2im AT 4 2in BN — 2|CL.

% D-2-1-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si 2|C".
** D-2-1-2-2- Nous supposons maintenant que 2|(p’ — 2a') = p’ — 2a’ = 21.Q,
avec 11 > 1 et 21 Q. Nous rappelons que 21 a’. L’équation (102)) s’écrit :
B Cl = 25 .0 (103)

Cette derniére équation implique que 2|(B"C!) = 2|B™ ou 2|C".
** D-2-1-2-2-1- Supposons que 2|B" = 2|B => B = 2/B; avec j > 1 et
21 By. Par suite : BPC! = 25t1=i7 |k .Q)

- Si s+ p—jn > 1, alors 2|C! = 2|C, pas de contradiction avec C! =
2im AT 4 2in B2 et la conjecture (1)) est vérifiée.

-Sis+pu—jn <0,de BPC! = 25Tk Q = 24 C!, d’ott la contradiction
avec C! = 2im AT 4 2in BN — 2|CL.

#* D-2-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si 2|C".

** D-2-2- Nous supposons que w # 2. Nous avons alors les équations :

AP = 20° Ky . (104)

B"C' = w* ky.(p) — 2d) (105)
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Comme w # 2, de I’équation (104)), nous avons 2|(k1.a’). Si 2|a’ = 2|a, mais

2|b par suite la contradiction avec a, b copremiers.

¥ D-2-2-1- 2 t d et 2|k = k1 = 2*.Q avec u > 1 et 2 1 Q. De I'équation
(104)), nous avons 2|A?™ = 2|A = A = 2'A; avec i > 1 et 2 Ay, par suite
2im = 1 + p. L’équation (105 devient :

B"C! = w* 2".0.(p — 2d") (106)

De I'équation ([106)), nous obtenons 2|(B"C!) = 2|B"™ ou 2|C".
** D-2-2-1-1- Supposons 2|B" = 2|B = B = 2/ By, avec j € N* et 2{ Bj.

#* D-2-2-1-1-1- Nous supposons que 2 { (p’ — 2a’), alors nous avons BP'C! =
WE2HTINQ(p! — 2d') :

- Si p—jn > 1= 2|C' = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2™ A" +
27" BT et la conjecture (1)) est vérifiée.

-Sip—jn <0 = 2{C" d’ou la contradiction avec C! = 2im AT + 2i"Bn.

** D-2-2-1-1-2- Nous supposons que 2|(p' —2a’) = p'—2a’ = 2%.P, avec a € N*
et 21 P. Il s’ensuit que BFC! = ws2nta=inQ p .

-Sip+a—jn > 1= 2|C' = 2|C, pas de contradiction avec C! =
2im Am 4 2i" B et la conjecture est vérifiée.

-Si p+a—jn < 0= 2{C" d’ol la contradiction avec C! = 2i™ A" +2i" B7.

** D-2-2-1-2- Nous supposons maintenant que 2|C" = 2|C. En utilisant la

meéme méthode décrite ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

4.8. Cas 3|la et b=4p' b # 2 avec p'|p :
3la = a =3d, b =4p" avec p = k.p/, k # 1 sinon b = 4p, ce cas a été
étudié (voir paragraphe 7 alors nous avons :

4.p a 4.kp.3.d
A= 8 D= T kel 107
3 12/ “ (107)
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Calculons B*C! :

B"C' = {/p? <38in2§ — 00829> =/ <3 - 400822) (108)

3
. 3/ o p 5 N .1 20 3.0,/
mais {/p? = 3 d’ott en utilisant cos*s = -
. .a 4.0/
B"C' = {/p? 3—40052Q . 3_43a =p.(1- a =k(p' —ad’)
3 3 b b
(109)
Comme p = b.p/, et p’ > 1, nous avons :

B"C' = k(p —d) (110)
et A =k.d (111)

** B-1- Nous supposons que k est premier. De A?™ = k.a’ = (A™)? = k|d
et a’ = k.a”? = A™ = k.a”. Par suite k|A™ = k|A = A = k'.A; avec
i>1letk{A. K™AT = ka” = a” = k™ 1A, De B"C! = k(p' — d') =
k|(B"C') = k|B™ ou k|C'.

*¥ E-1-1- Supposons que k|B" = k|B = B = k?.B; avec j > 1 et k{ B;. Par
suite kI "1BrCl = p’ —a’. Comme n.j —1 > 2 = k|(p’ —d’). Or k|a' = k|a,

d’ott k|p’ = k|(4p’ = b) et on arrive a la contradiction que a, b sont copremiers.
** E-1-2- Supposons que k|C!, nous obtenons le méme résultat que si k|B".
** E-2- Nous supposons k est non premier.

** E-2-1- Supposons que k = 4 = p = 4p’ = b, c’est le cas déja étudié

ci-dessus.

** E-2-2- Nous supposons que k > 6 non premier. Soit w un nombre premier tel

que k = w®.ky, avec s > 1, w1 k1. Les équations (1105111 deviennent :
B"C' = w ki (p' — d) (112)

et AP =w'k.d (113)
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** E-2-2-1- Nous supposons que w = 2.

** E-2-2-1-1- Si 2|a’ = 2|(3a’ = a), mais 2|(4p’ = b), par suite la contradiction

avec a, b copremiers.
#* E-2-2-1-2- Nous avons 2 1 a’. De I’équation (113)), il s’ensuit que 2|A*™ =
2]A = A =2'A; avec 21 A; et :
Bncl _ 25k’1(p' _ a/)
** E-2-2-1-2-1- Supposons que 2 1 (p’ —a’), de I'expression ci-dessus, nous avons

2|(B"C") = 2|B™ ou 2|C".

¥ F-2-2-1-2-1-1- Si 2|B" = 2|B = B = 2/ B; avec 2{ By. Par suite BIC! =
2Zim=jnk, (p' —a’) :

- Si 2im — jn > 1 = 2|C' = 2|C, il n’a pas de contradiction avec C! =
2im Am 4 2Jn B et la conjecture (1)) est vérifiée.

- Si 2im — jn < 0 = 2 { C!, d’ou la contradiction avec C! = 2im AT +

20BN = 2|C!.

¥ F-2-2-1-2-1-2- Si 2|C! = 2|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-

dessus, nous obtenons les mémes résultats.

** E-2-2-1-2-2- Supposons que 2|(p' —a’). Comme 2t a’ = 2t p'. 2|(p/ —d') =
p'—a =2 P avec a >1et 2{P. L'équation ([112]) s’écrit :

B"C! = 25t p = 22mteg, p (114)

d’ou 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

#* B-2-2-1-2-2-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/ By, avec 2 { B;.
L’équation (114)) s’écrit BRC! = 22im+a—ing, p .
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- Si 2im +a — jn > 1 = 2|C! = 2|C, il n’a pas de contradiction avec
Cl = 2m AT 4 2ImBY et la conjecture (1)) est vérifiée.

-Si 2im+a—jn <0 = 21 C! dou la contradiction avec C! =
2im AT 4 2In B = 2|CL.

¥ F-2-2-1-2-2-2- Nous supposons que 2|C?* = 2|C. Utilisant la méme méthode

décrite ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

** E-2-2-2- Nous supposons que w # 2. Rappelons les équations :
AP = % ky.d (115)
B"C' = Wk (p' — d) (116)

** E-2-2-2-1- Nous supposons que w, a’ sont copremiers, donc w 1 a’. De I’équation

(115), nous avons w|A?™ = w|A = A = w'A; avec w{ A; et s = 2im.

** E-2-2-2-1-1- Supposons que w { (p’ — a’). De I'équation (116) ci-dessus, nous

avons w|(B"C!) = w|B" ou w|C".

¥ E-2-2-2-1-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/B; avec w { B;. Par suite
Bibcl — 22im—jnk1(pl _ a/) .

- Si 2im — jn > 1 = w|C! = w|C, il n’a pas de contradiction avec
C! = WM AT + WI" B} et la conjecture (1)) est vérifiée.

- Si 2im — jn < 0 = w { C!, d’ou la contradiction avec C! = wim AP +

wIn B = w|C!.

¥ BE-2-2-2-1-1-2- Si w|C! = w|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-

dessus, nous obtenons les mémes résultats.

** E-2-2-2-1-2- Supposons que w|(p’ —a’) = w 1 p’ sinon wla’. w|(p’ — o) =
p'—a =w*.P avec a > 1 et wt P. L’équation ([116) s’écrit :

B"C! = Wtk P = ¥k, P (117)
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d’ou w|(B"C") = w|B™ ou w|C".

#¥ E-2-2-2-1-2-1- Nous supposons que w|B" = w|B = B = w’/Bj, avec
w { By. L’équation s’écrit BpCl = 22im+a—ing, p .

- Si 2im+a —jn > 1 = w|C! = w|C, il n’a pas de contradiction avec
Cl = w™ AT + w"BY et la conjecture (1)) est vérifiée.

- Si 2im+a—jn <0 = w{ O dou la contradiction avec C! =

WA + WINBY = w|C!.

¥ F-2-2-2-1-2-2- Nous supposons que w|C! = w|C. Utilisant la méme méthode

décrite ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

*% F-2-2-2-2- Nous supposons que w, ¢’ ne sont pas copremiers, donc ¢’ = w?.a”

avec w { a”. L’équation (115 devient :
AP = ki = WPk a” (118)

Nous avons w|A?™ = w|A = A = w'A; avec w{ Ay et s+ [ = 2im.

** E-2-2-2-2-1- Supposons que w { (p/ —a') = witp = w{ (b = 4p'). De
I’équation (116, nous avons w|(B"C') = w|B" ou w|C".

¥ E-2-2-2-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/B; avec w { B;. Par suite
BRCl =279k (p' — d') :

-Sis—jn > 1= w|C! = w|C, il n’a pas de contradiction avec C! =
wWim AT 4 wIn BT et la conjecture est vérifiée.

-Sis—jn <0 = witCl dou la contradiction avec C! = w™AP +

win B = w|C!.

¥ F-2-2-2-2-1-2- Si w|C! = w|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-

dessus, nous obtenons les mémes résultats.
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¥ E-2-2-2-2-2- Supposons que w|(p’ —a’ = p' —wP.a”) = w|p’ = w|(4p’ =1b),

mais w|a’ = w|a. D’ou la contradiction avec a, b copremiers.

L’étude des cas du[4.8] est achevée.

4.9. Cas 3|a et bldp :
dp .0  4p3d

a = 3d’ et 4p = k1b. Comme A?™ = gcos 353 = k1o’ et BC!
0 0 0 ! k
B"C! = {/p? <3$in23 — 00323> = g (3 — 460823) = g (3 - 432) = Zl(b—éla')
(119)

Comme B"C! est un entier, on doit avoir 4|k, ou 4|(b — 4a’) ou (2|k; et 2|(b —
4a')).
*F-1-Siky =1=b=4p: cest le cas[L6

**PF-2-Siky=4=p=0>:clest le cas|4.3
**F-3- Sik; = 2 et 2|(b—4a’) : Dans ce cas, nous avons A?™ = 2a’ = 2|a’ =

2|a. 2|(b — 4a") = 2|b d’olt la contradiction avec a,b copremiers. Donc ce cas

est impossible.

** F-4- Si 2|k et 2|(b—4d’) : 2|(b—4a’) = 2|b = b = 2V et 2|ky = k1 = 2k]

avec k} > 2 et nous avons A*™ = 2kia’, B"C' =k —2d') :

#* F-4-1- Si k] est premier ;2, alors A?™ = 2k{a’ = 2|a’ = 2|a, or 2|b d’olt

la contradiction avec a, b copremiers, ce cas est impossible.
#* F-4-2- Si k] est non premier. De A?™ = 2kja’ = 2|(k}.d’). Si 2|’ = 2|a

d’ou la contradiction avec a, b copremiers, ce cas est impossible. Nous supposons

que 2|k, et 21, de B"C! = K, (V — 2a) = 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".
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#* F-4-2-1- Supposons que 2|B" == 2|B, comme 2|A par suite 2|C! = 2|C.
Alors la conjecture est vérifiée.

#* F-4-2-2- De méme, si 2|C!, nous arrivons & 2|B" = 2|B et nous obtenons

que la conjecture (|1)) est vérifiée.

** F-5- Nous supposons que 4|k; avec k1 > 4 = ki = 4k}, on a donc :
A?™ = Akha/ (120)
B"C' = k(b — 4d’) (121)

** F-5-1- Nous supposons kj est premier, de (120)), nous avons kb|a’. De (121)),
ky|(B"C!) = k4| B™ ou kb|CL.

% F-5-1-1- Supposons kj|B" = k4|B = B = k). By avec 8 > 1 et ki) | By.
Par suite, nous avons ky'’ !Bl = b — 4a’ = kj|b d’olt la contradiction avec

a,b copremiers. Donc ce cas est impossible.
#* F-5-1-2- Méme résultat si nous supposons que kj|C.
** F-5-2- Nous supposons que kf est non premier.

** F-5-2-1- Nous supposons que kj et a’ sont copremiers. De (120), k% s’écrit sous
la forme kj = ¢37.¢2 et q1 1 o et ¢ premier. B"C! = ¢37 .3 (b — 4a’) = ¢1|B"
ou q;|C".

** F-5-2-1-1- Supposons que q;|B" = ¢1|B = B = q:{.Bl avec q; 1 B1. Nous
obtenons BPC! = ¢ 1" q2(h — 4a’)

-Si2j — fn > 1= q|C' = ¢;|C mais C' = A™ + B"™ donne aussi ¢;|C.

- Si 2§ — f.n = 0, nous avons ByC! = ¢2(b — 4a’), mais C! = A™ + B™ donne
¢1|C par suite ¢1|(b — 4a’). Comme ¢y et a’ sont premiers alors g; 1 b.

-Si2j— fn<0= q|(b—4a") = qfbet C' = A™ + B" donne ¢|C.
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Dans les 3 cas précédents, la conjecture est vérifiée.
#* F-5-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si q;|C!.

** F-5-2-2- Nous supposons que kb et a’ non copremiers. Soit ¢; premier tel
que q1]k5 et gi|a’. Ecrivons kb sous la forme q{.qg avec q1 1 qa. De A?™ =
2kha' = q1|A*™ = q1|A. Par suite de B"C! = ¢lgo(b — 4a’) il s’ensuit que
@ |(B"CY) = ¢1|B" ou 1 |C".

** F-5-2-2-1- Supposons que q1|B" = ¢1|B = B = qf.Bl avec 8> 1et g 1
B;. Par suite, nous avons q?ﬁB{LCZ = ¢lqy(b—4a') = B,C! = q{fﬂﬁqg(b—éla/).
-Sij—nB > 1, alors ¢;|C! = ¢1|C, mais C' = A™ + B™ donne ¢;|C, donc la
conjecture est vérifiée.

- Si j —nB =0, nous obtenons B;C! = qo(b — 4a’), et q1|(b — 4a’) = q|b car
q1]a’ = q1|a d’ott la contradiction avec a,b copremiers.

-Sij—nf < 0= ¢|(b—4d") = g2|b, d’olt la contradiction avec a,b copre-

miers.
¥ F-5-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si nous supposons que q;|C".

¥ P-6- Si4d1|(b—4a’) et 41 k1 c’est impossible. Nous supposons maintenant

que 4|(b — 4a’) = 4|b, et b — 4a’ = 4%.g avec 4 1 g, alors nous avons :
A2m = k:la'
B"C' =k 4t g

**% F_6-1- Nous supposons que ki est premier. De A?™ = k;a’ il s’ensuit facile-
ment que ki|a’. De B"C! = k;.4'~1.g, nous obtenons que k;|(B"C!) = k{|B"
ou ]{1 |Cl

** F-6-1-1- Supposons que ki|B" — k1|B = B = k{.Bl avec j > 0 et
ki 1 By. Don k' BPC! = kpatlg = kP TIBRCE = 4171 g Orn > 3 et
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j > 1donc n.j—1 > 2. Par suite comme ky # 2 alors ki |g = k1|(b—4a’), mais

kila’ = k1]b d’ou la contradiction avec a,b copremiers.
#* F-6-1-2- Nous obtenons le méme résultat si ki |C.

** F-6-2- Nous supposons que ki est non premier, différent de 4 (cas deja vu),

avec 41 ky.

** F-6-2-1- Si ky = 2k’ avec k' impair > 1. Dot A?™ = 2k'a’ = 2|a’ = 2|a

mais 4|b par suite la contradiction avec a,b copremiers.

** F-6-2-2- Nous supposons que k; est impair avec ki et a’ copremiers. Ecri-
vons ki s’écrit sous la forme k1 = q{.qg avec q1 1 g2 et ¢p premier et j > 1.

BrC! = q{.q24t*19 = q1|B" ou ¢ |C".

** F-6-2-2-1- Supposons que ¢1|B" = ¢1|B = B = q{.Bl avec ¢ 1 B1. Nous
obtenons BIC! = ¢l I "gpat=1g.

-Sij— fn>1= q|C" = ¢:|C mais C' = A™ 4 B™ donne aussi ¢;|C.

- Si j — f.n =0, nous avons B}C! = q24'"1g, mais C' = A™ + B" donne ¢;|C
par suite q1|(b — 4a’). Comme ¢; et @’ sont copremiers alors ¢; 1 b.
-Sij—fn<0= q|(b—4a’) = q1 {bet C' = A™ + B™ donne ¢|C.

Dans les 3 cas précédents, la conjecture est vérifiée.
** F-6-2-2-2- Nous obtenons le méme résultat si q;|C.

** F-6-2-3- Nous supposons que ki et a’ non copremiers. Soit ¢; premier tel
que q1]k1 et g1|a’. Ecrivons k; sous la forme q{.qg avec g1 1 qa. De A?™ =
ki) = q1|A*™ = q1|A. Par suite de B"C! = ¢Jqy(b — 4a’) il s'ensuit que
@|(B"C") = q1|B™ ou q1|C".

** F-6-2-3-1- Supposons que q1|B® = ¢1|B = B = qf.Bl avec 8> 1et g 1
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By. Par suite, nous avons ¢/ BPC! = ¢l gy (b—4a’) = B,C' = ¢ P go(b—4d') :

-Sij—nB >1,alors ¢ |C! = ¢1|C, mais C' = A™ + B™ donne ¢ |C, donc
la conjecture (1)) est vérifiée.

- Si j —nB = 0, nous obtenons B;C! = ga(b — 4a’), or q1|A et q;|B donc
¢1|C et par suite ¢1|(b — 4a’) = q1|b car ¢1|a’ = ¢1|a d’otr la contradiction
avec a, b copremiers.

-Sij—nf < 0= ql|(b—4d") = q]b, d’ou la contradiction avec a,b

copremiers.
** F-6-2-3-2- Nous obtenons les mémes résultats si nous supposons que ¢ |C.

5. Hypotheése : {3|p et bl|4p}

5.1. Casb=2 et 3|p :
3lp = p =3p’ avec p’ # 1 parce que 3 K p, et b = 2, nous obtenons :

_4pa 43pla  4pa

A?m = = =2p. 122
3b 3b 2 p-a (122)
Comme :
1 20 a a 3
1<COS§—E—§<Z:>CL<2:>CL71 (123)

mais a > 1, alors le cas b = 2 et 3|p est impossible.

52. Casb=4 et 3|p :
Nous avons 3|p = p = 3p’ avec p’ € N*, il s’ensuit :

4p.a  4.3p'.a

AP = = =p. 124
3  3x4 T (124)
et :
1 0 3
1<0082§:%:Z<1:1<a<3:>a:2 (125)

mais a, b sont copremiers, alors le cas b =4 et 3|p est impossible.
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5.3. Cas :b#2,b#4, blp et 3|p :
Comme 3|p, alors p = 3p’ et :

4p 0 4dpa 4x3pa 4pa
AP = —cos?s = —— = - = 126
33730 3 b b (126)

Nous considérons le cas : blp’ = p/ = bp” et p” £ 1 (si p” = 1, alors p = 3b,
voir paragraphe Cas k' = 1). Finalement, nous obtenons :

_4bpTa

A2m
b

=dap’; B"C'=p’.(3b—4a) (127)

** (3-1- Supposons que p” est premier, d'ott A*™ = 4ap” = (A™)? = p”la. Or
B"C! = p”(3b — 4a) = p”|B"™ ou p”|C".

¥ G-1-1- Si p’|B" = p’|B = B = p’B; avec B; € N*. Par suite :
p""1BrC! = 3b—4a. Or n > 2, alors (n—1) > 1 et p”|a, dot p”[3b = p” =3

ou p”|b.

** G-1-1-1- Si p” = 3 = 3|a, avec a s'écrit sous la forme a = 3a’2. Or
A™ = 60’ = 3|A™ = 3|A = A = 3A;. Do 3" AT = 2¢/ = 3|d’ =
a’ = 3a”. Mais p""~!BpC! = 3"~ B}C! = 3b — 4a = 3" 2BPC! = b — 36a"2.

Comme n > 2 =>n—2 > 1, donc 3|b d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

** (G-1-1-2- Nous supposons maintenant que p” |b, mais p”|a, d’ou la contradic-

tion avec a,b copremiers.

** (3-1-2- De la méme facon, si p”|C! nous arrivons & des contradictions.

** (3-2- Nous considérons que p” n’est pas premier.

**% (3-2-1- p”,a copremiers : A?™ = 4dap’ = A™ = 2a’.p; avec a = a'? et

p” = p?, donc a’,p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.py, alors 2|a’ ou

2|p1.
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** G-2-1-1- 2|d’, alors 2|a’ = 21 p;. Or p” = p3.
** (3-2-1-1-1- Si p; est premier, c’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

#¥ (G-2-1-1-2- Donc p; est non premier et il s’écrit p; = w™ = p” = w?™. Par

suite B"C! = w?™(3b — 4a).

% (G-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C!) = w|B"

ou w|C?.

#* (G-2-1-1-2-1-1- Si w|B"™ = w|B = B = w’/ By avec w { By, d’ou BP.C' =
WM (3b — 4a).

#* (G-2-1-1-2-1-1-1- Si 2m — n.j = 0, nous obtenons B?".C! = 3b — 4a. Comme
Cl = A"+ B" = w|C! = w|C, et w|(3b—4a). Or w # 2 et w est premier avec
a’ donc premier avec a, par suite w1 (3b), donc w # 3 et w 1 b. La conjecture

est vérifiée.

** (3-2-1-1-2-1-1-2- Si 2m — nj > 1, 1 aussi, avec le méme raisonnement, nous
avons w|C! = w|C et w|(3b—4a) et w{a et w # 3 et wtb. La conjecture

est vérifiée.

¥ (G-2-1-1-2-1-1-3- Si 2m — nj < 0 = w™I~2mBn.C! = 3b — 4a. Comme w|C
utilisant C! = A™ 4+ B" d’ou C = wh.C} = w™I=2m+hipn Ol = 3b — 4a. Si
n.j —2m+h.l < 0 = w|B}C! par suite la contradiction avec w { By ou w { Cj.
Donc n.j —2m + h.l > 0 et w|(3b — 4a) avec w, a,b copremiers et la conjecture

est vérifide.
#% (3-2-1-1-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si w|C!.

*% (3-2-1-1-2-2- Maintenant, p” = w?™ et w non premier, nous écrivons w = w{ 0
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avec wy premier { Q et f > 1 un entier, et w;|A. Dot B"C! = w3 ™2™ (3p —

4a) = w;|(B"C') = w|B™ ou w;|C!.

o G-2-1-1-2-2-1- Si w1|B" = w1|B = B = w{Bl avec wy 1 By, dou
Bp.Ct = w2 Q2 (3 — 4a)

¥ (G-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m — n.j = 0, nous obtenons BP.C' = Q?™(3b — 4a).
Comme C! = A™ + B" = w;|C! = w,|C, et w1|(3b—4a). Or wy # 2 et w; est
premier avec a’ donc premier avec a, par suite wy 1 (3b), donc wy # 3 et wy 1 b.

La conjecture est vérifiée.

** (-2-1-1-2-2-1-2- Si 2f.m—n.j > 1, 1 aussi, avec le méme raisonnement, nous
avons w;|C! = w1 |C et w1 |(3b—4a) et wi { a et wy # 3 et wy 1b. La conjecture

(1) est vérifiée.

# (G-2-1-1-2-2-1-3- Si 2fom —n.j < 0 = w72 et = Q2 (3b — 4a).
Comme w; |C utilisant C! = A™+B" d'ot1 C' = wh.Cy = w"i—2m-f+hipn Ol =
Q2™ (3b — 4a). Si n.j — 2m.f + h.l < 0 = w;|B}C! par suite la contradiction
avec wy 1 By et wy 1 C1. Done n.j — 2m.f 4+ h.l > 0 et wq|(3b — 4a) avec wy,a,b

copremiers et la conjecture est vérifiée.
#% (3-2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si w;|C".
** (3-2-1-2- Si 2|p; : alors 2|p; = 21 a’ = 24 a. Or p’ = pi.

** (3-2-1-2-1- Si p; est premier égal & 2, nous obtenons A™ = 4a’ = 2|a’, d’ou

la contradiction avec a,b copremiers.

** (G-2-1-2-2- Donc p; est non premier et 2|p;. Comme A™ = 2a’py, py s'écrit
sous la forme p; = 2~ 1w™ = p” = 22m=24¥™ Par suite B"C! = 22Mm~2w2™ (3b—

4a) = 2|B" ou 2|C".
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¥ (G-2-1-2-2-1- Si 2|B® = 2|B, comme 2|A, par suite 2|C. De B"C! =
22m=2,2m(3h — 4a) s’ensuit que si 2|(3b — 4a) = 2|b mais comme 2 { a, il

n’y aura pas de contradiction avec a, b copremiers et la conjecture est vérifiée.
#¥ (3-2-1-2-2-2- Si 2|0, nous obtenons les mémes résultats.

** (3-2-2- p”, a non copremiers : soit w un nombre premier tel que wla et w|p”.
** (3-2-2-1- Supposons que w = 3. Comme A*™ = 4ap” = 3|A, or 3|p,
comme p = A?™ + B  AMB" = 3|B*" = 3|B, par suite 3|C! = 3|C.

Nous écrivons A = 3'A;, B = 3'B;, C = 3"C, avec 3 est copremier avec

A;,By et Cy et p = 3%2mAIm 4 32nipdn 4 gimtingmpr — 3k g avec k =

o

min(2im, 2jn,im + jn) et 3 1 g. Nous avons aussi (w = 3)|a et (w = 3)[p” ce
qui donne a = 3%ay, 31 a; et p” = 3#py, 31 p1 avec A?™ = dap” = 32M AT =
4% 3% q1.p1 = a4 = 2im. Comme p = 3p’ = 3b.p” = 3b.34p; = 3*TL.b.p;.
L’exposant du facteur 3 de p est k, 'exposant du facteur 3 du membre a
gauche de ’équation précédente est p + 1 ajouté de l'exposant S de 3 du
facteur b,avec S > 0, soit min(2im,2jn,im + jn) = p+ 1 4+ B en rappelant
que a + p = 2im. Mais B"C! = p”(4b — 3a) ce qui donne 3 +F)BrCl =
3t (b—4 x 3@ Day) = 3#+1p (38b; — 4 x 3(®=Vay), 31 by. Nous avons aussi
A™ 4+ B™ = C! donne 3™ Ay + 37" B = 3" (L. Posons € = min(im, jn), nous

avons € = hl = min(im, jn). Nous avons les conditions :

k = min(2im,2jn,im + jn) = p+ 1+
a4+ p=2im
€ = hl = min(im, jn)

3t prot = 30 p (3%h — 4 x 31 Vay)
** G-2-2-1-1- a =1 = a = 3a; et 31ay, équation (129)) devient :
14 p=2im (132)
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et la premiére équation ([128)) s’écrit :
k = min(2im, 2jn,im + jn) = 2im + (133)

- Si k = 2im = B = 0 soit 3 1b. Nous obtenons 2im < 2jn = im < jn, et
2im < im+ jn = im < jn. La troisieme équation donne hl = im. La derniére
équation donne nj + hl = 4+ 1 = 2im = im = nj, par suite im = nj = hl et
BPCt = py(b—4ay). Si a,b sont copremiers, la conjecture est vérifiée.

- Si k = 2in ou k = im + in, nous obtenons § = 0, im = jn = hl et

BPCL = py(b—4ay). Si a,b sont copremiers, la conjecture est vérifiée.

G-2-2-1-2-a> 1= a>2.

-Sik=2im=2im=p+1+p,0r p=2im—acequidonnea=1+73>
2 = 8 # 0 = 3|b, mais 3|a c’est la contradiction avec a, b copremiers.

-Sik=2jn=p+14+8<2im = p+1+8<puta=1+8<a= =0
ou 8 =1.Si 8=1= 3|b or 3|a, d’olt la contradiction avec a,b copremiers. Si
8 =0 = 31t0b. Nous obtenons jn = hl < #m car « > 1, par suite la conjecture
(1) est vérifiée.

-Sik =im+ jn = im+ jn < 2im = jn < im, et im + jn < 2jn =
im < jn, par suite im = jn. Comme k = im + jn = 2im = 14+ u+ [ et
a+p=2im qui donne o =1+ >2= 5 >1= 3|b, d’ou la contradiction

avec a, b copremiers.

** (3-2-2-2- Nous supposons que w # 3. Nous écrivons a = w¥a; avec wt ap et
p’ = whp; avec w f p1. Comme A?™ = 4ap” = 4w H.a;.p; = WA = A =
WAy, wt Ay, Or B*C! = p”(3b — 4a) = whp1(3b — 4a) = w|B"C! = w|B"

ou w|C?.

(22221 w|B" = w|B = B = w/B; et w { By. De A™ + B" =
C! = w|C! = w|C. Comme p = bp’ = 3bp” = 3whbp; = Wk (W¥m=kAZm 4
win=kp2n 4 yimtin=k Am By avec k = min(2im, 2jn,im + jn). Par suite :

- Si p =k, alors w1 b et la conjecture est vraie.

42



915

920

925

930

- Si k > p, alors wlb, or w|a d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

- Si k < p, il s’ensuit de :
3w“bp1 _ wk(w%mka%m + w2jn7kBl2n + wierjnka?lnB?)
que w|A4; ou w|Bj ce qui en contradiction avec les hypotheses.
4 (G-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = W"C; avec w { Cy. De A™ + B" =

C! = w|(C' — A™) = w|B. Par suite, nous obtenons les mémes résultats de

G-3-2-1- ci-dessus.

5.4. Casb=3 et 3|p :
Comme 3|p = p = 3p’, nous écrivons :

A27n — 4£

= P4 (134)

Comme A?™ est un entier et que a et b sont copremiers et cos?

g ne peut pas
prendre la valeur 1 en référence a I’équation , alors nous avons nécessairement
3lp) = p’ = 3p” avec p” # 1, sinon p = 3p' = 3 x 3p” = 9 mais 9 <« (p =
A?m 4 B2+ AmB™) hypotheése p” = 1 est impossible, alors p” > 1. D’ou :

_4p'a 4 x3p'a

AZm -3 a; B"C'=p’.(9 - 4a) (135)

1 0
Comme 1 < cos’= = a_

3
3 b §<Z:>3<4a<9:>commea>1,a:2et

nous obtenons :

3p"(9—4
A2m — 4p"a _ 8p77 : Bncl _ P ( 3 a‘) — p77 (136)

Les 2 dernieres équations ci-dessus impliquent que p” n’est pas premier. Soit
’écriture de p” en facteurs premiers : p” = [[,.; pi"* ot les p; sont des entiers
premiers et I un ensemble fini d’indices. Nous pouvons écrire p” = pi'.q1 avec

P11 q1. De (136)), nous avons py|A et py|B"C' = p|B" ou p1|CL.

** H-1- Supposons que p1|B" = B = p|".B; avec p1 1 By et 81 > 1. Par suite,

nous obtenons BPCL = p@' "1 ¢y avec les cas suivants :
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-Sia; —nB > 1= p|C' = p1|C, il sensuit que la conjecture est
vraie.

-Siag —npf =0 = a; = np = BC' = ¢ = p1 1 C" ce qui en
contradiction avec p;|(A™ — B™) soit p;|C’. Donc ce cas est impossible.

- Si a1 — nf; < 0, nous obtenons p?ﬂl_alB{lCl = q1 = pi|lq1 ce qui en

contradiction avec py 1 ¢1. Donc ce cas est impossible.

** H-2- Supposons maintenant que p;|C! = p;|C = C = p]*.C; avec p; 1 Cy

et v, > 1. Par suite, nous obtenons B"CL = p 7

.q1 avec les cas suivants :
-Sia; —ly1 > 1 = p1|B™ = p1|B, il s’ensuit que la conjecture est
vraie.
-Siag -y =0= a1 =lyy = B"Cy = q1 = p1 1 B" ce qui en
contradiction avec p;|(C! — A™) soit p;|B™. Donc ce cas est impossible.
lvi—on

- Si ag — Iy; < 0, nous obtenons p; B"Cl = ¢ = p1|q1 ce qui en

contradiction avec py {1 ¢1. Donc ce cas est impossible.

5.5. Cas3lpetb=1p :

a a
Nous avons cos’= = — = — et :
3 b p
4p 0 4p a 4da
A = Zeos?s = 2= — 137
305" 3 » 3 (137)

Comme A?™ est un entier, ce-ci implique que 3|a, mais 3|p = 3|b. Comme a et

b sont copremiers, d’ot1 la contradiction. Alors le cas 3|p et b = p est impossible.

5.6. Cas3lp etb=4p :
3lp=p=3p, p # 1 car 3 K p, par suite b = 4p = 12p’.

4p 0 4dpa a
A2m — 22 X2 _2 =3 138
3005 3 353 la (138)

car A%™ est un entier. Mais 3|p = 3|[(4p) = b], ce qui en contradiction avec

I’hypothese a, b copremiers. Alors le cas b = 4p est impossible.
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5.7. Cas3|p etb=2p :
p=p=3p,p #1car 3K p, dot b=2p=06p.

4p 0 4pa 2a
A2m = B2 2T 2 g 139
3 cos 3 3% 3 |a (139)

car A?™ est un entier, mais 3|p = 3|(2p) = 3|b, ce qui en contradiction avec

I’hypothese a, b sont copremiers. Alors le cas b = 2p est impossible.

5.8. Cas 3|p et b # 3 est un diviseur de p :

Nous avons b = p’ # 3, et p sécrit p = kp’ avec 3|k = k=3k"et:

AP = 4§pcos2§ = Z%p% = dak’ (140)
6
Bnol::§-<3-4am23>::kT3p“—4a)==kT3b-4a) (141)

L1k £ 1

*#* 1-1-1- Nous supposons que &’ est premier, d’ott A?™ = 4ak’ = (A™)? = ¥'|a.
Or B"C' = k'(3b — 4a) = K'|B™ ou k'|C".

#*1-1-1-1- Si k'|B® = k'|B = B = k' B; avec B; € N*. Par suite K"~ 'BFC! =
3b—4a. Or n > 2, alors (n — 1) > 1 et k'|a, d’olt k'|3b = k' = 3 ou k'|b.

#* 1-1-1-1-1- Si ¥’ = 3 = 3|a, avec a s'écrit sous la forme a = 3a/?. Or
A™ = 6a = 3|A™ = 3|A = A = 3A; avec A; € N*. Dot 3™ 1A =
20/ = 3la’ = a = 3a”. Mais K""'B?C! = 3""'BPC! = 3b — 4a =

3" 2BrCY = b — 36a”2. Comme n > 2 =>n — 2 > 1, donc 3|b d’ott la contra-

diction avec a,b copremiers.

** 1-1-1-1-2- Nous supposons maintenant que k’|b, mais k'|a, d’ou la contradic-

tion avec a, b copremiers.

#* I-1-1-2- De la méme facon si k’|C!, nous arrivons & des contradictions.
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** 1-1-2- On considere que k' n’est pas premier.

** 1.1-2-1- Nous supposons que k’, a copremiers : A?>™ = 4ak’ = A™ = 2a'.p,
avec a = a’? et k' = p?, donc a’, p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.p;

alors 2|a’ ou 2|p;.
#¥ [-1-2-1-1- 2|a’, alors 2|a’ = 21 p1. Or k' = p2.
** 1-1-2-1-1-1- Si p; est premier c’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

** 1-1-2-1-1-2- Donc p; est supposé non premier et il 8’écrit p; = W™ = k' =

w?™. Par suite B"C! = w?™(3b — 4a).

#* 1-1-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C') = w|B"

ou w|C".

#¥ [-1-2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/B; avec w { By, d'ou B}.C! =
w?m=n (3b — 4a).

- Si 2m—n.j = 0, nous obtenons B}.C! = 3b—4a, comme C! = A™ + B" —>
w|C!' = w|C, et w|(3b — 4a). Or w # 2 et w est premier avec a’ donc premier
avec a, par suite w {1 (3b), donc w # 3 et w { b. La conjecture est vérifiée.

- Si 2m —nj > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, nous avons w|C! =
w|C et w|(3b—4a) et wta et w#3 et witb. La conjecture (1f) est vérifide.

-Si2m—nj < 0 = Ww™I2mBr.C! = 3b — 4a. Comme w|C, utilisant
Cl= A"+ B" d'on C = wh.C; = @I =2mthipn O = 3b—4a. Sin.j—2m+
h.l < 0 = w|B}C!, par suite la contradiction avec w { By ou w { Cy. Donc
n.j —2m+ h.l > 0 et w|(3b — 4a) avec w, a, b copremiers et la conjecture (1)) est

vérifiée.

¥ 1-1-2-1-1-2-1-2- Si w|C!, nous obtenons les mémes résultats.
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% 1.1-2-1-1-2-2- Maintenant, k&’ = w?™ et w non premier, nous écrivons w =
w! . avec wy premier { Q et f > 1 un entier, et wi|A. D’ott B"C! = wi ™ Q2™ (3h—

4a) = w;|(B"C') = w1 |B™ ou w;|C!.

% [21-2-1-1-2-2-1- Si w | B" = wy|B = B = wl B avec w; { By, d’ot B}.C! =
w02 (3D — 4a).

- Si 2f.m — n.j = 0, nous obtenons B}.C! = Q?™(3b — 4a). Comme C' =
A™ 4 B" = w;|C! = w1|C, et w1 |(3b—4a). Or w; # 2 et w; est premier avec
a’ donc premier avec a, par suite wy 1 (3b), donc wy # 3 et wy tb. La conjecture
(1) est vérifiée.

- Si 2fom — n.j > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, nous avons
wi|C! = w1|C et wi|(3b —4a) et wy { a et w; # 3 et wy { b. La conjecture
(1) est vérifide.

-Si2fm—n.j < 0= w7 Bn Ol = 02™(3b—4a). Comme w; |C utili-
sant C! = A™ + B", d’ott C = w}.Cy = wni—2m-f+hipn Ol — 02 (3b — 4a).
Sin.j—2m.f + hl < 0= w;|B}C!, par suite la contradiction avec w; { By et
w1 1 Cy. Done n.j — 2m.f + h.l > 0 et wy|(3b— 4a) avec wy, a, b copremiers et la
conjecture est vérifiée.

** 1.1-2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si wl\C’l.

¥ 1-1-2-1-2- Si 2|p; : alors 2|py = 2{ad’ = 2{a. Or k' = pi.

** 1-1-2-1-2-1- Si p; est premier égal & 2, nous obtenons A™ = 4a’ = 2|da’, d’out

la contradiction.

** 1-1-2-1-2-2- Donc p; est non premier et 2|p;. Comme A™ = 2a’py, p; s’écrit
sous la forme p; = 2m71w™ = p? = 22m~24,2™ Par suite B"C! = k/(3b—4a) =

22m=20,2m(3b — 4a) = 2|B"™ ou 2|C".

¥ 1.1-2-1-2-2-1- Si 2|B" == 2|B, comme 2|A, par suite 2|C. De B"C! =
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22m=2,2m(3h — 4a) il s’ensuit que si 2|(3b — 4a) = 2|b mais comme 2 { a,
il n’y aura pas de contradiction avec a,b copremiers et la conjecture est

vérifiée.
% 1-1-2-1-2-2-2- Méme résultat si 2|C".

** [-1-2-2- Nous supposons k’, a non copremiers : soit w un nombre premier tel

que wla et w|p?.

#¥ [-1-2-2-1- Supposons que w = 3. Comme A?™ = dak’ = 3| A, or 3|p, comme
p = A?™ 4 B2 4 AMB" = 3|B*" = 3|B, par suite 3|C' = 3|C. Nous
écrivons A = 3'A;, B =3By, C = 3"C avec 3 est copremier avec A, By et C}
et p = 3HMAI™ 4 3II BIn 4 JImEIn AT BN = 3% g avec s = min(2im, 2jn,im +
jn) et 31 g. Nous avons aussi (w = 3)|a et (w = 3)|k’ ce qui donne a = 3%ay,
3tar et k' = 3Hpy, 34 py avec AP™ = dak’ = 3HM A = 4 x 39T qy.py =
a+ = 2im. Comme p = 3p’ = 3b.k' = 3b.3"py, = 3*tT1.b.py. L'exposant du
facteur 3 de p est s, 'exposant du facteur 3 du membre a gauche de ’équation
précédente est p + 1 ajouté de I'exposant S de 3 du facteur b, avec 5 > 0,
soit min(2im, 2jn,im + jn) = pu+ 1 + B en rappelant que a + p = 2im. Mais
B"C! = k'(4b — 3a) ce qui donne 3P BrCt = 310F1py (b — 4 x 3(>=Va,) =
3441y (3P, — 4 x 3(®~Vay), 3 1 by. Nous avons aussi A™ + B" = C' donne
3IMAT + 3mBY = 3MC!L. Posons € = min(im, jn), nous obtenons € = hl =

min(im, jn). Nous avons alors les conditions :

s = min(2im, 2jn,im + jn) = p+ 1+
a4+ p=2im
€ = hl = min(im, jn)

3T BRCY = 3 py (3°hy — 4 x 302 Vay)
** 1-1-2-2-1-1- « = 1 = a = 3a; et 31 ay, équation (143)) devient :
14 p=2im (146)
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et la premiére équation (142]) s’écrit :
s = min(2im, 2jn,im + jn) = 2im + (147)

- Si s = 2im = 8 = 0 soit 31b. Nous obtenons 2im < 2jn = im < jn, et
2im < im + jn = im < jn. La troisieme équation donne hl = im. La
derniere équation donne nj + hl = p+ 1 = 2im = im = jn, par suite
im = jn = hl et B}C! = py(b — 4ay). Si a,b sont copremiers, la conjecture
est vérifiée.

- Si s = 2jn ou s = im + jn, nous obtenons f = 0, im = jn = hl et
B?C! = py(b — 4a1). La aussi, si a,b sont copremiers, la conjecture est

vérifiée.

K 11-2-2-1-2-a> 1= a > 2.

-Sis=2im=—=2im=pu+1+0,0or p=2im—acequidonnea =1+ >
2 = 8 # 0 = 3|b, mais 3|a c’est la contradiction avec a, b copremiers.

-Sis=2jn=p+14+p<2im = p+1+f<pu+a= 1+ <a= =0
ouf =1.5i=1= 3|bor 3|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers et la
conjecture est non vérifiée. Si § =0 = 3 1b. Nous obtenons jn = hl < im
car o > 1, par suite la conjecture est vérifiée.

-Sis =im+ jn = im+ jn < 2im = jn < im, et im + jn < 2jn =
tm < jn, par suite im = jn. Comme s = im + jn = 2im = 1+ pu+ [ et
o+ p=2imquidonne a =1+ >2= 5 >1= 3|b, d’ou la contradiction

avec a, b copremiers.

** 1-1-2-2-2- Nous supposons que w # 3. Nous écrivons a = w%a; avec wt a et
k' = whpy avec w { pa. Comme A%™ = 4ak’ = 4w F.a1.py = WA = A =
WAy, wi Ay Or B"C! = K'(3b — 4a) = w”ps(3b — 4a) = w|B"C! = w|B"

ou w|C!.

¥ 1-1-2-2-2-1- w|B" = w|B == w/B; et w{ B;. De A™ + B" = O! =

w|C!' = w|C. Comme p = bp’ = 3bk’ = 3whbpy = w (WM AIM 4 2n—sp2n 4
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wimtin=s Am By avec s = min(2im, 2jn,im + jn). Par suite :
- Si p=s, alors w1 b et la conjecture (1)) est vraie.
- Si s > p, alors w|b, or w|a d’out la contradiction avec a, b copremiers.

- Si s <, il s’ensuit de :
3w“bp1 — ws(WZim—sAim T u.)an—sB]?n T wim—‘—jn—sA;nB{L)
que w|A; ou w|Bj ce qui en contradiction avec les hypotheses.
¥ 1-1-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = w"C) avec w t C;. De A™ + B" =

C! = w|(C' — A™) = w|B. Par suite, nous obtenons les mémes résultats de

1-1-2-2-2-1- ci-dessus.

*% 1.2- k' = 1 : par suite ¥’ = 1 = p = 3b, alors nous avons A?™ = 4q =

(2a’)? = A™ = 2d/, par suite a = a'? est pair et :

0 0 0 20
AMB"™ =23 pcos=./p V3sin= — cos= | = pﬁsin— —2a
3 3 3 3 3
ou encore :
2pV'3 26 26
A?m 4 24 B = prsmg = 20V3sin; (148)

20
Le membre & gauche de 1] est un entier et b aussi, alors 2\/§sm§ peut étre
écrit sous la forme :
20 k
2V3sin =" = — (149)
3 ko

ou ki, ko sont deux entiers copremiers et ka|b = b = ks.ks.

*ET2-1- k' = 1 et k3 # 1 : alors A2 +2A™B"™ = k3.k;. Soit 4 un entier premier
tel que plks. Si p = 2 = 2|b, mais 2|a, ce-ci est en contradiction avec a, b copre-
miers. Nous supposons donc p # 2 et plks, alors u|A™(A™ + 2B™) = u|A™
ou pu|(A™ +2B™).

R L2-1-1- puA™ @ Si p|A™ = p|A?™ = plda = pla. Comme plks = plb

et que a, b sont copremiers d’ou la contradiction.
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*4 1-2-1-2- p|(A™ 4+ 2B™) : Si p|(A™ +2B™) = ut A™ et p{ 2B™ alors p # 2
et pt B™. p|(A™ + 2B™), nous pouvons écrire A" + 2B" = p.t'. Il sensuit :

A™ 4 B" = ut' — B" = A*™ 4 B*" 4 2A™B" = y*t"”* — 2t'uB"™ + B*"
En utilisant ’expression de p, nous obtenons :
p=1t?u*—2t'B"u+ B"(B" — A™)
Comme p = 3b = 3ko.k3 et ulks d’on ulp = p = uy’, alors nous avons :
W= p(ut® —2¢'B") + B"(B" — A™)

et u|B™"(B™ — A™) = u|B™ ou p|(B™ — A™).

* 1-2-1-2-1- p|B™ : Si p|B™ = pu|B ce qui est en contradiction avec I-2-1-2-.

** 1-2-1-2-2- p|(B™ — A™) : Si p|(B™ — A™) et utilisant p|(A™ 4+ 2B™), nous
obtenons :
p|B" = u|B
ul3B™" = ¢ ou (150)
w=3
** 1-2-1-2-2-1- p|B™ : Si p|B™ = p|B ce qui est en contradiction avec 1-2-1-2-

ci-dessus.

*1-2-1-2-2-2- 4 = 3 : Si p = 3 = 3|ks = k3 = 3k%, et nous avons b = koks =
3kokl, il s'ensuit p = 3b = 9kok} alors 9|p, mais p = (A™ — B")? + 3A™B"
alors :

Yokl — 3A™B™ = (A™ — B")?
que nous écrivons :
3(3koky — A™B™) = (A™ — B™)? (151)

d’ou :

3|(3kokly — AMB") = 3|A™B" = 3|A™ ou 3|B"
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R 12-1-2-2-2-1- 3|[A™ : Si 3|A™ = 3|A et nous avons aussi 3|A?™, mais
A’ = 4a = 3|4a = 3|a. Comme b = 3kak} alors 3|b, mais a,b sont co-

premiers d’ou la contradiction. Alors 3 1 A.

** 1-2-1-2-2-2-2- 3|B™ : Si 3| B" = 3|B, or I'équation (151) implique 3|(A™ —
B")? = 3|(A™ — B") = 3|A™ = 3|A. Mais en utilisant le résultat du cas

précédent, nous obtenons 3t A.
Alors 'hypothese k3 # 1 est impossible.

** 1-2-2- Maintenant, nous supposons que ks = 1 = b = ky et p = 3b = 3ks.
Nous avons alors :

2
2\/§sin§9 = %1 (152)

avec ki,b copremiers, nous écrivons (|152)) comme :

0 0 Kk
11 11, — - = —
V3sin 3 cos 3 2

0 a
Prenons le carré des deux membres et en remplagant 0032§ par —, nous obte-

b7
nons :
3x4%a(b—a)=ki = ki =3 x4%a?*b—a) (153)
ce qui implique que :
b—a=3a>=b=da?+3a> =k = 12da (154)
Comme :

ki =12d'a = A"(A™ +2B") = 3a=d + B" (155)

Considérons maintenant que 3|(b — a) avec b = a’? + 3a2. Le cas a = 1 donne
a' 4+ B™ = 3 ce qui impossible. Nous supposons que « > 1. Alors le couple (a/, )

est solution de I’équation diophantine :

X2 4+3Y? =0 (156)
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avec X = a’ et Y = a. Or d’aprés un théoréme sur les solutions de 1’équation

donnée par (156)), b s’écrit (voir théoréme 37.4 de [2]) :

T

b = 228 X 3t_p§1 . .p;ﬂqf‘sl e q2sT (157)

ou les p; sont des nombres premiers vérifiant p; = 1(mod 6), les g; sont aussi
des nombres premiers tels que ¢; = 5(mod 6). Alors :
-si § > 1= 2|b, comme 2|a, d’ol la contradiction avec a,b copremiers;
-sit>1= 3b, or 3|(b — a) = 3|a, d’out la contradiction avec a,b copre-

miers.

** 1-2-2-1- Donc nous supposons que b s’écrit sous la forme :

b=pi - plogi g (158)
avec p; = 1(mod6) et ¢; = 5(mod6). Finalement nous obtenons que b =

1(mod 6). Vérifions alors cette condition.

** 1-2-2-1-1- Nous allons présenter le tableau des valeurs modulo 6 de A™+B™ =
C' en fonction des valeurs de A™, B"(mod6). Nous obtenons le tableau ci-
dessous apres avoir retiré les lignes (respectivent les colonnes ) de A™ = 0(mod
6) et A™ = 3(mod6) (respectivement de B™ = 0(mod 6) et B™ = 3(mod 6)),

car ils présentent des cas contradictoires :

Am B 1 2 4 5
1 2 3 5 0
2 3 4 01
4 5 0 2 3
) 01 3 4

TABLE 2: Tableau de C*(mod 6)

#* 1.2-2-1-1-1- Pour les cas C! = 0(mod 6) et C' = 3(mod 6), nous déduisons
que 3|C! = 3|C = C = 3"Cy, avec h > 1 et 3  C;. 1l en résulte que
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p— B"C! = 3b - 3"hCiB" = A?™ = 3|(A*™ = 4a) = 3|a = 3|b, d’ou la

contradiction avec a,b copremiers.

#% 1-2-2-1-1-2- Pour les cas C! = 0(mod 6), C' = 2(mod 6) et C! = 4(mod 6),
nous déduisons que 2|C! = 2|C = C = 2"C}, avec h > 1 et 21 Cy. Il en
résulte que p = 3b = A?™ + B"C! = 4a + 2""CIB" = 2|3b = 2|b, d’'ot la

contradiction avec a, b copremiers.

** 1-2-2-1-1-3- Nous considérons les cas A™ = 1(mod6) et B" = 4(mod6)(
respectivement B = 2(mod 6)) : d’ott 2|B" = 2|B = B = 2/B; avec j > 1
et 21 B;. Il en résulte de 3b = A*™ + B"C! = 4a + 2/"B2C!, par suite 2|b, d’olt

la contradiction avec a,b copremiers.

** 1-2-2-1-1-4- Nous considérons le cas A™ = 5(mod6) et B" = 2(mod6) :
d’ott 2|B" = 2|B = B = 2/B; avec j > 1 et 2 { By. Il en résulte de
3b = A% 4 B"C! = 4a+ 29" B} C!, par suite 2|b, d’ou la contradiction avec a, b

copremiers.

*% 1-2-2-1-1-5- Nous considérons le cas A™ = 2(mod6) et B™ = 5(mod6) :
comme A" = 2(mod 6) = A™ = 2(mod 3), donc A™ n’est pas un carré, de

méme pour B™. Par suite, A™ et B™ s’écrivent sous la forme suivante :

A™ = qy.A? (159)

B" = byBB? (160)

ol ag(respectivement by) regroupe le produit de nombres premiers d’exposants 1
de A™ (respectivement de B™) sans que nécessairement (ag, A) =1 et (by, B) =
1. Nous avons aussi p = 3b = A*™ + AMB" + B*" = (A™ — B")? 4+ 3A™B" =
3|(b— A™B") = A™B" = b(mod 3) or b = a + 3a®> = b = a = a’*(mod 3),
par suite A™B"™ = a’?(mod 3). Mais A™ = 2(mod 6) = 2a’ = 2(mod 6) =

4a"? = 4(mod 6) = a’?> = 1(mod 3). 1l en résulte que A™B™ est un carré, soit

AM™B" = N2 = A2.B2%.a¢.by. Notons par N? = ag.by. Soit p; un nombre premier
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qui divise ag = ag = p1.a; avec p; { a1. p1|NE = p1|N1 = N7 = piN] avec
t>1etp t N, don p NP2 = ay.by. Comme 2t > 2 = 2t —1 > 1 —
p1lai.bp mais (p1,a1) = 1, d’olt p1|bp = p1|B™ = p1|B. Or p1|(A™ = 24d"). py
est différent de 2 car p;|B™ et B™ est impair, d’ou la contradiction. Par suite,
pila’ = p1la. Si p1 = 3, de 3|(b — a) = 3|b d’ou la contradiction avec a,b
premiers. Donc p; > 3 premier divise A™ et B™, par suite p1|(p = 3b) = p1 b,
il en résulte la contradiction avec a, b premiers, sachant que p = 3b = 3(mod 6)
et en choisissant le cas qui nous intéresse a savoir b = 1(mod 6).

** 1-2-2-1-1-6- Nous considérons le dernier cas du tableau précédent A™ =

4(mod 6) et B™ = 1(mod 6). Revenons a I’équation (156) que vérifie b :

b=X?43Y? (161)
avec X =d; Y=«

et 3a=d +B" (162)
Supposons qu’il existe une autre solution de (161)) :

b=X?+3Y3=u?+3v = 2u# A", 3v #d + B" (163)

_Am
Or B" = MT = 3a — d et b vérifie aussi :3b = p = A?™ + A™B" + B,

il est impossible que u, v vérifie :
6v = 2u + 2B" (164)

3b = 4u? + 2uB" + B*" (165)

Considérons que : 6v —2u = 6a—2d’ = u = 3v—3a+a’. Dot b = u? +3v? =

(3v — 3a+ a')? + 3v? ce qui donne :

202 —B"w+a?—da=0
(a/ _|_Bn)(Am _ Bn)

202 — By —
v v 9

=0 (166)

La résolution de la derniére équation donne en prenant la racine positive (car

A™ > B™), v; = q, par suite u = d’. Il en résulte que b dans (161) a une
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représentation unique sous la forme X2 + 3Y? avec X, 3Y copremiers. Comme
b est un nombre entier impair, nous appliquons I'un des théoreémes d’Euler sur
les nombres convenables "numerus idoneus” (voir [4],[5]) & savoir : Sin > 1 est
un entier impair qui est représenté de facon unique telle que n = x2 + 3y? avec
z,y € N et x et 3y sont relativement premiers, alors n est premier. Il en résulte

que b est premier.

Nous avons aussi p = 3b = A2 4+ A" B"+B?" = 4a/>+B".C" soit 9% —a'? =

B".C!, par suite 3a, a’ € N* sont solutions de I’équation diophantine :
22—y’ =N (167)

avec N = B"C' > 0. Soit Q(N) le nombre des solutions de (167)) et 7(N) le
nombre de fagon d’écrire les facteurs de N, alors nous annoncons le résultat
suivant concernant les solutions de (voir théoreme 27.3 de [2]) :

- si N =2(mod 4), alors Q(N) = 0;

-si N=1ou N = 3(mod 4), alors Q(N) = [7(N)/2];

- si N =0(mod 4), alors Q(N) = [r(N/4)/2].

Rappelons que A™ = 0( mod 4). Concernant B™, pour B"” = 0( mod 4) ou B™ =
2(mod 4), nous trouvons que 2|B"™ = 2| = 2|b, par suite la contradiction
avec a,b copremiers. Il reste le cas B" = 3(mod4) = C! = 3(mod4) =
N = B"C! = 1(mod4) = Q(N) = [1(N)/2] > 1. Or Q(N) = 1, puisque les
inconnues de sont aussi les inconnues de (161)) et nous avons une unique

solution des deux équations diophantines, d’ou la contradiction.
Il en résulte que la condition 3|(b — a) est contradictoire.

L’étude du cas[5.8 est donc achevée.

5.9. Cas 3|p et bldp :

Les cas suivants ont été déja étudiés :
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*3lp, b=2= bldp: cas

*3lp, b=4=bldp: cas
*Bp=p=3p,blp) =p =bp”,p” #1: cas
*3|p, b=3=>bldp : cas[5.4]

*3lp=p=3p,b=p = bldp: cas[.§

** J-1- Cas particulier : b = 12. En effet 3|p = p = 3p’ et 4p = 12p’. En
prenant b = 12, nous avons bldp. Or b < 4a < 3b, ce qui donne 12 < 4a <

36 = 3 < a < 9. Comme 2|b et 3|, les valeurs possibles de a sont 5 et 7.

4 bp!
S J10-a = 5et b= 12 — 4p = 129 = byl Or A2 = 2 @ _ 50
) 3°b 3b
g = 3|p' = p’ = 3p” avec p” € N*, alors p = 9p”. Nous avons :
A% = 5p7 (168)
4 0
BC! = Ep (3 - 460823> = 4p (169)

Si p” est premier : c’est impossible. Nous supposons que p”’ est non premier,
il g’écrit p” = w®p1,s > 1, s 1 p1. L'équation devient A?™ = 5wp; =
w|A?™ = w|A. L'équation (169) donne B"C! = 4w*p; = w|B™ ou w|C".
Si w|B" = w|B. Comme C! = A™ + B", par suite w|C! = w|C. a,b sont

copremiers, par suite, la conjecture (1)) est vérifiée.

De méme, si w|C! = w|B, et la conjecture est vérifiée.

dp a 129" T
¥ J1-2-a=Tetb=12 = 4p = 12p' = bp'. Or A" = = = = — =
_ a=re Sk s 3°b 3 12
% = 3|p’ = p = 9p”. Nous avons :
A2m — 7p” (170)
4 0
B"C! = é’ (3 — 4(;0323) = 8p” (171)

En utilisant la méme méthode utilisée en J-1-1- ci-dessus, nous obtenons que la

conjecture (|1)) est vérifiée.
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Passons maintenant au cas général. Comme 3|p = p = 3p’ et b|dp = Fk; € N*
et 4p = 12p" = k1b.

## J-2-ky =1:Sik; =1donc b= 12p/, (p' # 1 sinon p = 3 < A?™ + B?" +
4 0 12p’ 4p’.

A™B"). Mais A?™ = ?p.coszg = 3p % = 1];; = % = 3la car A*™ est un

entier, d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

4 0 ki.
03k =35 Sik = 3, do b= 4pf et A% = TLcos’s = L% = a =
20
(A™)? =a/? = A™ = d. Le calcul de A™B™ donne A™B" = gsmg - g,
soit :
2pvV3 20 20
A L 2A™B" = pgfsing = 2p’\/§sin§ (172)

20
Le membre & gauche de ((172) est un entier et p’ aussi, alors 2\/§sm§ peut étre

écrit sous la forme :

2
2/3sin 2l = k2 (173)
3 ks

ou ko, k3 sont deux entiers copremiers et k3|p’ = p’ = ks.ky.
** J-3-1- k4 # 1 : Nous supposons k4 # 1, alors :

AP L 2AM B = ko ky (174)
Soit p un entier premier tel que plky. Alors pu|A™(A™ + 2B™) = u|A™ ou

p|(A™ 4 2B™).

O J3-1-1- plA™ ¢ Siop|A™ = p|A?™ = pla. Comme plky = plp’ =

p|(4p” = b). Or a,b sont copremiers d’ott la contradiction.

% J.3.1-2- p|(A™ + 2B") : Si p|(A™ + 2B") = i A™ et pt 2B alors p # 2
et ut B™. p|(A™ + 2B™), nous pouvons écrire A™ + 2B™ = p.t’. 1l s’ensuit :

Am+Bn Zﬂt/—Bn $A2m+B2n+2AmBn :,LLQt/2 —2t,,UBn—|—B2n

98



1290

1295

1300

1305

Utilisant I'expression de p, nous obtenons p = t"2y% — 2t/ B"y + B"(B" — A™).
Comme p = 3p’ et ulp’ = p|(3p’) = ulp, nous pouvons écrire : Iu’ et p = pp’,

alors nous arrivons a :
@' = p(pt? = 2t'B") + B"(B" — A™)

et /,L‘B”(Bn _ A’m) — M'Bn ou ,U/|(Bn _ Am).

** J-3-1-2-1- pu|B™ : Si pu|B™ = u|B ce qui est en contradiction avec J-3-1-2-.

* J-3-1-2-2- pu|(B™ — A™) : Si p|(B™ — A™) et utilisant p|(A™ + 2B™), nous
obtenons :
pulB"
#|3B" = { ou (175)
p=3
** J-3-1-2-2-1- u|B™ : Si u|B™ = p|B ce qui est en contradiction avec J-3-1-2-.

** J-3-1-2-2-2- p = 3: Sip = 3 = 3|ky = k4 = 3k}, et nous avons p’ = ksks =
3ksk}, il s’ensuit p = 3p’ = 9ksk), alors 9|p, mais p = (A™ — B")? +3A™B", il
en résulte :

Okskl, — BAMB™ = (A™ — B™)?

que nous écrivons : 3(3ksk)—A™B") = (A™—B")2, d’ou: 3|(3ksk)}—A™B") =
3|A™B" = 3|A™ ou 3|B".

4 J.3-1-2-2-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A2™ = 3|a, mais 3|p’ = 3|(4p) soit 3|b

d’ou la contradiction avec a, b copremiers. Alors 3 { A.

% J.3-1-2-2-2-2- 3|B" : Si 3|B" or A™ = pt’ — 2B"™ = 3t/ — 2B™ = 3|A™, ce

qui est contradictoire. Alors ’hypothese k4 # 1 est impossible.

** J-3-2- k4 = 1 : Maintenant, nous supposons que ks = 1 = p’ = ksky = k.
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Nous avons alors :

2
2\/§sm§9 = k2 (176)

/
avec ko, p’ copremiers, nous écrivons (176) comme :

0 0 k
4\/§sin§cosg = p—?

0 a
Prenons le carré des deux membres et en remplacant 0052§ par 7 et b = 4p/,

nous obtenons :
3.a(b—a) = k3 (177)

Comme A?™ = q = a'?

, ce qui implique que :

3[(b—a), et b—a=b—a?=3a"
Comme kg = A™(A™+2B™) d’apres ’équation ((174) et que 3|ky = 3|A™(A™+
2B™) = 3|A™ ou 3|(A™ + 2B").

#¥ J-3-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A?™ = 3|a, mais 3|(b — a) = 3|b d’ott la

contradiction avec a, b copremiers.
#¥ J-3-2-2- 3|(A™ +2B") = 31 A™ et 31 B". Comme d’une part k3 = 9aa? =
90202 = ko = 3a’a = A™(A™ + 2B"), par suite :

30 = A™ + 2B" (178)

Comme b s’écrit sous la forme b = a'? + 3a?, donc le couple (a’, ) est une

solution de I’équation diophantine :
w2 +3y° =0 (179)

Comme b = 4p’, par suite :

** J-3-2-2-1- Si x,y sont pairs, d’out 2|’ = 2|a, il en résulte la contradiction

avec a, b copremiers.
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** J-3-2-2-2- Si z,y sont impairs, soit a’,a impairs, c’est-a-dire A™ = o’ =

1(mod4) ou A™ = 3(mod4). Si u,v vérifient , soit b = u? + 302, avec
u # d et v # «a, alors u,v ne vérifie pas , soit 3v # u + 2B™, si-
non u = 3v — 2B" = b = (3v — 2B™)? + 3v? = a/? + 3, la résolution de
I’équation du second degré obtenue en v donne la racine positive v; = «, par

suite u = 3a — 2B™ = @, d’ou I'unicité de 1'écriture de b représentée par (179)).

#* J-3-2-2-2-1- Nous supposons A™ = 1(mod4) et B™ = 0(mod4), d’ott B"

est pair et B™ = 2B’. L’expression de p devient :
p=a?+2dB +4B”? = (d + B')?+3B? =3p = 3|(d/ + B') = d + B’
p/ — B/2 +3B”2 — b= 4p/ — (231)2 + 3(2B”)2 — a/Q + 30{2

Soit 2B’ = B"™ = a’ = A™, d’ou la contradiction.

¥ J-3-2-2-2-2- Nous supposons A™ = 1(mod 4) et B” = 1(mod 4), d’ou C" est

pair et C* = 2C". L’expression de p devient :

p = C2l _ Can + B2n — 4C/2 _ QCan + B2n — (C/ _ Bn)2 + 30!2 — 3p/
= 3|(C" - B") = C' — B" = 3C"

P =C7+430"2 = b=4dp = (2C")2 +3(2C7")2 = a”® + 302  (181)

Soit 20" = C! = @’ = A™, d’ou la contradiction.

*% J-3-2-2-2-3- Nous supposons A™ = 1(mod4) et B® = 2(mod4), d’ott B™

est pair, voir J-3-2-2-2-1-.

% J-3-2-2-2-4- Nous supposons A™ = 1(mod 4) et B” = 3(mod 4), d’ou C" est
pair, voir J-3-2-2-2-2-.

** J-3-2-2-2-5- Nous supposons A™ = 3(mod4) et B® = 0(mod4), d’ott B"
est pair, voir J-3-2-2-2-1-.
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¥ J-3-2-2-2-6- Nous supposons A™ = 3(mod 4) et B” = 1(mod 4), d’ou C" est
pair, voir J-3-2-2-2-2-.

** J-3-2-2-2-7- Nous supposons A™ = 3(mod4) et B® = 2(mod4), d’ott B"

est pair, voir J-3-2-2-2-1-.

% J-3-2-2-2-8- Nous supposons A™ = 3(mod 4) et B" = 3(mod 4), d’ot1 C' est
pair, voir J-3-2-2-2-2-.

Nous avons achevé donc 'étude de J-3-2-2- qui a mené a des contradictions.

** J-4- Nous supposons k1 # 3 et 3|ky = k1 = 3k} avec kj # 1, alors 4p =
dp 0  3kiba

12p" = k1b = 3kib = 4p’ = kjb. A*™ gécrit AZ™ = 508 3 3 p kia et
0 k1
B"C! = g 3— 40052§ = Zl(Sb — 4a). Comme B"C! est un entier, on doit

avoir 4/(3b — 4a) ou 4|k} ou [2|k] et 2|(3b — 4a)].

** J-4-1- Nous supposons que 4/(3b — 4a).

** J-4-1-1- On suppose que 3b — 4a = 4 = 4|b = 2|b. Nous avons alors :
A = Ka
B"C' =k}

#% J-4-1-1-1- Si k| est premier, de B"C! = &/, c’est impossible.

** J-4-1-1-2- Nous supposons que k7 > 1 est non premier. Soit w un nombre

premier tel que w|k].

** J-4-1-1-2-1- Nous supposons que k] = w?®, avec s > 6. Nous avons donc :

A% = % (182)

B"C! = w* (183)

62



1375

1380

1385

1390

1395

** J-4-1-1-2-1-1- Supposons w = 2, si a, k] sont non copremiers alors 2|a, comme

2|b, c’est la contradiction avec a,b copremiers.

** J-4-1-1-2-1-2- Supposons w = 2 et a, k) sont copremiers donc 2 1 a. De
, nous en déduisons que B = C =2 et n+1 = s, et A?™ = 2%.a, mais
A = 9l —9m s A2m — (91 —9n)2 = 921 4 920 _9(gltn) = 92 4 920 _ 9 95 —
2%.a = 2% + 22 = 2%(a + 2). Si | = n, nous obtenons a = 0 d’ou la contra-
diction. Si I # n, comme A™ =2/ —2" > 0 = n < | = 2n < s, dou
221 (1 422=2n _gs+1-2n) — 9nol ¢ Posons | = n+ny = 1422720 _gs+1-2n —
2™ .a, or le terme & gauche est impair et le membre a droite est pair d’ou la

contradiction. Donc le cas w = 2 est impossible.
** J-4-1-1-2-1-3- Supposons maintenant que k] = w® avec w # 2 :

** J-4-1-1-2-1-3-1- Supposons que a, k] sont non copremiers, alors wja = a =

wh.ay et t { a;. Nous avons donc :

AP = sty (184)

B"C! = w* (185)

De ([193), nous déduisons que B" = w", C" = w' et s = n+l. Bt A™ = w!—w" >
0 = [ > n. De plus, A%2™ = w*tt.a; = (W' —w")? = W +wW?" —2 x w*. Comme

l

w # 2 = w est impair, par suite A% = w¥tt.a; = (W' — w™)? est pair, donc

2|la; = 2|a ce qui est en contradiction avec a,b copremiers, alors ce cas est

impossible.

** J-4-1-1-2-1-3-2- Supposons que a, kj sont copremiers, avec :
AP = o (186)
B"C! = w* (187)

De (195)), nous déduisons que B® = w" et C' = w! et s = n + 1. Comme

w # 2 = w est impair et A?™ = w*.a = (w! —w")? est pair, d’olt 2|a. Par suite
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la contradiction avec a, b copremiers, donc ce cas est impossible.

** J-4-1-1-2-2- Nous supposons que kj = w®.kq, avec s > 6, w { ka. Nous avons

donc :

AP = ¥ ko.a (188)

B"C!' = w® ko (189)

** J-4-1-1-2-2-1- Si ko est premier, de la derniere équation ci-dessus, w = ks,
c’est en contradiction avec w 1 ko. Donc ce cas est impossible.
** J-4-1-1-2-2-2- Nous supposons que ki = w®.ky, avec s > 6, w t ko et kg non

premier. Nous avons donc :

AP = % ko.a (190)

B"C! = w® ky (191)

** J-4-1-1-2-2-2-1- Nous supposons w, a copremiers

*% J-4-1-1-2-2-2-1-1- Supposons w = 2, si a, k2 sont non copremiers alors 2|a,
comme 2|b, c’est la contradiction avec a,b copremiers. Si a, ko sont copremiers
donc 2 t a. De , nous en déduisons que B = C =2 et n+1 = s, et
A?™ = 2%.q, mais A™ =2 — 2" = A?™ = (2! —2m)2 = 221 4 220 _ 2(2lt") =
2204 920 9 % 2% = 25, = 2% 422" = 2%(q+2). Sil = n, nous obtenons a = 0
d’ott la contradiction. Sil # n, comme A™ =2 —2" >0 =n <l = 2n < s,
d’ott 227(1 4 22=2n — 2s+1=2n) — 919l g Posons | = n +ny; = 1+ 222" —
25+H1=2n — 9m1 g or le terme & gauche est impair et le membre & droite est pair
d’ot la contradiction. Donc le cas w = 2 est impossible.

** J-4-1-1-2-2-2-1-2- Supposons maintenant que w # 2.

** J-4-1-1-2-2-2-1-2-1- Supposons que a, k} sont non copremiers, alors wja =
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a=wta ett f ay. Nous avons donc :

AP = T gy (192)

B"C! = w* (193)

De ([193), nous déduisons que B" = w", C" = w' et s = n+l. Bt A™ = w!—w" >
0 = [ > n. De plus, A%2™ = w*tt.a; = (W' —w")? = W +wW?" —2 x w*. Comme

l

w # 2 = w est impair, par suite A" = w¥tt.q; = (W' — w™)? est pair, donc

2|la; = 2|a ce qui est en contradiction avec a,b copremiers, ce cas est impos-

sible.

** J-4-1-1-2-2-2-1-2-2- Supposons que a, ki non copremiers, avec :

A% = % (194)
B"C! = w* (195)
De (195), nous déduisons que B" = w” etC! = w! et s = n + [. Comme

w # 2 = w est impair et A?™ = w*.a = (w! —w™)? est pair, d’olt 2|a. Par suite

la contradiction avec a, b copremiers, donc ce cas est impossible.

4 J-4-1-2- 3b — da # 4 et 4(3b — 4a) => 3b— 4a = 4°Q avec s > 1 et 41 Q.

Nous avons :
A% = Ela (196)
B"C' =47k Q (197)
** J-4-1-2-1- Supposons k] = 2, de (196) nous déduisons que 2|a. Comme

4|(3b — 4a) = 2|b, d’out la contradiction avec a,b copremiers. Donc ce cas

est impossible.

#* J-4-1-2-2- Supposons que k] = 3, de (196]) nous déduisons que 33| A2™. De
(197), nous déduisons que 33|B™ ou 33|C!. Dans les deux cas précédents, nous
aurons 3|p. Mais 4p = 3k}b = 9b, or 27|p ce qui donne 3|b, d’ou1 la contradiction
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avec a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.
** J-4-1-2-3- Supposons que k} est un nombre premier > 5 :

#% J-4-1-2-3-1- Supposons k} et a copremiers. L’équation (196)) donne (A™)% =

kf.a ce qui est impossible avec k] 1 a. Donc ce cas est impossible.

*% J-4-1-2-3-2- Supposons k} et a sont non copremiers, soit kila = a = ki%ay

avec a > 1 et ki t a;. L’équation ([196]) s’écrit :
A?™ = kla = K" oy (198)

La derniere équation donne kj|A?™ = k}|A = A = k{i. Ay, avec Kk} 1 Ay. Si
2i.m # (a + 1) c’est impossible. Nous supposons que 2i.m = a + 1, par suite
k7| A™. Revenons & I'équation (197)). Si k] et Q sont copremiers, c’est impossible.
Nous supposons donc que kj et € ne sont pas copremiers c’est-a-dire que kf |2
et que exposant de k7 dans Q est tel que ’équation soit satisfaite. Nous
déduisons facilement que kf|B™. Par suite ki|(p = A?*™ + B*" + A™B™), mais

4p = 3k1b = ki |b, d’on la contradiction avec a, b copremiers.
** J-4-1-2-4- Supposons que kj > 4 non premier.

#¥ J-4-1-2-4-1- Supposons que k} = 4. Nous avons alors : A?™ = 4q et B"C' =

3b — 4a = 3p’ — 4a. Ce cas a été traité dans le paragraphe [5.8| cas ** 1-2-.

** J-4-1-2-4-2- Nous supposons que kf > 4 non premier.

** J-4-1-2-4-2-1- Nous supposons que a, k] sont copremiers. De Pexpression

AP = k4 .a nous déduisons que a = a? et ki = k3. Ce qui donne :

A" = al.k”1 (199)
B"C! = 4571720 (200)
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Soit w un nombre premier tel que w|k”, soit k71 = wht k79 avec w 1 k79, Les
deux équations précédentes deviennent :

A™ = ay.wh k7 (201)

B"C' = 471 k2.0 (202)

De WA™ = w|A = A = w'. A; avec w{ Ay et im = t. De , nous

avons w|B"C! = w|B" ou w|C".

¥ J-4-1-2-4-2-1-1- w|B" = w|B = B = w/.By, avec w { B;. De (201)),
nous avons BPC! = w277 m4571 k2.0, Si w = 2 et 2 1 £, nous avons BPC! =
22t+257j.n72k77% .

- Si 2t 425 —jn—2 < 0 alors 2 1 C! ce qui est en contradiction avec
Cl = w™mAT + win By,

- Si 2t + 25— jn —2 > 1= 2|C! = 2|C et la conjecture est vérifiée.

(Mémes résultats si 2|2 = Q = 2*.Q0y, on remplace 2t + 2s — jn — 2 par
2t + 25+ — jn — 2). Si w # 2, nous avons BFC! = w2 —in4s=1p72 Q)

1 aussi, si w{Q :

-Si 2t — jn < 0 = w { C' ce qui est en contradiction avec C! = w'™AT* +
win By,

-Si 2t — jn > 1 = w|C! et la conjecture (1)) est vérifiée.
Meémes résultats si 2|0 = Q = 2¥.Q, on remplace 2t — jn par 2t + u — jn.

¥ J4-1-2-4-2-1-2- w|C! = w|C = C = W".Cy, avec w 1 Cy. En utilisant les
mémes méthodes en J-4-1-2-4-2-1-1 ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats

suivants les cas.

** J-4-1-2-4-2-2- Nous supposons que a, k] sont non copremiers. Soit w un

nombre premier tel que w|a et w|k}. Nous écrivons :

a=w"a (203)
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K, =Wk (204)

avec a1, k”1 copremiers. L’expression de A?™ devient A?™ = w® *.a1.k"1. Le
terme B"C! devient :

B"C' =47t wt k7 1.Q (205)

*k J-4-1-2-4-2-2-1- Si w = 2 = 2|a, mais 2|b, d’ou la contradiction avec a,b

copremiers. Ce cas est donc impossible.

** J-4-1-2-4-2-2-2- Si w > 3. Nous avons wla. Si w|b c’est la contradiction avec
a,b copremiers. Nous supposons que w { b. De I'expression de A?™, nous obte-
nons w|A?" = w|A = A = w'.A; avec w1t A1, i > 1 et 2i.m = a + p. De
(205), nous déduisons que w|B" ou w|C".

#% J-4-1-2-4-2-2-2-1- Nous supposons que w|B" = w|B = B = w/B; avec
w1 By et j > 1. Par suite, BpC! = 45~ 1wr=in k7 .Q

*wtQ:

- Si g —jn > 1 nous avons w|C! = w|C, pas de contradiction avec C! =
WM AT + wI" B} et la conjecture est vérifiée.

-Sip—jn <0 avec w { Q, alors w { C! et c’est la contradiction avec

C! = w™ AT + wI" B, Donc ce cas est impossible.

* Wl soit Q = wP.Qy avec B> 1 et w i Q. Comme 3b —4a = 4°.Q =
4% wB Oy = 3b = 4da + 4°.wP.Qy = dw®.a; + 4°.wP .0 = 3b = dw(w* L +
4571 wP=1.0). Si w = 3 et B = 1, nous obtenons b = 4(3% la; +4°71Q) et
BPCO! = 43— 13mH=0n k71 Q.

-Sip—jn+1>1, alors 3|C! et la conjecture (1)) est vérifiée.

-Sip—jn+1 <0, alors 3 ¢ C! et c’est la contradiction avec C! =
3MAT 4 3" By

Maintenant, si 8 > 2 et @ = im > 3, nous aurons 3b = 4w?(w* 2a; +
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45710P=2Q)). Si w = 3 ou non, alors w|b, mais w|a, d’olt la contradiction avec

a,b copremiers.

¥ J-4-1-2-4-2-2-2-2- Nous supposons que w|C! = w|C = C = w"C} avec w {
C1 et h > 1. Par suite, B”C{ = 457 1wt=h k7 Q. En utilisant la méthodologie

ci-dessus, nous obtenons les résultats analogues.
** J-4-2- Nous supposons que 4|k].

** J4-2-1- k) = 4 = 4p = 3k{b = 120 = p = 3b = 3p/, c’est le cas déja

étudié au I-2- paragraphe 5.8

** J-4-2-2- k| > 4 avec 4|k} = ki = 4°k”, avec s > 1 et 41 k”. Nous avons

donc :
A2m — 4sk”1a — 22516”10, (206)
B"C' = 457k 1(3b — 4a) = 2*°7?k”1(3b — 4a) (207)

** J-4-2-2-1- Nous supposons s = 1 et kf = 4k”1 avec k71 > 1, soit p = 3p’ et
p' = k”1b c’est le cas déja étudié.

** J-4-2-2-2- Nous supposons s > 1, par suite k] = 4°k”1 = 4p = 3 x 45k”1b

et nous avons :
A% = 45k 1a (208)
B"C!' = 457k (3b — 4a) (209)
** J-4-2-2-2-1- Nous supposons que 2 { (k”1.a) = 2t k71 et 2 1 a. Comme
(A™)? = (2°%)2.(k”1.a), posons d? = k”1.a, par suite A™ = 2°.d = 2|A™ =

2]A = A =2'A; avec 21 Ay et i > 1. Dol : 2/ AP = 25.d = s = im. De
I’équation (209), nous avons 2|(B"C!) = 2|B" ou 2|C".
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#% J-4-2-2-2-1-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/.By, avec j > 1
et 24 B;. L’équation (209) devient :

Bl = 2257072k | (3b — 4a) = 2% TIN2E (3b — 4a) (210)
* Nous supposons que 21 (3b — 4a) :
- Si 2im — jn — 2 > 1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! = 2m AT +
2/" B et la conjecture est vérifiée.

- Si 2im — jn —2 < 0, alors 2  C!, d’ou la contradiction avec C! =

2Im AP 4+ 2B

* Nous supposons que 2*|(3b — 4a), u > 1 et que a,b restent copremiers :

- Si 2im + p — jn —2 > 1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! =
2im AT 4 2J" BT et la conjecture (1)) est vérifiée.

- Si 2im + pu —jn —2 < 0, alors 2 { C!, d’ou la contradiction avec C! =
2im AT + 21" B

#% J-4-2-2-2-1-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".Cy, avec h > 1
et 2 4 Cq. De la méme maniere traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes

résultats.
** J-4-2-2-2-2- Nous supposons que 2|(k”1.a) :
** J-4-2-2-2-2-1- Nous supposons que k71 et a sont copremiers :

#%J-4-2-2-2-2-1-1- Nous supposons que 2 { a et 2|k”; = k"1 = 224 k"2 et
a = a?. Alors les équations (208}209) deviennent :

AP = 45 921203 — AT = 25T By a0y (211)

B"C! = 45712775 (3b — da) = 27T 72175(3b — 4a) (212)

L’équation (211)) donne 2|A™ = 2|A = A = 2°.4; avec 2 1 A1, i > 1 et
im = s + p. De Péquation (212)), nous avons 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".
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#% J-4-2-2-2-2-1-1-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/.By, 2 B;
et j > 1. Par suite BPC! = 225+20—in=2172(3p _ 4q) -

* Nous supposons que 21 (3b — 4a) :

- Si 2im + 2u — jn — 2 > 1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! =
2im Am 4 2Jn B et la conjecture est vérifiée.

- Si 2im + 2u — jn — 2 < 0, alors 2 1 C!, d’ou la contradiction avec C! =
2im AT + 21" B

* Nous supposons que 2%|(3b — 4a), o > 1 et que a, b restent copremiers :

- Si 2im +2u + o — jn — 2 > 1, alors 2|CY, pas de contradiction avec C! =
2im AT 4 2" B et la conjecture (1)) est vérifiée.

- Si 2im +2u 4+ a—jn—2 < 0, alors 2 1 C!, d’ott la contradiction avec
Cl = 2im AT 4 2inpn,

#% J-4-2-2-2-2-1-1-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".C}, avec
h > 1et 21 C;. De la méme maniere traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes

résultats.

#* J-4-2-2-2-2-1-2- Nous supposons que 2 { k" et 2la = a = 2?*.a} et k"1 =
k”2. Alors les équations (208}209) deviennent :
AP = 48 22202 — AT = 25T ) k. (213)

B"C! = 4" 2(3b — 4a) = 22k 2(3b — 4a) (214)

L’équation (213) donne 2|A™ = 2|A = A = 2°.4; avec 21 Ay, i > 1 et
im = s + p. De I'équation (214)), nous avons 2|(B"C') = 2| B" ou 2|C".

#% J-4-2-2-2-2-1-2-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/.By, 21 B;
et j > 1. Par suite BPC! = 225797=2§"2(3b — 4a) :
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* Nous supposons que 21 (3b —4a) = 241b:

- Si 2im — jn — 2 > 1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! = 2m AT +
2inpn.

- Si 2im — jn —2 < 0, alors 2  O!, d’ou la contradiction avec C! =

2im Am 4 2in B

* Nous supposons que 2%|(3b — 4a), o > 1, dans ce cas a,b sont non copre-

miers, c’est la contradiction.

#¥ J-4-2-2-2-2-1-2-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".C}, avec
h >1et 21 C;. De la méme maniere traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes

résultats.

** J-4-2-2-2-2-2- Nous supposons k71 et a sont non copremiers avec 2|a et 2|k”1.
Soit a = 2%.a; et k71 = 2Hk"5 et 2t ay et 21 k75. De (208), nous avons g+t = 2\

et a;.k”s = w?. Les équations (208{209) deviennent :
AP = 45710 = 225 217520 ay = 22T WP = A = 25T (215)
B"C' = 4571217 5 (3b — 4a) = 22TH 275 (3b — 4a) (216)

De (215) nous avons 2|A™ = 2|A = A = 2/A;,i > 1 et 2 1 A;. De (216),
25+ p — 2 > 1, nous déduisons 2|(B"C') = 2|B"™ ou 2|C".

#%J-4-2-2-2-2-2-1- Nous supposons 2|B" = 2|B = B = 2/.By, 2 | B; et
§ > 1. Par suite BPC! = 225#=in=2"2(3h — 4q) :

* Nous supposons que 21 (3b — 4a) :

- Si 25+ p—jn—2>1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! = 2im A +
2/" BT et la conjecture est vérifiée.

-Si2s+pu—jn—2 <0, alors 2 1 C!, d'ou la contradiction avec C! =
2im AT 4 20" By
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* Nous supposons que 2%|(3b—4a), pour une valeur > 1. Comme 2|a, alors
2%((3b — 4a) = 2|(3b — 4a) = 2|(3b) = 2|b, d’ou la contradiction avec a,b

copremiers.

#¥J-4-2-2-2-2-2-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".Cy, avec
h > 1 et 21 C;. De la méme maniere traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes

résultats.

** J-4-3- 2|k} et 2|(3b — 4a) : Alors nous obtenons 2|kf = ki = 2'.k”; avec
t>1et 24k 2|(3b—4a) = 3b— 4a = 2".d avec u > 1 et 21 d. Nous avons
aussi 2|b. Si 2|a, c’est la contradition avec a,b copremiers. Nous supposons dans

la suite de cette section que 21 a. Les équations (208{209) deviennent :
A =20 k.0 = (A™)? (217)
BnCl =2t 2r g = 2t PH T2 (218)
De (217)), nous déduisons que ¢ est un exposant pair, soit ¢ = 2. Par suite, nous
posons w? = k”.a ce qui donne A™ = 2} w = 2|A™ = 2|4 = A = 2.4,
avec i > 1 et 21 Ay. De (218)), nous avons 2\ +p—2 > 1, par suite 2|(B"C!) =
2|B™ ou 2|C! :

** J-4-3-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/By, avec j > 1 et
21 By. 11 s’ensuit que By C! = 22A+#=in=2 ", q.
- Si 2\ +p—jn—2 > 1, nous avons 2|C! = 2|C, il n’y a pas de contradiction
avec C! = 2/m AT 4 2I" BT et la conjecture (1)) est vérifiée.
-Si2s+t+pu—jn—2<0,il s’ensuit que 21 C, d’ou la contradiction avec
Cl = 2mAm 4 2in By,

** J-4-3-2- Nous supposons que 2|C' = 2|C. En utilisant la méme méthode

ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

Le Principal Théoréme est démontré.
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6. Exemples Numériques

6.1. Example 1 :
Soit I'exemple : 62 + 3% = 3% avec A™ = 63, B" = 33 et C! = 3°. Avec les

notations utilisées dans le papier, nous obtenons :

p=3"x73 ¢=8x31 A=4x383"x42-73)<0 (219)
38 xT3VT3 0089__4><33><\/§
V3 73V73

4 0 g 334%™ 3 x2t
Comme A?™ = §.0052§ = cos2§ = s = >7<3 = % = a=3x2% b=

T VE]
R 1
On vérifie facilement ’équation utilisant . Pour cet exemple, nous
pouvons utiliser les deux conditions de comme 3|a,bl4p et 3|p. Les cas
et sont respectivement utilisés. Pour le cas [£4] c’est le sous-cas B-2-2-1-

(220)

73; alors :

cos p=3%b (221)

qui est a été utilisé et la conjecture est vérifiée. Concernant le cas c’est
le sous-cas G-2-2-1- qui a été appliqué et la conjecture est vérifiée. Nous
trouvons pour les deux cas que A™,B™ et C! de l'exemple 1 ont un facteur

commun ce qui est vrai.

6.2. Exemple 2 :

Soit le deuxieme exemple : 74 4+ 73 = 143. Nous prenons A™ = 74, B" = 73
et C' = 14%. Nous obtenons p =57 x 78 =3 x19x 7, ¢g=8x79, A=
27q% — 4p® = 27 x 4 x T18(16 x 49 — 193) = 2T x4 x ¥ x 6075 < 0, p =

4x7 4p 0 0
19 x 7 x V19, cosh = — . Comme A?™ = —.cos’= = cos’= =
) ) 19v/19 3 3 3
3A“™ 7 0
e = 1< % — a="T7% b=4x19, alors cos§ = 27\/@ et nous avons

le cas 3|p et b|(4p). Le calcul de cosf a partir de Uexpression de cosz confirme

la valeur ci-dessous :

0 0 7\’ 7 4x7
0: 303 :4 3*—3 7:4 _— —3 = —
cos c0s3(0/3) cos 3 0033 <2 19) Wit VAL
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Nous obtenons donc 3|p = p = 3p’, b|(4p) avec b # 2,4 alors 12p’ = kb =
3 x 75b. Ceci concerne le paragraphe de la deuxieme hypothese. Comme
ki = 3 x 7% = 3k avec kf = 7% # 1. C'est le sous-cas J-4-1-2-4-2-2- avec la

condition 4|(3b — 4a). Vérifions alors :
3b—4da=3x4x19—4x 7% =32 = 4/(3b — 4a) (222)

avec A?™ =78 = 7% x 72 = k{.a et k| non premier, avec a et k] non copremiers
avec w = 7 1 Q(= 2). Nous retrouvons bien que la conjecture (|1)) est vérifiée avec

un facteur commun & savoir le nombre premier 7 un diviseur de &} = 76.

6.3. Exemple 3 :

Soit le troisieme exemple : 19% + 383 = 573, Nous prenons A™ = 194, B" =

383 et C' = 573. Nous obtenons p = 19% x 577, ¢ =8 x27 x 1910, A =
19° % 5TTVBTT

27> —4p3 = 4x 198273 x 16 x192-5773) < 0, , cost =
q*—4p ( ) 33
4% 3* x 19v3 4p 0 6 3A2™  3x19?
——2 2 PYE O A2 = B 02l s 0522 = - —
577 /BT omime 3 CcoS 3 CcoS 3 4p 4 x 577

0 1
g:>a:3><192, b =4 x 577, alors cos— = ov3
b 3 24577

0
et b|(4p). Le calcul de cosf & partir de l'expression de coss confirme la valeur

et nous avons le cas 3|a

ci-dessus :

3
0 <19\/§> 4 19V3  4x 30 <193
3

0
cost = c0s3(0/3) = 4cos® = —3cos— = 4 = —
(6/3) 3 24577 24/577 577577

Nous obtenons donc 3|a = a = 3a’ = 3 x 192, b|(4p) avec b # 2,4 et b = 4p’ avec
p = kp' soit p’ = 577 et k = 195. Ceci concerne le paragraphe de la premiere
hypothese. C’est le sous-cas E-2-2-2-2-1- avec w = 19, a’,w non copremiers et
w=19¢(p' —ad') = (577—19?) avec s — jn = 6 —1 x 3 = 3 > 1, et la conjecture
(1) est vérifiée.

6.4. Example 4 :
Enfin soit I'exemple 72 4 2° = 3%, avec A™ = 7%; B" = 2°;C! = 3. Nous

obtenons p = 4999 un nombre premier, ¢ = 2°x 72 x 3% = 127008. Par suite, nous
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pyvp _ 4993./4933
3v3 3v3

= a=3xT" et b=4x4993 = 4p. Nous

trouvons que A = 27¢% —4p® = —62365072900 < O et p =

o0  3A%m 3x T a
cos®— =

3 Ap  4x4993 b
sommes dans la premiere hypothese 3|a et bl4p. Clest le cas avec 3|a et

b = 4p, mais pour ce cas, c’est impossible et c’est vérifié car 72,2° et 3* sont
premiers entre eux. En plus, nous avons aussi un exposant égal a 2 contraire au

fait que les exposants m,n et [ sont > 2.

7. Conclusion

La méthode utilisée pour prouver que la conjecture de Beal est certes vraie
du niveau du premier cycle universitaire scientifique, a demandé 1’étude de plu-
sieurs cas possibles. Nous avons confirmé la méthode par les quatre exemples

numériques présentés. En conclusion, nous annoncerions le théoreme :

Théoréme 2. (A. Ben Hadj Salem, A. Beal, 2016) : Soient A, B,C,m,n,

et | des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :

A™ 4+ B =(C! (223)
alors A, B, et C' ont un facteur en commun.
Remerciements : Je remercie Professeur Thong Nguyen Quang Do de m’avoir
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