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Résumé

En 1997, Andrew Beal [[]] avait annoncé la conjecture suivante : Soient A, B, C, m,n, et des
entiers positifs avec m,n,l > 2. Si A™ + B™ = C' alors A, B, et C ont un facteur en commun.
Nous considérons le polynéme P(z) = (x — A™)(z — B")(x + C!) = 2% — px + q avec p, q
des entiers qui dépendent de A™, B™ et C'. La résolution de > — pz + ¢ = 0 nous donne les
trois racines x1, x3, 3 comme fonctions de p, ¢ et d’un parametre §. Comme A™, B", —C" sont
les seules racines de 23 — pz + ¢ = 0, nous discutons les conditions pour que x1, 2o, x5 soient
des entiers. Quatre exemples numériques sont présentés.

Abstract

In 1997, Andrew Beal [1]] announced the following conjecture : Let A, B,C, m,n, and [ be
positive integers with m,n,l > 2. If A™ + B™ = C' then A, B, and C have a common factor.
We begin to construct the polynomial P(z) = (z — A™)(x — B")(z + C') = 2 — px + q with
p, q integers depending of A™, B" and C*. We resolve 2 — px 4+ ¢ = 0 and we obtain the three
roots 1, o, x3 as functions of p, ¢ and a parameter 6. Since A™, B™, —C" are the only roots of
2% — pz + ¢ = 0, we discuss the conditions that 1, x5, x3 are integers. Four numerical examples
are given.

keywords : Prime numbers, divisibility, roots of polynomials of third degree, convenient numbers,
diophantine equations.
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1 Introduction
En 1997, Andrew Beal [[I]] avait annoncé la conjecture suivante :
Conjecture 1.1. Soient A, B, C, m, n, et [ des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :
A™ 4+ B" = (! (1.1)

alors A, B, et C ont un facteur commun.

Dans ce papier, nous allons donner une démonstration de la conjecture de Beal. Notre idée est de
considérer un polyndme P(z) de troisiéme degré ayant comme racines les nombres A™, B" et —C"
en tenant compte de la condition (I.I). Le papier est organisé comme suit : dans la section 2, nous
exprimons les racines de P(z) = 23 — pz + ¢ = 0 en fonction de deux paramétres p, # qui dépendent



de A™, B" et C*. Les section 3,4 et 5 représentent la partie importante du papier, nous obtenons que

4p 0 . . . . .
AP — —00325. Comme A?™ est un entier, il s’ensuit que COS2§ doit étre écrit comme une fraction

3
a . . . . . ..
3 ou a, b sont deux entiers positifs non nuls copremiers. Nous discutons alors les conditions de divi-

sibilité de p, a, b telles que I’expression de A?™ soit un entier et que a, b restent copremiers. Suivant
les cas étudiés, nous obtenons que A, B, C' aient ou non un facteur commun. Dans la section 6, quatre
exemples numériques sont présentés et nous finissons par la conclusion en section 7.

1.1 Cas trivial

Nous commengons avec le cas trivial o A”™ = B". L’équation (I.T]) devient :
2A™ = C! (1.2)

Comme [ > 2, nous déduisons facilement que 2 est un facteur commun. La conjecture (1.1)) est véri-
fiée.

Nous supposons dans la suite que A™ > B™.

2 Calculs Préliminaires

Nous supposons la donnée de m,n,l € N* > 2et A, B,C € N* tels que :
A™ 4+ B" = (" (2.1

Nous appelerons :
P(z) = (x — A™)(z — B")(z + C) (2.2)

Utilisant I’équation (2.1), P(z) peut s’écrire :
P(z) = 2® + 2[A™B™ — (A™ + B")?] + A" B"(A™ + B") (2.3)
Nous introduisons les notations :
p=(A"4 B")? - A"B", ¢= A™B"(A™+ B") (2.4)
Comme A™ # B™, nous obtenons p > 0. L’équation devient :
P(z) =2 — pr +q (2.5)

en utilisant 1’équation (2.2), P(z) = 0 a trois racines réelles différentes : A™, B™ et —C". Maintenant,
résolvons 1’équation :
Pz)=a®—pr+q=0 (2.6)

Pour résoudre (2.6), posons :
r=u+v; a=A"B">0; B=(A"+ B")> 2.7
Alors P(x) = 0 donne les deux conditions sur u et v :

WP =—¢ uw=p/3>0 (2.8)



Alors u? et v3 sont solutions de I’équation du second degré :
X2+ gX +p%/27=0 (2.9)
Son descriminant A s’écrit :

272 —4p> A

avec B
A =27¢% — 4p® = 270%B — 4(B — )?

Comme a # 0, nous pouvons aussi re-écrire I’équation précédente comme :

A=a? (275—4@ —1>3>

Nous appelons ¢ le parametre é, A devient :
o

A = a3 (27t — 4(t — 1)?)
Notons :
y=y(t) =27t — 4(t — 1)3 (2.10)

Comme o > 0, le signe de A est aussi le signe de y(t). L’étude du signe de la fonction y montre
que y < 0 pour ¢t > 4. Dans notre cas, nous sommes intéressés a ¢ > 0. Pour ¢ = 4, nous obtenons
y(4) = 0 et pour ¢ €]0,4[, y > 0. Comme nous avons ¢ = g > 4 parce que A™ # B" .

(A™ —B™? > 0= = (A™+ B")? > 4a = 4A™B" (2.11)

Alors y < 0 = A< 0= A <0.Alors I’équation li n’a pas de racines réelles u> et v>.
Retrouvons les solutions u et v avec = u + v un réel positif ou négatif et u.v = p/3.

2.1 Démonstration

Démonstration. Les solutions de 1’équation (2.9) sont :

—q+ivV—A
X1:72 ; =Xi=—F

Nous devons résoudre :
uB— —q—i—z’x/—A_ W — —q—1vV—-A
N 2 ' N 2

Ecrivons X sous la forme X; = pe’e avec :

Va2 — A v—=A
p= 4 :p\/i); sin = —— > 0; 0039:—i <0 (2.12)
2 3V3 2p 2p
alors 0 [27] €] + g,+7r[, soit :
T T 6 =« 1 0 V3
— <0< =S —< o< - == - < — 2.13
2 T S35 T 083y 2.13)




et:

1 0 3
1< coszg <3 (2.14)
d’ou I'expression de X5 : Xo = pe*w. Posons :
‘ —1+1iv3 2m
u=re¥; et j=— zl\[ =% (2.15)

avec j est une racine complexe cubique de 1’unité, alors les solutions « et v sont :

up = re?¥t = é/ﬁei%
. L0 0427
ug = re¥2 = Jpje's = Ype' 3 (2.16)
-0+4m

usz = ret¥s — 3/5]2613 = \?/ﬁel 3 etis = \%ez 3

et similairement :
. .0
vy =re” W = Ype '3
—iyp 9 ;8 jAr 0 jar—0
vg =re W2 = Ypjte s = Ype'se s = Ype' s 2.17)
. . a0 - 2m—0
v3 = re”Ws — %je '3 = %ez 3

Nous devons choisir ug, et vy, tels que ug + vy, soit réel. Dans ce cas, nous avons nécessairement :

vl =Ul; U2 =U2; VU3 = U3

Nous obtenons comme solutions réelles de 1’équation (2.6)) :

0
T1=ul+v1 = 2%@055 >0
To = Uy + Vg = 2%005(”% =—Jp (cosg + \/gsmg <0 (2.18)
T3 = U3+ v3 = 2\3/5003“% = ¥p (—cosg + \/gsing >0
Comparant les expressions de x1 et x3, nous obtenons facilement x1 > x3. Comme A™, B" et el

sont les seules solutions réelles de (2.6), nous considérons, comme A™ est supposé supérieur a B”,
les expressions :

A" =1 =u v = 2\3pr05§
B" = x3=u3 +v3= 2%@050 —|;)47r = p (—cosg + \/gszng) (2.19)
—Cl=2y=ug +vg = 2\%6039 —ZQW =—¥p <cos§ + \/gsmz)

O



3 Préambule de la Démonstration du Principal Théoreme
Théoreme 3.1. Soient A, B, C, m,n, et l des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :

A™ 4+ B" = (! (3.1)

alors A, B, et C ont un facteur commun.

. 0 . : 0 . .
Démonstration. A™ = 2/pcos est un entier = A% = 4/ p20052§ est un entier. Mais :

o2 =L 3.2
p 3 (3.2)

Alors : 9 9 4 0
AP = 4§ p20052§ = 4§.COSQ§ = p.g.0032§ (3.3)

. . 0 .. .
Comme A2™ est un entier, et p est un entier, alors cos> 3 doit étre écrit sous la forme :

ou coszg _2 3.4

1
b 3 b

avec b € N*, pour la derniére condition a € N* et a, b copremiers.

20 _

cos”— =
3

Notations : dans la suite du papier, les scalaires a,b, ..., 2, «, 3, ..., A, B,C,... et A, D, ... re-
présentent des entiers positifs sauf les parametres 6, p, ou ceux mentionnés dans le texte, sont des
réels.

1
3.1 Cas 00322 = 7

Nous obtenons :

4 6 4p
AP =p.—cos’s = = 3.5
P33 7 3% (5-3)
1 0 3 1 1 3
Commez<c052§<Z:>Z<E<Z:>b<4<3b:>b:1,2,3.
311 b=1
b=1=4 < 3 ce qui est impossible.
312 b=2
2m 41 2.p / /
b=2= A :p.§.§ =3 = 3|p = p = 3p" avec p’ # 1 parce que 3 < p, nous obtenons :
2m __ m 2_2£_ / / / _ oo, 2
AT = (A7) = =29 = 2 = p' = 2%
avec 21p;, a+1=2p
0
B"Cl = {/p2 (3 — 400323) =p =297 (3.7)

De 1’équation (3.6), il s’ensuit que 2|A"™ — A = 20A1,1 > 1let?2 {1 A;. Par suite, nous avons
B = i.m = im. L’équation (3.7) entraine que 2|(B"C!) = 2|B" ou 2|C".

6



Cas 2|B" :Si2|B" = 2|B = B = 2/ B avec 2 { B;. L’expression de B"C" devient :

B{zcl — 22im—1—jnp%

-Si 2im —1—jn > 1, 2|C* = 2|C en accord avec C! = 2™ AT + 20" BY et la conjecture (1.1]) est

vérifiée.
-Si2im — 1 — jn < 0 = 21 C', d’ot la contradiction avec C! = 2™ AT* 4 2in B7

Cas 2|C!  :Si2|C!: de la méme manigre traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

313 =3
4p

41
b=3= A = P33=9 = 9p = p = 9’ avec p’ # 1 comme 9 < p alors A>™ = 4p'.

3 9

Si p’ est premier ¢’est impossible. Nous supposons que p’ est non premier, comme m > 3, il s’ensuit
que 2|p’, d’ot1 2| A™. Or B"C! = 5p’ et 2|/(B"C"). En utilisant la maniére traitée du cas b = 2, nous

obtenons les mémes résultats.

0
32 Casa>1, 00525 = %

Nous avons donc : 0
9 a
cos"—=—; A" =p.-.cosT; =
37 b b

ol a, b vérifient I'une des deux conditions :

[{3la et blap}|ou|{3[p et blap}|

et en utilisant 1’équation (2.14), nous obtenons une troisieme condition :

b<4da < 3b

. 9 .
Pour ces conditions, A>™ = 4{/p?cos?4 = 4§.COSQ§ est un entier.

Etudions alors les conditions données par 1’équation (3.9) dans les deux sections suivantes.

4 Hypothese: {3|a et bldp}

Nous avons donc :
3la= 3d' e N* / a=3d

41 Casb=2et3|a:

A%m g éerit

A% = 4p cos2g = 47;02 = 47]92 _ 2pa
3 3 30 3 2 3
En utilisant I’équation (4.1)), A>™ devient :
2.p.3a
A2m — =9 /
3 pa
0 3a

mais 00525 = % = 7& > 1 ce qui est impossible, d’ou b # 2.

(3.8)

3.9

(3.10)

(4.1)

4.2)

4.3)



42 Casb=4et3a:

A% g écrit

4.p 0 4pa 4pa pa p3a
A2m_7 27:7.7:7'7:7: :./ 4.4
33" 3% 34 3 3 P 9
2
0 a 3.d V3 3
27 7 v _ 2 /
et 6083 b 1 <<2> 4:>a<1 4.5)
ce qui est impossible. Alors le cas b = 4 est impossible.
43 Casb=pet3a:
Nous avons : p 2/
6082§ = % = ?a, (4.6)
et:
4 0 4p 3d
A% — ?p COS2§ = gp% =4d = (Am)2 4.7)
Ja” / d = a”? (4.8)
et B"Cl=p— A =b—4d =b—4a"? (4.9)
Le calcul A™B"™ donne :
2
A"B" = p.ésin—e —2d’
3 3
3 .20
ou AM™B" 4 2d = p.\?)fsin3 (4.10)

. . 3 .20 ,
Le membre a gauche de (4.10) est un entier et p aussi, alors 2?8171? s’écrit sous la forme :

V3 20
2 "gin— = — 4.11
3 sin 5 o ( )
ol k1, ko sont deux entiers copremiers et ko|p = p = b = ka.ks3, kg € N*.
** A-1- Nous supposons que k3 # 1, nous obtenons :

Soit 1 un entier premier avec ks, alors u|b et p|A™(A™ + 2B") = u|A™ ou u|(A™ + 2B™).

#% A-1-1- Si p|A™ = p|A et | A?™, mais A?™ = 4a’ = plda’ = (u = 2 mais 2|a’) ou (u|a’).
Alors pi|a d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

#% A-1-2- Si p|(A™ + 2B") = pu 4 A™ et u f 2B™ alors p # 2 et p 1 B™. Nous écrivons
p|(A™ + 2B™) comme :
A™ 4 2B" = .t/ (4.13)



11 s’ensuit :
Am_|_Bn — ,ut,—Bn — A2m+32n+2AmBn — M2t/2 —QtIIU,Bn—FB2n

En utilisant I’expression de p :
p=1t"u? — 2B " + B"(B™ — A™) (4.14)
Comme p = b = ky.ks et u|ks alors u|b = I’ et b = py/, ainsi nous pouvons écrire :
p = p(ut — 2t'B™) + B"(B" — A™) (4.15)
De la derniére équation, nous obtenons p|B"(B" — A™) = p|B"™ ou u|(B™ — A™)
##% A-1-2-1- Si p| B™ ce qui en contradiction avec p { B™.
#k A-1-2-2- Si p|(B™ — A™) et utilisant p|(A™ + 2B™), nous arrivons a :
n|B"
w|3B" < ou (4.16)
p=3
#% A-1-2-2-1- Si p|B"™ = u|B c’est la contradiction avec p { B citée ci-dessus.
#% A-1-2-2-2- Si p = 3, alors 3|b, mais 3|a alors la contradiction avec a, b copremiers.
** A-2- Nous assumons maintenant k3 = 1, alors :
AP 4 2A™MB" =y 4.17)
b=k (4.18)
2v3 20 Kk
—S8in— = — 4.19
3 73 T 19
Prenons le carré de la derniere équation, nous obtenons :
4 520  ky
3T TR
16 .0 .0 k%
?SZ’I’L2§COS2§ bfé
16, 20 30 _ K
3 37 b b2
Finalement :
420/ (p — a) = k3 (4.20)
mais a’ = a”?, alors p — a est un carré. Soit :
M=p-a=b-a=b-3a"" = N +3a"2=b (4.21)
(4.22)

L’équation (4.20) devient :
4207\ = |} = ky = 4a”\



en prenant la racine carrée positive, mais k1 = A" (A™ + 2B") = 2a”(A™ + 2B"), par suite :
A" +2B" =2 = A=qa" + B" 4.23)
# A-2-1- Comme A™ = 20" = 2|A™ = 2|A = A = 2'A;, aveci > 1 et 2 { Ay, par suite
AM =207 = 2MAT = q” = 2™ LAT orim > 3 = 4]|a”. Comme p = b = A?™ + AMB" +
B2 = )\ = 2m=1A™ 4 B" Prenons son carré, d’ou :
)\2 _ 22im72A%m + 21mA71an + B2n

Comme im > 3, nous pouvons écrire A2 = 4\ +B%" = \>=B?"( mod 4) = \?>=B?"=0( mod
4) ou A2’=B?"=1(mod 4).

#% A-2-1-1- Nous supposons que A\2=B%"=0(mod 4) = 4|\ = 2|(b—a). Or2|acara = 3ad' =
3072 =3 x 22(””*1)14%7” et tm > 3. Par suite 2|b, il en résulte la contradiction avec a, b copremiers.

#% A-2-1-2- Nous supposons maintenant que A>=B2?"=1(mod 4). Comme A™ = 2m~1 AT et im —
1 > 2, d’ott A™=0(mod4). Comme B?"=1(mod 4), alors B™ ne peut étre que B"=1(mod 4) ou
B"=3(mod 4) ce qui donne dans les deux cas B"C'=1(mod 4).

Nous avons aussi p = b = A?™ + A™B" + B?" = 44’ + B".C! = 4a”% 4+ B"C" soit B"C' =
N2 —@"? = B™.C!, par suite A, a” € N* sont solutions de 1’équation diophantine :

22—y =N (4.24)

avec N = B"C' > 0. Soit Q(N) le nombre des solutions de et 7(N) le nombre de fagon
d’écrire les facteurs de IV, alors nous annongons le résultat suivant concernant les solutions de {.24)
(voir théoreme 27.3 de [2]) :

- si N=2(mod 4), alors Q(N) = 0;

-si N=1 ou N=3(mod 4), alors Q(N) = [7(N)/2];

-si N=0(mod 4), alors Q(N) = [7(N/4)/2].

Soit (u,v), u,v € N* un autre couple solution de 1’équation (4.24), alors u? — v? = 22 — % =
N = B"C'!, mais A\ = z et a” = y vérifie I’équation soit x — y = B", par suite u, v vérifient
aussi u — v = B™, ce qui donne v + v = C!, parsuite u = x = A = a” + B" et v = a”. Nous
avons démontré 1’unicité des solutions de 1’équation (4.24)) avec la condition  — y = B™. Comme
N = B"C'=1(mod 4) = Q(N) = [1(N)/2] > 1. Or Q(N) = 1, d’ot la contradiction.

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

Vérifions la condition (3.10) donnée par b < 4a < 3b. Dans notre cas, la condition devient :
p<3A™ < 3p avec p= A"+ B> 4+ A™B" (4.25)

et 3A%™ < 3p = A?™ < pest donc vérifié. Si :

2

p < 3AM —s 942m _ gmpn _ g2 )

10



En étudiant le signe du polynéme Q(Y) = 2Y? — B"Y — B?" eten prenant Y = A™ > B", la
condition 242%™ — AMPB™ — B2 > () est vérifiée, par suite, la condition b < 4a < 3b est vraie.

Dans la suite du papier, nous vérifions facilement que la condition b < 4a < 3b implique a vérifier
A™ > B"™ ce qu’est vrai.

44 Casblp= p=bp,p>1L,b#2,b#4et3la:

4pa 4.bp.3.d
A2m:7-727:4',/ 4.26
3% 3b pa (320
Calculons B"C" :
B"C! = f/; <3sin29 — c0329> = f/} <3 — 460829> (4.27)
3 3 3 '
mais {/p? = p d’o en utilisant cos?% = s
3 Sb

.a 4.a/
o= 5 () 3 () - (1) o

Comme p = b.p/, et p’ > 1, nous avons alors :

B"C! = /(b - 4d) (4.29)
et A’ =4p.d (4.30)

** B-1- Supposons que p’ est premier, d’ott A?™ = 4ap’ = (A™)? = p'la. Or B"C' = p'(b —
4a'y = p/| B" ou p'|C".

#% B-1-1- Si p/| B" = p/|B = B = p/Bj avec By € N*. Par suite : p" "' BPC! = b — 4d’. Or
n > 2alors (n — 1) > 1etp|a’, d’ol p'|b = a et b non copremiers, d’ou la contradiction.

#% B-1-2- Si p/|C! = p’|C. La méme méthode utilisée ci-dessus, nous obtenons le méme résultat.
** B-2- Nous considérons que p’ n’est pas un nombre premier.

#% B-2-1- p/, a sont supposés copremiers : A*™ = dap’ = A™ = 2a’.p; avec a = a’? et p’ = p3,
donc a’, p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.p; alors 2|a’ ou 2|ps.

#% B-2-1-1- 2|d’, alors 2|a’ = 2 { p1. Mais p’ = p?.
% B-2-1-1-1- Si p; est premier, ¢’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

#* B-2-1-1-2- Supposons que p; est non premier, il s’écrit sous la forme p; = W™ = p’ = wW?™. Par
suite B"C! = w?™(b — 4a).

#% B-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C") = w|B" ou w|C".

11



#% B-2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w’/ By avec w { By, ot B}.C! = w?™ =" (b — 4a').

*# B-2-1-1-2-1-1-1- Si 2m — n.j = 0, nous obtenons B?.Cl =b—4d’ Comme C! = A™ 4+ B" —
w|C! = w|C, et w|(b—4a’). Or w # 2 et w est premier avec a’ donc premier avec a, par suite w 1 b.
La conjecture (I.T) est vérifiée.

*#* B-2-1-1-2-1-1-2- Si 2m —nyj > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, nous avons w|Cl = w|C
etw|(b—4a’) etw t a etw 1 b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

#% B-2-1-1-2-1-1-3- Si 2m —nj < 0 = wW"I=2mBP.C! = b — 4a’. Comme w|C utilisant C! =
A™ 4+ B" dou C = wh.C) = wni=2mthipn ot — b — 44’ Sin.j — 2m + h.l < 0 = w|B}C}
par suite la contradiction avec w t By ou w { Cy. Donc si n.j — 2m + h.l > 0 et w|(b — 4a’) avec
w, a, b copremiers et la conjecture (1.1)) est vérifiée.

##% B-2-1-1-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si w|C".
#% B-2-1-1-2-2- Maintenant, p’ = w?™ et w non premier, nous écrivons w = w{ .0 avec wy premier
tQet f > 1 un entier, et wi|A. D’od B"C! = w?/™Q0?(h — 4a') = w|(B"C') = w|B" ou

wi|CL.

#% B-2-1-1-2-2-1- Si wy | B" = wy|B = B = w! By avecw, By, d’ou B.C! = > ~miQ2m (p—
4a’) :

#% B-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m — n.j = 0, nous obtenons B}.C! = Q?™(b — 4a’). Comme C! =
A™ 4 B" = w1|C! = w1|C, et wi|(b — 4a’). Or wy # 2 et w; est premier avec a’ donc premier

avec a, par suite wy { b, donc wy 1 b. La conjecture (1.1)) est vérifice.

**k B-2-1-1-2-2-1-2- Si 2f.m — n.j > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, nous avons wj |Cl —
w1|C et wq|(b — 4a’) etwy { a et wy 1 b. La conjecture (1.1)) est vérifiée.

o B-2-1-1-2-2-1-3- Si 2f.-m—n.j < 0 = w2/ Bp Ol = 2™ (h—44’). Comme w; |C utilisant
Cl= A"+ B"dou C = wh.Cy = @I=2mSHhipn ot — O2m(h — 4a'). Sin.j —2m.f + h.l <
0 = w1 |BPC! par suite la contradiction avec wy 1 By et wy 1 C1. Donc sin.j — 2m.f + h.l > 0 et
wi|(b — 4a’) avec w1, a, b copremiers et la conjecture (1.1)) est vérifiée.

** B_2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si wq |C’l.

#% B-2-1-2- Si 2|p; : alors 2|p; = 2{d’ = 2{a.Orp’ = pi.

% B-2-1-2-1- Si py est premier égal a 2, nous obtenons A™ = 4a’ = 2|d’, d’ou la contradiction
avec a, b copremiers.

*# B-2-1-2-2- Donc p; est non premier et 2|p;, Comme A™ = 2a'p;, p; s’écrit sous la forme
pp = 2" W = p/ = 22m=2,2™ Par suite B"C! = 2220, (b — 4a') = 2| B" ou 2|C".

##% B-2-1-2-2-1- Si 2| B” = 2| B, comme 2| A, par suite 2|C. De B"C! = 222> (b — 4a’) s’en-
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suit que si 2|(b—4a’) => 2|b mais comme 2 1 a, il n’y aura pas de contradiction avec a, b copremiers
et la conjecture (1.1]) est vérifice.

** B-2-1-2-2-2- Si 2|C’l , de la méme maniere ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.
4 B-2-2- p/, a sont supposés non copremiers : Soit w un nombre premier tel que wa et w|p’.

#% B-2-2-1- Supposons que w = 3. Comme A?" = 4ap’ = 3|A, or 3|p’ = 3|p, comme p =
A?m 4 B2 4 AmMB" — 3|B*™ = 3|B, par suite 3|C' = 3|C. Nous écrivons A = 34,
B = 3By, C = 3"C) avec 3 est copremier avec Ay, By et Oy et p = 32MmAIm 4 32nipn 4
3imtinAmBY = 3% g avec k = min(2im, 2jn,im + jn) et 3 { g. Nous avons aussi (w = 3)|a
et (w = 3)|p’ ce qui donne a = 3% = 3¢’ = o = 3*ta;,3 Y aretp = 3#p1,3 1 py
avec A2 = 4a'p’ = 32MAIM = 4 x 3% a1.py = a+p— 1 = 2im. Comme p = bp’ =
b.3#p; = 3#.b.py. L'exposant du facteur 3 de p est k, I’exposant du facteur 3 du membre a gauche de
I’équation précédente est u. Si 3|b c’est la contradiction avec a, b copremiers. Donc, nous supposons
que 3 t b, et nous avons 1’égalité des exposants : min(2im,2jn,im + jn) = p en rappelant que
o+ p— 1 = 2im. Mais B"C' = p/ (b — 4a’) ce qui donne 34 BRCL = 3tp; (b — 4 x 3@~ Day).
Nous avons aussi A™ + B" = C! donne 3™ AT + 3" B} = 3" Y. Posons € = min(im, jn), nous
avons € = hl = min(im, jn). Nous avons les conditions :

k = min(2im,2jn,im + jn) = u 4.31)
a+pu—1=2im 4.32)

€ = hl = min(im, jn) (4.33)

3rith grot — iy, (b — 4 x 3(@7Vgy) (4.34)

#* B-2-2-1-1- a = 1 = a = 3a; = 3a’ et 31 a1, ’équation devient :
W= 2im (4.35)
et la premiere équation (4.31)) s’écrit :
k = min(2im, 2jn,im + jn) = 2im (4.36)

- Si k = 2im, par suite 2im < 2jn < im < jn => hl = im, et p = 2im =nj+hl =im+nj —

im = jn = hl. Par suite 3| A, 3| B et 3|C et la conjecture est vérifiée.

-Sik = 2jn = 2jn = 2im — 1 c’est impossible, un nombre pair ne peut étre impair.
-Sik=im+jn<2im = jn <imetk =im+ jn < 2jn = im < jn = im = jn —

k = 2im = 2jn cas étudié ci-dessus et par suite 3|A, 3| B et 3|C et la conjecture est vérifiée.

#B-2-2-1-2-a > 1= a >2etad =3*"la;.

-Si k = 2im = 2im = pu, or 4 = 2im — « ce qui impossible.

-Sik = 2jn = p = 2jn = 2iém — «. Nous obtenons 2jn < 2im —> jn < im = 2jn <
im + jn, k = 2jn est bien le mininimum de (2im, 2jn, im + jn). Nous obtenons jn = hl < im et
I’équation devient :

BICL = pi(b— 4 x 3@ Dg,) (4.37)

La conjecture (I.1) est vérifiée.
-Sik=im+jn <2im = jn <imetk =im+ jn < 2jn = im < jn = im = jn =
k = 2im = 2jn ce qui donne des contradictions.
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-Sik =1im+jn < 2im = jn < imet2jn < im + jn = k ce qui est une contradiction avec
k = min(2im, 2in,im + jn).

** B-2-2-2- Nous supposons que w #* 3. Nous écrivons a = w®a; avec w t aj et p = whp;
avec w { pi. Comme A?" = dap’ = 4w .a;p) = w|A = A = WA, w { AL Or
B"C! = p/(b—4d') = whpy (b — 4d') = w|B"C! = w|B" ou w|C".

#% B-2-2-2-1- w|B" = w|B = B = w/Bjetw { B;.De A" + B" = ! = w|C! =
w|C. Comme p = bp = whbp; = wh(wrm=kA2m | 2in—kpin 4 im+in=k Ampn) avec k =
min(2im, 2jn, im + jn). Par suite :

- Si u = k, alors w 1 b et la conjecture est vraie.

- Si k > p, alors wl|b, or w|a d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

-Si k < u, il s’ensuit de :

w,ubpl — wk(WQim—kA%m + w2jn—k'B%n + wim—l—jn—kAgnB?)
que w|A; ou w|Bj ce qui en contradiction avec les hypotheses.

#% B-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = w"C} avec w { C1. De A™ + B" = C! = w|(C! -
A™) = w|B. Par suite, nous obtenons les mémes résultats de B-2-2-2-1- ci-dessus.

45 Casb=2pet3|a:

nous avons :
0 a 3d dp.a  4p 3d
2 2m / m\2 /
CTITE T 3 3z =AY la o

Alors 2|a et 2|b ce qui est en contradiction avec a, b copremiers.

46 Casb=4pet3a:

Nous avons :

~

0 a 3d dp.a  4p 3a

2 2m / m\2 2

= = T = —/ A _ T = . = - A =a”
cos 3 b 4]) 3b 3 4}) @ ( ) “

avec A" =a”
Calculons A™B™, nous obtenons :

!
ampn —PY3 20 2 00 pV3 20 a

3 My T gt g T Ty Ty
AZm 20
A"B" + = = p‘g/g.smg (4.38)
soit :
2 20
A2m gqmpn — P ?:/gsm?) (4.39)

14



. . 2 .2 fos
Le membre a gauche de (4.39) est un entier et p est un entier, alors —3 sin sera écrit :

23 .20 Kk
—SitNnN— =

= — 4.40
3 3 ko (4.40)
ol ki, ko sont deux entiers copremiers et ka|p = p = ka.ks.
** C-1- Premieérement, nous supposons que ks # 1. D’ou :
AP 4L 9A™ BT = kg ky (4.41)

Soit p un entier premier et ks, alors | A™(A™ + 2B™) = u|A™ ou pu|(A™ + 2B™).

#% C-1-1- Si pu|(A™ = a”) = p|(a”® = a') = p|(3a’ = a). Comme plks = plp = pl(dp =
b), d’ou la contradiction avec a, b copremiers.
#k C-1-2- Si p|(A™ +2B") = pt A™ et 1 2B™, alors :

u#2 et ptB" (4.42)

w|(A™ + 2B™), nous écrivons :
A™ +2B" = p.t (4.43)

Alors :
A™ 4+ B" = ut' — B" = A*™ 4 B> 4 2A™B" = ;*"* — 2t'uB"™ + B*"
— p=t"?p? - 2¢'B"u+ B"(B" — A™) (4.44)
Comme b = 4p = 4ko.k3 et u|ks alors pu|b = 3y tel que b = p.p’, nous obtenons :
p o= p(4ut’ — 8¢'B™) + 4B™(B"™ — A™) (4.45)

La derniére équation implique u|4B™(B™ — A™), mais p # 2 alors p|B™ ou p|(B™ — A™).
## C-1-1-1- Si p|B™ = c’est la contradiction avec (4.42)).

% C-1-1-2- Si p|(B™ — A™) et en utilisant u|(A™ + 2B™), nous avons :

| B"
w|3B" = ¢ ou (4.46)
p=3
#% C-1-1-2-1- Si p| B™ ¢’est contradictoire avec (4.42).

#% C-1-1-2-2- Si o = 3, alors 3|b, mais 3|a ce qui en contradiction avec a, b copremiers.

*#* C-2- Nous assumons maintenant que k3 = 1, d’ou :

AP 4 2A™BY = |y (4.47)
p = ko (4.48)

203 20 k
\!sing = (4.49)
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Prenons le carré de la derniere équation, nous obtenons :

4 520 k?
gsln ? = ]?
16 . 50 0 ki
352'112560825 = p—;
16 = .0 3d k?
—sin‘—.— = —
3 3 b p?
Finalement :
d (4p — 3d') = k2 (4.50)
mais a’ = a”?, alors 4p — 3a’ est un carré. Soit :
N=4p—-3d=4p—-a=b—a 4.51)
L’ équation (4.50) devient :
a”? N =k =k = a”\ (4.52)

en prenant la racine carrée positive. Utilisant (4.47)), nous avons :

ki = A™(A™ 4+ 2B") = a”(A™ + 2B") (4.53)

Par suite :
A™42B" =)\ (4.54)
Considérons maintenant que b — a = \> == A\? + 3a”? = b, par suite le couple (\,a”) est une

solution de 1’équation diophantine :
X2 4+3Y?=b (4.55)

avec X = AetY = a”. Or d’apres un théoréme sur les solutions de I’équation donnée par (5.35)), b
s’écrit (voir théoreme 37.4 de [3]]) :

2 r
b=2% x3tplt.. -ngqlsl g (4.56)
ou les p; sont des nombres premiers vérifiant p;=1(mod 6), les g; sont aussi des nombres premiers

tels que ¢;=5(mod 6). Alors, comme b = 4p :
-sit > 1 = 3|b, or 3|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

** C-2-2-1- Donc, nous supposons que p s’écrit sous la forme :

p=pt BT g (4.57)

avec p;=1(mod 6) et ¢;=5(mod 6). Finalement nous obtenons que p=1(mod 6). Vérifions alors si
cette condition ne donne pas des contradictions.

Nous allons présenter le tableau des valeurs modulo 6 de p = A*™ 4+ A™B™ + B?" en fonction des
valeurs de A", B"(mod 6). Nous obtenons le tableau ci-dessous :
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A" B" 01 2 3 45
0 Oof4 3 410
1 [ 3 [ 3
2 4 ofE4 3
3 30N 3 [l
4 4 3 4f 00

) 3 3

TABLE | — Tableau de p (mod 6)

#% C-2-2-1-1- Cas A™=0(mod 6) = 2|(A™ = a”) = 2|(d’ = a"?) = 2|a, or 2|b, d’ol la
contradiction avec a, b copremiers. Tous les cas de la premire ligne du tableau [I]a rejeter.

#k C-2-2-1-2- Cas A™=1(mod 6) et B"=0(mod 6), d’ott 2|B™ = B"™ = 2B/, alors p s’écrit p =
(A™ + B")? + 3B avec (p,3) = 1, sinon 3|p, par suite 3|b, or 3|a, d’ol la contradiction avec a, b
copremiers. Donc le couple (A™ + B’, B') est solution de 1’équation diophantine :

22432 =p (4.58)

la solution x = A™ + B’y = B’ est unique vue que x — y vérifie x — y = A™. En effet, si (u,v) un
autre couple solution de (4.58), avec u, v € N*, alors nous avons :

u? 4302 =p (4.59)
u—v=A" (4.60)

D’oll u = v + A™, nous obtenons I’équation du second degré 4v? + 2vA™ — 2B'(A™ + 2B') = 0
qui donne comme racine positive v = B’ = y, par suite v = A™ + B’ = z. Il en résulte que p
dans a une représentation unique sous la forme X? + 3Y2 avec X, 3Y copremiers. Comme p
est un nombre entier impair, nous appliquons 1’'un des théoréemes d’Euler sur les nombres convenables
"numerus idoneus" (voir [4],[3]) 4 savoir : Si n > 1 est un entier impair qui est représenté de facon
unique telle que n = x> +3y? avec x,y € N et x et 3y sont relativement premiers, alors n est premier.
Donc p est premier et 1’écriture 4p est unique (il suffit de poser U = 2u, v = 2v, avec U2 +3V?2 = 4p
etU —V =2A").0rb=4dp = \? +3a"2 = (2(A™ + B'))? + 3(2B’)? I'unicité de Iécriture de
4p donne :

A=2(A" + B') = 24" + B" = 2a” + B" 4.61)
et o’ =2B ' =B" =A™ (4.62)

Or A™ > B"™, d’ou la contradiction.
% (C-2-2-1-3- Cas A™=1(mod 6) et B"=2(mod 6), d’ou B" est pair, voir C-2-2-1-2-.

## C-2-2-1-4- Cas A™ = 1(mod6) et B™ = 3(mod6), d’ot 3|B" = B™ = 3B’. Nous pou-
vons écrire b = 4p = (2A™ + 3B’)2 + 3(3B')? = A? + 3a”2. L unicité de I’écriture de b comme
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22+ 3y? = A2 + 30”2 = a” = A™ = 3B’ = B", d’ol la contradiction avec A™ > B".

#% C-2-2-1-5- Cas A™ = 1(mod 6) et B" = 5(mod 6), d’ott C*=0(mod 6), donc 2|C", voir C-2-2-
1-2-.

% C-2-2-1-6- Cas A™ = 2(mod 6) = 2|a” = 2|a, or 2|b, d’ou la contradiction avec a, b copre-
miers.

#% C-2-2-1-7- Cas A™ = 3(mod6) et B® = 1(mod 6), d’ott C'=4(mod6) = 2|C! = C! =
2C", Nous pouvons écrire que p = (C' — B")? + 3C"2, voir C-2-2-1-2-.

#% (C-2-2-1-8- Cas A™ = 3(mod 6) et B™ = 2(mod 6), d’ou B™ est pair, voir C-2-2-1-2-.
% C-2-2-1-9- Cas A™ = 3(mod 6) et B™ = 4(mod 6), par suite B" est pair, voir C-2-2-1-2-.

#% C-2-2-1-10- Cas A™ = 3(mod 6) et B" = 5(mod 6), d’ott C'=2(mod 6), donc 2|C!, voir C-2-
2-1-2-.

#% C-2-2-1-11- Cas A™ = 4(mod 6) = 2|a” = 2
miers.

a, or 2|b, d’oti la contradiction avec a, b copre-

% C-2-2-1-12- Cas A™ = 5(mod 6) et B” = 0(mod 6), par suite B™ est pair, voir C-2-2-1-2-.

#% C-2-2-1-13- Cas A™ = 5(mod 6) et B” = 1(mod 6), d’ott C'=0(mod 6), donc 2|C", voir C-2-
2-1-2-.

#% C-2-2-1-14- Cas A™ = 5(mod 6) et B" = 3(mod 6), d’ott C'=2(mod 6) = 2|C! = C! =
20", p s’écritp = (C' — B™)? + 3C"2, voir C-2-2-1-2-.

% (C-2-2-1-15- Cas A™ = 5(mod 6) et B™ = 4(mod 6), par suite B™ est pair, voir C-2-2-1-2-.
Nous avons achevé I’étude de tous les cas du tableau[T]ayant tous des contradictions.

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

4.7 Cas3laetb=2p b#2avecy|p:
3la=a=3d,b=2p avecp =k.p/,d’ou:

4.k.p'.3.a
_Akp3a (4.63)

gzm _ AP a
b 6p’

Calculons B"C" :

B"C! = f/} <38in2§ — 0052§> = f/} <3 — 40052§> (4.64)
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b

/ /
BrCl = {p? (3 . 40082§> - g (3 - 43'[)“ ) — . (1 - 4: > — k(p — 2d) (4.65)

Comme p = b.p/, et p’ > 1, nous avons alors :

. o 0
mais {/ p? = g d’ot1 en utilisant 0032§ =

B"C' = k(p' — 2d)) (4.66)
et A%’ =2k.d (4.67)

** D-1- Nous supposons que k est premier.

#%D-1-1- Si k = 2, nous avons donc p = 2p’ = b == 2|b, mais A?™ = 4a’ = (A™)? = A™ = 2a”
avec a’ = a”?, par suite 2|a” = 2|(a = 3a”?), il en résulte la contradiction avec a, b copremiers.

#% D-1-2- Nous supposons k # 2. De A?™ = 2k.d’ = (A™)? = k|d et 2|d’, d’ou a' =
2.k.a” = A™ = 2.k.a”. Par suite k|A™ = k|A = A = k'.Aj aveci > letk { A;.
KM AT — 2ka” — 207 = KMLA™. De BrCl = k(p — 2a) —> k|(B"C') —s k|B" ou k|CL.

#+ D-1-2-1- Supposons que k|B" = k|B => B = k’.By avec j > 1 et k { Bjy. Par suite
Erd—1BrOl = 9 — 2d' = p' — 4ka”®. Comme n > 3 = nj — 1 > 2, d’out k|p’ mais k # 2 —
E|(2p' =), or k|la’ = E|(3a’ = a). Il s’ensuit la contradiction avec a, b copremiers.

% D-1-2-2- Si k|C! Nous obtenons le méme résultat.

** D-2- Nous supposons k est non premier. Soit w un nombre premier tel que k& = w?®.ky, avec

s > 1, w1 k1. Les équations (4.66(4.67) deviennent :

B"C! = w ki (p' — 2d)) (4.68)
et A’ =205 ki.d (4.69)

** D-2-1- Supposons que w = 2, nous avons alors les équations :

AP — 95t | df (4.70)
B"C' = 2° Ky (p — 2d)) (4.71)

*% D-2-1-1- Cas : 2|a’ = 2|a, mais 2

b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

#% D-2-1-2- Cas : 21 a’. Comme 2 1 k1, 1’équation (4.70) donne 2| A?™ = A = 21 Ay, aveci > 1 et
2 {1 A;. Nous déduisons que 2im = s + 1.

## D-2-1-2-1- Nous supposons que 2 1 (p' — 2a’) = 2 1 p’. De I’équation (4.71]), nous obtenons que
2|B"C! = 2|B" ou 2|C" :

#% D-2-1-2-1-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/ B avec 2 { By et j > 1, par suite
BPCl = 2570k (p! — 2d) :

- Si s — jn > 1, alors 2|CZ = 2|C, pas de contradiction avec Cl = 2imAM 4 2InBY et la
conjecture (I.T) est vérifiée.
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-Si s —jn < 0,de BPC! = 2577k (p) — 2d/) = 2 { C!, d’ot la contradiction avec
Cl = 2Mm AT 4 2i" B} = 2|C".

##% D-2-1-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si 2|C".

## D-2-1-2-2- Nous supposons maintenant que 2|(p’ —2a’) = p' —2a’ = 2#.Q, avec p > 1et 21 Q.
Nous rappelons que 2 1 a’. L’équation (4.71]) s’écrit :

B"C! = 2571 |1 .Q 4.72)
Cette derniere équation implique que 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

#% D-2-1-2-2-1- Supposons que 2|B" = 2|B => B = 2/B; avec j > 1 et 2 { By. Par suite :
BPCl = 25FTh=in |y Q)

-Si s+ u— jn > 1, alors 2|C" = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2im AT 4 2" B et la
conjecture (I.T) est vérifiée.

-Sis+pu—gn <0, de B{LCZ = 25FTH=Ink ) — 2 1 C!, d’ob la contradiction avec
Cl = 2m A 4 2in B — 2|C".

#% D-2-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si 2|C".

*# D-2-2- Nous supposons que w # 2. Nous avons alors les équations :

AP = 205 ky.d' (4.73)
B! = w®.ky.(p' — 2a") (4.74)

Comme w # 2, de I’équation (4.73)), nous avons 2|(k1.a’). Si 2|a’ = 2|a, mais 2|b par suite la
contradiction avec a, b copremiers.

#% D-2-2-1- 2 t a’ et 2|ky => k1 = 2.Q avec p > 1 et 2 1 . De I'équation (4.73), nous avons
2|A?™M — 2|A = A = 2'A; avec i > 1et 2 { Ay, par suite 2im = 1 + p. L’équation
devient :

B"C! = w24 Q.(p' — 2d)) (4.75)

De I’équation (4.75)), nous obtenons 2|(B"C') = 2| B"™ ou 2|C".
#% D-2-2-1-1- Supposons 2| B" = 2|B = B = 2/ By, avec j € N* et 2{ B;.

#% D-2-2-1-1-1- Nous supposons que 2 { (p’ — 2a’), alors nous avons B}C! = w24~ Q(p' — 2d') :
-Sip—jn > 1 = 2|C" = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2™ AT 4 2" B et la
conjecture (I.T) est vérifiée.
-Sip— jn < 0= 21 C" d’ot la contradiction avec C! = 2™ A" + 2/" B}

% D-2-2-1-1-2- Nous supposons que 2|(p — 2a') = p’ — 2a’ = 2*.P,aveca € N*et2 ¢ P. 1l
s’ensuit que BPC! = ws2rta—inQ p .

-Sip+a—jn > 1= 2|C" = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2im AT + 2" B} et la
conjecture (I.1) est vérifiée.
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-Si g+ a—jn < 0= 21C"dou la contradiction avec C! = 2™ A + 2" B},

** D-2-2-1-2- Nous supposons maintenant que 2|C™ = 2|C. En utilisant la méme méthode décrite
ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

48 Cas3laetb=4p b#2avecyp|p:

3la = a=3d",b=4p" avec p = k.p/, k # 1 sinon b = 4p ce cas a été étudié (voir paragraphe

[.6)), alors nous avons :

4p a 4.kp.3.d
A= T8 = T 4.76
3D 129/ “ (4.76)

Calculons B"C" :

B"C! = f/; <3Sin2§ — 0032§> = f/; (3 — 46082§> 4.77)

3.a"
,

!/ /
B"C' = {/p? (3 - 40052§> -Z (3 - 43‘;> = p. (1 - 4‘b“ ) = k(' — d) 4.78)

Comme p = b.p/, et p’ > 1, nous avons :

mais {/ p? = g, d’oti en utilisant cos?

WD

B"C!' = k(p' — d) (4.79)
et A’ =k.d (4.80)

*#* B-1- Nous supposons que k est premier. De A?™ = k.a' = (A™)? = k|d' etd' = k.a"? =
A™ = k.a”. Par suite k|A™ = k|A = A= k' Ajaveci > letk{ A;. k™A = ka” = a” =
kmi=lAm De B"C' = k(p' — a') = k|(B"C') = k|B" ou k|C".

#* B-1-1- Supposons que k|B" = k|B = B = k/.B; avec j > 1 et k { Bj. Par suite
kni=1BrCt = pf — d/. Comme n.j — 1 > 2 = k|(p' — d'). Or k|’ = k|a, d’ott k|p/ =
k|(4p" = b) et on arrive 2 la contradiction que a, b sont copremiers.

## E-1-2- Supposons que k|C’, nous obtenons le méme résultat que si k| B™.

*# E-2- Nous supposons k est non premier.

#* B-2-1- Supposons que k = 4 = p = 4p/ = b, c’est le cas[4.3|déja étudié ci-dessus.

*#* B-2-2- Nous supposons que k£ > 6 non premier. Soit w un nombre premier tel que k = w?®.kq, avec

s > 1, w1 k1. Les équations (4.79h4.80) deviennent :

B"C' = Wik (p — d) (4.81)
et A = W% ky.d (4.82)

** E-2-2-1- Nous supposons que w = 2.
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ok B-2-2-1-1- Si 2|’ = 2|(3d’ = a), mais 2|(4p’ = b), par suite la contradiction avec a, b copre-
miers.

#% B-2-2-1-2- Nous avons 2 { a’. De I’équation (4.82), il s’ensuit que 2|A%2™ = 2|A = A = 24,
avec 21 Ajet:

B"C' = 2%k (p) — d)
##% E-2-2-1-2-1- Supposons que 2 1 (p’ — a’), de ’expression ci-dessus, nous avons 2|(B"C!) =
2|B" ou 2|C".

#% B-2-2-1-2-1-1- Si 2| B = 2|B = B = 2/ B; avec 2 { By. Par suite BJC! = 221"} (p/ —
a):

- Si 2im — jn > 1 = 2|C' = 2|C, il n’a pas de contradiction avec C' = 2™ A" + 2J" B7 et
la conjecture (1.1)) est vérifiée.

- Si 2im — jn <0 = 2 C', d’ou la contradiction avec C! = 2™ AT + 2/" B — 2|C".

#% B-2-2-1-2-1-2- Si 2|C! = 2|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus, nous obtenons
les mémes résultats.

## B-2-2-1-2-2- Supposons que 2|(p’ — a’). Comme 2t a’ = 21 p'.2|(p' —d') = p' —d' = 2°.P
avec a > 1l et 2 { P. L’équation (4.81) s’écrit :

B"C! = 259 P = 22t P (4.83)
d’ou 2|(B"C") = 2|B" ou 2|C".
#% B-2-2-1-2-2-1- Nous supposons que 2| B” = 2|B = B = 2/ By, avec 2 { B;. L’équation (4.83)
s’écrit BJC! = 2%imta—ing, p .
-Si2im+a—jn > 1 = 2|C! = 2|C, il n’a pas de contradiction avec C! = 2im A7 + 2" B
et la conjecture (I.1) est vérifiée.

-Si 2im 4 a — jn < 0 == 21 C', d’oli la contradiction avec C! = 2™ A" 4 2/"BP — 2|C!.

## E-2-2-1-2-2-2- Nous supposons que 2|C* = 2|C. Utilisant la méme méthode décrite ci-dessus,
nous obtenons les mémes résultats.

*# E-2-2-2- Nous supposons que w # 2. Rappelons les équations :

AP = % k. (4.84)
B"C' = W ki (p) — d) (4.85)

% F-2-2-2-1- Nous supposons que w,a’ sont copremiers, donc w { a’. De 1’équation (4.84), nous
avons w|A?™M = w|A = A = W'A;j avecw | A; et s = 2im.

##% B-2-2-2-1-1- Supposons que w { (p'—a’). De I’équation (4.85)) ci-dessus, nous avons w|(B"C!) =
w|B™ ou w|C".

#% B-2-2-2-1-1-1- Si w| B" = w|B = B = w’ By avec w { By. Par suite BPC! = 22m=ink, (p —
a):
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- Si 2im — jn > 1 = w|C! = w|C, il n’a pas de contradiction avec C! = W™ AT + /" B}
et la conjecture (1.1]) est vérifice.
- Si 2im — jn <0 = w{ C!, d’oti la contradiction avec C! = W™ AT + wW" B} = w|C".

#% B-2-2-2-1-1-2- Si w|C! = w|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus, nous obtenons
les mémes résultats.

## B-2-2-2-1-2- Supposons que w|(p’ — a') = w t p’ sinon wld'. w|(p/ — ¢’) = p' —a’ = w*.P
avec a > 1 etw { P. Léquation (4.85) s’écrit :

B"C! = Wty . P = w¥mtep, P (4.86)
d’ott w|(B"C') = w|B" ou w|C".

#% B-2-2-2-1-2-1- Nous supposons que w|B" = w|B = B = w/Bj, avec w { By. L’équation
s’écrit BPC! = 22m+a—ing, p

-Si2im+a—jn > 1 = w|C! = w|C, il n’a pas de contradiction avec C! = w™ A" +w/" B}
et la conjecture (I.1) est vérifiée.

-Si2im+a—jn < 0= wtC!, d’ol la contradiction avec C! = W™ A" + wI" B} = w|C".

## E-2-2-2-1-2-2- Nous supposons que w|C! = w|C. Utilisant la méme méthode décrite ci-dessus,
nous obtenons les mémes résultats.

## F-2-2-2-2- Nous supposons que w, a’ ne sont pas copremiers, donc a’ = w?.a” avec w 1 a”.
L’équation (4.84)) devient :
AP = w¥kid = WPk .a” (4.87)

Nous avons w|A?™ = w|A = A = w'Aj avecw | Ay et s + 3 = 2im.

## E-2-2-2-2-1- Supposons que w { (p — ') = w {p’ = w 1 (b = 4p’). De I’équation (4.85),
nous avons w|(B"C!) = w|B"™ ou w|C".

#% B-2-2-2-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/ By avec w { By. Par suite BPC! = 2577k (p/ —
a):

-Sis—jn > 1 = w|C! = w|C, il n’a pas de contradiction avec C! = w™ AT + w/" B} et la
conjecture (I.T) est vérifice.

-Sis— jn <0 = w{C!, d’ot la contradiction avec C! = wm AT + wI" B = w|C".

#% B-2-2-2-2-1-2- Si w|C! = w|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus, nous obtenons
les mémes résultats.

##% B-2-2-2-2-2- Supposons que w|(p) — da’ = p' — wl.a”) = wlp = w|(4p’ = b), mais
w|a’ = w|a. D’ou la contradiction avec a, b copremiers.

L’ étude des cas du[f.8est achevée.
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49 Cas3laetb|dp:
dp .0 4p3d

a = 3ad et 4p = k1b. Comme A% = Se0s 3= o= kia' et B*C! -
!/
B"C! = \3/,072 <3sin2§ - 0032§> = g (3 - 400522) = g <3 - 43Z> = %(b —4d’)  (4.88)

Comme B"C" est un entier, on doit avoir 4|k;, ou 4|(b — 4a’) ou (2|k; et 2|(b — 4a’)).
**F-1-Sik; =1=b=4p:c’estlecasi4.6

**F2-Sik; =4=p=>b:c’estlecasi4.3

#*¥ F3- Si k; = 2 et 2|(b — 4a’) : Dans ce cas, nous avons A*" = 24/ = 2|d’ = 2la.
2|(b — 4a’) = 2|b d’ou la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

ok F4- Si 2|ky et 2|(b — 4a’) : 2|(b — 4d’) = 2|b = b = 2V et 2|ky = k1 = 2k} avec k] > 2 et
nous avons A?™ = 2kia’, B"C' = k(b —2d'):

#% F-4-1- Si k| est premier >2, alors A*™ = 2kja’ = 2|a’ = 2|a, or 2|b d’ol la contradiction
avec a, b copremiers, ce cas est impossible.

#% F-4-2- Si k/ est non premier. De A?™ = 2kia’ = 2|(k}.d). Si 2|a’ = 2|a d’ou la contra-
diction avec a, b copremiers, ce cas est impossible. Nous supposons que 2|k} et 2 { a/, de B"C! =
k(Y — 2a") = 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

##% F-4-2-1- Supposons que 2| B" = 2| B, comme 2| A par suite 2|C' = 2|C.. Alors la conjecture
(L.1)) est vérifiée.

#% F-4-2-2- De méme, si 2|C", nous arrivons 4 2| B™ = 2| B et nous obtenons que la conjecture (1.1)
est vérifiée.

** F-5- Nous supposons que 4|k; avec k; > 4 = k; = 4k%, on a donc :

AP = 4kha (4.89)
B"C' = k(b — 4d) (4.90)

% F-5-1- Nous supposons kj est premier, de (4.89), nous avons kj|a’. De (4.90), kb|(B"C!) =
kL B™ ou k|,

*# F-5-1-1- Supposons kj|B" = k4|B = B = ki By avec 8 > 1 et k) 1 By. Par suite, nous
avons k:;"ﬁ 71B’f = b — 4d’ = FK4|b d’ot la contradiction avec a,b copremiers. Donc ce cas est
impossible.

##* F-5-1-2- Méme résultat si nous supposons que k5|C".

3 F-5-2- Nous supposons que k% est non premier.
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** F-5-2-1- Nous supposons que k) et a’ sont copremiers. De (4.89), k% s’écrit sous la forme k) =
iy ! 2 ¢ta 2 2
q;’.q3 et q1 { g2 et q1 premier. B"C! = ¢’ .¢3(b — 4a’) = ¢1|B" ou ¢;|C".

ok F—5—2—1—‘1— Supposons que ¢;|B" = qi1|B = B = q{.Bl avec q; 1 Bj. Nous obtenons
ByC! = ¢ "g3(b — 4d') ;

-Si2j — fn> 1= q|C" = ¢1|C mais C' = A™ + B" donne aussi q;|C.

- Si 2j — f.n = 0, nous avons BPC! = ¢2(b — 4a’), mais C' = A™ 4 B" donne ¢;|C par suite
q1](b — 4a’). Comme ¢ et a’ sont premiers alors ¢ 1 b.

-Si2j — fn<0= q|(b—4d') = q1 {bet C' = A™ + B" donne ¢, |C.

Dans les 3 cas précédents, la conjecture (I.1) est vérifiée.

## F.5-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si g1 |C".

##* F-5-2-2- Nous supposons que k5 et a’ non copremiers. Soit ¢; premier tel que g1 |5 et g1 |a’. Ecri-
vons k% sous la forme ¢f.g» avec q1 { go. De A?™ = 2kbha' = ¢1|A*™ = ¢1|A. Par suite de
B"C!' = ¢]q2(b — 4a’) il s’ensuit que ¢1|(B"C') = ¢1|B" ou ¢1|C".

% F-5-2-2-1- Supposons que q1|B" = q1|B = B = qf.Bl avec 3 > 1et gy 1 By. Par suite, nous
avons q?ﬁB’fC’l = ¢qa(b—4d) = B,C! = q{;"ﬁqg(b —4d’).

-Sij—nB > 1,alors q1|C' = ¢1|C, mais C! = A™ + B™ donne ¢, |C, donc la conjecture est
vérifiée.

-Sij —nB = 0, nous obtenons B;C! = qo(b—4a’), et ¢1|(b— 4a’) = q1|b car q1|a’ = q1|a d’ou
la contradiction avec a, b copremiers.
-Sij—nB < 0= q|(b—4d) = ¢

b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.
#% F-5-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si nous supposons que q|C".

*% F-6-Sid1|(b—4a’) et41 ki c’est impossible. Nous supposons maintenant que 4|(b— 4a’) = 4|b,
et b — 4a’ = 4%.g avec 4 1 g, alors nous avons :

AQm = k:lal
B"C!' = k.47 g

*## F-6-1- Nous supposons que k1 est premier. De A?™ = kja’ il s’ensuit facilement que k1 |a’. De
B"C! = ky.4'~1.g nous obtenons que k; |(B"C') = k1|B" ou k|C".

** F-6-1-1- Supposons que k1|B" = ki|B = B = k{.Bl avec j > Oetk; t B;. Dot
K BICH = kpatlg = k7TIBRC = 41719, Orn > 3etj > 1donc n.j —1 > 2. Par
suite comme k1 # 2 alors k1|g = k1|(b — 4a’) mais k1|a’ = k1|b d’ou la contradiction avec a, b
copremiers.

##* F-6-1-2- Nous obtenons le méme résultat si k1|C".

** F-6-2- Nous supposons que k; est non premier, différent de 4 (cas deja vu), avec 4 1 k.

#% F-6-2-1- Si ky = 2k’ avec k' impair>1. D’ott A?™ = 2k’a’ = 2|a’ = 2|a mais 4/b par suite la
contradiction avec a, b copremiers.
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*#* F-6-2-2- Nous supposons que k; est impair avec k1 et a’ copremlers Ecrivons k; s’écrit sous la
forme k1 = q.qo avec q1 { g2 et g1 premier et j > 1. B"C! = qf.qo4'"1g = ¢1|B" ou ¢1|C".

** F-6-2-2-1- Supposons que ¢1|B" — q1|B =— B = q{.Bl avec q; 1 Bj. Nous obtenons
BiC! = g "4y,

-Sij—fn>1= qllCl = ¢1|C mais C! = A™ 4+ B™ donne aussi q|C.

-Sij—fn= 0, nous avons B}C! = ¢94'~'g, mais C' = A™ + B™ donne ¢;|C par suite ¢ |(b—4a’).
Comme ¢ et a’ sont copremiers alors g1 1 b.

-Sij—fn<0= q|(b—4d') = q1 tbet C' = A™ 4 B" donne ¢;|C.

Dans les 3 cas précédents, la conjecture (I.T)) est vérifiée.

## F.6-2-2-2- Nous obtenons le méme résultat si q;|C".

## F-6-2-3- Nous supposons que k1 et a’ non copremiers. Soit ¢; premier tel que g1 |k et g1|a’. Ecri-
vons ki sous la forme ql.q2 avec 1 1 q2. De A*™ = kja' = q1|A*™ = q1|A. Par suite de
B"C! = ¢]qa(b — 4d’) il s’ensuit que ¢q1|(B"C') = ¢1|B" ou ¢;|C".

** F-6-2-3-1- Supposons que q1|B" = ¢1|B — B = q1 .Bj avec f > 1 et q; 1 B;. Par suite, nous
avons ¢’ BrCL = glga(b — 4d') = B1C' = ¢f P ga(b — 4d/) -

-Sij—nB > 1,alors q;|C' = ¢|C, mais C' = A™ + B™ donne ¢, |C, donc la conjecture
est vérifiée.

- Si j — nf = 0, nous obtenons B1C! = go(b — 4a’), or q1|A et q1|B donc q;|C et par suite
q1|(b — 4a’) = q1|b car ¢1|a’ = ¢1|a d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

-Sij—nB < 0= q1|(b — 4a’) = q1]b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

## F-6-2-3-2- Nous obtenons les mémes résultats si nous supposons que ¢ |C".

5 Hypothese: {3|p et bldp}

51 Casb=2et3|p:

3|p = p = 3p’ avec p’ # 1 parce que 3 < p, et b = 2, nous obtenons :

/

dp.a  4.3p'.a  4.p.a

3b 30 2 p-a G-D
Comme : ) 0 5
1<6052§—%:g<12>a<2:>a:1 (5.2)

mais a > 1, alors le cas b = 2 et 3|p est impossible.

52 Casb=4et3|p:
Nous avons 3|p = p = 3p’ avec p’ € N*, il s’ensuit :

dp.a  4.3p'.a
AP = 2 = =9 5.3
3 3x4 PO (5-3)
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et:
1 0 a a 3
4<cos3 b 4<4:> <a<3d=a 5.4

mais a, b sont copremiers, alors le cas b = 4 et 3|p est impossible.

53 Cas:b#2b#4,bpet3|p:

Comme 3|p, alors p = 3p’ et :

4p 0 4pa 4x3pa 4pa

39737 3% 3 b b (53)
Nous considérons le cas : b|p’ = p’ = bp” et p” # 1 (si p” = 1, alors p = 3b, voir paragraphe
Cas k£’ = 1). Finalement, nous obtenons :

_4bp”a

A2m
b

= 4ap”; B"C'=p”.(3b— 4a) (5.6)

#* G-1- Supposons que p” est premier, d’ott A*™ = 4ap” = (A™)? = p”|a. Or B"C! =
p”(3b — 4a) = p”|B™ ou p”|C".

#* G-1-1- Si p”| B" = p”|B = B = p” B, avec By € N*. Par suite : p"" "' B}C! = 3b — 4a. Or
n > 2,alors (n — 1) > 1 etp”|a, d’ou p”|3b = p” = 3 ou p”|b.

#% G-1-1-1- Si p” = 3 = 3|a, avec a s’écrit sous la forme a = 3a’2. Or A™ = 6a' = 3|A™ —
3|A= A=3A4,.D’0u3" AP = 2d' = 3|’ = a’ = 3a”. Mais p"" ! B}C! = 3"1BrC! =
3b — 4a = 3" 2BPC! = b — 36a”%. Comme n > 2 => n — 2 > 1, donc 3|b d’ot la contradiction
avec a, b copremiers.

** (G-1-1-2- Nous supposons maintenant que p”
miers.

b, mais p”|a, d’ol la contradiction avec a, b copre-

% G-1-2- De la méme fagon, si p”|C? nous arrivons a des contradictions.
** (3-2- Nous considérons que p” n’est pas premier.

#% G-2-1- p”, a copremiers : A?™ = dap” = A™ = 2d’.p; avec a = a'* et p” = p?, donc a’, py
sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.p1, alors 2|a’ ou 2|p;.

#% G-2-1-1- 2|d/, alors 2|a’ = 2 { p1. Or p” = p3.
% (3-2-1-1-1- Si p; est premier, ¢’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

#% (G-2-1-1-2- Donc p; est non premier et il s’écrit p; = W™ = p” = w?™. Par suite B"C! =
w2 (3b — 4a).

#% G-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C') = w|B" ou w|C".
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#% G-2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/Bj avec w { By, d’ott BY.C! = w?™~" (3b — 4a).

** (G-2-1-1-2-1-1-1- Si 2m — n.j = 0, nous obtenons B{‘.Cl = 3b—4a. Comme C! = A™ 4+ B" —
w|C! = w|C, et w|(3b — 4a). Or w # 2 et w est premier avec a’ donc premier avec a, par suite
w1 (3b), donc w # 3 et w 1 b. La conjecture (1.1)) est vérifiée.

** (§-2-1-1-2-1-1-2- Si 2m —nj > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, nous avons w|Cl = w|C
etw|(3b —4a) etw taetw # 3 etw 1 b. La conjecture (1.1)) est vérifiée.

#% G-2-1-1-2-1-1-3- Si 2m — nj < 0 = W"I=2mBN.C! = 3b — 4a. Comme w|C utilisant C! =
A™ 4 B"d’ou C = wh.Cy = w™I=2mthipn O = 3b — 4a. Sin.j — 2m + h.l < 0 = w|B}C!
par suite la contradiction avec w t By ouw t C. Donc n.j —2m+ h.l > 0 et w|(3b — 4a) avec w, a, b
copremiers et la conjecture est vérifiée.

##% (G-2-1-1-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si w|C".
#% (G-2-1-1-2-2- Maintenant, p” = w?™ et w non premier, nous écrivons w = w{ .} avec wy premier
t Qet f > 1 un entier, et wy|A. D’ott B"C! = wff‘mQQm(Sb — 4a) = w1 |(B"C") = w1|B" ou

wi|CL.

% G-2-1-1-2-2-1- Siw) | B" = w1|B = B = w! By avecw; { By, d’ot BP.C! = W™ " (2m(3p—
4a)

#% G-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m — n.j = 0, nous obtenons B}.C' = Q?™(3b — 4a). Comme C! =
A™ 4 B" = w;|C' = w1|C, et wi|(3b — 4a). Or wy # 2 et wy est premier avec a’ donc premier

avec a, par suite wi 1 (3b), donc wy # 3 etws 1 b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

** (G-2-1-1-2-2-1-2-Si 2f.m — n.j > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, nous avons wj |Cl e
w1|C etw|(3b — 4a) etwy f a et wy # 3 etw; 1 b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

4 G-2-1-1-2-2-1-3-Si 2f.m—n.j < 0 = w7 2™F Br O — 2(3b—4a). Comme w; |C utilisant
Cl= A"+ B"d’ot C = wh.Cy = wi—2mf+hipn Ol = O™ (3h —4a). Sin.j —2m.f +h.l <
0 = w1|BPC! par suite la contradiction avec wy { By et wy { Cy. Donc n.j — 2m.f + h.l > 0 et
w1](3b — 4a) avec wi, a, b copremiers et la conjecture (1.1)) est vérifiée.

#% (§-2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si wi |C.

#% (G-2-1-2- Si 2|py : alors 2|p; => 2{d’ = 2t a.Orp” = pi.

% (G-2-1-2-1- Si py est premier égal & 2, nous obtenons A™ = 4a’ = 2|a’, d’ou la contradiction
avec a, b copremiers.

% (G-2-1-2-2- Donc p; est non premier et 2|p;. Comme A™ = 2a’py, py s’écrit sous la forme
pp = 2M N = p” = 22m=2,2m Par suite B"C! = 227 20,2™(3b — 4a) = 2|B" ou 2|C".

#% (§-2-1-2-2-1- Si 2| B® = 2| B, comme 2| A, par suite 2|C. De B"C! = 22™~2,>™(3h — 4a) s’en-
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suit que si 2|(3b — 4a) = 2|b mais comme 2 { a, il n’y aura de contradiction avec a, b copremiers et
la conjecture (1.1)) est vérifiée.

% (§-2-1-2-2-2- Si 2|C*, nous obtenons les mémes résultats.
*% (G-2-2- p”, a non copremiers : Soit w un nombre premier tel que w|a et w|p”.

#% (G-2-2-1- Supposons que w = 3. Comme A?™ = 4ap” = 3|A, or 3|p, comme p = A*™ +
B 4 AmB" = 3|B*" = 3|B, par suite 3|C' = 3|C. Nous écrivons A = 3'A;, B = 3/ By,
C = 3"Cy avec 3 est copremier avec A1, By et Cy etp = 32 A2m 4 320 B2n 4 3im+jn gmpn — 3k g
avec k = min(2im,2jn,im + jn) et 3 t g. Nous avons aussi (w = 3)|a et (w = 3)|p” ce qui donne
a=3%y1,31aetp” = 3kpy, 31 p avec A2™ = dap” = 3HMAIM = 4 x 39T q1.p; = a+p =
2im. Comme p = 3p’ = 3b.p” = 3b.3"p; = 3#*1.b.p;. L’exposant du facteur 3 de p est k, 1’exposant
du facteur 3 du membre a gauche de I’équation précédente est u + 1 ajouté de ’exposant 5 de 3 du
facteur b,avec > 0, soit min(2im, 2jn,im+ jn) = u+ 1+ B en rappelant que o+ o = 2im. Mais
B"C! = p”(4b — 3a) ce qui donne 3+ BRrCE = 30H1p (b — 4 x 3(e"Vay) = 3#F1p, (350, —
4 x 3(®=Vay), 3 1 by. Nous avons aussi A™ + B™ = C! donne 3" A + 37" B} = 3MC!. Posons
e = min(im, jn), nous avons € = hl = min(im, jn). Nous avons les conditions :

k = min(2im,2jn,im + jn) =pu+ 1+ (5.7)
a4+ p=2tm (5.8)

€ = hl = min(im, jn) (5.9)

3tk grot — 3pH1p, (30h) — 4 x 3007 Vgy) (5.10)

## G-2-2-1-1-a = 1 = a = 3ay et 3 1 ay, ’équation devient :
14 u=2im (5.11)
et la premiere équation s’écrit :
k = min(2im,2jn,im + jn) = 2im + (5.12)

-Sik = 2im = = 0 soit 3 1 b. Nous obtenons 2im < 2jn = im < jn, et 2im < im + jn —
tm < jn. La troisieme équation donne hl = ¢m. La dernieére équation donne nj + hl = pu+ 1 =
2im == im = nj, par suite im = nj = hl et B}C! = p1(b — 4ay). Si a, b sont copremiers, la
conjecture est vérifiée.

- Si k = 2in ou k = im + in, nous obtenons 3 = 0, im = jn = hl et BYC! = p1(b — 4a1). Si
a, b sont copremiers, la conjecture est vérifiée.

¥ G-2-2-1-2-a>1=a>2.

-Sik=2im = 2im=p+1+p,orp=2im—acequidonnea =1+8>2= [ #
0 = 3|b, mais 3|a c’est la contradiction avec a, b copremiers.

-Sik=2n=p+1+0<2im = p+1+8< ut+ta=14+p<a= F=0o0u
B =1.Si =1= 3|bor 3|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers. Si § = 0 = 3 { b. Nous
obtenons jn = hl < ¢m car « > 1, par suite la conjecture (1.1) est vérifiée.

-Sik =im+jn = im+ jn < 2im = jn < im, etim + jn < 2jn = im < jn,
par suite ém = jn. Comme k = im + jn = 2im = 1+ pu+ fet a + pu = 2im qui donne
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a=14+p2>22=p>1=3

b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

% (G-2-2-2- Nous supposons que w # 3. Nous écrivons a = w®a; avec w { ay et p”’ = whpy
avec w { p;. Comme A?™ = 4ap” = 4w Ha1p; = w|lA = A = WA, w { A5 Or
B"C! = p”(3b — 4a) = whp1(3b — 4a) = w|B"C' = w|B™ ou w|C".

#% (§-2-2-2-1- w|B" = w|B = B = w/Bjetw{ By. De A™ + B" = C! = w|C! = w|C.
Comme p = bp' = 3bp” = 3whbp; = wh(w?m=FAm 4 2in=kp2n 4 imtin—k AmpBn) avec
k = min(2im, 2jn,im + jn). Par suite :

- Si = k, alors w 1 b et la conjecture est vraie.

- Si k > p, alors wl|b, or w|a d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

-Si k < p, il s’ensuit de :

30.]'u'bp1 — wk(w%m—kA%m + w2jn—kB%n + wim—&-jn—kAgnB{L)
que w|A; ou w|B; ce qui en contradiction avec les hypothéses.

#* (§-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = w"Cyj avec w { C1. De A™ + B" = C!' = w|(C! -
A™) = w|B. Par suite, nous obtenons les mémes résultats de G-3-2-1- ci-dessus.

54 Casb=3et3|p:

comme 3|p = p = 3p/, nous écrivons :

4p 0 4pa 4x3pa 4pa
A2m:7 27:77: — = 5.13
39937 3% 3 3 3 o1

. . 0
Comme A?™ est un entier et que a et b sont copremiers et cos2§ ne peut pas prendre la valeur 1 en

référence a I’équation (2.13)), alors nous avons nécessairement 3|p’ = p’ = 3p” avec p” # 1, sinon
p=23p =3x3p” =9mais 9 < (p = A>™ + B?" + A™B"), I'hypothese p” = 1 est impossible,
alors p” > 1.D’ou :

_4pla 4 x3pTa

Am 5 =3 - 4p’a; B"C'=p”.(9 — 4a) (5.14)
1 20 a a 3
CommeZ < cos 3= 5:5 < Z:>3<4a<9:>commea> 1, a = 2 et nous obtenons :
3p” (9 —4
AQm — 4p77a _ 8p77; Bncl _ p(Sa) _ p77 (515)

Les 2 dernieres équations ci-dessus impliquent que p” n’est pas premier. Soit 1’écriture de p” en fac-
teurs premiers : p” = [];c; p;" ot les p; sont des entiers premiers et / un ensemble fini d’indices. Nous
pouvons écrire p” = p{''.q1 avec p1 { g1. De (5.15), nous avons p; | A et p1 | B"C! = p1|B™ ou py |C".

** H-1- Supposons que p;|B" = B = pr.Bl avec p1 1 By et 81 > 1. Par suite, nous obtenons
ByC! = p?lfnﬁl .q1 avec les cas suivants :

-Sia; —npy > 1 = p1|C" = p1|C, il s’ensuit que la conjecture est vraie.

-Siag —nB =0 = a; = nbB; = BC' = g = p1 1 Cl ce qui en contradiction avec
p1|(A™ — B") soit p1|C. Donc ce cas est impossible.
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- Si a1 — nB1 < 0, nous obtenons p?ﬁl_alB{’Cl = q1 = p1|q1 ce qui en contradiction avec
p1 1 q1. Donc ce cas est impossible.

** H-2- Supposons maintenant que pl\Cl = m|C = C = p]*.Cy avec p; 1 Cy ety > 1. Par
suite, nous obtenons B"C!} = p?l_m .q1 avec les cas suivants :

-Siay — Iy > 1 = p1|B™ = p1|B, il s’ensuit que la conjecture est vraie.

-Siap —ly1 =0 = ag =lyy = B"C); = ¢t = p1 1 B"™ ce qui en contradiction avec
p1|(C' — A™) soit p1|B". Donc ce cas est impossible.

- Si a1 — Iy < 0, nous obtenons plf“_alB”C{ = q1 = p1|q1 ce qui en contradiction avec
p1 1 q1. Donc ce cas est impossible.

55 Cas3lpetb=p:
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Nous avons cos 3 = et:

a a
b p

AP — 4—pcos2g = ip

= (5.16)

Comme A2™ est un entier, ce-ci implique que 3|a, mais 3|p = 3|b. Comme a et b sont copremiers,
d’ou la contradiction. Alors le cas 3|p et b = p est impossible.

56 Cas3lpetb=4p:
3lp=p=23p,p #1car3 < p, par suite b = 4p = 12p/.

4p 0 4pa a
AP = o = —— =~ =3 5.17
3993730 3 o 17

car A2™ est un entier. Mais 3|p = 3| [(4p) = b], ce qui en contradiction avec I’hypothése a, b co-
premiers. Alors le cas b = 4p est impossible.

57 Cas3lpetb=2p:
p=p=3p,p #1lcar3 < p,doub=2p=06p.

= —cos’z = ——=—=3|a (5.18)

car A?™ est un entier, mais 3|p = 3|(2p) = 3
sont copremiers. Alors le cas b = 2p est impossible.

b, ce qui en contradiction avec I’hypothese a, b

5.8 Cas3|peth +# 3 estun diviseur de p :
Nous avons b = p’ # 3, et p s’écritp = kp' avec 3|k =k =3k"et:

4 9 4
A2 — §c032§ - Ep% — dak’ (5.19)

0
BC! = g. (3 - 400323) = k' (3p — 4a) = K'(3b — 4a) (5.20)
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o -k A1

*##% 1-1-1- Nous supposons que k' est premier, d’ott A" = 4ak’ = (A™)? = K'|a. Or B"C' =
k' (3b — 4a) = K'|B" ou k'|C".

#% [-1-1-1- Si k| B" = k'|B = B = k'B; avec By € N*. Par suite K" '!B}C! = 3b — 4a. Or
n > 2, alors (n — 1) > 1 et k|a, d’ot k'|3b = k' = 3 ou k/|b.

#% 1-1-1-1-1- Si ¥’ = 3 = 3|a, avec a s’écrit sous la forme a = 3a’?. Or A™ = 6d —
3|A™ = 3|A = A = 3A; avec A; € N*. Dot 3™ AT = 2d = 3|d’ = o/ = 3a”. Mais
Em=1BrCt = 371BPCt = 3b — 4a = 3" 2BPC! = b — 36a”?. Comme n > 2 = n —2 > 1,
donc 3|b d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

b, mais k'

*% ]-1-1-1-2- Nous supposons maintenant que &’
miers.

a, d’ou la contradiction avec a, b copre-

## 1-1-1-2- De la méme fagon si &’|C*, nous arrivons a des contradictions.
** [-1-2- On considere que &' n’est pas premier.

% ]-1-2-1- Nous supposons que k', a copremiers : A?" = 4ak’ => A™ = 2d’.p; avec a = a'? et
k' = p?, donc a’, p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.p; alors 2|a’ ou 2|p;.

#% [-1-2-1-1- 2|a/, alors 2|a’ == 2 ¢ p1. Or k' = p3.
% [-1-2-1-1-1- Si py est premier ¢’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

#% [-1-2-1-1-2- Donc p; est supposé non premier et il s’écrit p; = W™ = k' = w?™. Par suite
B"C! = w?™(3b — 4a).

#% 1-1-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C') = w|B" ou w|C".

#%1-1-2-1-1-2-1-1- Siw|B" = w|B = B = w’/ By avec w { By, d’ott B}Y.C! = w?™~"(3b— 4a).

- Si 2m —n.j = 0, nous obtenons B?'.C' = 3b—4a, comme C! = A™ 4 B" = w|C! = w|C,
et w|(3b —4a). Or w # 2 et w est premier avec a’ donc premier avec a, par suite w 1 (3b), donc w # 3
et w 1 b. La conjecture est vérifiée.

-Si2m —nj > 1,12 aussi, avec le méme raisonnement, nous avons w|C! = w|C et w|(3b — 4a)
etwfaetw # 3etw1b. Laconjecture est vérifiée.

-Si2m —nj < 0 = w"I2mBr.C! = 3b — 4a. Comme w|C, utilisant C!' = A™ + B", d’ou
C =uwh.C) = wni=2mthipn ol — 3b — 4a. Sin.j — 2m + h.l < 0 = w|BPC!, par suite la
contradiction avec w { By ouw 1 Cy. Donc n.j —2m+ h.l > 0 et w|(3b — 4a) avec w, a, b copremiers
et la conjecture (L.T)) est vérifice.

## 1-1-2-1-1-2-1-2- Si w|C*, nous obtenons les mémes résultats.

#% ]-1-2-1-1-2-2- Maintenant, &’ = w?™ et w non premier, nous écrivons w = w{ .Q) avec wy premier
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t Qet f > 1 un entier, et wy|A. D’ott B"C! = wff‘mQQm(Sb — 4a) = w1 |(B"C") = w1|B" ou
wi|CL.

## [-1-2-1-1-2-2-1- Si wy | B" = w1 |B = B = w! By avecw; 1 By, d’ob BP.CL = w2 ™ ™ 2m (3h—
4a).

- Si 2f.m — n.j = 0, nous obtenons B}.C' = Q2™ (3b — 4a). Comme C! = A™ + B" =
w1|C' = w1 |C, et wy|(3b — 4a). Or wy # 2 et wy est premier avec a’ donc premier avec a, par suite
w1 1 (3b), donc wy # 3 etwy 1 b. La conjecture est vérifiée.

-Si 2f.m — n.j > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, nous avons wl\CZ — w1|C et
w1|(3b —4a) etwy f aetw; # 3etw; {b. La conjecture est vérifiée.

SSi2fm—nj < 0 = WP Br.Cl = 02m(3h — 4a). Comme w;|C' utilisant C! =
A™ 4+ B", dou C = wh.C) = wI—2mfHhipn O = Q2™m(3b — 4a). Sin.j — 2m.f + h.l <
0— wﬂB’fC’{, par suite la contradiction avec wy t By etwy 1 C1. Donc n.j — 2m.f + h.l > O et
w1|(3b — 4a) avec wy, a, b copremiers et la conjecture est vérifice.

#% ]-1-2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si w; |C.
% [-1-2-1-2- Si 2|py : alors 2|py = 21 a’ = 24} a. Or k' = p?.
% [-1-2-1-2-1- Si p; est premier égal a 2, nous obtenons A™ = 4a’ = 2|a’, d’ou la contradiction.

% -1-2-1-2-2- Donc p; est non premier et 2|p;. Comme A™ = 2a’py, py s écrit sous la forme
p1 =2l = p? = 22m=2,2m Parsuite B"C! = k' (3b—4a) = 2™ 20w?™(3b—4a) = 2|B"
ou 2|C".

#% [-1-2-1-2-2-1- Si 2| B™ = 2|B, comme 2| A, par suite 2|C. De B"C! = 22m=2,2™(3ph — 4q)
s’ensuit que si 2|(3b—4a) = 2|b mais comme 2 t a, il n’y aura de contradiction avec a, b copremiers
et la conjecture (I.1)) est vérifiée.

#% 1.1-2-1-2-2-2- Méme résultat si 2|C".
## [-1-2-2- Nous supposons k', a non copremiers : soit w un nombre premier tel que w|a et w|p?.

#% [-1-2-2-1- Supposons que w = 3. Comme A?" = 4ak’ = 3|A, or 3|p, comme p = A*™ +
B 4 AmB" = 3|B*" = 3|B, par suite 3|C' = 3|C. Nous écrivons A = 3'A;, B = 3/ By,
C = 3"C} avec 3 est copremier avec A1, By et C; etp = 3% A2m 4 320 g2n 4 gim+jn gmpn — 3s g
avec s = min(2im, 2jn,im + jn) et 3 1 g. Nous avons aussi (w = 3)|a et (w = 3)|k’ ce qui donne
a=3%y1,31ayetk’ = 3Fpa, 31 pgavec A?™ = dak’ = 32MAIM™ = 4 x 3T a1.ps = a+p =
2im. Comme p = 3p’ = 3b.k' = 3b.3"py = 3*T1.b.p,. L’exposant du facteur 3 de p est s, 1’exposant
du facteur 3 du membre a gauche de I’équation précédente est u + 1 ajouté de ’exposant 5 de 3 du
facteur b, avec § > 0, soit min(2im, 2jn,im+ jn) = p+ 1+ [ en rappelant que o+ p = 2im. Mais
B"C! = K'(4b — 3a) ce qui donne 3 +h) BrCt = 30tlp, (b — 4 x 3@ Vay) = 381 py (35 —
4 x 3(®=Vay), 3 1 by. Nous avons aussi A™ + B™ = C! donne 3" A7 + 37" B} = 3MC!. Posons
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e = min(im, jn), nous obtenons € = hl = min(im, jn). Nous avons les conditions :

s = min(2im,2jn,im +jn) = u+ 1+ (5.21)
a+pu=2tm (5.22)

€ = hl = min(im, jn) (5.23)

3ithl) gt — 3ut1,(30h; — 4 x 3(@7Dgy) (5.24)

#% [-1-2-2-1-1- & = 1 = a = 3ay et 3 { ay, I’équation devient :
14+ pu=2im (5.25)
et la premiere équation (5.21)) s’écrit :
s = min(2im,2jn,im + jn) = 2im + (5.20)

-Sis = 2im = [ = 0 soit 3 1 b. Nous obtenons 2im < 2jn = im < jn, et 2im <
im + jn = im < jn. La troisieme équation donne hl = im. La dernieére équation (5.24)
donne nj + hl = p + 1 = 2im = im = jn, par suite im = jn = hl et B}C! = pa(b — 4ay). Si
a, b sont copremiers, la conjecture est vérifiée.

- Si s = 2jn ou s = im + jn, nous obtenons 3 = 0, im = jn = hl et B}C! = po(b — 4a1). La
aussi, si a, b sont copremiers, la conjecture est vérifiée.

¥ [-1-2-2-1-2-a> 1= a > 2.
-Sis=2im=2im=pu+1+p,orp=2im—acequidonneax =14+ >2 = [ #
0 = 3|b, mais 3|a c’est la contradiction avec a, b copremiers.
-Sis=2in=p+1+p<2im = p+1+8<pu+a=1+<a= f=0o0u
B =1.S8i 58 =1 = 3|bor 3|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers et la conjecture est
non vérifiée. Si 5 = 0 = 3 1 b. Nous obtenons jn = hl < im car « > 1, par suite la conjecture

(1) est vérifiée.
-Sis =im+ jn = im + jn < 2im = jn < im, etim + jn < 2jn = im < jn,
par suite im = jn. Comme s = im + jn = 2im = 1+ u+ f et a + pu = 2im qui donne

a=14p>2= f>1= 3|b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

## [-1-2-2-2- Nous supposons que w # 3. Nous écrivons a = w%a; avec w t a1 et k' = whpy
avec w { po. Comme A?" = dak’ = 4w Ha;py = w|/A = A = WA, w { A1 Or
B"C! = K/ (3b — 4a) = w'ps(3b — 4a) = w|B"C' = w|B" ou w|C".

#% 11-2-2-2-1- w|B" = w|B == w/Bjetw { B;.De A™ + B" = O! = w|C! = w|C.
Comme p = bp' = 3bk’ = 3whbpy = w*(WHM A" + WUN=S BN 4 (imTIn=s A B avec
s = min(2im,2jn,im + jn). Par suite :

- Si p = s, alors w 1 b et la conjecture est vraie.

- Si s > p, alors w|b, or w|a d’ot la contradiction avec a, b copremiers.

- Si s < p, il s’ensuit de :

3w,ubp1 — wS(w2imfsA%m 4 w2jn75B%n + wim{jnfsArlnB{L)

que w|A; ou w|Bj ce qui en contradiction avec les hypotheses.
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#% 1.1-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = W'C; avec w | C1. De A" + B" = C! =
w|(C! — A™) = w|B. Par suite, nous obtenons les mémes résultats de I-1-2-2-2-1- ci-dessus.

#% [-2- k' = 1 : par suite k¥ = 1 = p = 3b, alors nous avons A*™ = 4a = (2a')? = A™ = 2d/,
par suite a = a'? est pair et :

0
A"B" = 2\fpcosf Ip (\fsm - cos3> p\?)f ng - 2a
ou encore :
2
AP 4 2AT B = 2 V3 02 o /3sin? (5.27)

3

, . . 29 A 4
Le membre a gauche de (5.27) est un entier et b aussi, alors 2\/§sm§ peut étre écrit sous la forme :

29 k
2v/3sin kl (5.28)
2

ol k1, ko sont deux entiers copremiers et ko|b = b = ka.ks.

## [-2-1- k' = 1 et ks # 1 :alors A?™ + 2A™B™ = k3.k;. Soit y un entier premier tel que p|ks. Si
@ = 2 = 2|b, mais 2|a, ce-ci est en contradiction avec a, b copremiers. Nous supposons donc p # 2
et p|ks, alors pu|A™(A™ + 2B™) = u|A™ ou pu|(A™ + 2B"™).

#% 1-2-1-1- | A™ 1 Si p|A™ = pu|A?*™ = plda = pla. Comme plkz == p|b et que a, b sont
copremiers d’ou la contradiction.

#k 1-2-1-2- p(A™ + 2B™) @ Si p|(A™ 4+ 2B") = pt A™ et pu t 2B™ alors u # 2 ety { B™.
w|(A™ + 2B™), nous pouvons écrire A™ + 2B™ = p.t'. 1l s’ensuit

A™ 4+ B" = ut' — B" = A?™ 4 B*" 4 2A™B" = ;*t” — 2t/ uB" 4+ B*"
En utilisant I’expression de p, nous obtenons :
p=1t%u* — 20 B"u + B"(B™ — A™)
Comme p = 3b = 3ko.k3 et u|ks d’ol pu|p = p = uu/, alors nous avons :
Wi = plut — 20 B") + B (B — A™)
et u|B"(B™ — A™) = p|B" ou u|(B" — A™).
#k [-2-1-2-1- p|B™ : Si u|B™ = u|B ce qui est en contradiction avec 1-2-1-2-.
ok [-2-1-2-2- p|(B™ — A™) : Si p|(B™ — A™) et utilisant u|(A™ + 2B™), nous obtenons :

p|B" = u|B
u|3B" = ¢ ou (5.29)
p=3
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% [-2-1-2-2-1- p| B™ : Si p| B™ = p| B ce qui est en contradiction avec [-2-1-2- ci-dessus.

#k 1-2-1-2-2-2- p = 3: Si p = 3 = 3lks = ks = 3ki, et nous avons b = koks = 3kokj, il
s’ensuit p = 3b = 9k k} alors 9|p, mais p = (A™ — B")2 + 3A™B" alors :

9kokh — 3A™B"™ = (A™ — B")?
que nous écrivons :
3(3kokh — A™MB") = (A™ — B")? (5.30)
d’ou :
3|(3kokh — A" B™) = 3|A™B" = 3|A™ ou 3|B"
#%1.2-1-2-2-2-1- 3| A™ : Si 3| A™ = 3| A et nous avons aussi 3| A?™, mais A*™ = 4a => 3|da =
3|a. Comme b = 3kzk} alors 3|b, mais a, b sont copremiers d’ol la contradiction. Alors 3 t A.

#% 1.2-1-2-2-2-2- 3|B™ : Si 3|B" == 3|B, or I’équation (5.30) implique 3|(A™ — B")? =
3|(A™ — B") = 3|A™ = 3|A. Mais en utilisant le résultat du cas précédent, nous obtenons
31A.

Alors ’hypothese k3 # 1 est impossible.

*%* ]-2-2- Maintenant, nous supposons que k3 = 1 = b = kg et p = 3b = 3ko. Nous avons alors :

20 k
2V3sin~ = = (5.31)
3 b
avec k1, b copremiers, nous écrivons (5.31)) comme :

0 0 Kk
4 17, — _—= —
V/3sin 3 cos 3 b

., 50 a
Prenons le carré des deux membres et en remplagant cos 3 par 7 nous obtenons :

3x4%a(b—a)=Fki = ki=3x4%d"b—a) (5.32)
ce qui implique que :
b—a=30>=b=dad%+30> =k =12da (5.33)
Comme :
ki =12da = A™(A™ + 2B") = 3a =d + B" (5.34)

Considérons maintenant que 3|(b — a) avec b = a’? + 3a2. Le cas o = 1 donne a’ + B" = 3 ce qui
impossible. Nous supposons que « > 1. Alors le couple (a’, o) est solution de 1’équation diophantine :

X24+3Y%2=% (5.35)

avec X = a’ et Y = «. Or d’apres un théoréme sur les solutions de I’équation donnée par (5.33), b
s’écrit (voir théoreme 37.4 de [2]) :

b=2% x3plt - plogi* g (5.36)
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ol les p; sont des nombres premiers vérifiant p;=1(mod 6), les g; sont aussi des nombres premiers
tels que ¢;=5(mod 6). Alors :

-si s > 1 = 2|b, comme 2|a, d’otu la contradiction avec a, b copremiers ;

-sit > 1= 3|b, or 3|(b — a) = 3|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

*% ]-2-2-1- Donc nous supposons que b s’écrit sous la forme :
b = pﬁl .. .ngq%‘sl e qst (537)

avec p;=1( mod 6) et ¢;=5( mod 6). Finalement nous obtenons que b=1( mod 6). Vérifions alors cette
condition.

##% [-2-2-1-1- Nous allons présenter le tableau des valeurs modulo 6 de A™ + B™ = C' en fonc-
tion des valeurs de A™, B"(mod 6). Nous obtenons le tableau ci-dessous apres avoir retiré les lignes
(respectivent les colonnes ) de A™=0(mod 6) et A”=3(mod 6) (respectivement de B"=0(mod 6)
et B"=3(mod 6)), car ils présentent des cas contradictoires :

A" B 1 2 4 5
1 2 350
2 3 401
4 5 0 2 3
) 01 3 4

TABLE 2 — Tableau de C!(mod 6)

#% 1-2-2-1-1-1- Pour les cas C' = 0(mod6) et C' = 3(mod6), nous déduisons que 3|C! =
3|C = C = 3"Cy, avec h > 1et3 { Cy. 1l en résulte que p — B"C' = 3b — 3"CiB" =
A?M — 3|(A%*™ = 4a) = 3|a = 3|b, d’ol la contradiction avec a, b copremiers.

#% 1.2-2-1-1-2- Pour les cas C' = 0(mod6), C* = 2(mod6) et C* = 4(mod 6), nous déduisons
que 2|C! = 2|C = C = 2"Cy, avec h > 1 et 21 Cy. Il en résulte que p = 3b = A%™ + B"C! =
4a + 2""Ct B" = 2|3b = 2|b, d’o1 la contradiction avec a, b copremiers.

#%]-2-2-1-1-3- Nous considérons les cas A™=1( mod 6) et B"=4( mod 6)( respectivement B"=2( mod
6)): d’ot1 2| B" = 2|B = B = 2/B; avec j > 1 et 24 By. Il en résulte de 3b = A?>™ + B"C! =
4a + 2" B} C!, par suite 2|b, d’oli la contradiction avec a, b copremiers.

% [-2-2-1-1-4- Nous considérons le cas A™=5(mod 6) et B"=2(mod 6) : d’ou 2|B" — 2|B =
B =2/Byavecj > 1et2{ By.Ilenrésulte de 3b = A?™ + B"C! = 4a + 27" BPC", par suite 2|,
d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

% [-2-2-1-1-5- Nous considérons le cas A”=2( mod 6) et B"=5( mod 6) : comme A™=2( mod 6) =
A™=2(mod 3), donc A™ n’est pas un carré, de méme pour B". Par suite, A" et B" s’écrivent sous
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la forme suivante :

A™ = ag. A? (5.38)
B" = byB? (5.39)

ol ag(respectivement bg) regroupe le produit de nombres premiers d’exposants 1 de A™ (respecti-
vement de B™) sans que nécessairement (agp,.A) = 1 et (bp,8) = 1. Nous avons aussi p = 3b =
AP o4 AmBn 4 B2 = (A™ — B")?2 4+ 3A"B" = 3|(b — A™B") = A™B"=b(mod3)
orb = a+ 3a? = b=a=a?(mod3), par suite A™B"=a?(mod3). Mais A™=2(mod6) =
2a/=2(mod 6) = 4a’’=4(mod 6) = a?=1(mod 3). Il en résulte que A™B" est un carré, soit
AmB" = N? = A?.B%.a9.bg. Notons par N? = ag.by. Soit p; un nombre premier qui divise
ap = ag = pi.a1 avec p1 | ar. piINE = p1|N1 = N7 = piN] avec t > Lletpy { N,
d’ou p%t*l/\fl’2 = ay.bgp. Comme 2t > 2 = 2t — 1 > 1 = p1|aj.bp mais (p1,a1) = 1, d’ot
p1lbo = p1|B"™ = p1|B. Or p1|(A™ = 2d'). p; est différent de 2 car p;|B" et B" est impair, d’ou
la contradiction. Par suite, p1|a’ = p1]a. Sip1 = 3, de 3|(b — a) = 3|b d’ou la contradiction avec
a, b premiers. Donc p; > 3 premier divise A™ et B", par suite p;|(p = 3b) = p1|b, il en résulte
la contradiction avec a, b premiers, sachant que p = 3b=3(mod 6) et en choisissant le cas qui nous
intéresse a savoir b=1(mod 6).

## [-2-2-1-1-6- Nous considérons le dernier cas du tableau précédent A”*=4(mod 6) et B"=1(mod
6). Revenons a I’équation (5.35)) que vérifie b :

b= X?43Y? (5.40)
avec X =d; Y=a
et 3a=a + B" (5.41)

Supposons qu’il existe une autre solution de (5.40) :

b=X243Y =u?+30 = 2u# A", 3v#£d + B" (5.42)
6a — Am / L. . 2 2 . . .
Or B" = —s = 3o — a' et b vérifie aussi :3b = p = A°™ + A™B™ + B°", il est impossible
que u, v vérifie :
6v = 2u + 2B" (5.43)
3b = 4u® + 2uB" 4 B*" (5.44)

Considérons que : 6v—2u = 6a—2a’ = u = 3v—3a+a’.D’oub = u?+3v? = (3v—3a+a’)?+3v?
ce qui donne :

202 —Bw+a?—da=0
/ n m _ pn
(/ +B )gA B™) _0 (5.45)

202 — By —

La résolution de la derniere équation donne en prenant la racine positive (car A™ > B™), v = «, par
suite v = a’. Il en résulte que b dans a une représentation unique sous la forme X2 4 3Y2 avec
X, 3Y copremiers. Comme b est un nombre entier impair, nous appliquons I’un des théorémes d’Euler
sur les nombres convenables "numerus idoneus" (voir [4l],[3]]) a savoir : Sin > 1 est un entier impair
qui est représenté de facon unique telle que n = x> + 3y? avec x,y € N et x et 3y sont relativement

38



premiers, alors n est premier. 1l en résulte que b est premier.

Nous avons aussi p = 3b = A?™ 4 A™B" + B?" = 44'> + B".C" soit 9a® — a’?> = B".C!, par
suite 3, @’ € N* sont solutions de 1’équation diophantine :

22— =N (5.46)

avec N = B"C' > 0. Soit Q(N) le nombre des solutions de et 7(N) le nombre de facon
d’écrire les facteurs de IV, alors nous annongons le résultat suivant concernant les solutions de (5.46)
(voir théoreme 27.3 de [2]) :

-si N=2(mod 4), alors Q(N) = 0;

-si N=1 ou N=3(mod 4), alors Q(N) = [7(N)/2];

-si N=0(mod 4), alors Q(N) = [7(N/4)/2].

Rappelons que A™=0(mod 4). Concernant B", pour B"=0(mod 4) ou B"=2(mod4), nous trou-
vons que 2|B" = 2|a = 2I|b, par suite la contradiction avec a,b copremiers. Il reste le cas
B"=3(mod4) = C'=3(mod4) = N = B"C'=1(mod4) = Q(N) = [r(N)/2] > 1. Or
Q(N) = 1, puisque les inconnues de (5.46) sont aussi les inconnues de et nous avons une
unique solution des deux équations diophantines, d’ou la contradiction.

Il en résulte que la condition 3|(b — a) est contradictoire.

L’ étude du cas[5.8est donc achevée.

59 Cas3|petb|dp:

Les cas suivants ont été déja étudiés :
*3|p, b=2 = bldp : cas[5.]]
*3|p, b=4= bldp: cas[5.2]
*Bp=p=3p,blp) = p =bp”, p’ #£1: cas
*3|p, b=3 = bldp: cas[5.4]
*p=p=3p,b=p = b|4p:cas

*% J-1- Cas particulier : b = 12. En effet 3|[p = p = 3p’ et 4p = 12p’. En prenant b = 12, nous
avons bl4dp. Or b < 4a < 3b, ce qui donne 12 < 4a < 36 = 3 < a < 9. Comme 2|b et 3|b, les
valeurs possibles de a sont 5 et 7.

## J.1-1-a = 5etb =12 = 4p = 12p’ = bp'. Or A?™ =
3p” avec p” € N*, alors p = 9p”. Nous avons :
A%m = 5p7 (5.47)

4 0
B¢l = Ep <3 - 460523) — 4p” (5.48)

Si p” est premier : ¢’est impossible. Nous supposons que p” est non premier, il s’écrit p” = w®py, s >
1, s { p1. L’équation (5.47) devient A?™ = 5w’p; = w|A?™ = w|A. L'équation (5.48) donne
B"C! = 4w’p; = w|B" ou w|C'. Si w|B" = w|B. Comme C! = A™ + B", par suite
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w|C! = w|C. a, b sont copremiers, par suite, la conjecture (1.1) est vérifiée.

De méme, si w|C! = w| B, et la conjecture (1.1) est vérifiée.

4 12p/ '
¥ J12-q = Teth = 12 = 4p = 129 = bpl. Or A2 = gp% - 3p 112 - % — 3|p =
p = 9p”. Nous avons :
AP = Tp” (5.49)
4 L0
B"C! = :f (3 dcos 3) —8p” (5.50)

En utilisant la méme méthode utilisée en J-1-1- ci-dessus, nous obtenons que la conjecture (I.1]) est
vérifiée.

Passons maintenant au cas général. Comme 3|p = p = 3p’ et b|dp = Fky € N* et dp = 12p’ = kyb.

#% J.2-ky = 1:Sik; = 1doncb = 120/, (pf # 1sinon p = 3 < A?™ + B?" + A™B"). Mais
4 0 12p/ 4p'.

Az = P27 P A4 3|a car A®™ est un entier, d’oli la contradiction avec
3 3 3 b 120 3

a, b copremiers.

4 0 k.
#%J3 k) = 3:Sik; = 3, dou b = 4p et A2 = :;000325 = 17“ —a=(A"?=d? =
A™ = d/. Le calcul de A" B" donne A™B"™ = p\{ ? — g soit :
P
A2 4 9 Am B — p{szn — 2 \fszn— (5.51)

. . . 20 .
Le membre a gauche de (5.51)) est un entier et p’ aussi, alors 2\/§sm§ peut étre écrit sous la forme :

29 k
2v/3sin kQ (5.52)
3

ol ko, k3 sont deux entiers copremiers et ks|p’ = p’ = ks.k4.
** J-3-1- k4 # 1 : Nous supposons k4 # 1, alors :

AP 4 2A™B" = ko ky (5.53)
Soit 1 un entier premier tel que pu|ky. Alors p| A™(A™ + 2B™) = u|A™ ou u|(A™ + 2B™).

#% J-3-1-1- p|A™ : Si p|A™ = p|A?™ = ula. Comme pulky = plp’ = pl(4p’ = b). Ora,b
sont copremiers d’ou la contradiction.

#k J-3-1-2- p|(A™ + 2B™) + Si p|(A™ +2B") = pu {4 A™ et { 2B™ alors p # 2 et u { B".
w|(A™ 4+ 2B™), nous pouvons écrire A™ 4+ 2B™ = p.t'. 11 s’ensuit :

Am+Bn :,ut'—B" :>A2m+B2n_|_2AmBn :u2tl2 —2t/,uBn+BQn
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Utilisant I’expression de p, nous obtenons p = 2% — 2t/ B"y + B"(B"™ — A™). Comme p = 3p’ et
p|p’ = u|(3p") = w|p, nous pouvons écrire : Iu’ et p = py’, alors nous arrivons a :

W= p(pt” = 2t'B") + B"(B" — A™)
et u|B"(B™ — A™) = p|B™ ou pu|(B™ — A™).
% J-3-1-2-1- p| B™ : Si p| B" = p| B ce qui est en contradiction avec J-3-1-2-.
ok J-3-1-2-2- p|(B™ — A™) @ Si p|(B™ — A™) et utilisant p|(A™ + 2B"™), nous obtenons :

| B™
w|3B" = ¢ ou (5.54)
p=3

% J-3-1-2-2-1- u|B™ : Si u|B™ = | B ce qui est en contradiction avec J-3-1-2-.

ok J-3-1-2-2-2- 4 = 3: Si p = 3 = 3|lky = kg4 = 3kl et nous avons p’ = ksks = 3ksk, il
s’ensuit p = 3p’ = 9k3k), alors 9|p, mais p = (A™ — B")? + 3A™B", il en résulte :

9k3k) — 3A™B" = (A™ — B")?

que nous écrivons : 3(3ksk) — A™B") = (A™ — B")?, d’ou : 3|(3ksk}, — A" B") = 3|A"B" =—>
3|A™ ou 3|B".

% J.3-1-2-2-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A?™" = 3
tion avec a, b copremiers. Alors 3 { A.

a, mais 3|p’ = 3|(4p’) soit 3|b d’oti la contradic-

% J-3-1-2-2-2-2- 3| B™ : Si 3| B™ or A™ = ut’ — 2B™ = 3t' — 2B™ —> 3|A™, ce qui est contradic-
toire. Alors I’hypothese k4 7 1 est impossible.

*% J-3-2- k4 = 1 : Maintenant, nous supposons que k4 = 1 = p’ = k3ky = k3. Nous avons alors :

20 k
2\/§sin§ - i (5.55)
avec ks, p’ copremiers, nous écrivons (5.55)) comme :

0 0 k
4\/§sin§cos§ -2

p/
0 a
Prenons le carré des deux membres et en remplagant cos2§ par 7 et b = 4p’, nous obtenons :

3.a(b—a) = k3 (5.56)

2

Comme A%™ = q = a/?, ce qui implique que :

3(b—a), et b—a=0b—ad?=3a>
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Comme ky = A™(A™+2B"™) d’apres I’équation (5.53) et que 3|ky = 3|A™(A™+2B") = 3|A™
ou 3|(A™ +2B").

#% J.3-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A?™ = 3|a, mais 3|(b — a) = 3|b d’ou la contradiction avec
a, b copremiers.

#%J.3-2-2- 3|(A™ +2B") = 31 A™ et 31 B". Comme d’une part k3 = 9aa? = 9a’%a? = ko =
3d'a = A™(A™ + 2B"), par suite :

3= A"+ 2B" (5.57)
Comme b s’écrit sous la forme b = a2 + 3a2, donc le couple (a’, «) est une solution de 1’équation

diophantine :
2?2+ 3y =0 (5.58)

Comme b = 4p/, par suite :
3k J-3-2-2-1- Si x, y sont pairs, d’ott 2|a’ = 2|a, il en résulte la contradiction avec a, b copremiers.

ek J-3-2-2-2- Si z, y sont impairs, soit a’, o impairs, ¢’est-a-dire A™ = a’=1( mod 4) ou A™=3( mod
4). Si u, v vérifient (5.58)), soit b = u?+ 302, avec u # a’ etv # «, alors u, v ne vérifie pas , soit
3v # u+2B", sinon u = 3v —2B" = b = (3v—2B")2+ 3v? = a/? + 3a, la résolution de I’équa-
tion du second degré obtenue en v donne la racine positive v; = a, par suite u = 3a — 2B" = d/,
d’ot I'unicité de I’écriture de b représentée par (5.58).

## J-3-2-2-2-1- Nous supposons A™=1(mod 4) et B"=0(mod 4), d’ot B" est pair et B" = 2B’.
L’expression de p devient :

p=a?+2d'B +4B” = (d + B')* + 3B"” = 3p' = 3|(d/ + B') = d’ + B' = 3B”
p'=B?+3B" = b=4p = (2B)? + 3(2B")? = a? + 3a? (5.59)

Soit 2B’ = B™ = o' = A™, d’ou la contradiction.

#% J.3-2-2-2-2- Nous supposons A™=1(mod4) et B"=1(mod4), d’ott C* est pair et C! = 2C".
L’expression de p devient :

p= CQZ _ Can 4 B2n — 40/2 —20'B" 4 B2n — (Cl _ Bn)2 4 30/2 — 3p/
— 3|(C" — B") = C' — B" = 3C"
p=CP+3C"7 = b=4p = (2C")* +3(207)* = a’* 4 3a? (5.60)

Soit 2C" = C! = o/ = A™, d’ou la contradiction.

#% J-3-2-2-2-3- Nous supposons A™=1(mod 4) et B"=2(mod 4), d’ou B" est pair, voir J-3-2-2-2-
1-.

#% J.3-2-2-2-4- Nous supposons A™=1(mod 4) et B"=3(mod 4), d’out C' est pair, voir J-3-2-2-2-
2-.
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3% J-3-2-2-2-5- Nous supposons A™=3(mod 4) et B"=0(mod 4), d’ou B" est pair, voir J-3-2-2-2-
1-.

#% J.3-2-2-2-6- Nous supposons A™=3(mod 4) et B"=1(mod 4), d’out C' est pair, voir J-3-2-2-2-
2-.

% J-3-2-2-2-7- Nous supposons A™=3(mod 4) et B"=2(mod 4), d’ou B" est pair, voir J-3-2-2-2-
1-.

#% J3-2-2-2-8- Nous supposons A™=3(mod 4) et B"=3(mod 4), d’ou C' est pair, voir J-3-2-2-2-
2-.

Nous avons achevé donc 1’étude de J-3-2-2- qui a mené a des contradictions.

** J-4- Nous supposons k1 # 3 et 3|k; = k1 = 3k} avec k] # 1, alors 4p = 12p' = kib =
3k b = 4p' = kb, A% sécrit A2 = 4200526 = skiba —KaetB"Cl =L <3 - 400529) =

! B 3 3 3 b M 3 3
ki

Z(Bb — 4a). Comme B"C' est un entier, on doit avoir 4|(3b — 4a) ou 4|k} ou [2|k] et 2|(3b — 4a)).

% J-4-1- Nous supposons que 4|(3b — 4a).

#* J-4-1-1- On suppose que 3b — 4a = 4 = 4|b = 2|b. Nous avons alors :
A% = Kla
B"C' =k

#% J-4-1-1-1- Si k| est premier, de B"C"! = k}, c’est impossible.

% J-4-1-1-2- Nous supposons que k] > 1 est non premier. Soit w un nombre premier tel que w|k].

% J-4-1-1-2-1- Nous supposons que k] = w?®, avec s > 6. Nous avons donc :

A% — % .a (5.61)
B"C! = o* (5.62)

*% J-4-1-1-2-1-1- Supposons w = 2, si a, k| sont non copremiers alors 2|a, comme 2|b, ¢’est la contra-
diction avec a, b copremiers.

% J-4-1-1-2-1-2- Supposons w = 2 et a, k} sont copremiers donc 2 { a. De (5.62)), nous en déduisons
que B=C =2etn+1 = s, et A% = 254, mais A" = 2! — 2" = A" = (2! - 27)2 =
22l 4920 _9(2tny = 22 1 927 9 % 25 = 25 . = 2% 122" = 25(aq 4 2). Sil = n, nous obtenons
a = 0 d’ou la contradiction. Si [ # n, comme A" = 26— s )= n<l= 2n < s, dou
22n(1 4- 22120 _ 9s+1=2n) — 9m9l 4 Posons | = n +ny = 1 + 22727 — 25+1=2n — 9m g orle
terme a gauche est impair et le membre a droite est pair d’ou la contradiction. Donc le cas w = 2 est
impossible.

% J-4-1-1-2-1-3- Supposons maintenant que k} = w® avec w # 2 :
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#% J-4-1-1-2-1-3-1- Supposons que a, k| sont non copremiers, alors w|a = a = w'.aj et t { aj.
Nous avons donc :

AP = 5t gy (5.63)
B"C! = w* (5.64)

De,nousdéduisonsqueB” =W, C"=uwets=n+LEA" =uw —w">0=1>n.
De plus, A?™ = w¥t.a; = (W —w™)? = W + wW?" — 2 x w*. Comme w # 2 = w est impair, par
suite A2™ = Wt a; = (w! — w™)? est pair, donc 2|a; = 2|a ce qui est en contradiction avec a, b
copremiers, alors ce cas est impossible.

% J-4-1-1-2-1-3-2- Supposons que a, k} sont copremiers, avec :

A% = %.a (5.65)
B"C! = o* (5.66)

De (5.74), nous déduisons que B" = w™ et C! = w! et s = n + I. Comme w # 2 = w est impair et
AP = )% .a = (w! — w™)? est pair, d’oli 2|a. Par suite la contradiction avec a, b copremiers, donc ce
cas est impossible.

% J-4-1-1-2-2- Nous supposons que k} = w®.ka, avec s > 6, w { ko. Nous avons donc :

A% = % ko.a (5.67)
B"C' = w.ky (5.68)

*% J-4-1-1-2-2-1- Si ko est premier, de la derniere équation ci-dessus, w = kg, c’est en contradiction
avec w 1 k2. Donc ce cas est impossible.

*3% J-4-1-1-2-2-2- Nous supposons que k] = w®.ko, avec s > 6, w 1 k3 et ko non premier. Nous avons
donc :

A% = % ko.a (5.69)
B"C' = w.ky (5.70)

*% J-4-1-1-2-2-2-1- Nous supposons w, a copremiers

% J-4-1-1-2-2-2-1-1- Supposons w = 2, si a, ko sont non copremiers alors 2|a, comme 2|b, c’est la
contradiction avec a, b copremiers. Si a, k2 sont copremiers donc 2 { a. De , nous en déduisons
que B=C =2etn+1 = s, et A% = 254, mais A" = 2 — 2" = A" = (2! —27)2 =
220 4920 _9(2ltny = 2% 4 920 9 % 25 = 25.q = 2% 4+ 22" = 25(q+ 2). Sil = n, nous obtenons
a = 0 d’ou la contradiction. Si [ # n, comme A™ = 2l _9" > 0= n< = 2n < s, dou
22n(1 4 22120 _ 9s+1=2n) — 919l 4 Posons | = n +ny = 1 + 22727 — 25+1=2n — 9om1 g orle
terme a gauche est impair et le membre a droite est pair d’ou la contradiction. Donc le cas w = 2 est
impossible.

*% J-4-1-1-2-2-2-1-2- Supposons maintenant que w # 2.
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#% J-4-1-1-2-2-2-1-2-1- Supposons que a, k| sont non copremiers, alors w|la = a = w'.aj et t { ay.
Nous avons donc :

AP = 5t gy (5.71)

B"C! = w* (5.72)

De (5.72), nous déduisons que B” = w™, C" =wlets =n +LEtA™ =wl —w" >0 =1 > n.
De plus, A?™ = w¥t.a; = (W — w™)? = W + wW?" — 2 x w*. Comme w # 2 = w est impair, par

suite A2™ = Wt a; = (w! — w™)? est pair, donc 2|a; = 2|a ce qui est en contradiction avec a, b
copremiers, ce cas est impossible.

% J-4-1-1-2-2-2-1-2-2- Supposons que a, k} non copremiers, avec :

A% = %.a (5.73)
B"C! = o* (5.74)

De (5.74), nous déduisons que B" = w" etC! = w! et s = n + I. Comme w # 2 = w est impair et
AP = )% .a = (w! — w™)? est pair, d’oli 2|a. Par suite la contradiction avec a, b copremiers, donc ce
cas est impossible.

ok J-4-1-2- 3b — da # 4 et 4](3b — 4a) = 3b — 4a = 4°Q avec s > 1 et 4 1 Q. Nous avons :

AP = Ela (5.75)
B"C! = 4571k Q (5.76)

% J-4-1-2-1- Supposons k] = 2, de (5.75) nous déduisons que 2|a. Comme 4[(3b — 4a) = 2
d’oul la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

ba

#% J-4-1-2-2- Supposons que &} = 3, de (5.75) nous déduisons que 33| A?™. De (5.76), nous dédui-
sons que 33| B" ou 3%|C". Dans les deux cas précédents, nous aurons 33|p. Mais 4p = 3k}b = 9b, or
27|p ce qui donne 3|b, d’oti la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

% J-4-1-2-3- Supposons que k est un nombre premier > 5 :

#% J-4-1-2-3-1- Supposons k) et a copremiers. L’équation (5.75) donne (A™)? = k}.a ce qui est
impossible avec k] 1 a. Donc ce cas est impossible.

% J-4-1-2-3-2- Supposons k] et a sont non copremiers, soit kjla = a = k{*a; avec @ > 1 et
K} t a1. L’équation (5.75)) s’écrit :
AP = Kla = KT ay (5.77)

La derniére équation donne k||A?™ = kj|A = A = k}'.Aq, avec k} 1 A1. Si 2i.m # (a + 1)
¢’est impossible. Nous supposons que 2i.m = « + 1, par suite k7| A™. Revenons a 1’équation (5.76).
Si k] et € sont copremiers, ¢’est impossible. Nous supposons donc que ] et €2 ne sont pas copremiers
c’est-a-dire que k1|2 et que I’exposant de k] dans € est tel que I’équation (5.76) soit satisfaite. Nous
déduisons facilement que k| B™. Par suite k72|(p = A?*™ + B?" + A™B"), mais 4p = 3k}b = k||,
d’ou la contradiction avec a, b copremiers.
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4 J-4-1-2-4- Supposons que k} > 4 non premier.

#% J-4-1-2-4-1- Supposons que k| = 4. Nous avons alors : A?™ = 4a et B"C! = 3b—4a = 3p' — 4a.
Ce cas a été traité dans le paragraphe[5.§|cas ** I-2-.

% J-4-1-2-4-2- Nous supposons que k} > 4 non premier.
#% J-4-1-2-4-2-1- Nous supposons que a, k] sont copremiers. De 1’expression A2™ = k}.a nous
déduisons que a = a? et k} = k3. Ce qui donne :
A" =a1.k™y (5.78)
B"C!' = 4571172 0 (5.79)

Soit w un nombre premier tel que w|k™, soit k"1 = w'.k”y avec w 1 k5. Les deux équations précé-
dentes deviennent :

A™ = ay.0 k7 (5.80)
B"C! = 4571 k2.0 (5.81)

De (5.80) w|A™ = w|A = A = w'".A; avec w | Ay et im = t. De (5.81), nous avons
w|B"C! = w|B" ou w|C".

#% J-4-1-2-4-2-1-1- w|B" = w|B = B = w’.By, avec w { By. De , nous avons BPC! =
w=ings=1 k72 Q. Siw = 2 et 21 Q, nous avons B C! = 22t+2s—jin=2p»2 .
- Si 2t + 25 — jn — 2 < 0 alors 2 1 C! ce qui est en contradiction avec C! = W™ AT + wI" B},
-Si 2t + 25 — jn — 2 > 1 = 2|C! = 2|C et la conjecture est vérifiée.

(Mémes résultats si 2|2 = Q = 2#.Q4, on remplace 2t + 2s — jn — 2 par 2t + 2s 4+ p — jn — 2).
Si w # 2, nous avons BC! = w=in4s=1p72 .,

la aussi, siw { Q) :

-Si 2t — jn < 0 = w t C' ce qui est en contradiction avec C! = W™ AT + W™ B}

-Si 2t — jn > 1 = w|C" et la conjecture est vérifiée.

Mémes résultats si 2|0 = Q = 2".Q)4, on remplace 2t — jn par 2t + u — jn.

#* J-4-1-2-4-2-1-2- w|C! = w|C = C = W".C1, avec w { C1. En utilisant les mémes méthodes
en J-4-1-2-4-2-1-1 ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats suivants les cas.

% J-4-1-2-4-2-2- Nous supposons que a, k} sont non copremiers. Soit w un nombre premier tel que
wl|a et w|k). Nous écrivons :

a=w"a (5.82)
K, = wh k) (5.83)

avec a1, k"1 copremiers. L’expression de A?™ devient A2 = w*tH q1.k”;. Le terme B"C' devient :

B"C' = 4571wt k71 .0 (5.84)

46



*%J-4-1-2-4-2-2-1-Siw =2 = 2
donc impossible.

a, mais 2

b, d’ot la contradiction avec a, b copremiers. Ce cas est

% J-4-1-2-4-2-2-2- Si w > 3. Nous avons wla. Si w|b c’est la contradiction avec a, b copremiers.
Nous supposons que w { b. De I’expression de A%™, nous obtenons w|A?" = w|A = A = w'. A,
avecw t Ay,4 > let2i.m = a+ p. De |l nous déduisons que w|B"™ ou w|C".

#% J-4-1-2-4-2-2-2-1- Nous supposons que w|B" = w|B = B = w/ B avecw { By et j > 1. Par
suite, BPC! = 45~ 1wh=in k71.Q

*wit):

- Si t — jn > 1 nous avons w|C! = w|C, pas de contradiction avec C! = W™ AT + /" B} et
la conjecture est vérifiée.

-Sip— jn < 0avec w 1 €, alors w 1 C! et c’est la contradiction avec C! = w™ AT + /" BY.
Donc ce cas est impossible.

* wlQ 1 soit Q = Wy avec B> letw 1 Q. Comme 3b — 4a = 4°.Q0 = 45 wP .0y = 3b =
da + 45.0° Q) = dw®.aq + 45080y = 3b = 4ow(w* tag + 45_1.w5_1.§21). Siw=3etf=1,
nous obtenons b = 4(3% la; +4571Qy) et BPCO! = 457 130F1=0n 71 Q).

-Sip—jn+12>1,alors 3\Cl et la conjecture tl est vérifiée.

-Sip—jn+1<0,alors 31 C! et c’est la contradiction avec C! = 3™ AT + 3/mBY,

Maintenant, si 3 > 2 et &« = 9m > 3, nous aurons 3b = 4w?(w* 2a; + 45 1w 720). Siw = 3 ou
non, alors w|b, mais w|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

#% J-4-1-2-4-2-2-2-2- Nous supposons que w|C! = w|C = C = w"C} avec w { Cy et h > 1. Par
suite, B"C! = 45~ 1wk~ k71 Q. En utilisant la méthodologie ci-dessus, nous obtenons les résultats
analogues.

% J-4-2- Nous supposons que 4|k].

#k J4-2-1- k) = 4 = 4p = 3kib = 120 = p = 3b = 3p/, c’est le cas déja étudié au I-2-
paragraphe[5.§]

ok J-4-2-2- k| > 4 avec 4|k} = k| = 4°k”1 et s > 141 k”1. Nous avons donc :

A% = 4%k a = 2%°k71a (5.85)
B"C' = 4°7'k"1(3b — 4a) = 22572k"1(3b — 4a) (5.86)

% J-4-2-2-1- Nous supposons s = 1 et kj = 4k”; avec k1 > 1, soit p = 3p’ et p’ = k”1b c’est le
cas 53] déja étudié.

% J-4-2-2-2- Nous supposons s > 1, par suite k; = 4°k”; = 4p = 3 x 4°k”1b et nous avons :

AP = 457 q (5.87)
B"C! = 4571”1 (3b — 4a) (5.88)
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#% J-4-2-2-2-1- Nous supposons que 2 1 (k”1.a) = 21 k"1 et2 { a. Comme (A™)? = (2%)%.(k";.a),
posons d? = k”;.a, par suite A" = 2°.d => 2|A™ = 2|A = A = 2'A; avec 2 { Ay eti > 1.
Dol : 27 AT = 25.d = s = im. De I’équation (5.88)), nous avons 2|(B"C') = 2| B" ou 2|C".

#% J-4-2-2-2-1-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B => B = 2/.Bj, avec j > let2 { By.
L’équation (5.88)) devient :

BiC! = 2%7In72p7 (3b — 4a) = 22™M=I"217 (3 — 4a) (5.89)

* Nous supposons que 2 { (3b — 4a) :
-Si 2im—jn—2 > 1, alors 2|C", pas de contradiction avec C! = 2™ A" 4-27" B? et 1a conjecture

(1.1)) est vérifiée.

- Si 2im — jn — 2 < 0, alors 2 C, d’olt la contradiction avec C! = 2m AT + 2" B7,

* Nous supposons que 2¥|(3b — 4a), u > 1 et que a, b restent copremiers :

- Si 2im + pu — jn — 2 > 1, alors 2|C, pas de contradiction avec C! = 2™ AT 4 2" BT et la
conjecture (I.1) est vérifiée.

- Si 2im + p — jn — 2 < 0, alors 2 § C!, d’ol1 la contradiction avec C! = 2™ AT* + 2/" BY,

#% J4-2-2-2-1-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".Cy,avec h > 1et2{ Cy. De la
méme maniere traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

% J-4-2-2-2-2- Nous supposons que 2|(k”1.a) :
*% J-4-2-2-2-2-1- Nous supposons que k”1 et a sont copremiers :

#% J-4-2-2-2-2-1-1- Nous supposons que 2 { a et 2|k”; = k"1 = 22*.k"3 et a = a?. Alors les

équations (5.87H5.88)) deviennent :

AP = 48 227207 — AT = 25K |7y g (5.90)
B"C! = 457192072 (3b — 4a) = 2224 7272(3b — 4a) (5.91)

L équation (5.90) donne 2|A™ = 2|A = A = 2".Aj avec 2 { Ay,i > letim = s + p. De
I’équation (5.91)), nous avons 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

#% J_4-2-2-2-2-1-1-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/.B,2{ B; et j > 1. Par suite
BRCl = 225T20=in=2E73(3ph — 4aq) :

* Nous supposons que 2 1 (3b — 4a) :

- Si 2im + 2u — jn — 2 > 1, alors 2|C", pas de contradiction avec C! = 2iMm AT + 2" B} et la
conjecture (I.1) est vérifiée.

- Si 2im + 2u — jn — 2 < 0, alors 2 { C!, d’ot1 la contradiction avec C! = 2™ A 4 2/ BY,

* Nous supposons que 2¢|(3b — 4a), o > 1 et que a, b restent copremiers :

- Si 2im + 2 + a — jn — 2 > 1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! = 2im AT + 27" B7 et
la conjecture (I.1)) est vérifiée.

- Si 2im + 2+« — jn — 2 < 0, alors 2 1 C!, d’ott la contradiction avec C! = 2™ AT 4 20" B},
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#% J.4-2-2-2-2-1-1-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".C, avec h > 1et 21 C;. De
la méme maniere traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

#% J-4-2-2-2-2-1-2- Nous supposons que 2 1 k71 et 2la = a = 22*.a? et k"1 = k"%. Alors les

équations (5.87H5.88)) deviennent :
AP = 45 9210273 — A™ = 25TF q) k7, (5.92)
B"C! =47 1k73(3b — 4a) = 2*°72k"5(3b — 4a) (5.93)

L’équation (5.92) donne 2|A™ = 2|A = A = 2".Aj avec 2 { Ay,i > letim = s+ p. De
I’équation (5.93)), nous avons 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

#% J-4-2-2-2-2-1-2-1- Nous supposons que 2| B" = 2|B = B = 27.B1,2{ Bj et j > 1. Par suite
BRC! = 2257in=2E72(3b — 4a)

* Nous supposons que 2 { (3b — 4a) = 21t b:
- Si 2im — jn — 2 > 1, alors 2|C%, pas de contradiction avec C! = 2™ A" + 2i" B7,
- Si 2im — jn — 2 < 0, alors 2 1 C', d’ot la contradiction avec C! = 2™ AT + 2" B},

* Nous supposons que 2°|(3b — 4a), o > 1, dans ce cas a, b sont non copremiers, c’est la contra-
diction.

#% J-4-2-2-2-2-1-2-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".Cy, avec h > 1 et 21 C}. De
la méme maniere traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

#% J-4-2-2-2-2-2- Nous supposons k”; et a sont non copremiers avec 2|a et 2|k”;. Soit a = 2%.a; et

k") = 2Mk"5 et 2 4 ay et 2 1 k7. De (5.87), nous avons u +t = 2\ et aj.k”y = w?. Les équations
(5.87H5.88) deviennent :

AP = 4570 = 225217920 ay = 22T WP = A™ = 25T (5.94)

B"C! = 4712175 (3b — da) = 2257 2E75(3b — 4a) (5.95)

De (5.94) nous avons 2|A™ = 2|A = A = 2'Ay,i > 1et 2} Ay. De (5.95)), 2s +p — 2 > 1, nous
déduisons 2|(B"C") = 2|B™ ou 2|C".

#% J-4-2-2-2-2-2-1- Nous supposons 2|B" = 2|B = B = 2/.By, 2 { By et j > 1. Par suite
BPCl = 2%5+1=in=2E"2(3h — 4q) :

* Nous supposons que 2 { (3b — 4a) :
- Si 25+ p — jn — 2 > 1, alors 2|C, pas de contradiction avec C! = 2m AT + 2/"BY et la
conjecture (I.T) est vérifiée.

-Si2s+ p—jn—2<0,alors 21 C!, d’ou la contradiction avec C! = 2im AT + 2/nBY.

* Nous supposons que 2¢|(3b — 4a), pour une valeur o > 1. Comme 2|a, alors 2%|(3b — 4a) =
2|(3b — 4a) = 2|(3b) = 2|b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.
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#% J.4-2-2-2-2-2-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".C},avec h > 1et2{C;. Dela
méme manieére trait€e ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

#% J-4-3- 2|k] et 2|(3b — 4a) : Alors nous obtenons 2|k] = ki = 2'.k"y avect > let2 {1 k”;.
2|(3b—4a) = 3b—4a = 2*.d avec > 1 et 2 { d. Nous avons aussi 2|b. Si 2|a, c’est la contradition
avec a, b copremiers. Nous supposons dans la suite de cette section que 2 { a. Les équations (5.87]

[5.88) deviennent :
A% =2 k70 = (A™)? (5.96)
B"C! = 2tk 2kl g = 9ttH 2 d (5.97)
De (5.96)), nous déduisons que ¢ est un exposant pair, soit ¢ = 2. Par suite, nous posons w? = k”1.a

ce qui donne A™ = 2*.w = 2|A™ = 2|A = A = 2".A; aveci > 1 et 2{ A;. De (5.97), nous
avons 2\ + p — 2 > 1, par suite 2|(B"C!) = 2| B" ou 2|C" :

#% J-4-3-1- Nous supposons que 2| B" = 2|B = B = 2/ By, avec j > 1 et 2 { By. Il s’ensuit que
BpC = 22 u=in=2 p», 4,
-Si 2\ + 1 — jn — 2 > 1, nous avons 2|C! = 2|C, il n’y a pas de contradiction avec C! =
2im AT 4 27" B et 1a conjecture (1.1) est vérifiée. ' 4
-Si2s+t+pu—jn—2 < 0,il s’ensuit que 2 { C, d’ott la contradiction avec C! = 2/ ATV +-2/" B,

##* J-4-3-2- Nous supposons que 2|C* = 2|C. En utilisant la méme méthode ci-dessus, nous obte-

nons les mémes résultats.
O

Le Principal Théoreme est démontré.

6 Exemples Numériques

6.1 Examplel:

Soit I’exemple : 63 4 3% = 3° avec A™ = 63, B" = 33 et C! = 3°. Avec les notations utilisées
dans le papier, nous obtenons :

p=3x73, ¢=8x3" A=4x3%3"x42-73)<0 (6.1)
38 x 73V73 4x33%x+3
=" T " cosh=——""———"" (6.2)
V3 7373
4p 0 6 34°™ 3x2' q
Aszi' 2Y 27 _ _ _ 2 — 24 — - al .
Comme 3 cos 3:>cos 3 ™ - b:>a 3 x 2% b="173;alors
0  4V3 p
cos— = ——, =3"b 6.3
3 = P (6.3)

On vérifie facilement I’équation (6.2)) utilisant (6.3). Pour cet exemple, nous pouvons utiliser les deux
conditions de comme 3|a ,b|4p et 3|p. Les cas et sont respectivement utilisés. Pour le cas
M.4] c’est le sous-cas B-2-2-1- qui est a ét¢ utilisé et la conjecture (I.T) est vérifiée. Concernant le cas
c’est le sous-cas G-2-2-1- qui a été appliqué et la conjecture est vérifiée. Nous trouvons pour
les deux cas que A™, B" et C' de I’exemple 1 ont un facteur commun ce qui est vrai.
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6.2 Exemple?2:

Soit le deuxiéme exemple : 74 + 73 = 14%. Nous prenons A™ = 74, B" = 73 et C' = 143,
Nous obtenons p = 57 x 70 = 3 x 19 x 70, ¢ =8x 70 A =27¢> —4p> = 27 x 4 x

4 x7
71816 x 49 — 193) = —27 x 4 x 7® x 6075 < 0, =19 x 7" x 19, cosh = — )
( ) 2 p2 19v/19
4 0 0 3A°™ 7
Comme A% = §.0052§ = cos2§ = 1 = Ix19 = % — a="7% b=4x 19, alors
0 7 0
cos— = —— et nous avons le cas 3|p et b|(4p). Le calcul de cosf a partir de 1’expression de cos—
3~ 3710 p et b[(4p) p p 3
confirme la valeur ci-dessous :
9 6 7 \3 7 4x7
cosh = c0s3(0/3) = 4cos®~ — 3cos— = 4 () -3 = —
(0/3) 3 3 24/19 2419 1919

Nous obtenons donc 3|p = p = 3p/, b|(4p) avec b # 2, 4 alors 12p’ = k1b = 3 x 75b. Ceci concerne
le paragraphede la deuxieéme hypothese. Comme k1 = 3 x 7% = 3k} avec k| = 70 # 1. C’est le
sous-cas J-4-1-2-4-2-2- avec la condition 4|(3b — 4a). Vérifions alors :

3b—4a=3x4x19—4x 7% =32 = 4|(3b — 4a) (6.4)

avec A?™ = 78 = 7% 7% = k| .a et k} non premier, avec a et k| non copremiers avec w = 7 { (= 2).
Nous retrouvons bien que la conjecture (I.T)) est vérifiée avec un facteur commun a savoir le nombre
premier 7 un diviseur de kf = 76.

6.3 Exemple 3:

Soit le troisieme exemple : 19* 4 383 = 573. Nous prenons A™ = 194, B" = 383 et C! = 573,
Nous obtenons p = 196 x 577, ¢=8x27x1910, A =27¢>—4p3 = 4x 1918273 x 16 x 192 —

199 V 4x3x1 4 9
5773) < 0, _ 197 X STTVSTT X;);; 577, cost) = —X537 XT?E;\/? Comme A*™ = %.0032§ =
cos2€ = 34" = 3 x 197 _ 4 — a=23x19%, b= 4x577, alors cosg = 19\/3 et nous avons
37 4p  4Ax57T b - T ’ 3 2677

9
le cas 3|a et b|(4p). Le calcul de cosf a partir de I’expression de cosg confirme la valeur ci-dessus :

3
0 9 19v/3 19v/3 4% 3* x 193
cosh = c0s3(0/3) = 4cos®~ — 3cos— = 4 -3 = —
(0/3) 3 3 (2\/577) 24/577 577577

Nous obtenons donc 3|a = a = 3a’ = 3 x 192, b|(4p) avec b # 2,4 et b = 4p' avec p = kp'
soit p’ = 577 et k = 195, Ceci concerne le paragraphe de la premiere hypothese. C’est le sous-
cas E-2-2-2-2-1- avec w = 19, @/, w non copremiers et w = 19 1 (p/ — a’) = (577 — 19?) avec
s—jn=6—1x3=232>1,etlaconjecture (I.1I) est vérifiée.

6.4 Example4:

Enfin soit I’exemple 72425 = 3% avec A™ = 72; B" = 2%, C! = 3*. Nous obtenons p = 4999 un
nombre premier, ¢ = 2° x 72 x 3* = 127008 >> p. Par suite, nous trouvons que A = 27¢> — 4p® > 0.
Alors, nous ne pouvons appliquer les conditions du papier a cet exemple, car nous avons un exposant
égal a 2. Alors la condition que m, n, [ > 2 est importante dans 1’énoncé de la conjecture de Beal.
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7 Conclusion

La méthode utilisée pour prouver que la conjecture de Beal est certes vraie du niveau du premier
cycle universitaire scientifique, a demandé I’étude de plusieurs cas possibles. Nous avons confirmé
la méthode par les quatre exemples numériques présentés. En conclusion, nous annoncerions le théo-
reme :

Théoreme 7.1. (A. Ben Hadj Salem, A. Beal, 2016) : Soient A, B,C, m,n, et l des entiers positifs
avec m,n,l > 2. 8i:
A™ 4 B" = (! (7.1)

alors A, B, et C ont un facteur en commun.
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