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Sinopsis. Hacemos una recopilacion de los intentos realizados para derivar la ley de movimiento de una
particula a partir de las ecuaciiones de campo de la teoria unificada asimétrica de Einstein. A primer orden la
ecuacion de movimiento debe contener la ley de la gravitacion de Newton y la ley de Coulomb. Para deducir
la ley de movimiento utilizamos el método con que Einstein, Infeld y Hoffmann resolvieron el problema del
movimiento en Relatividad General.

Abstract. We make a compilation of attempts to derive the law of motion of a particle from the field equation
of the theory unified asymmetric of Einstein. The equation of motion to first order must contain the law of
gravitation of Newton and Coulomb's law. To derive the law of motion we use the method with which Einstein,
Infeld and Hoffmann solved the problem of motion in General Relativity.
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A.- INTRODUCCION

1-A. Introducciéon

Una teoria de campo consecuente debe tener unas ecuaciones unicas, que no pueden suplementarse por la
ecuacion de movimiento de una particula que se mueve en su seno. En este sentido ni la teoria gravitatoria de
Newton ni la teoria maxwelliana del electromagnetismo son teorias completas de campo.

Concebida como una teoria de campo, la gravitacion newtoniana tiene por ecuacioén de campo la ecuacion de
Laplace para el caso exterior

Vip=0
o la de Poisson para el caso interior

\% 21// =4rxGp
donde i es el potencial gravitatorio y p la densidad de masa. De estas ecuaciones sdlo se puede determinar el
potencial gravitatorio pero no el movimiento de una particula en el seno del campo. Para conseguir este proposito
es necesario agregar a las anteriores ecuaciones diferenciales de campo, la ecuacion
F=-mVy
donde la fuerza F se define como ma , siendo m la masa de la particula cuyo movimiento se estudia.

Lo mismo ocurre en la teoria electromagnética, donde el conjunto de ecuaciones diferenciales de Maxwell
nos permite hallar las intensidades de campo eléctrico E y de campo magnético B, en funcion de la distribucion
y movimiento de las cargas eléctricas; pero para determinar la ecuacion de movimiento de una particula en el
seno de ese campo tenemos que agregar la ecuacion de Lorentz

F=¢gE+quAB.

Las dos teorias de campo anteriores son lineales, es decir que si 4 y B son dos soluciones de la teoria, la suma
de ambas 4+ B también es una solucion de las ecuaciones de campo. Se puede comprobar que para teorias
lineales no es posible deducir la ecuacion de movimiento de las ecuaciones diferenciales de campo. Consideremos
que el movimiento de una particula que llamamos P puede ser determinada por las ecuaciones de campo.
Consideremos que en vez de P hay otra particula O cuyo movimiento también serd determinado por las ecuaciones
de campo. Ahora bien, como la teoria de campo que estamos considerando es lineal, conjuntamente las dos
ecuaciones de movimiento que son soluciones de las ecuaciones de campo, sera también una aceptable ecuacion
de movimiento cuando estén presentes tanto las particulas P como Q. Pero entonces nos encontramos con el
absurdo de que el movimiento de la particula P no depende de la presencia de la particula QO y viceversa. Por
tanto se debe concluir que el punto de partida es falso, es decir, que de las ecuaciones de campo lineales no se
puede deducir la ecuacion de movimiento de una particula.

Laecuacion de campo de la Relatividad General no es lineal, por tanto no tenemos el inconveniente anterior
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y seria posible que de ella obtuviéramos la ley de movimiento de una particula. Esta investigacion fue realizada
con éxito en el afio 1938 por Einstein, Infeld y Hoffmann, en un célebre y elaborado trabajo que va a representar
la base de la recopilacién que hacemos mas adelante.

Tampoco la teoria de campo unificado asimétrico de Einstein es lineal. Como esta teoria pretende unificar el
campo gravitatorio y el electromagnético, podria deducirse de ella la ecuacion de movimiento de una particula en
el seno de ambos campos. Como esta teoria unificada es una generalizacion de la Relatividad General, cabe
esperar que se logre deducir la ecuacion de movimiento en el campo gravitatorio, por tanto la investigacion que
mas adelante desarrollamos lo que pretende es obtener, aunque sea en primera aproximacion, la ley de Lorentz
del movimiento de una carga eléctrica en un campo electromagnético.

En primera aproximacion la ley de Lorentz sélo recoge la fuerza de origen eléctrico y no la magnética, puesto
que la intensidad de campo magnético B es dos drdenes superior al campo eléctrico, es decir, la fuerza magnética
se podria obtener si obtenemos la ecuacion de movimiento a segundo grado de aproximacion.

2-A. La teoria de la Relatividad

La teoria de la Relatividad es un proyecto que pretende la interpretacion global de la Naturaleza a partir de
la geometrica del espacio y el tiempo. La teoria fue desarrollada en tres fases.

La primera de ellas, la Relatividad Especial, tiene como logro el entender que el espacio y el tiempo no son
entidades separadas, sino lo que realmente existe es una amalgama entre ellos, lo que llamamos el espacio-
tiempo. Esto viene a significar, que si bien un observador puede separar el espacio del tiempo, dicha separacion
es relativa al observador, en el sentido de que otro observador en un estado de movimiento diferente haria una
separacion del espacio y del tiempo distinta a la del anterior.

Segun la Relatividad Especial, en ausencia de campos fisicos la geometria del espacio-tiempo es pseudo
euclidea, lo que significa que siempre podemos elegir un sistema de coordenadas respecto al cual las componentes
del tensor métrico tomen los mismos valores en todo los puntos del espacio-tiempo.

Lasegunda fase en el desarrollo de la Relatividad fue la teoria general de la Relatividad, segtn ella el campo
gravitatorio no es mas que la manifestacion de la geometria espacio-temporal, mas concretamente, que en
presencia de gravedad el espacio-tiempo tiene una geometria riemanniana, lo que significa que el tensor métrico
y la conexion son simétricos y ademas que la derivada covariante del tensor métrico es idénticamente nula.

Finalmente, la tercera fase de la teoria de la Relatividad es la teoria de campo unificado, que hay que
entender como la teoria definitiva, o sea aquella que no solamente es capaz de interpretar todos los campos
como una alteracion de la geometria del espacio-tiempo sino que incluso deberia ser capaz de interpretar la
materia como una estructura espacio-temporal.

Desde el afio 1918, en que aparece la teoria de campo unificado de Weyl, han sido muy numerosos los
intentos de desarrollar una teoria de campo unificado en el marco de la Relatividad. En el afio 1945 Einstein
inici6 una investigacion al respecto eligiendo una teoria caracterizada por tener un tensor métrico asimétrico.
Esta teoria, que llamaremos de campo unificado asimétrico de Einstein, y que se presenta en varias versiones, va
a ser en la que investiguemos el problema del movimiento de una particula.

3-A. La teoria de campo unificado asimétrico de Einstein

Como hemos dicho, en el afio 1945 Einstein publica la primera de una serie de investigaciones relacionadas
con la teoria unificada de campo asimétrico. En estas investigaciones fue ayudado por su asistente Ernst G.
Straus y por la fisica Bruria Kaufmann [1].

Laidea de Einstein consiste en generalizar la teoria gravitatoria, o sea, obtener una teoria que no solamente
se reduzca a la Relatividad General en primera aproximacion, sino una teoria cuyas ecuaciones sigan un
paralelismo con las de la teoria general de la Relatividad.

Lateoria de campo unificado asimétrico de Einstein es considerada como una teoria de campo completa, es
decir, monistica y por tanto solo se admite ecuaciones similares a la del caso exterior de la Relatividad General.
La materia, por tanto, no es necesario introducirla en la teoria como un elemento extrafio al campo, sino que
debe de surgir de las ecuaciones de campo.

Las ecuaciones de la gravitacion que se pretenden generalizar son las de la Relatividad General

D.g*=0; R, =0 (1)
donde la primera ecuacion es la derivada covariante de la densidad del tensor métrico (las densidades las

representamos con letra negrita) y la segunda es la anulacion del tensor de Ricci. Ademas, en vista a su
generalizacion, hay que tener presente que en la Relatividad General tanto el tensor métrico como la conexion
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son simétricas (y por tanto el vector de torsion es nulo) y también es simétrico el tensor de Ricci que sirve para
componer la densidad lagrangiana de donde se derivan las ecuaciones (1).

La generalizacion de las ecuaciones gravitatorias son conseguidas, primeramente, suponiendo la asimetria
del tensor métrico y de la conexion. Se observa que la parte simétrica del tensor métrico (que son 10 componentes)
viene a representar el campo gravitatorio, mientras que las 6 componentes de la parte antisimétrica del tensor
métrico deben corresponder al tensor de campo electromagnético. Aqui aparece una andmala discordancia,
puesto que la parte simétrica del tensor métrico la asociaciomos con un potencial de campo, mientras que la
parte simétrica la relacionamos con intensidades de campo, los cuales son derivados de potenciales por
diferenciacion.

Es necesario generalizar la propiedad de simetria de la Relatividad General. Einstein elige lo que llama
simetria hermitica o invariancia por transposicion. Sea una magnitud H ;, = H ; (g,I") que depende del tensor
métricoy de la conexion. Decimos que tiene simetria hermitica si al cambiar el tensor métrico y la conexion por
sus conjugados y luego intercambiar los indices 7 y k se obtiene la misma magnitud

Hy (g,r) =Hy (g,F).
Einstein utiliza otro concepto de simetria, diferente de la simetria hermitica antes definida y que llama
condicion de simetria: si en una ecuacion fisica H ; (g,I') =0 se sustituye el tensor métrico y la conexion afin
por sus conjugados la ecuacion se mantiene, es decir

Hy(gT)=0 = H,(s.5)=0,

Notese que si tiene simetria hermitica se cumple la condicion de simetria, pero no se puede afirmar lo contrario.

Einstein persigue generalizar las ecuaciones (1) procurando que las expresiones generalizadas tengan la
simetria hermitica. Por ello se ve en la necesidad de hacer una nueva definicion de derivada covariante, para
que tenga la simetria hermitica y con la que poder obtener una ecuacion similar a la primera de (1). [gualmente
es necesario (aunque no lo es en todas las deducciones que Einstein hizo de su teoria) generalizar el tensor de
Ricci buscando la deseada simetria hermitica.

La primera ecuacion (1) se generaliza al precio de requerir que el vector de torsion sea nulo o lo que es lo
mismo a exigir que

g [lk],k =0
que tiene el significado fisico de representar al primer grupo de ecuaciones de Maxwell.

Otro elemento guia de Einstein en la bisqueda de las ecuaciones de campo unificado es el principio de
covariancia, al que Einstein llama principio general de la Relatividad. Entonces las ecuaciones de campo buscadas
deben ser invariantes frente a transformaciones de coordenadas y previsiblemente deben ser ecuaciones
tensoriales.

Por altimo, Einstein utiliza el principio de minima simplicidad l6gica posible como un elemento guia en su
investigacion. Atn con todo lo expuesto, en la deduccion de las ecuaciones de campo unificado sigue habiendo
un alto grado de arbitrareidad, pero poco mas se puede hacer al respecto, ya que no tenemos suficientes
argumentos fisicos para elegir un camino u otro en la biisqueda de las ecuaciones de campo.

Para conseguir los objetivos antes trazados, Einstein va a utilizar el principio variacional en la mayoria de las
deducciones que hizo de las ecuaciones de campo. La ventaja en la utilizacion de este principio radica en que
las ecuaciones de campo resultante son compatibles, lo que no se puede asegurar si se utiliza otro
método.

Al utilizar un principio variacional, Einstein se enfrenta al dilema de elegir la densidad lagrangiana. El camino
mas natural, que es el seguido por Einstein, es tomar densidades lagrangianas similares a la utilizada en la
Relatividad General. Esto significa que va a utilizar el tensor de Ricci (o sus modificados) para construir
conjuntamente con el tensor métrico la densidad lagrangiana [2]

L=g"Ry., &)
variando la accion respecto al tensor métrico y respecto a la conexion. Por tanto la teoria de Einstein es una
teoria métrico-afin.

Enninguna de las deducciones que hizo Einstein utilizé la curvatura homotética, un tensor de segundo orden
derivado de la contraccion del tensor de curvatura. La razon hay que buscarla, quizas, en que para las ecuaciones
que buscaba Einstein, la curvatura homotética es nula [3].

En algunas de las propuestas de Einstein no se utiliza el método variacional, sino que se obtienen las ecuaciones
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de campo mediante consideraciones genéricas, siempre tratando de generalizar los resultados de la teoria
gravitatoria.

Es facil advertir la debilidad de esos argumentos utilizados por Einstein para llegar a su teoria de campo
unificado asimétrico. Por ejemplo, las ecuaciones de campo no tienen que tener la condicion de simetria,
podrian obedecer a otra simetria mas compleja; ni la densidad lagrangiana tiene que ajustarse a la forma (2),
pues hay otras posibilidades. Es decir, los argumentos esgrimidos por Einstein para obtener las ecuaciones de
campo no son concluyentes.

Einstein en sus numerosas demostraciones quiso encontrar razones (quizas de orden estético) que fortalecieran
sus argumentos de partida, aqui se encuentra la principal razon por las que abord6 las deducciones ecuaciones
de campo de catorce forma diferentes.

Einstein deduce cinco grupos diferentes de ecuaciones de campo aunque muy parecidos entre si. Los dos
principales grupos son las denominadas ecuaciones fuertes de campo

ik . . . .
D,g* =0,g" +g"T /+g"T [ =0

;=0
Ry =0
donde 7, es el vector de torsion definido por
7 :rirr _1—*”1’ >
el otro grupo son las ecuaciones débiles
[ k
D,g™ =0
;=0
Ry =0

Rig) r + R i + R 4 =0,
donde, como es habitual, los paréntesis redondos significan simetrizacion y los cuadrados antisimetrizacion; la
coma representa la derivacion parcial respecto a las coordenadas.

Otro conjunto de ecuaciones de campo tiene una estructura intermedia entre las dos anteriores, por lo que la
hemos llamado ecuaciones fuertes generalizadas

D,gi’—‘—%(Mfa,"—Mké;')zo

7,=0
—x 1

_ r t r r r t ro_
Rik __rik,r +rir 1—‘tk +§|:r(ir),k +r(rk),i:|_rikr(tr) =0

donde R, esun tensor derivado del tensor de Ricci, mientras que M' es una densidad vectorial definida por
w-M{ngt pgt)-0.g1 g,
Otro conjunto de ecuaciones matematicamente correctas es
k1 1 ;
Drgj__ :_glkTr __5kglt7t
2 3
Rik = O
caracterizada por tener un vector de torsién no nulo.
En una de sus ultimas investigaciones, publicada poco antes de su muerte en 1955, Einstein dedujo las
ecuaciones de campo
ik 1 ik 1 ] k
D,g+*" —Eg’ T, +§g’p1p5r =0
Ry =0
que tiene la propiedad de ser invariante frente a la denominada transformacion lambda y de donde se deriva el
conjunto débil de ecuaciones de campo con una adecuada eleccion de la conexion.

4-A. Organizacion del trabajo
En las secciones B y C obtenemos la ecuacion de movimiento de una particula tanto en el marco de la
Relatividad Especial (o sea, en ausencia de campos), como en la Relatividad General (o sea, en presencia de
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campo gravitatorio). En esta tiltima seccion se deduce la ecuacién de movimiento cuando, ademas de la gravedad,
hay presencia de campo electromagnético.

Dedicamos la seccion D a explicar de forma resumida el método de Einstein-Infeld-Hoffmann que sera
utilizado en todos los calculos posteriores.

En el apartado E se vuelve a la Relatividad General con una idea de Infeld para obtener la ley de movimiento
de una particula cargada en el seno de un campo gravitatorio y electromagnético, obteniéndose en primera
aproximacion tanto la ley de gravitacion de Newton como la ley de Coulomb.

Con la seccion F se entra en la materia principal de la exposicion. Utilizando el método de Einstein-Infeld-
Hoffmann se concluye que no puede deducirse de la teoria de campo unificado asimétrico en su version fuerte
la ley de Coulomb, aunque se deduce la ley de Newton.

En el apartado G confirmamos que la ecuacion de movimiento en la teoria unificada que examinamos no
puede ser ni la geodésica métrica ni la afin, tal como ocurre en Relatividad Especial y General.

En la seccion H se comprueba que tampoco la version débil de la teoria de campo unificado asimétrico de
Einstein da la ecuacion de movimiento en un campo electromagnético.

Las componentes espaciales de la parte antisimétrica del tensor métrico se identifican con el campo eléctrico
el cual se deriva del potencial electroestatico. Pero cabe modificar este planteamiento. Esto es lo que se hace
en la seccion H, en donde afiadimos al potencial electroestatico (dependiente de la inversa de 7), un término
lineal en 7. Con esta idea se encuentra la ley de Coulomb a partir de la teoria de campo unificado asimétrico en
su version débil, pero a costa de introducir un parametro arbitrario.

Otra posibilidad es una idea de Klotz y Russell segun la cual no se identifica las componentes 0, de la parte
antisimétrica del tensor métrico con el tensor de campo electromagnético, sino que se define una asociacion
diferente. El resultado de esta propuesta es que se deduce la ley de Coulomb, entendida como la primera
aproximacion de la ley de Lorentz, aunque con el inconveniente de que aparecen otras fuerzas electroestaticas
que son desconocidas en la teoria de Maxwell.

En la seccion K se expone una idea de Bonnor consistente en modificar la ecuacion de campo unificado,
agregandole un término complementario. También esta idea tiene éxito, en el sentido de que se obtiene la ley de
Lorentz en primera aproximacion; no obstante, al igual que en la anterior propuesta es necesario introducir un
parametro indefinido.

En el apartado L tratamos de obtener la ley de movimiento a partir de una modificacién de la teoria de
campo unificado asimétrico, aquella version que no exige la nulidad del vector de torsion. En este supuesto
volvemos a obtener la ley de Lorentz en primera aproximacion, siempre y cuando, utilicemos la sugerencia de
Bonnor de complementar las ecuaciones de campo con un término que se encuentra multiplicado por una
constante indefinida.

El trabajo concluye con el epigrafe de conclusiones y la bibliografia utilizada. El analisis de los intentos
realizados para obtener la ecuacion de movimiento a partir del tensor energia-momento de la teoria de campo
unificado, los dejamos para otro articulo posterior.

B.- EL MOVIMIENTO EN RELATIVIDAD ESPECIAL

1-B. La ecuacion de movimiento en Relatividad Especial

En ausencia de campos la geometria espacio-temporal es pseudo euclidia, en el sentido de que siempre es
posible encontrar un sistema de coordenadas, que llamamos pseudo cartesiano, respecto al cual las componentes
del tensor métrico 7, son los mismos en todos los puntos y tienen la forma diagonal 7, = (1,—1,—1,—1) ;
entonces el elemento de linea es

ds? =ndx'de* =c?dt* —dx* —dy* —dz*.
El sistema de referencia definido por estas coordenadas es inercial, lo que quiere decir que respecto a este
sistema una particula aislada lleva, por la ley de la inercia, un movimiento uniforme y su ley de movimiento es

ds
para otro sistema de referencia o bien para otro de coordenadas (por ejemplo, uno esférico), es necesario
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modificar la ecuacion anterior. Si la ecuacion de transformacion de las coordenadas cuando se hace el cambio
de sistema de referencia o de coordenadas es

dx'' = Aldx* < dx* =BFax"

entonces
du* d : : du'’ du'’ - :
= (Bfu )= Bluw B S —=0 = S+ Biajuu =0 )
ds ds ds ds
ahora bien, la ley de transformacion de la conexion afin es
I/ =BPBIAT ,° +BLA]
pero en un sistema pseudo cartesiano I’ pqs =0 entonces
F’irj = Bll;Al{
y al llevar este resultado a (2) queda, quitando las primas para simplificar la expresion
du’ . ,
+TJu"u'"=0, 3)

ds
que es la ecuacion de movimiento de una particula aislada en un sistema de coordenadas y de referencia

genérico. Démonos cuenta que esta es la ecuacion de movimiento en cualquier sistema de referencia (sea o no
inercial) y para cualquier sistema de coordenadas. La ecuacion (3) nos viene a decir que la derivada covariante
de la tetravelocidad es nula, es decir

Du*

ds
La accion de una particula libre en ausencia de campos en un sistema inercial en coordenadas pseudo

cartesianas es dada por
Iszdtz—mcjds=—mc2v|.\/1—u2/czdt %)

donde L es la lagrangiana de la particula, ya que de L se deriva el momento lineal de la particula cuando se aplica
las técnicas habituales, en efecto

=0. “

» k_ oL _ mu k
Ou 1—u? / ¢?
Otra forma de obtener la ecuacion de movimiento es exigir que la accion de la particula (5) sea una extremal.
Aplicando la ecuacion de Euler-Lagrange a la lagrangiana L

d{ oL ) oL oL mu*
— |-—=0 —=p =cte =

dr Ou, _axk - Ouy, ll_uz/cz

lo que implica que tanto #* como u tienen que ser constantes; en efecto, tomando & = 0

=cte, 6)

mu®° mdxo/dr mc
= = =cte = u=cte

- - 2/ 2
\/l—uz/c2 \/l—uz/c2 1—u /C
donde dr es el elemento de tiempo propio de la particula; entonces por (6) u* = cte ; la ecuacion de movimiento
en coordenadas pseudo cartesianas queda entonces
du®

ds
que coincide con (4) cuando se utilizan otras coordenadas o cuando el sistema no es inercial.

=0,

2-B. Geodésica métrica y geodésica afin

Hay dos formas de definir la linea geodésica. Una de ellas es decir que la linea geodésica entre dos puntos es
la linea de menor longitud entre ambos puntos, a esta definicion la llamaremos geodésica métrica. La otra
posibilidad es definir la geodésica como la linea que tiene la propiedad de que sus vectores tangentes en cualquiera
de sus puntos son paralelos entre ellos, que recibira el nombre de geodésica afin.

Como mas adelante veremos ambas definiciones representan la misma linea si el espacio es de Riemann,
pero en general los dos tipos de geodésicas son diferentes.

10
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El vector unitario a una curva es

dr

u=—

ds
ds es la distancia entre dos puntos infinitesimales de la curva. Notemos que el anterior vector tiene de modulo
unidad y es tangente a la curva. Si se trata de una geodésica afin, su vector tangente unitario u, debe ser el

mismo en todo punto. Si utilizamos coordenadas cartesianas esta condicion viene dada por

du ~0
ds
y para coordenadas curvilineas cualesquiera
Du_o o e p iyt o, )
ds s *

la anterior por tanto es la condicion que define a una geodésica afin.
Para determinar la ecuacion de una geodésica métrica partimos de la distancia entre los puntos 4 y B.

B B B
sAszlwlgl-kdx"dxk=_‘-\/gik[xr(t J ” dt —I\/g,k xixkdtzj.,[f(xr,icr)dt
4 4 y

donde el punto significa derivacion respecto a un parametro mdeﬁnldo t. Para hallar la ecuacion de la geddesica
métrica se aplica la ecuacion de Euler-Lagrange

afoJr| ol o i(a_fj_i+La_fﬂzo, ®
dt| ox" ox” dt\ox") ox" 2fox" d
Si identificamos el parametro ¢ con la distancia s, entonces

f=gai's" =1,

K (5_fj _Y
ds\ai”) ox"
que al desarrollar se llega a

.k .k kg _
EwXx +8&uX +(aqgkr +akgrq _argkq)x x7=0
donde suponemos que el tensor métrico no es simétrico y que el punto significa derivacion respecto a s.
Descomponiendo g, en parte simétrica y antisimétrica se obtiene

y (8) nos queda

28 + (0081 + 048 (rg) 0,8 (1) JFEI =0 = F 4L /5Hi9 =0 ©)
donde L, " son los simbolos de Christoffel calculados con la parte simétrica del tensor métrico. La anterior es
la ecuacmn de la geodésica métrica.

En el caso de un espacio de Riemann, en el que el tensor métrico es simétrico y la conexion son los simbolos
de Christoffel, las ecuaciones (7) y (9) coinciden.

Ahora podemos decir el significado geométrico de los dos métodos por los que hemos obtenido la ecuacion
de movimiento en Relatividad Especial, el primero corresponde en afirmar que la trayectoria de una particula
tiene que ser una geodésica afin, mientras que el segundo método corresponde a decir que la trayectoria de la
particula tiene que ser una geodésica métrica; como el espacio-tiempo de la Relatividad Especial es pseudo
euclideo, o sea un tipo de espacio de Riemann, ambas formas de definir la ecuacion de movimiento coinciden.

C.- EL MOVIMIENTO EN RELATIVIDAD GENERAL

1-C. El tensor energia-momento de un sistema de particulas

Vamos a considerar un sistema de NV particulas puntuales de masa m, , donde el subindice identifica a la
particula n. De momento vamos a considerar el espacio-tiempo pseudo euclideo en coordenadas pseudo
cartesianas. El tetramomento de la particula » viene definido por [4], [5]

k
dx,
"dr,’

n

k _ k _
Py =myu, =m

11
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donde dr, representa el tiempo propio de la particula, es decir lo que marca un reloj que acompaiia a la
particula en su movimiento. Si definimos la delta de Dirac tridimensional por

[7@)sO(e=r,)av =1 (r,)
la integracion siendo efectuada para todo el espacio, donde r es la posicion genérica de un punto del espacio y
r, esuna posicion determinada: el lugar ocupado por la particula n; ademas, o (r -r, ) es cero en todo punto
excepto cuando r=r, . Con la ayuda de la delta de Dirac se define el tetramomento lineal por unidad de
volumen del conjunto de N particulas
3
> pks(r-r,).
n

en efecto, si la anterior expresion la integramos para todo el volumen formado por el sistema de particulas

ko3 k
Jané( )(r—rn)dV:an.
n n
Sicon g k representamos la densidad de volumen de momento lineal y £la densidad de energia, entonces
por el significado del tensor de energia-momento
Por tanto el tensor energia-momento del sistema de particulas considerado es
dxk

k= b0 (-,

di (10)

Vamos a comprobar que la anterior expresion es un tensor en el espacio-tiempo de la Relatividad Especial.
Definimos la funcion delta de Dirac en el espacio tetradimensional como

_[q)(xa,xo)5(4)(xq —x’q)dx0 =CD(xa,x’0)5(3) (r—r')

[o(x1)s (x7-x?)dQ=a(x7) (11)

dQ = dxdydzdx" representa el volumen tetradimensional si se utilizan coordenadas pseudo cartesianas. Con
esta definicion (10) queda

y por tanto

dx
dx” P ( -Xx )
t=laLr i
como la f es una variable muda, la podemos sustltulr por el tiempo propio z, entonces el tensor energia-momento
es

dr,dr,
Pero (12) es valida en el espacio-tiempo pseudo euclideo y en coordenadas pseudo cartesianas, para encontrar
la expresion generalizada tengamos en cuenta que (10) es una definicion y por tanto valida para cualquier
sistema de coordenadas, es decir es invariante. dQ2 no es invariante, pero si lo es

Jed

por tanto como CD( x9 ) es un invariante y también lo es (11) entonces

Lgm)(xq ~x'7)

Jz

es un invariante, o sea, o (4) (xk —x'k) es una densidad escalar, lo que significa que cuando tratamos con
transformaciones genéricas de coordenadas (12) no es un tensor sino una densidad tensorial, por tanto

Ttkzczmnjgm)(xq_ )dx dx® 0 e (12)

. dx! d
Tk:czn:mnj5(4)(xq_ )djn djndrn (13)
o bien
dx! dxk
< gmnjaw(xq_ )dj dj dz, (14)

12
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(13) 0 (14) seran las expresiones a utilizar en presencia de campo gravitatorio.

2-C. La ecuaciéon de movimiento en la teoria general de la Relatividad

Se entiende por particula de prueba aquella particula puntual de masa despreciable, hasta el extremo de que
no afecta al campo gravitatorio. Vamos en lo que sigue a determinar la ecuacién de movimiento de una particula
de prueba en un campo gravitatorio [6].

Una primera posibilidad consiste en extender los resultados de la Relatividad Especial, haciendo uso del
principio de correspondencia. Por tanto podemos decir que la ecuacion de movimiento de una particula de
prueba es una geodésica (ya sea métrica o afin, porque ambas son la misma en un espacio de Riemann), o sea,
la ecuacion es la (4) o la (9). Pero en Relatividad General tenemos otra forma de obtener la ecuacion de
movimiento de una particula.

La ecuacion de campo gravitatorio para el caso interior es

R} —%5{‘1& =—4Tf

donde se cumple la identidad de Bianchi, lo que significa

D, (Rl.k —%éikR) =0
por tanto también se cumplira
DT =0

que son las ecuaciones de conservacion de la energia-momento de la materia. De esta Giltima ecuacion se puede
deducir la ecuacion de movimiento de una particula.

Vamos a suponer que las fuentes del campo gravitatorio es un conjunto de particulas puntuales cuyo tensor
energia-momento viene dado por (13). Como el tensor energia-momento es simétrico se cumple

D, T*=0,1"+1 /T,
que al aplicarlo a (12)
i k r k
ik _ @) (ya_pa)] Pndxy i@ (L a_ a9 dXy
D,T —cZn:mnIdrn{[é‘ (x xn)]k ar, a’rn+rrk5 (x x”)drn dr. (15)

el primer sumando de la anterior integral se descompone segtin

ik ik i
[5<4>(xq—xq)} dx, dx, 0 [5<4>(xq_xqﬂdxn dx, __dx, d 5@ (x7-xg)=
"kdr,dr,  oxk "dr, dr, dr,dr, "

Z_L{dﬁgw(xq _XZ)}g(‘*)(xq _xq)ﬂ

dr,|dr, ") de?”
ahora bien
, . B
_4 %5(4)(#]—%) dz'n:—dx” 5(4)(xq—xZ)
y dr,|dr, dr, )

elegidos los limites de la integracion 4 y B fuera del sistema de particulas, la funcion delta de Dirac es nulay por
lo tanto la integral anterior también se anula. Con esta simplificacion (15) queda

ik (4) d2x; dx] a’xflc
D, T —cZn:mnIdrn5 (xq—xg){—drs +T ) e dr

donde los simbolos de Christoffel estan evaluados en un punto genérico, pero como

)0 a8) = ()0 2t = {80 o7 )

entonces (16) queda

(16)

ik (4) d2x; - dx) a’xflc
D, T —cZn:mnIdrn5 (xq—xg){—drs +T ) e

donde l:rki significa que los simbolos de Christoffel estan calculados en el punto de coordenadas x,! es decir
donde se encuentra la particula n. Para que la anterior integral sea nula como exige la conservacion de la

13



EL PROBLEMA DEL MOVIMIENTO EN LA TEORIA DE CAMPO UNIFICADO ASIMETRICO DE EINSTEIN

energia y el momento se tiene que cumplir que sea nulo el integrando, es decir
2 k
d°x, = ;dx, dx,
2 Tk dr dr.
dr,, r,dt,
que es la ecuacion de la geodésica que sigue la particula », reencontrando por las identidades de Bianchi la
ecuacion de movimiento de una particula en un campo gravitatorio.

3-C. La ecuacion de movimiento en presencia de campo electromagnético deducida de la ley de
conservacion de la energia y el momento
La ecuacion de campo gravitatorio con fuentes tiene la forma

1
Ry _EgikR =—xT
donde T, es el tensor energia-momento de las fuentes de campo gravitatorio que, en Presencia de campo
electromagnético, estd formado por el tensor de energia-momento de la materia 7 ikm) y el del campo
electromagnético T' l.ke
_7l(e) | (m)
Ty =Ty +Ty

1

donde
P
Tigfm) =p My Tigce) =—£0F1F, +Togthqupq

suponemos que la materia esta formada por materia en polvo que no ejerce presion. p(m) es la densidad de
materia de un elemento de volumen de la materia medido en su sistema propioy u* es la tetravelocidad de ese
elemento de volumen. F,, es el tensor de campo electromagnético

_ _ 04 99,
Fy=D;§y—Dy¢; = PP
¢, eseltetrapotencial electromagnético definido por

$" =(g.cA)

siendo ¢ el potencial electroestatico y A el potencial magnético. En las expresiones anteriores los indices se
suben y bajan con el tensor métrico.

Las ecuaciones de campo electromagnético en presencia de gravitacion son

. 1
ik _ .0, _
j* es la tetradensidad de corriente definida por
=L e,
c

p(e) es la densidad de carga de un elemento de volumen medido en el sistema propio.
Podemos determinar la ecuacion de movimiento de una carga eléctrica en un campo electromagnético por la
ley de conservacion de la energia y el momento, expresada por

DT, * =D, 1™ 4 p, 1% =, (17)
los indices los hemos puesto mixtos para facilitar el calculo posterior, esta operacion la podemos realizar puesto
que la derivada covriante del tensor métrico (que sube y bajo los indices) es nula.

El primer sumando de (17) es

DkT,;(m)k =D, [p(m)u kul} =D, [p(m)u k}ui + p(m)ukau,-
la ecuacion de continuidad en presencia de gravedad es
D[ oMt =0
y como
dx* Du,

i i _

dr dx* dr '
siendo a; la aceleracion del elemento de volumen considerado, entonces nos queda

k —
u"Dyu; =

14
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Dle_(m)k — ,D(m)a,-

lo que podemos entender como la fuerza por unidad de volumen.
El segundo sumando de (17) es

k €0 ok ke 3
p,r\"™* = p, (—EOF “ar, +705,. ququj =—&,F, D F* —g,F 4D, F, +70Fp‘1D,.qu

ahora se aplica la segunda ecuacion de campo electromagnético

€0 g pa _Sopra(_ _ —_%0pm _%0 pra - rq
5 F™MD.F, = 5 F ( D,F,-D, ql.)— 5 F™D,F, 5 FYD,F, =-&,F™DF,
por lo tanto

k k .
DkTi(m) =—&ol Dy F T=—j quq
donde hemos aplicado la primera ecuacion de campo electromagnético. Con todo lo anterior la ley de conservacion
(17) queda

o™

que no es mas que la generalizacion de la fuerza de Lorentz en presencia de campo gravitatorio.

ai:quiq

D.- EL METODO DE EINSTEIN-INFELD-HOFFMANN

1-D. Resumen del método de Einstein-Infeld-Hoffmann

Como hemos dicho Einstein, Infeld y Hoffmann tuvieron éxito en deducir la ecuacion de movimiento de una
particula a partir de las ecuaciones de la Relatividad General [7]. El método parte de las ecuaciones de campo
para el caso exterior, es decir

R, =0

y considera que las particulas son singularidades (no necesariamente puntuales), o sea regiones donde no es de
aplicacion las ecuaciones de campo.

Para aplicar este método es necesario el uso de adaptaciones de los teoremas integrales de Stokes y Gauss.
Segtin el primero de ellos si la superficie de integracion X es cerrada, entonces se cumple

@VAA-dS:O.
z

Seglin el teorema de Gauss si A es un vector de divergencia nula, entonces
fpa-ds=0
>

no depende de la superficie de integracion.
Si la funcion F 4 es antisimétrica en sus dos indices, entonces por los teoremas anteriores se cumple

@F(w, 5dS =0
>

y ademas es independiente de la superficie de integracion.
Elmétodo de Einstein-Infeld-Hoffmann exige previamente readaptar la ecuacion de campo que se descompone

1
2(Raﬁ _Enaﬂﬂrersj :q)aﬁ +2Aaﬂ =0

donde @ ,; tiene la propiedad de que su integral de superficie es idénticamente nula por los teoremas anteriores,
entonces debera cumplirse

fpA pdS ;=0 (18)
z

integral que también es independiente de la superficie de integracion. Esta integral no es idénticamente nula, es
decir, de ella se obtienen unas ecuaciones que son las correspondientes al movimiento de una particula material
en el campo de otras particulas. La anterior integral es por tanto un condicion de integrabilidad.

Posteriorente es necesario resolver la ecuacion de campo gravitatorio por aproximaciones sucesivas, tomandose
los primeros valores no nulos del tensor métrico, con los que se calcula la funcion A op @ cuarto orden con
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respecto a la inversa de c¢. Ya entonces solo queda calcular la integral (18), obteniendo como resultado la
ecuacion de movimiento.

E.- ECUACION DE MOVIMIENTO EN PRESENCIA DE CAMPO ELECTROMAGNETICO
OBTENIDA POR EL METODO DE EINSTEIN-INFELD-HOFFMANN

1-E. La ecuaciéon de movimiento en presencia de campo electromagnético obtenida por el método de
Einstein-Infeld-Hoffmann

Es posible establecer una unificacion fenomenologica entre gravitacion y electromagnetismo, lo que se ha
dado en llamar teoria de Einstein-Maxwell. Consiste en completar las ecuaciones de la gravitacion con el tensor
energia-momento del campo electromagnético 7, , obteniéndose las ecuaciones

1
Rik_zgikR:_ZTik (19)
la constante y es

872G

C4

T, representa el tensor de campo electromagnético, que suponemos esta constituido por el campo producido
por dos cargas eléctricas g, y g, y por un campo exterior uniforme de intensidades ES" y BSY. Vamos a
suponer que las masas m, y m, asociado a las anteriores cargas son singularidades del campo y por tanto no
aparecen en el tensor 7, . Si suponemos campos débiles podemos despreciar las interaccion gravitacion-
electromagnetismo.

Las componentes ¢, [ del tensor de campo electromagnético es

1 2 2 1 2
donde los indices se suben y bajan con el tensor 7, y ademas utilizamos coordenadas pseudo cartesianas.
Como el campo magnético es de segundo orden, el campo eléctrico de orden cero y la constante y es de cuarto
orden, entonces el Gnico término que hay que considerar, para el calculo en primera aproximacion, es la parte
eléctrica del tensor de energia-momento, es decir

1 2
que en el caso considerado de dos particulas cargadas y un campo externo es
! ! 1 / !
Top =60 [(—% Bt BTN+ B ) =280 (0,8, + B9, 4, + B )}

donde ¢ es el potencial electroestatico de la particula 1 y ¢’ el potencial de la particula 2. Para hacer la
integracion vamos a suponer que en el instante considerado la particula 1 de coordenadas , “ se encuentra en
el origen de coordenadas y la particula 2 de coordenadas &“ se encuentra en un punto del €je z, tal como
muestra la ilustracion 1 (pagina 30). Con esta suposicion el tensor energia-momento queda

@ X" gy X&) @ 2 gy X -EP )
. dngy r®  dme, “ Nare, r®  dme, 3 /

ap =0 1 g x7 g, x!—&7 g x7 g, x7—&7 :
——Bup 1 —3+—2 — +E) 1 5+ 2 3 +E;!
2 Amey r> dmey 1’ dmey v’ Adme, ¥

Como la traza del tensor energia-momento del campo electromagnético es nulo, las ecuaciones de la Relatividad
General quedan

R,,+xT,=0
o bien

1 1
(Raﬂ_znaﬂnququ—i_Z(Taﬂ —Eﬂaﬂﬂququ:O R Qaﬂ +;{S06/7 =0. (20)

Siguiendo el razonamiento del trabajo de Einstein-Infeld-Hoffmanna se hace la descomposicion
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1
Q. =E(I)aﬂ +A s

donde @, es una funcion cuya integral de superficie es idénticamente nula. Ademas se comprueba que

A,_,=0
ap.p

lo que significa que su integral de superficie no depende del limite de integracion elegido, por tanto de (20)
tendremos que la integral

$P(A,,+2S,,)dS , =0, @1

z

tampoco depende del limite de integracion, nos encontramos por tanto con la condicion de integrabilidad de la
que se puede deducir la ecuacion de movimiento.

Aceptamos como hipotesis que las fuentes electromagnéticas incluidas en el tensor de energia-momento no
afectan, en una primera aproximacion, al campo gravitatorio y que en la misma aproximacion no existe interaccion
entre la gravedad y el electromagnetismo, lo que significa que despreciamos el producto de magnitudes
eléctromagnéticas por magnitudes gravitatorias, es decir que si

ik =M +hy
donde £, , que representa el campo gravitatorio, no tiene que ser pequefio, entonces como la traza del tensor
energia-momento es nulo se cumple

gik_Ttk =0Ty +h"Ty =0 = "7, =
donde despreciamos el producto kT .« pues refleja la interaccion gravitacion-electromagnetismo; por tanto
(21) se reduce a

(A, +2T,,)dS , =0, (22)

z
laintegralde A ; eslamisma que la encontrada en Relatividad General sin fuentes, que segtin la investigacion
de Einstein-Infeld-Hofmann es
(4) 87 87 -

@Aaﬂ dS g =—3Gmp_+—Gmyr, .

58 c c
donde 17, es el potencial gravitatorio de la particula 2 calculada en el punto donde se encuentra la particula 1.En
cuanto a la segunda integral de (22) tenemos después de simplificar

B B ra B B
x7 4. 1 g9, x7 & 1 X et | X7 2 .
(H)T ds =<HDT —r“sin@dod :(HD — =2 g, —F —r“sin@dOdo =
5 B p 2 >y 14 f [47r47z'50 p3 o3 47z'qlr3 “ ) ?

1 9192 i_ Eext

- 4rney d? d e
entonces de (22)
8z . 8z - 87G|[ 1 qq,¢E” ext
—Gmj. +—Gm .+ ——-q,£ =0
C4 UE C4 W C4 [472'80 d2 d 9Ly
y en notacion vectorial
mli-l:_GmlTZ £+ 1 919> £+qlEexl

7 r 472'80 r2 r

donde notamos que r es ahora el vector que va de la particula 2 a la particula 1; la anterior expresion es la
ecuacion de movimiento en primera aproximacion que incluye tanto la ley de Newton como la de Coulomb [8],

[91. [10].
F.- APLICACION DEL METODO DE EINSTEIN-INFELD-HOFFMANN A LA VERSION
FUERTE DE LA TEORIiA DE CAMPO UNIFICADO ASIMETRICO DE EINSTEIN

1-F. El tensor M,/
En esta seccion vamos a aplicar el método de Eisntein-Infeld-Hoffmann a la teoria de campo unificado
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asimétrico de Einstein en su version fuerte, siguiendo las técnicas desarrolladas por Infeld [11], [12].
El tensor métrico g;; se descompone en partes simétrica y antisimétrica
g =y +by — aygp=ay; by=-by.
A partir de a,;, se calculan los simbolos de Christoffel en la forma habitual

1
ro__ rs
Ly _Ea (ais,k Ty, _atk,s)>

donde a* es definida por

ik~ _ si
a“a, =9,

y por tanto no son las componentes simétricas del tensor g’ . Los simbolos de Christoffel L 4 son simétricos.
La conexion afin se descompone segiin

ro__ r r
Dy =Ly +My,
donde M, " esun tensor al ser la diferencia entre dos conexiones.
De las ecuaciones de campo unificado de Einstein sabemos que se cumple

D’gili :argik_gskrirs_gisrrkszo

o descomponiendo el tensor métrico en partes simétrica y antisimétrica

0, (ay +by)—(ay+ bsk)(Lirs + Mirs)_(ais +bis)(erS + Mrks) =0 (23)
por definicion de los simbolos de Christoffel se tiene
0,ay —aylL,’ —a;L, =0
por tanto (23) queda
arbik - bskLirS - bierks - askMirS - al’sMrkS - bskMirS - bisMrks =0,
o bien
Drbik - askMirs _aisMrks - bskMirs _bisMrks =0 (24)
donde hemos definido
Drbik =0 rbik - bskLirs - bl'erkS
que es la derivada covariante en funcién de los simbolos de Christoffel.
Al rotar los tres indices de (24) obtenemos las ecuaciones
Drbik _askMirs _aisMrks _bskMirS - bisMrks =0
D;bri _asiMrks _arsMkis _bsiMrks - brsMki *=0
Di*bkr _aerkis - aksMirs _berkis _bksMirS =0,
sumando las dos primeras y restando la tercera
D:bik +Dltbri _D:bkr _2aisMrks _2brsMki ’ _2bskMirS =0
sumando y restando 2D’b,. queda
_Irki_aisMrkS_brsMkis_bskMirS_DiberO (25)

donde hemos definido

Ly =%(D:bki +Dyb,, +Dz'*brk) ,

al desarrollar las derivadas covariantes se encuentra que

1
[rki = E(bki,r + bir,k + brk,i )
Elsignode 7, cambia si hay una permutacion impar de sus indices y queda inalterable si la permutacion es par.
Para que 7,, sea distinto de cero es necesario que todos los subindices sean diferentes entre si.
Despejando M ,,” de (25) resulta
M,P :alp(Dibrk_Irki_brsMkis_bskMirs)’ (26)
que es la relacion que ibamos buscando y que nos va a permitir calcular el desarrollo de A, ” poniéndolo en

funcion de los desarrollos de b,,,7,, y a™.
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2-F. Desarrollo en serie de potencia de M

Vamos a utilizar la relacion (26) para obtener los primeros términos del desarrollo de A/, " en serie de
potencias de la inversa de c.

Las componentes del tensor métrico cabe desarrollarlas en series de potencias de la inversa de ¢

2

aOO =1+aoo+ a00+....

ORNC)

aoa :a0a+ aoa“l‘....
2 @

aaﬁ :_5aﬁ +aaﬁ+aaﬂ+....

¢ 06

bO(Z :b0a+b0a+

2 @
baﬂ Zbaﬁ'i' baﬂ+""

donde el nimero entre paréntesis se refiere al coeficiente al que esta elevada la inversa de ¢ que aparece en el
correspondiente término. Como veremos mas adelante la parte simétrica del tensor métrico a;;, representa al
campo gravitatorio, mientras que la parte antisimétrica b;, corresponde al campo electromagnético.

Al aplicar (26) para las componentes M "

0 0 y* M
My =a' (Dz'boo—lom—bOsMOz'S_bs0 iOS)’
i0

a'’ es al menos de orden 2; b, es nulo por la propiedad antisimétrica, /), es nulo por tener dos indices
igualesy b, es al menos de orden 3, por tanto tenemos

M, =0. (27)
De igual manera se calcula
(2) (2) (2) (2) (2) (2)
My =0; Myd=0: My =0: Myf=0: Myf=0: M, =0. (28)

Mientras que

(29
en cuyo calculo hemos tenido en cuenta que

(0)

a” =-1
y que los simbolos de Christoffel son de segundo orden y por tanto la derivada covariante se identifica con la

derivada parcial en esta aproximacion.
Para los términos de tercer orden tenemos

(3) 3) 3) e (3) (3 ()
MOOOZO; My =0; MO;:—bOﬁ,a"‘[op’a; Mﬂ(?z
©) 2 0 &) ) 3)
Mg =bago—1Topo s M,j=0; Myl=0; My, =0.
Finalmente los términos de cuarto orden en el desarrollo son

@ O @ ( (2)5 (2) (2)5 4 () (2)5 (2) (2)5 @ e (
Mg =a” | bopy=bas Ly =bap Loy ~Lapy=bas M 5 =bag M 1 +ayg[baﬁ,€_laﬂ8} G0)

donde no hemos tenido en cuenta los términos del tipo b, ya que generan términos mayores de cuatro.
Utilizando (29), la expresion (30) nos queda

4) @ @@ 0@ @ o e o
Maﬁy = _baﬂ,7+ba5 Lﬂ}’ +b5ﬁ Loy +1opy+ bus £_bﬂ}',5+lﬂ}’5]+

@A @ @) @ro @
+bsg| =Py st us +a’ bope=1Lape |>

que se descompone en parte simétrica y antisimétrica

€2

19



EL PROBLEMA DEL MOVIMIENTO EN LA TEORIA DE CAMPO UNIFICADO ASIMETRICO DE EINSTEIN

W oo @ @) e e @
M(aﬂ) :ba5 _bﬁ735+[ﬁ75 +b5ﬂ _bya,6+[ya5

32
(4) ) () (2)5 (2) (2)5 @ @7 @2 @ (32)
M[O{ﬁ]}/ :_baﬂ,y+ba5Lﬂy+b5ﬂLay+]aﬂy+a%g baﬂ,g_]aﬁg .
Las restantes componentes de orden cuatro son
(4)O (4) (4)O (4)O (4)O (4)
a o
My =05 My =05 My, =bggo: My =byops M, z=0; M,z =0. (33)

Con los términos calculados del desarrollo en serie de potenciasde A ," estamos en condiciones de calcular
la conexion afin y con ella el tensor de Ricci, que es lo haremos mas adelante.

3-F. Interpretacion de b;, como las componentes del campo electromagnético
En la aproximacién cuasiestatica que estamos considerando el campo eléctrico de una particula puntual
viene dado por

E—— r="vy
47[807'

donde ¢ es la carga eléctrica, ¢ es su potencial electroestatico y &, es la constante dieléctrica del vacio;
mientras que el campo magnético producido por dicha carga que lleva una velocidad u es

Bzizu/\E (34)
c

donde estamos considerando no sé6lo pequeiia la velocidad de la carga respecto a ¢, sino también pequefia su
aceleracion.
Si definimos

k
¢_C2¢

donde £ es una constante indefinida; @ es de segundo orden respecto a la inversa de ¢, no obstante, no
explicitaremos en lo sucesivo este orden; con esta definicion las componentes o, Sde b, a segundo orden son
definidas por

(2)
baﬁ’ = gaﬁyq),y (35)
encontramos que
() k () 2
by =€y3035=—FE.; by ZC_Ey s by =—E,,
o bien
2@ @ (@
E=7 b32:b13:021 |-
Definimos la componete 0,cxde b, a tercer orden por
G .
boa == Eap® 51" (36) (36)

que tiene la misma dimension que b, 5571 7 es la coordenada espacial de la carga eléctrica y el punto significa
derivacion respecto al tiempo ¢. Entonces teniendo presente (36) encontramos la relacion
(©)
b 0 = % B a

Notemos que el campo eléctrico es de orden 0 respecto a la inversa de ¢, sin embargo, el campo magnético es
de segundo orden.

En resumen, hemos identificado el primer término del desarrollo de b, con el campo eléctrico y el primer
término del desarrollo de b, con el campo magnético. Veremos a continuacion que estas definiciones son
compatibles con las ecuaciones de campo. Advertimos que estamos en el caso cuasiestatico, que corresponde a
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velocidades y aceleraciones pequefias. Notemos que b,; y b, tienen la dimension de L2, por tanto la
constante k debe ser tal que b, tenga esa dimension.

4-F. Solucién de las ecuaciones de campo en primera aproximacion
La teoria unificada de Einstein en su version fuerte nos dice que el tensor de Ricci es nulo

Rik =0 = R([k) =0; R[ik] =0.
Vamos a desarrollar la anterior ecuacion al mas bajo orden y obtener las ecuaciones de campo, que como
veremos se dividen en dos grupos, uno correspondiente a las ecuaciones de la gravitacion y el otro a las ecuaciones

de campo electromagnético.
El tensor de Ricci es definido por

_ or irr or ikr

R W (37)

ik
donde la conexidn afin es
Ty =Ly +M,",
Likr son los simbolos de Christoffel calculados a partir de la parte simétrica del tensor métrico.
El orden mas pequeiio de la componente 0,0 del tensor de Ricci es el segundo
o (2) (2) (2) (2) (2) (2) ) (z)y (2) )
or,. oT, 0oL, 0Ly oM, oM, oM,, oM,/
Ry = %r _ 00 _ (())r _ZZo00 (())r _ 00 = Pyy+ 87 _ 00 0 (38)
Ox ox" Ox ox" Ox ox" Ox ox”
no hemos tenido en cuenta los términos cruzados de la conexion afin [tercer y cuarto sumando de (37)] por ser
de orden superior al segundo; P,, representa el tensor de Ricci calculado a partir de los simbolos de Christoffel
y hemos tenido en cuenta para hallar (38) las relaciones (27), (28) y (29).
También la componente o3 mas baja del tensor de Ricci es de segundo orden
(2) ) (2) (2) (2) (2)
2) _ara’;_araﬂ _al‘a’;_al’aﬁ 6Ma: _6M0‘ﬁ —
af = = + =
xf axm af am af o
(2) ;) ., ;) 2 @ (2) ) 7
2 0 ¥ 7y (2 2 2 2
oM oM oM
:Paﬂ+ a0 | ay ap :Paﬂ_ba ﬂ+baﬂ _Iaﬁ ,
o’ ox? ox” 7 77 =

(
R

donde hemos tenido en cuenta que la funcion 7, es nula si hay dos indices iguales. Finalmente el desarrollo mas
bajo de las componentes 0, del tensor de Ricci es el tercero
3 0 3) (3) &)
Ry =Pog=b0p patP0a pp—Loap (40)
las ecuaciones (38), (39) y (40) se pueden descomponer en partes simétrica y antisimétrica, entonces las
ecuaciones de campo se descomponen en dos grupos

2 @ 3) &) (2) (2)
R(ik)=0 = R(OO):P()O:O; R(Oa):POa:O; R(aﬂ):‘PaﬂZO
G 3) (3) ) (2) (2) (41)
Rig=0 = ~bogpatboapss=loaps =05 ~bayyptbagy—1ap , =0
el primer grupo son las ecuaciones de campo gravitatorio de la Relatividad General, mientras que el segundo
grupo son las ecuaciones de campo electromagnético, ambos conjuntos estan evaluados al mas bajo orden.

Otra de las ecuaciones de la teoria de campo unificado de Einstein es la anulacion del vector de torsion

1 r r
Ti :_(rir -T,; ): 0,
2
en la aproximacion de menor orden

2 (2)r (2)r 1 (2)/} (2)/} 1 (2) (2) (2)
Ta :E Mar_Mra :E Maﬁ _Mﬁa :E _baﬂ,ﬁ+bﬂa,ﬂ :_baﬁ,ﬂ
) (3)r (3)r | (3)a (3)a | S E) (3)
TOZE MOr_MrO :E MOa _MaO :5 _bOa,a+baO,a :_bOa,ow
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entonces por la anulacion del vector de torsion queda
(2) 3)
baﬂ,ﬂ :0, boa,a :O (42)
que son dos de las ecuaciones de campo. Las restantes ecuaciones de campo electromagnético se derivan del
segundo grupo de ecuaciones (41)
(2) ) ) @ 1 @ (2)
“bayiptbapyy—lap, =0 = baﬂ,w_zbaﬁ,w =0 = b, =0
®  ® 0 ® 1 0 () (43)
bOﬂ,ﬁa+b0a,ﬂﬁ_10aﬁ,ﬁ :O = bOa,ﬁﬂ_EbOa,ﬂﬁZO = bOa,ﬂﬁ :0

en cuyo calculo hemos usado las dos ecuaciones (42).
Es facil comprobar que (35) y (36) son soluciones de las ecuaciones de campo (42) y (43). En efecto
(2) ©)

bopry =€aps?oy =05 boapgp = Z%aaﬁ’,mﬁ "=0

ya que @ es por definicion una funcién arménica, por tanto ¢, =0.
Al aplicar (35) y (36) a las otras dos ecuaciones de campo se encuentra
(2) (€ i
baﬂ,ﬂ =EapyP s = 0; boyy = Zgaﬂ;/¢,ﬁa77 =0

puesto que ambas ecuaciones son el producto de una expresion antisimétrica (€ 45, 0 € 45, ) por una simétrica
(®,5 0 @ p, ). Queda comprobado que (35) y (36) son soluciones de las ecuaciones de campo electromagnético
en primera aproximacion.

Con las definiciones de campo eléctrico y magnético del epigrafe anterior, las ecuaciones de campo (42) y
(43) puestas en notacion vectorial son

VE=0; VB=0; V’E=0; V’B=0. (44)
Debemos indicar que hay una solucion mas general que satisfaga (43)

go=§+br+er2+f (45)

como puede comprobarse por calculo directo. Si establecemos que los campos eléctricos y magnéticos se
anulan en el infinito, entonces el coeficiente e debe ser nulo; si ademas exigimos que ¢ sea finito en todo punto,
b también debe ser cero.

5-F. Cilculo de las componentes del tensor de Ricci a cuarto orden
Para el calculo de la ecuacion de movimiento en primera aproximacion es necesario calcular las componentes
a, 3 del tensor de Ricci a cuarto orden
(4) (4) (4) (2) 2 @ (2)
RaﬂZFar’ﬁ—raﬂr-l-r rﬁ raﬁr
teniendo presente las relaciones (27), (28), (29) y (31) se encuentra
RO NGO ICC
_ r t ro_
Raﬁ_r(ar),ﬁ Faﬂr+1" F Faﬂl"(n)— )
(4) (4) @ @ 0 (2) (2) 2 @ 2 @
- y v y r
= aﬁ+M( )8 MaﬂﬁLa(;Myﬁ +M 5 Lyﬂ +M, M(;ﬂ Ma/z L( "
donde P,; es el tensor de Ricci en funcién de los simbolos de Christoffel. Su parte simétrica es
(4) (4) (4) (4) 2 @ 5
_ ¥ ¥ ¥
R(aﬂ)—P(aﬂ)+M(W)ﬁ—M(aﬂ))7+Ma5 M, . 47

donde hay que tener en cuenta que los dos factores del ultimo sumando de (47) son antisimétricos y por tanto el
producto es simétrico, también tenemos en consideracion que el ultimo sumando de (45) es antisimétrico en «,
Sy por tanto no aparece en (47), por tltimo el segundo sumando de (47) es simétrico respecto a &, f como se
demostro en (45). Encontramos a partir de la definicion del tensor de Ricciy de las ecuaciones (27), (28) y (29)

4 @
Ryo =Py (48)

tr
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(47) se pone en funcioén de b,; usando las relaciones (27), (28) y (29), para ello hay que tener en cuenta que
1,5, esdistinta de cero solamente en el caso de que todos los indices sean diferentes, esto significa que la Gnica
componente que podria ser distinta de cero es /,,; y sus permutaciones. Entonces tenemos

2 2 2 2
1(12)3 Z%[b(lz),z"' b(23),1+ b(3 1),2j = —%Lz(¢,33 +oy+ ¢,22) = —2CL2V2¢ =0
donde hemos utilizado (35), entonces (47) queda
(4) (4) 2 @ @ @ @ @ 2 @
R(aﬁ)—P(am :—[b(;ybmﬁ] +(ba5bﬂy,5+bgﬁ bmﬁJ +busybyps- (49)
Por la identidad ! 7
E576€ yau = 06500 eu T 0540 ca (50)

se encuentra
2 (2
b57 bya,& = 8575(p,s‘97a,u¢,,u§ = _¢,y(/),ya
simplificando (49) queda
(4) (4) 2 @
Riap)y=Plap) =P 1pPya * 93P yap thas by s G
de donde obtenemos
(4) (4) 2 @
R(aa)_ P(aa) =P ya®ya baﬁ,y bay,5 > (52)
entendemos que hay suma respecto a « ; por la identidad (50)
2 @
ba(?,}/ ba}/,5 = ga&,uq),,uygaysq),gé = (55}/5;15 - 5555;1;/ )¢,ﬂy¢,55 = (D,,u;/¢,,u5 - ¢,7y¢,55 = ¢,,uy¢),,u§
hemos tomado ¢ ,, =0 ya que ¢ es una funcién arménica; entonces (52) queda
(4) (4)
R(aa)_P(aa) zzw,yaq),ya . (53)

6-F. Condicion de integrabilidad
Definimos el tensor

_ 1 rs _ 1 rs _
Qaﬂ = Raﬂ _5770{/377 Rrs _R[aﬂ] +R(aﬂ) _Enaﬁn R(rs) - (54)
1 r 1 v, ! " _

= R[(Zﬂ] +|:Pa,8 —Eﬂaﬂn SPrS:| +{|:R(aﬁ) —Pa :|_5770!ﬂ77 N |:R(rs) —Prsi|} = R[(Zﬁ] +Q(aﬂ) +Q(aﬂ) =0 .
que es nulo por las ecuaciones de campo unificado de Einstein. La anterior expresion la podemos descomponer
en parte simétrica y antisimétrica, siendo las dos nulas. La parte simétrica esta formada por los dos ultimos

sumandos de (54).

Debemos de notar que (47) es el mas pequefio orden en que se puede calcular el tensor de Ricci en donde se

contemplen términos no exclusivamente gravitatorios. Por esta razon el orden en que tenemos que evaluar la
anterior expresion es el cuarto y la integral que tenemos que calcular para hallar la ecuacién de movimiento es

(4) (4)

(ﬁ{ﬂ’(aﬁﬁ Q;aﬂ)}dS 5=0 (55)

de la primera integral se deriva la ecuacion de movimiento en gravitacion, la segunda integral es la que podria
contener el efecto del electromagnetismo sobre la particula cargada en primera aproximacion, por eso la analizamos
a continuacion.

Laintegral

g
b @55
p>
en general se descompone en una parte que es idénticamente nula y por tanto no contiene informacion alguna 'y
otra parte que es la condicion de integrabilidad, de donde seria posible deducir la ley de Coulomb.
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De (51) y (52) obtenemos
(4) @ @ L@@ 2 @
Q(aﬂ) :R(aﬂ)_Paﬁ_Enaﬂn R(rs)_Prs =P 3P ya TPyP yap +ba5,7 bﬂy75_5aﬁ¢,75¢7y5 (56)

donde hemos tenido en cuenta (43), reagrupando

W [ @
Q(aﬂ) =|Pas bﬂ7,5+ 57a§0,5§0,6ﬂ _5a/3§0,y5§0,5 5
v

la parte interior del paréntesis es

“ @ @ (4) (4)

Fopy =bosbp,s+t0,00 5055 =0up® 15Ps = 'éap) aByy >

donde

(4) (4)
Fopy =—Fayp
ademas por la anterior propiedad de antisimetria también se cumple

4 (4)
Qap)s = Faprsp =0
por tanto se cumplen las condiciones para que la integral
0
b @55
x (4)

sea independiente de la superficie de integracion y como F, ;. ,

(4) (4)
§bFapyydS ;=4 p dS s
S >
es idénticamente nula por el teorema de Stokes, por tanto no contiene ninguna informacion complementaria a la

ecuacion de movimiento, es decir la ecuacion (55) coincide con la encontrada en la Relatividad General que da
el movimiento de una particula en primera aproximacién en un campo gravitatorio.

tiene la estructura de un rotacional

7-F. La parte antisimétrica del tensor de Ricci

Las ecuaciones de campo de la teoria unificada de Einstein no s6lo nos dice que la parte simétrica del tensor
de Ricci es nula, sino que también son cero sus componentes antisimétricas. Cabe entonces preguntarse si la
integral de la parte antisimétrica de (54) no reproduce la ley de Coulomb, es decir la ecuacion de movimiento en
un campo electromagnético en primera aproximacion. Por las ecuaciones de campo tenemos

#R[aﬂ] ds 5 =0. (57)
z

Como de (55) no aparece la ecuacion de movimiento con la fuerza de Coulomb, tampoco podria surgir de
(57), porque entonces tendriamos el absurdo que de (55) tendriamos una ecuacion de movimiento donde sélo
apareciera el efecto gravitatorioy de la (57) obtuvieramos otra ecuacion de movimiento diferente donde existiria
la fuerza eléctrica.

Las componentes ¢, antisimétricas del tensor de Ricci se calculan a partir de (46)

(4) (4) 2 @ @ @ 2 @

= 7 g V4 Y o t r
R[aﬁ] __M[Olﬂ] ,;/+M}/ﬂ La5+Ma5 L7/ﬁ _M[aﬁ] L(tr)’ (58)

que hay que poner en funcion de las componentes simétricas y antisimétricas del tensor métrico. Se puede
comprobar que en (58) no aparece la derivada temporal de las coordenadas de la particula, por tanto no puede
aprecer su derivada segunda, lo que es necesario para formular la ecuacién de movimiento. Para comprobar
este extremo desarrollemos la componente ¢, de cuarto orden de la parte antisimétrica del tensor de Ricci
(2) @ (2)5 (2) (2)5 @ @ @ @ (2)5 (2) (2)5 2 (2
- e e _
R[aﬂ] - baﬂw"'b ad.y Lﬂ7 +b spy Lay tHapy,tas, b aﬁ,8+baf3 Lﬂ7,7+b5ﬂ Lyyyta baﬁ,w
@@ @ O @ O 9)
_ V_ r
bipsLas=basyLyg *bapy L)
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donde hemos considerado nulas las componentes segundas de /7 a segundo orden. Simplificando (59)

aBy
(4) @ o @ @@ 9 @ @

3
+[ +ayf‘}/b0{ﬂ,3+ba5[1 +b($ﬂLa}’,}’+baﬁ,]’L(}/:) (60)

R,p=—b Bry

ahora desarrollamos los simbolos de Christoffel, para lo cual vamos a tener en cuenta
(2) )
Aup :5aﬁh; a®’ :5aﬁh

ap.yyt faBy.y

donde % es proporcional al potencial gravitatorio y es de segundo orden; entonces nos queda

@ (2 2) (@
ay;baﬂ,& :baﬂ,7 h,7

@ @ Jo00 (2) (2) 12 @410 1 @ @
5 =

as Lpyy =5bas| Apsyyt s~y |7 5Paphyy Sbay P gy —=bay hp, =0
2 2 2 2

@ @ o0 (2) (2) 120 @0 10 0

bepLayy :Ebﬁﬂ Qasyy T Aoy.ar ™ Qay.sy :Ebaﬂ h,77+zbyﬂ h,ay_abyﬂ hye =0
@ @ o0 0 @0 0 [0 @ @ 2 (2
baﬁ,yL(yr)ZE apy| Gyrrt Grry =y 5 aﬂ,yarmfngaﬁ,ya%,ﬁzbaﬂ,ya%,yzzbaﬂ,yh,y

por otra parte tenemos
(4) (4) 1 4
“bapyytlapy, = _Ebaﬂ,w
finalmente (60) queda
(2) 1@ 2 @ 1 (2) (2)

R[aﬂ] = _Ebaﬁ=77+ 3bygyh, = _Ebaﬂ,WJr 3e4p505h, (61)
al igualarlo a cero por la ecuacion de campo se pueden resolver las componentes ¢, del campo eléctrico a
cuarto orden, pero como ya advertirmos tampoco este término contiene las derivadas temporales de las coordenadas
de la particula, por tanto a partir de la parte antisimétrica del tensor de Ricci no se puede determinar ninguna

ecuacion de movimiento.
(61) puede ponerse como

14 (2)
Fopry = _Ebaﬂ,7+3baﬁ,7 h
¥

pero ahora F, 5, no es antisimétrica en los indices 'y 7 y su divergencia no es nula, por lo que no se pueden
aplicar los teoremas integrales que nos llevan a la determinacion de la ecuacion de movimiento.

G.- LA GEODESICA EN LA TEORIA DE CAMPO UNIFICADO ASIMETRICO DE EINSTEIN

1.G. La geodésica en la teoria de campo unificado asimétrico
Podria pensarse que se puede extender el resultado de la Relatividad General por el cual la ecuacion de
movimiento en la teoria de campo unificado asimétrico es una geodésica. Pero ahora hay que distinguir entre
geodésica afin y métrica.
La geodésica métrica
d>x* y dx? dx?
+ —_—
dr? PEgr dr
no es una satisfactoria ecuacién de movimiento, puesto que L qu esta formado exclusivamente por la parte
simétrica del tensor métrico y por tanto no participa en esa ecuacion la parte antisimétrica, la que suponemos
representa, de una manera u otra, al campo electromagnético. A lo mas que podemos llegar con la geodésica
métrica es a reproducir la ecuacion de movimiento en un campo gravitatorio.
Pero la geodésica afin

d’x' Logdx?dx?
dr? P dr dr
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incluye la parte antisimétrica del tensor métrico, es decir, incluye los términos electromagnéticos. Cabe por
averiguar si esta geodésica es la ecuacion de movimiento de una particula cargada en un campo gravitatorio y
electromagnético.

La ecuacion anterior la desarrollamos segun

at Doar at Darat Yoanr ant

+...=0
dr? P dr dr P dr dr P4 dr dr

o bien

aixt Oeaer gt Opaer axt | Oaer et

dr? P dr dr P4 dr dr PEgr dr

ot st P axr et der dvd

Pl dr dr P dr dr P dr dr

ahora bien, las unicas componentes distintas de ceroaorden2y 3 de M qu son las que tienen indices espaciales,
pero estas componentes son antisimétricas respecto a los indices inferiores, o sea

+...=0

(z)ydxa dxﬁ: (3)},dxa dxﬂ:O
P qar dr Y dr dr
por tanto la ecuacion de la geodésica afin quedara
4
i garat Y ara

dr?> M dr dr " dr odr
es decir, los términos electromagnéticos no apareceran hasta el cuarto orden de la geodésica y aun en este caso
solo se encuentra el campo eléctrico y no el magnético. Pero sabemos que la ecuacion de Lorentz, con términos
eléctrico y magnético, es de segundo orden, por serlo asi el campo magnético. Por tanto nos vemos obligados a
concluir que ni la geodésica métrica ni la afin corresponden en la teoria de campo unificado asimétrico a la
ecuacion de movimiento de una particula cargada [13].

H.- ECUACION DE MOVIMIENTO EN LA VERSION DEBIL
DE CAMPO UNIFICADO ASIMETRICO DE EINSTEIN

1-H. La ecuacién de movimiento en la teoria débil de campo unificado asimétrico de Einstein

La teoria de campo unificado existe en una segunda forma, denominada débil por tener soluciones mas
restrictivas. La teoria se deriva de un principio variacional y también pretende ser una generalizacion de la
Relatividad General. Las ecuaciones de campo de esta teoria son

D, g+t =0

;=0

R(ik) =0

Riagr + Ry i + Ry 4 =05

la Giltima ecuacion deriva de

1
R :5(5 kb —0,b) (62)

donde b, es un vector.
La parte antisimétrica del tensor de Ricci no es nula y tiene la forma de un rotacional, entonces la integral

@R[aﬂ]dsﬂ:lcﬁﬁvm-ds
z 2 z

al ser evaluada sobre una superficie cerrada es idénticamente nula por el teorema de Stokes. Esto nos viene a
decir que solamente interviene, a propdsito de obtener la ecuacion de movimiento, la parte simétrica del tensor
de Ricci; o sea, lo mismo que ocurria en la teoria fuerte examinada anteriormente.

Los resultados antes alcanzados se pueden extender sin mas a la teoria débil de campo unificado [14],
concluyendo por tanto que tampoco en esta teoria se obtiene la ecuacién de movimiento mediante el método de
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Einstein-Infeld-Hofmann. Sin embargo hay que advertir que en esta version débil ya no son validas las ecuaciones
de campo (43), como veremos en el siguiente epigrafe, las cuales fueron deducidas de la nulidad de la parte
antisimétrica del tensor de Ricci. No obstante, las ecuaciones de campo (42) seguiran siendo de aplicacion en la
version débil, pues se deducen de la nulidad del vector de torsion. Esta circunstancia en nada altera las conclusiones,
ya que también en la version débil el potencial electroestatico coulombiano es una solucién de las ecuaciones de
campo (ver mas abajo).

L- MODIFICACION DE LA EXPRESION DEL POTENCIAL ELECTRICO

1-1. Modificacién de las soluciones de las ecuaciones de campo

Hemos comprobado que ni de la version fuerte ni de la débil de la teoria de campo unificado de Einstein se
puede deducir la ecuacion de movimiento de una particula en el campo gravitatorio y electromagnético de otras
particulas segtn el método desarrollado por Einstein-Infeld-Hoffmann. Pero cabe hacer readaptaciones que
permitan deducir la ecuacion de movimiento en primera aproximacion, es decir deducir la ley de Coulomb. Una
posibilidad es modificar las soluciones de las ecuaciones de campo anteriores y otro camino consiste en alterar
las ecuaciones de campo.

Vamos a seguir el primer procedimiento y lo aplicamos a la teoria débil de campo unificado asimétrico [15].
Queremos primeramente obtener las ecuaciones de campo en primera aproximacion. Las ecuaciones (20)
siguen siendo validas, en tanto en cuanto se derivan de la nulidad del vector de torsion. Sin embargo, las ecuaciones
(43) hay que modificarlas para aplicarlas al caso de la teoria débil donde se cumple la ecuacion

Rl Rl i TR 4 =0 (63)
aplicando lo anterior a los coeficientes ¢, 3,0 a segundo orden
(2) (2) (2)
R[aﬂ],5+R[ﬂ5],a+R[5a],ﬂZO’ (64)
la segunda ecuacion (39) nos da la parte antisimétrica del tensor de Ricci a segundo orden

(2) (2) (2) (2)

R[aﬁ] ==boyptbapy—Lopy (65)
teniendo presente la definicion de 7,;, y (42), resulta tras aplicar (65) en (64)
1 (@ 1 (@) 1@ () ) (2)
Ebaﬂ,W5+5bﬂ5,Wa+§b5a,Wﬂ =O = baﬂ,5+bﬂ5,a+bb‘a,ﬂ :O (66)
W
utilizando (35) para desarrollar (66) se encuentra que con independencia de &'y [ se cumple
)
P 55 = 0, (67)

para comprobar este extremo basta elegir, por ejemplo, @ =1, =2, 6 =3 y desarrollar (66). (67) es una de las
ecuaciones de campo conjuntamente con las dos de (42). Para obtener la ultima de las ecuaciones hay que
evaluar la componente 0, de (63) a tercer orden, es decir
©) (2) )
Rioa] .p* Rlap).0 Ripo).a =0 (68)
Por (40) y (39) tenemos que
3) ) (&) 3)
R[Oa] ==bop patboapp—Loapp
(2) (2) (2) (2)
R[aﬂ] =~boy 5t bapyy=Lapy
desarrollando y simplificando queda
) L T ) B B )
R[Oa] ) boysat o 0ayy ™ 5 Barly
(2) 1 @ 4 @ 7 @

R[aﬁ] - _Eba%yﬁJr Ebaﬂw_ 2 bpyays
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resultado que aplicamos a (68)
1 94 6 4 06

B Oa Bt 5 Pap 0T 5708 na =0.
Ahora aplicamos (35) y (36)
1 (2) (2) (2) .
5o | Ease Popteaps Pse—EpscPoa | N =0.
r

Falta desarrollar la anterior expresion para todos los posibles valores de ary £, los cuales deben ser distintos por
la antisimetria de (64), encontrandose para cada una de las tres posibilidades (a, L£=12;13; 2,3)
@ .
P55yt =0,
como la particula se encuentra en movimiento y por tanto alguna de las componentes de 77 * debe ser distinta de
cero

@ sy =0, (69)
que coincide con (67).
La solucion que habiamos considerado en los epigrafes anteriores era

k
¢_C2¢

donde ¢ es el potencial eléctrico

q es la carga eléctrica de la particula y » es la «distancia» de la particula al punto del campo. Esta solucion
satisface a las ecuaciones de campo, puesto que

Otra posible eleccion de la funcion ¢ es

k
¢=c—2(¢+pqr) (70)

siendo p una constante indefinida. Es facil ver que esta solucion cumple las ecuaciones de campo, en efecto

x7 2 2 0
v = —" r = —" V4 = — =
00
sV 7 ’ 4 }’" VN ) s ?

e igual propiedad tiene ¢.

2-1. Ecuacion de movimiento modificada

Damos por valida la version débil de la teoria de campo unificado de Einstein a la que vamos a aplicar el
método de Einstein-Infeld-Hoffmann para obtener la ecuacién de movimiento de una particula cargada en
presencia de otra particula.

Ya hemos comprobado anteriormente que s6lo tenemos que manipular las componentes simétricas del tensor
de Ricci, es decir que los posibles términos correspondientes a la parte electromagnética de la ecuacion de
movimiento estan incluidas en la integral

@ ¢ 1 s 4 ¢
| R~ Fap |5 7a” | Ry~ Prs | S
z
para calcular su integrando es necesario previamente calcular las componentes «,f3 de la parte simétrica del
tensor de Ricci, que es dada por (47); al utilizar (29) y la primera ecuacion (32) encontramos
(4) (4) (4) (4) 2 @ 5
_ - ro_ ¥ y _
Riapy=Plam) =M (ap)p™ M (ap)y ™ Mas Myp =

2 @ (2 @ 2 @ @ @ (2) (2 (2) (2
== b5, 0,05 | F|bsylyas | | Pasbpystbspbras | —|baslpys | —|bsplyas | +
B B s Y Y
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2 @ 2 (@ 2 @ @ @
tbus5ybyps—Pasy Lyps=bypsLasy* L yps Lasy-
Todos los términos anteriores los ponemos en funcion de b, y sus derivadas, desarrollando para ello Lopsy
tras simplificar nos queda
(4) @ 1. @ 10 @ ;0 @ 30 @
Riapy™Plap) =5borp0rast5Psrabips= 5015 Porap=3 Propbora™t .
LT 0 e e o o 1)
+Eba5,y bﬁy,é_g ady 5ﬁ,7_5bﬁﬁ aé,yy_abéa bﬂé,y}/ >
donde hemos tenido en cuenta (42). Ahora calculamos la contraccion de la anterior expresion encontrando
(4) (4) 2 @ 3@ @ 5@ @ ;@
R(gg)_ P(gg) = béy,g b}/s,é_z y6 Y oy.c¢ _Zbyé,g b(Sy,g + Ebgé,y bgy,5 : (72)
A continuacion debemos poner las dos expresiones enteriores en funcion de ¢ utilizando (35) y usando la
identidad
g(’)’yggya,u = _650:55;1 + 55;1550:’
tendremos para el primer sumando de (71)
1 @ @) g

1 1 1
5 bsypbras= Egﬁwwfﬂgmugp,ﬂﬁ ZE(_éﬁaaw +85,0 ;4 )¢,gﬁ¢,y6 = _E¢,ya¢,yﬂ +E¢’,aﬂ€0,ﬂy

haciendo lo mismo para los restantes miembros y simplificando obtenemos finalmente

(4) 4 4 1 » (4) @ “4) @ 1 4 @
Q(O‘ﬁ’): R(aﬁ)_P"ﬁ _Enaﬂn R(”)_P” - R(aﬁ)_P‘”ﬂ _Egaﬂ R(gg)_ (s8) |~
1 1 @ @)

- _550!/3(”,/1}'(”,#}/ + Ebacw bﬂy,5_25aﬂ(p,uu(pw Y P uu®ap (73)

1 1
TP u®P uap _5¢>a¢,#ﬂﬂ _§¢,ﬂ(p,ﬂua _550%(”,#@,#77 >

nétese que hemos tenido en cuenta (48) y que hemos eliminado la indicacion de que ¢ es de segundo orden.
En el caso de que el parametro p sea nulo y por tanto la funcion ¢ sea armonica, de (73) reencontramos (56).
En efecto, en este caso modificamos la relacion (73)

(4) 1 1@ @ @ @
Qlgp) = _E5aﬁ¢’,w(ﬂ,ﬂ7 - Ebaé,r bgrstbasybpyst®u® uap 74

como ¢ es una funcién arménica ¢ ,, =0. Aplicando la relacion
€ a5u€ pyv = 000570 1y T 0430 5,0 45 + 05,0550 1 =030 500 11y —00100 5,0 11g =00y 0 550 4y 5
se encuentra que

1 @ () 1
_Eba&y Bro = _Egaﬁgo,uy(”,w TP ua® up

que al sustituirlo en (74) se encuentra (56). Entonces cuando el factor p es nulo no podemos encontrar, como ya
hemos visto, la ley de Coulomb.

3-1. Estimacion del valor del coeficiente p
Para obtener la correccion electromagnética a las ecuaciones de movimiento en primera aproximacion tenemos
que calcular la integral de superficie de (73)

(0
cﬁﬁQ(aﬁ) ds . (75)
z

antes de hacer este calculo notemos que

1 @ @ 1 (2 () 1 2 ()
5 ady Br.d = Ebaébﬁyﬁ g Faﬂyzzbaébﬂy,éﬂ
Y4

donde hemos tenido en cuenta (42). Como se cumple
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Fopy =—Foyp
entonces

@FaMJdSﬂ
b

es idénticamente nula por el teorema de Stokes puesto que el integrando es un rotacional. Por tanto este término
lo podemos retirar de la integracion de (75).

Directamente de (73) se comprueba que

!!(4)
Hap)p =0

donde hemos tenido en cuenta que b,, es antisimétrico y se cumple (67), por tanto la integral (75) es independiente
de la superficie de integracion, o sea su resultado no puede depender de 7, y esto solo ocurre cuando el integrando
de (75) depende de 1/ %, por tanto s6lo los integrandos con esta caracteristicas seran considerados mas adelante.

Para simplificar los calculos vamos a considerar que existen sdlo dos particulas que denominaremos 1y 2,
entonces

P=01+¢,
por (70) tenemos
k k q
=— (¢ +pqr)=— <+ pqr
| c2(¢1 pqr) c2[47r£0r pq)
k , k 1 ¢ ,
=— (¢, +pqr')=— L+ pqr
| cz(¢2 pqr') c2(47r80r’ pq)

donde ry ' vienen definidos en la ilustracion 1.

Suponemos que en el momento de hacer la integracion la particula 1 de masa m, y carga g, se encuentra en
el origen de coordenadas, n“ = (0,0,0) ,y laparticula 2, de masa m, y carga g, estd enel eje zcon la posicion
&% =(0,0,d), entonces

y en el momento considerado

Ilustracion 1

De la ilustracion 1 se desprende que
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¥ =d\1+(r/d)? ~2r/dcosO.
que se puede desarrollar

1 1 r
—=—|14+—cos@ |+ 0, (r
donde O, (r) representa términos de orden mayor que el primero en 7/d . De la expresion anterior encontramos
que
! —l(nnicosejm (r) (76)
Fngn d 2 ’

Si hacemos el desarrollo hasta el segundo orden en r/d tenemos

rl

11 1 r? 2
—=—|1+Lcoso-=— 43 cos?0 |+ 0, (r)
d d 24%  4?
O, (r) representa expresiones de orden tercero y superior.
Para simplificar vamos a poner

¢:£+M
r
donde

k k
a=—12 —: b=—pq.
dre, ¢ c
Al hacer la integracion de (73) nos vamos a encontrar con tres tipos de términos segilin sean sus coeficientes,
que podran ser

a-a;, a-b; b-b,
los términos que pueden contener la fuerza de Coulomb son los del segundo tipo, por razones que veremos mas
adelante.

Vamos a hacer la integracion sobre una esfera X, centrada en la particula 1 de radio arbitrario . La primera

integral de (73) es

1 2 @
I, = _550!/3@@,#7 PuydSp-
p>

Calculemos previamente el integrando

—a5”y+3axﬂx}/+b5w —bx#xy—a'5”y+
(@1 + 020 NP1y + P27 ) = g SRR :
1, 2, L 2uy )=
uy uy uy uy +3a,(xﬂ_§ﬂ)(5x7_§7)+b'5w_b'(xu_gu)(;y_gy)
r' r' r'
—a5‘;y+3ax/1);y+b5w —bx/lfy—a'5%+
r r r r r
+3a'(Xﬂ_§ﬂ),(5xy_§y)+b'5/~:7_br(xﬂ_é:ﬂ)’gxy_gy)
r r r

donde las primas en a y b significan que la carga eléctrica que aparece es la g, (carga de la particula 2),
mientras que en la @ y b sin primas la carga eléctrica es la ¢, (carga de la particula 1).

Losunicos términos de la expresion anterior que tienen integrales no nulas porque de ellos se pueden derivar
expresiones que dependiendo de la inversa de r % tienen de coeficientes ab’ o a'b son

o (¥ £ )" 7]

o
((pl,uy + ¢2,,uy)(¢)l,yy + ¢2,#y) - —2a’b%# +2a'b

3 13 +
r>or 7 r
x#x” o x“x” (xﬂ_éw)(xy—fy) 7
+6a’b—5#—6a’b - = ,
r r r r

donde hemos tenido en cuenta que a'b =ab’. Los anteriores miembros se simplifican por (76)
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S,y 0
—2a'b5aﬂ%}/ —£L —6Z—b5aﬂ ! —-cosé
r

2a b5aﬁ #7( H f‘u)( éf}/) 2Z_b5aﬂi‘3059

3 r!3
”x}' o a'b 1
4 HY
6a béaﬂ rs T—>6d—25aﬁr—2cost9
uoy (xH=EH ) xT =& '
~6d'bS,5 ( )(3 )—>12a—b5aﬂLco 0-18925,, L cos?e
r r' d? d? F 2

donde s6lo tenemos en cuenta los términos que depende de la inversa de 2. Al sumar los anteriores términos
se encuentra la integral

1 <P
11—>—514d aﬂ@ cos@—r sin@dOdg +
(78)
1 d'b ; 5 . 28 36) d'b
+518d—25aﬁi:ﬁr—2005 977‘ Sln9d0d¢=(——+?jﬂ'd—2

hemos puesto « =3 ya que en caso contrario habria una integral de sing o cos¢ que daria un resultado nulo.
Al desarrollar las restantes integrales de (48) encontraremos, como veremos mas adelante, expresiones similares
a (78), con valores numéricos diferentes, que al agruparlos nos dara
2 2
—167rNa—b— 87 Nk— Loty gy lb” 5
d? 472'80 d? 204 .
donde N es un niimero que determinaremos mas adelante, ¢2 es el potencial eléctrico de la particula 2 en el
punto donde se encuentra la particula 1, el subindice z significa que el potencial se deriva respecto a la coordenadas
a=3.
Como se demuestra en [7]

4 1 (4) 81 8
@{Paﬁ—znaﬂn }dsﬁ == Gmiz +— Gy
Zl
donde 7, es el potencial gravitatorio de la particula 2 en el punto donde se encuentra la particula 1; m, y m,
son las masas de las dos particulas interactuantes.

Entonces, no considerando los términos cuyos coeficientes sean del tipo a-a y b-b la condicion de
integrabilidad

@
P iyt Kiap) 455 =0
z“l
sera

87 87 k* . kK* -

C_Gm177 + T Gmyy, . —87N— i PCI1¢2 =0 = myjj.=-my,. +NEP¢]1¢2,_-
que corresponderia a la ecuacionde mov1mlento de una particula en el campo gravitatorio y electromagnético de

otra particula en primera aproximacion, siempre y cuando se cumpla

G P p (79)

que nos va a permitir estimar el orden de magnitud del parametro p. De (35) encontramos que si E es el modulo
del campo eléctrico y b representa el valor de la componente antisimétrica del tensor métrico

E ~ izb = k-~ EL
c b
como la alteracion del espacio-tiempo por efecto del campo eléctrico debe ser muy pequeiia aunque sea grande
el campo eléctrico, significa que b debe tener un valor pequefio, entonces la anterior expresion nos viene a decir
que k es un valor numérico muy grande. De (79) vemos que siendo N del orden la unidad, entonces p es un valor

extremadamente pequefio.
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Lo anteriormente deducido nos viene a decir que los términos obtenidos de (73) que tengan por coeficiente
bb" deben ser muchisimo menor que los términos que contengan el coeficiente ab’, motivo por el que aquellos
pueden ser despreciados en el calculo de la ecuacion de movimiento en primera aproximacion, tal como haremos
mas adelante.

4-1. Condicion de integrabilidad
Por lo visto anteriormente tenemos que integrar (73) pero sélo tenemos que considerar los términos que
tengan los coeficientes sean a'b o ab’, ya que los términos con coeficiente aa’ se tienen que anular finalmente,
pues son los derivados del potencial eléctrico ¢, que como ya sabemos no dan condiciones de integrabilidad.
Antes de proceder a la integracion de (73) necesitamos las siguientes expresiones

u u u u
x‘u bx’” I(x _é:) bl(x _é:)
Pu=01ut+ @y, =—a—+b—-a +
SH SH SH I"3 2 r¢3 }"’

HLY 5 MY 5
_ _ . uy XX uy g XTX°T
Py =Py T Poyy =—0a 3 +3a 5 +b b a r +

(=) )

+3a +b' ﬂy_b/
}’,5 r' }’,3

ORI | 0 RN L 10 a2
(Pﬂﬂ=¢1ﬂﬂ+¢)2w=2b——3a—3+3a S +3b"——b s
7 , 7 r }’, }’, 14 ’

g ayb 5 a B 5
Poap =Prap T Prap =9 z);ﬂ+3ax )SC +b ap _bx 336 —d af+
’ ) ) r 7 7 r ’

r
I e G I )

+3a

rrS r' }’"3 (80)
4 _ gp H _pu o _ra
= + ——2bﬁ+15a'—xa_§a —15a'(x g )(x g )(x g )—
P e = Pl T P2,y = r3 r'S r'7
a _ ra x#_é:# x#_é:/l xa_ga
r' r'
x# x? x“ xxPxH x# x#
(p,,uaﬂ :¢1,yaﬂ +¢2,,uaﬂ =3a5aﬂr—5+3a5wr—5+3a5ﬂﬁr—5—15a . —b5aﬂr—3—b5ﬂar—3—
x“ x%x Pyt , xH —EH , xP gt , x% &4
_bgﬂﬁr—3+3br—5+3a5aﬂT+3a5#aT+3a5#ﬂT_
(v ) (x" -¢")(x" - ¢*) xh g P gt X g
~15a 7 B A Rt s et )7 s S
r r r r
a _ra B _ B H_ ey
I"IS

recordamos que so6lo nos interesan los términos que contienen ab’ o a'b .
La segunda integral de (73) es

1
I,= _Z5aﬂ<ﬁ3(/’,uu¢’wd5ﬂ =0
Z1
ya que por la tercera ecuacion (80) vemos que no es posible encontrar un término que teniendo de coeficiente
ab' o a'b dependa de la inversa de r?.
La integral /5
I3 =4P0 0 apdS
2l
contiene los siguientes términos que nos interesan
0.5 1 'h O
3ab—L— 5 342"

cosd
P d* r?

33



EL PROBLEMA DEL MOVIMIENTO EN LA TEORIA DE CAMPO UNIFICADO ASIMETRICO DE EINSTEIN

a p
9ab' > )SC %—)92—?%0% 0 (a=3)
Sop (x4 =51 ) (6" =H 'h S
MR R
! d°r
Loy pogt)(xH g
“3ab'> ( )(3 ) —3a—bx—3cos29 (a=3)
o r' d* r
que simplificando queda
ab' x” ab’ 1 ab' x?
((01,/1/1+¢2,yﬂ)(¢l,aﬁ+¢2,aﬂ)=3Fr—3C059 2@{2 —0 op ©OS s6— 3d—r—3cos o
sus integrales son
ab’ e x? 1 ab’
131—>6d2<ﬁﬁ——3 os HTr sin@dOdp = 8izd—

ab’ 1 x’ 8 ab'
]32 - —2?5aﬂ#r—2C05971"2 sde@dgo = —572'?

1

donde hemos tomado « =3 puesto que cualquier otra opcidn daria una integral nula por aparecer la integral de
cos@ o sing. Sumando obtenemos
1 !
3 d
La integral 7, es
Iy= q‘;ﬁ(/’,ﬂ(/’,yaﬂdSﬂ
2l
de la tabla (80) obtenemos los términos que dependiendo de la inversa de 2 tienen por coeficiente a ab’ o a'b

xHxt =g ab’' 1
abéaﬂ E —d—éaﬂ—cosﬁ
f‘ xP &P ab 1
ab5 _3}/—3_)_Fr_20080 ((X=ﬂ=3)
xH x%—&“ ab’ x”
ab5 —3r’—3—)——2r—3 (a=3
B B H H
()W) =)
—3ab—3 WE —>3d2rzcos<9 (a=pB=3)
H H ’ 2
sab's,, X0 3 s 1 coso—3abs,, S0l - L T3 5 c0s?0
B ps r d? r? P Nl 2a2 T gt
9 ab’' 1 ab’ 1
:5F5 @b T cosd — 9d 5aﬂ—cos 0
xH H b ﬂ 2 2
3ab’s ,, x_ —¢ 534 > c0s20—3ab’—d— 1r +3r—cos %
e d* r? P Ud\ 242 Tl
3ab' x?  _ab' x?
=-——5—6—5—cos"0 (a=3
2d* 7> d*r’ (a=3)
o x% xH g abﬁ 2 3ab’ 1 ab’ 1
3ab’s , ———)3—— 6+ 0s6 — 9——cos 0 (a=p=3
}"5 r' d2 3 2d2 }"2 d ( ﬂ )
Byu LHu u 1B B
psap XXX EE DAY 0s20+4590 % cost (a=3)
r’ r 24?3 d* r?
, xH o xt —EH ab’' 1
bS5 P50 ——5aﬂ—cos<9
B Lu H "B
' X X _é: ab' x _
abéwr—3 3 Frs 1)
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et (a=p3)
a'bo ,— ———cos¥ £=3
FERE 2,2
a B ou H_ gl b x P
3a'b xsx al f —3a2x3cos29
r r r

y ya podemos calcular 7,

ab’ 1 P 4r ab’
141 :—?50(/3@—2(305677‘ sde@dgo:—?F
142=_@ %M 2 Sin0d0dy _41@
d ¥, T r 3.d
B B '
x” x ab
1= #—371’ sinf@dOdg = —47ZF
]44— iz r 2s5in0dOd g = 4772—1)
9ab' 1 ab’ 1 6 ab
l,s=——6 cosH—r sin@df@dp —9— 5 cos 0—r sin@dl@dp =——n——
45 242 aﬂg)rz ” P - d2 ﬂij:)rz p 4 57 42
3ab o x? x? ab' x# ab’'
I, =—"—qb=—"—r%sin0dOdp —6— cos H—r sin8déd ——27z—
46 20’2<"§ﬁr3 r v d? S Pl r ¢ d?
B ﬁ '
X 3ab 1 rcos@ , .
I —3 ——cos 6?—r sin@df@dp + ———qp—cosl r-sin@dfdo —
LA CJZ;IB 3 LY D 2 p ¢
—9% izcos39M 251n9d9d§0——§72'%
d ¥, T r 5 d
45 ab' x? x’ ab’
[ o=—— ——CosS Q—r sin 8d0d +45 —cos 9—r sin@d@dp = 67—
48 5 dZ# p @ @ p Q= 72

ab' 4 ab
1 49 :——2(5‘0{/;4;5 2cosé’—r 51n6’d6’d¢)——§7r—

r d?
Lo =—2 cj:JS X 12 Gin0d0dp - -4r %Y
410 = r2sin p= ﬂd2
ab’ 1 rcos@ 4 ab
I,,, =——qP—cos¥ r2sin@d0deg = ——z—
411 dzfﬁrz B @ 372
Vif P
Iy,= #—3005 QTr sinfd@dp = 47r(;b

donde siempre hemos puesto « =3 pues en caso contrario la integral es nula. Sumando todos los términos

Vamos ahora a calcular 7

cuyos términos son

-5 b’rB E Edzr—zcosﬁ (a=,3—3)
1 3@ xH_EH)(xH—EH xﬂ—ﬁﬂ 3ab 1
Lt BN ) sy
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1 xPx¥—£%  gdbx’
——2db————>—"— (=3
2 p3p3 d* r? ( )
de donde se derivan las integrales
5 ab’ 1 rcosf , . 10 ab’
I =——qp—cos¥ r°sinfdldyp =—r—
51 2d2<§5 P p 4 R
3 ab’ rcosé ab'
Iy =—— —0059 r%sin0dod =-2r—
P22, r v d?

2z,

a'b ﬁ x# ab’
I qb=—"—r2sinOdOd 477—
53 = d2 @ 3 2 = d

cuya suma €S

16 _ab’
Is=—nm—.
SRR
En cuanto a la integral 7
- __(ﬁﬁ¢,ﬁ¢ ,u,uadS

se descompone en

B L«a a
X7 x“ =& 5ab' x¥
Sab r3 r,3 —)5—2—3 (0[23)
P )3 =) (e E) | san st
X a
3ab'— a=3
r3 o 2473 ( )
B B '
a x% x?P - €& ab 1
br r,—3—>Fr—3cos€ ( 2,323)
de donde se obtienen las integrales
Sab' ab'
r sm@d@dgo—lOﬂ—
i E
3ab’ xﬁ ab’
I, - —=——dp=—"—r?sin0dbd =—61—
62 2d2(§ 3 , ® d
ab g 1 rcosf , 4 ab'
I3 —>—db—cos0——"r2sin0dOdp =—r—
o dzq?ﬁ r NPT
cuya suma es
16 ab'
Ilo=—rn—.
3742
Por ultimo calculamos 7,
1
15 z_Eéaﬂ@(”,u(”,#wdSﬁ
2l
que se descompone en los siguientes términos
x” xH =g ab' 1
——5 S5ab'— —5 ——cosd
2 aﬂ r rr3 2 aﬂd r
e NN )
—§aﬁ3ab E - - 2§aﬁd cosH
, x” H_gH ab 1
—55aﬂ2 br— r'3 —)5(1/3?’”—20089

y de aqui se derivan las integrales
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’ ﬂ '
171—>—§aﬂfl—b<ﬂ> ! cosf—r sm@d@dgo—?ﬂz,bz

r? r

I =>4 2<ﬂ>—cos9—r 31n0d0dgo_—2;zz_b

4 ab’
I3 >3, ?#rz cos@—r sm@d@dq)—gﬂy
z

de suma
8 ab
.[7 =— 72-_.
3 d
Finalmente sumamos todos los resultados

1= q”:ﬁ aﬂ)dSﬁ,—I v Iyt s+, +T5+1g+1,=

( 28 36) 16 ( 12 4) 16 16 8) a'b 8 ab’
=l|l-—+—+0+—+| ————= |+ —+—+ - |7 —=8—71—
35 3 5 3 3 3 3) 4?2 542

de este resultado y de (31)

SR 87 87 k2 8 -
@{ )+ 2 )}dsﬁ_ G +—5 G -+~ 87 pag =0

entonces si tomamos como valor de p aquel que cumple

5G

8k*

entonces aparece en la ecuacion de movimiento la ley de Coulomb

mym; 1 9195
2 2

d dmey d

con lo que queda demostrado, que al menos en primera aproximacion, podemos recuperar la ley de Coulomb.

Vectorialmente la anterior relacion queda

mlﬁ: = _mll/72,: + QI$2,: ==

mmy,r . 1 qq,r
¥? o 4me, ¥ or
Si ahora aplicamos la condicion de integrabilidad pero haciendo la integracion respecto a una superficie que
englobe a la particula 2, obtenemos la ecuacion de movimiento de esta segunda particula.
Recordamos que ademas de este término eléctromagnético existe otro término eléctrico que tiene el coeficiente

bb" y cuya estructura es

miiy =-—mVy,+q,\Vé=-G

r
Nﬂpzqm;

o sea, también tiene direccion radial, pero su mddulo no depende de la distancia, sino que siempre toma el mismo
valor y, que como ya hemos sefialado, tiene un valor extremadamente pequefio por depender de p >

J.- MODIFICACION EN LA INTERPRETACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO

1-J. Relacion entre el campo electromagnético y el tensor métrico

Un problema que se encuentra con las teoria asimétricas consiste en el significado que se le adjudica a las
partes simétrica y antisimétrica del tensor métrico. Hasta ahora hemos considerado que la parte simétrica del
tensor métrico corresponde a los potenciales del campo gravitatorio, mientras que la parte antisimétrica la
hacemos proporcional a las intensidades de campo eléctrico y magnético.

La razon de hacer esta eleccion no es otra que tanto &[] como el tensor de campo electromagnético son
antisimétricos, pero a falta de razon mas poderosa se puede indagar otra forma de relacionar el campo
electromagnético y la parte antisimétrica del tensor métrico.
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Hay que advertir en este punto lo extrafio que resulta que la parte simétrica del tensor métrico se relacione
con el potencial gravitatorio (y no con su intensidad), mientras que la parte antisimétrica se relaciona con
intensidades de campo y no con potenciales.

Una idea sugerida por Klotz y Russell [16] es definir la intensidad de campo electromagnético f), por

f[k :p,gququilf
donde p' es una constante.

El unico término que existe a segundo orden es

(2) (0) (2) 2
F =08 Dy b ik=pn"D, b ik~pn™ bip
el campo eléctrico son las componentes ¢, 3 es decir

(2) " (2) (2) (4) (2)

Jap=0N" bappg=pbapy—Dbapoo~pbapy (81)
hemos tenido en cuenta que la derivacion respecto a la coordenada temporal aumenta en uno el orden y de aqui
que las derivadas temporales del tensor métrico no los hayamos considerado; nétese que p=—-p'.

Las ecuaciones de campo son (42) y (66)

(2) (2) (2) (2)
b aﬂ,ﬁ=0; baﬁ,5+bﬂ5,a+b6a,ﬁ :0. (82)
V4
Con la nueva definicion de campo eléctrico la ecuacion (35) queda
(2)
A ap = €apy?Py
donde @ es proporcional al potencial coulombiano ¢, es decir
k
@ =C—2¢. (83)
Por (81) se tiene que
) 1
b ap.yy zggaﬂy¢,y9 (84)
si definimos la funcion @ por
@, =9 (85)
que también es de segundo orden, entonces por (56)
(2) 1
b aﬂ =;8aﬁ7¢) Y (86)

es decir nos encontramos con una ecuacion analoga a la (35) salvo que intercambiamos ¢ por ®@. De la segunda
ecuacion (82) habiamos visto que se deducia (67), pero ahora con @ en vez de ¢, por tanto tenemos

q) 755},}, = O N
que tiene como solucion

a

O=—+br+er’+f

r

como se puede comprobar directamente. También se encuentra que
2b
D = 7 + 66,

por (83)y (85)

2b k k(1 ¢ 1k 1 1 kk'
= tbe=—p=—r Zrk | > b=—— ; e=——r
¢ r c2¢ c2(47r50r J 1 6c2

donde k' es una constante indeterminada que en nada afecta al campo eléctrico. Démenos cuenta que el
potencial eléctrico @ sigue siendo una funcién armonica, pero ya no es indeterminada como ocurre en
electromagnetismo, donde el cero del potencial es arbitrario. Ahora fijamos la funcion potencial, de tal manera
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que en el infinito el potencial eléctrico es

., =6e.

2-J. Condicién de integrabilidad
Aplicando las ecuaciones (29) y (32) en (47) nos queda
@ @ (4) (4) 2 @ 5
_ 7 y 7
Riap)Plap) =M () 5= M (o Mk M 1

(2) @ (@ () )
:{b&{—bm(ﬁlmgﬂ —[ba { bﬁ75+ /w}r 5/3{ 5+I J] + (87)
B N4
(2) (2)
+[—ba5,y+la(gyj{ byﬂ,5+1yﬂ(5}

que ahora tenemos que poner en funcién de @.
Para hacer el calculo tenemos en cuenta que /5 es distinto de cero solamente cuando sus tres subindices
son distintos de cero, en el caso de que los subindices sean 1,2y 3

1 1
1155 =5(b12,3 +by3 +b31,2)=5(‘9127q’,y +&,33,0 , +531y®,y)=

1

=Z(¢>733+®)11+d)722)= 1 l

—® =
2p 7 2p
en la que hemos utilizado (57); como 7, ;5 cambia de signo con las permutaciones impares tenemos

P4

I (88)

1
apy = Egaﬁﬂ”‘
Al calcular los distintos sumandos de (59) utilizamos (20), (57), (58), (60) y

85}/8 you = 550{5 +55,u5£a

encontrando

@ @ . |
bsy| =brastlyas || =3P ua® st 3P, up
; P p

(2) (2) (2) (2) (2) (2) 1 1
“1bas| =bpystLps |Thsp| —brast!us :?80{558/37;1(13,5}/@,#5+?85ﬁ88ya,uq)g}/q)y5
sV

1
2p2

() (2) @ @ 1 s
_baé,y+ [aéy _byﬂ,(')’ + Iy/?& = gaéggyﬂ,uq) gy(D MO + Fgaﬂ¢

tras hacer alguna simplificacion (59) queda

(4) (4) 1 1 1 1
Riapy=Flap) ZFCD)W(D,M’ 0’ — P, 7aﬁ+2p §aﬂ¢ +p2 €05 pru® oy ® us ~

1 1
Qo9 p TS D P +?5aﬂ® 7Py

1 1 1
N 2p2 QP 2p2 D 49 +?5aﬂ®,y¢,7
Igualando 'y S 1a anterior expresion es
(4) (4) 2 3 1
- = @, +—5D — 2,
e p p yPy 2p R4

ya estamos en condiciones de calcular la funcion

(4) “4 @] el B @) “ @] “ @
Q%ap) =| Riap)=Llap) 5 apll Ripg)=Plpa) | =| Riap)~ Dlap) _550‘/3 Ry ™ Pl |
puesto que como ya demostramos
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4 ¢

La condicion de integrabilidad que produciria la parte electromagnética de la ecuacion de movimiento es

(4)
§hQ" @) ds,,
Z1
al igual que en casos anteriores vamos a considerar por razon de simplicidad solamente dos particulas, siendo
2, la superficie esférica que engloba a la particula 1.
Es posible hacer la descomposicion
)
Q"ap)=F apss+ S ap

donde
(4) 1 1 1 1
Flaps =—50645P 30, ——50,5P 6P, — 50450 pP+ 50,50 5P
W p 2p 2p (89)
4
1 , 1 1
Saﬁ——4p25aﬂ¢ __2p2®’ﬂ(p’a+_2p2(p’aﬂ®

como se puede comprobar por calculo directo, teniendo en cuenta que como @es una funciéon arménica @, =0
Se tiene la propiedad
(4) (4) (4)
(4) Fops=—Fapp = Foapssp=0 (90)
F aps.s esun rotacional y por tanto su integral de superficie es nula por el teorema de Stokes

(4)
@Faﬁa,gdSﬂ =0
E1
ademas por (90) y por el teorema de Gauss se encuentra que la integral anterior no depende de la superficie de
integracion.
Por lo tanto la condicion de integrabilidad viene dada solamente por la integral de S, ;

(4) (4)
PO @pydsy =4p S apds,. ©n
s, z,
Se comprueba por calculo directo que

Saﬂ,ﬂzo

lo que significa que la integral (91) no depende de la superficie de integracion, o mas concretamente, no puede
depender de la coordenada r. Entonces, como utilizamos coordenadas esféricas, s6lo es necesario considerar en
el integrando de (91) aquellos términos que dependan de la inversa de 2, los restantes términos deben anularse
entre si, pues dependerian de 7, lo cual no puede ser.

3-J. Ecuacion de movimiento

La correccion a la ecuacion de movimiento de la Relatividad General viene de la integral (91). Para hacer
esta operacion vamos a suponer la existencia de dos particulas, la 1 y la 2, que tienen de cargas y masas
my, m,, q,,q, . Ellimite de integracion sera la superficie esférica X, centradaen la particula 1, la situacion de
las particulas sera la dada en la ilustracién 1. De esta forma obtendremos la correccion a la ecuacion de
movimiento de la particula 1. Procediendo de igual manera pero integrando respecto a una superficie centrada
en la particula 2, obtendremos la correccion de la ecuacion de movimiento de esa particula.

Para desarrollar la segunda funcion (89) partimos de

O=21brrer? +f
r
donde a, b, e y f'son constantes que pueden depender de la carga eléctrica de la particula. Segiin hemos visto
2b
p=0 , =—+6e,
’ r

y finalmente
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x“ 1 X xﬂ B B

0o =-2b"51 9oy=-2b5,5—+6b % @ y=—a r+b—+2ex”.

r5 ’ r3 r

Vamos a calcular la primera de las tres integrales (89), es decir

1 2 1 2
—4[}5 p-dS =—q[>¢) ds
B B
4p ¢ 4pr T
como estamos considerando dos particulas

0* =(2—b+6e+£+6ej(2—b+6e+2é +6e'j
r r r r

s
1”3

r' tiene el significado dado en la ilustracion 1. El inico término de la anterior expresion que genera términos que

dependen de la inversa de 2 es
4

I’2

| e db?
4—2<ﬁ>—2dsa 2<ﬁ>——r sin0dOde
pTY T

y su integral es

en la anterior integral « =3 (dada la especial eleccmn de las coordenadas dada en la ilustraciéon 1) porque en

caso contrario aparecerian integrales de sing o de cos¢ que serian nulas, por tan

2
> Icosé’sin@d@ =0
(4) p
entonces el primer término de S 45 no da condiciones de integrabilidad.
El segundo término de la segunda ecuacion (85) es

B B B_ghB B _gh
ijﬂ¢’a={—ax—+bx—+2exﬁ—a'x ] +b'E ,5 +2e'(xﬁ—§ﬁ)'

'3

r3 r r r
xa xa_ga
| 2b—-2b"—32>—
( }’3 r13 J
los unicos términos que van a producir integrales que dependen de la inversa de % son
x? ga x? 1
—a—2b'——> 2ab' - 5 (a=3)
r3 r' 3d
bt (ac
bt 5 2p2 Y _cosO (a=3
rooopl r?
JEP L x@ .. 1 cos@

—d'=—=2b— —>-2a b— a=3 =3
7' P 2 d? ( )
&l oy x”

2b—3—>2bb'—c0s0 (=3 p=3)

r r
a

2e§ﬁ2b——>4be —dcos (a=3 p=3)

las integrales derivadas de las 51gu1entes expresmnes son

x” ab’'
-2 b'——dS -2 b'——— 0dOdp =—8r—
<ﬂ> 5= cﬁ.) a . sin 1) ﬂ'd
L x? W ) _
@—Zb r—3czost9—sm9d9d(p=—2b @cos@sm@dé’dq)zO
l E1
1 cosd rcosé 87 a'b
—2d'b— sin8dOd ——2— cos? @sin 0dOdp =—"—"—
ij) r? d? Y @ W
#2bb' asnﬁdﬁdgo 26 fpeos” smededgo_%”bb'

z

41



42

EL PROBLEMA DEL MOVIMIENTO EN LA TEORIA DE CAMPO UNIFICADO ASIMETRICO DE EINSTEIN

@4be'izd 0050 7% Gin0d0dp - 4be'dfcos? sin 0dOdp= 167
T r r

—be'd
s, 3
por tanto de la integral del segundo sumando obtenemos

;2(_8,,@ Smab 87y 167, 'd)
2p d 3d 3 3
Finalmente el tercer sumando de la integral es

B
0.y ®=| 265, 6bxrx

a  ra B _ B
2b5 3+6b'(x d )(x J ) .

}’ rrS

’

a a
-(—+br+er2 +f+—+b’r’+e’r’2+f’j

r r'

los unicos términos que dan integrales que dependen de la inversa de r

2

son
2668, ! b w25
- I }" —) - aﬂ r_z
1 d a'b 1
2b5aﬁ —)—2?5aﬂr—20050
—2b5 b'r' - 2bb'5 cos@
=266 5 — o 4be'ds 4 ! — cosd
r r

6b x%x”

B
= br=6b2x—cos<9 (a=3)
}’

x“xﬁa a'bx”?
6b = 7—>6d2—3005 0 (a=3)

r

X xﬁ xP
6b b —> —6bb' X —cos2 0 (ax=3)
r> r
a . p s
6> ——e'r'? > —12be'd*—cos? 6 (a=3),
r r
donde hemos puesto
¥ r~d-rcos@; r'*~d?-2rdcoso.
y sus integrales
x’ 2
¢p-2p> 5aﬂ——r sin0d0dp =-2b {feosOsin 0d0dp =0
21 Zl
#_2a_'17§ﬁ cos@—r s1n0d0d(0——2—®cos Hsmé’dﬁdgo——g—”a—'b
z d2 r2 7 3 d2
<ﬂ>2bb'5 cos@—r sin@d@dp =2bb Cﬁ-)cos Qsmé’d@dq)—g?ﬁbb'
Z1
#4be’d5 200st9—r sin@dOd g = 4be’d<j;l.>cos 6’s1n6’d6’d¢)—16ﬂ
z, r

—be'd
3, 3

xB
®6b2—cos<9—r sin8d@dp = 6b @cos@smé’d@dq) 0
r

Z,
(ﬁmabx

0s H—r sinfd@do = 6—<ﬁ>cos Osin0dbdy = 87ra—b

d2

l

B
<ﬂ>—6bb'—cos 20X 1+ 25in0d0dg = —~6bb'fpeos’ Osin0dodp = —8bb’
Y, r r
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B B
p-126¢'d>-cos? 0 *—r? sin0dOdp =—12be'dfcos® Osin 0d0dp = -167be'd
3, r r z

donde se ha puesto & =3 pues en caso contrario la integral es nula. Reuniendo todos los términos, se encuentra

que para el tercer sumando de la integral es

b . (16_7”’_]) _16_”[71)'__32” be,dj'
2p20 3 4% 3 3
Con esto resultados encontramos que la integral (63) es

(4) ' '
gpS apds  =— (4zzﬂ+4ﬂ2—f—4nbb'—8nbe'd}
P

ST
Sireunimos este resultado con la condicion de integrabilidad obtenida en la Relatividad General se obtiene
@ 87 . . 81 . 1 ( _ab'  db
@|:Q(aﬂ)+ S(aﬂ):|dSﬂ =c—4Gm177: +c—4Gmll//2,__ +?(477? + 471'? —47xbb" —87be dj =0.

Ahora hay que ver el valor de las constantes que aparecen en la anterior expresion.Ya habiamos comprobado
que

1k 1

S22 4re 1

si queremos que la condicion de integrabilidad reproduzca la ley de Coulomb es necesario que la constante a sea
proporcional a la carga eléctrica, como este es un coeficiente de segundo orden ponemos

a—iq
02

b

donde /4 es una constante que tiene que ser negativa, lo que significa que p tiene que ser un nimero real,
entonces ab’' =a'b . Para obtener la ley de Coulomb es necesario que se cumpla la relacion

1 kh |
2 p ’G '
La constante e no tienen que depender de la carga eléctrica, pero vamos a suponer que tiene esta dependencia

e—iq
C2

definicion que tiene en cuenta que e es de segundo orden, / es una constante. Reuniendo todos los resultados se
obtiene la ecuacion de movimiento

Z—qz +c19q9'+c,yqq'd

.. - 1
myn . = _mll//Z,: +
4re
que puesta en notacion vectorial queda
mlqz—Gml—?r+;%r+clﬂr+c2qq’r (92)
v 47[80 r r
donde r es el vector que va de la particula 1 que sufre la fuerza, a la particula 2 que produce esa fuerza. Como

ya sabemos el procedimiento anterior se puede aplicar a la particula 2, encontrandose una ecuacion analoga.

4-J. Interpretacion de la ecuacion de movimiento

La ecuacion (92) ademas de tener el término gravitatorio de la ley de Newton y el término eléctrico de la ley
de Coulomb, contiene dos términos de origen eléctrico desconocidos en la teoria electromagnética. Una de ellas
es una fuerza radial constante, repulsiva cuando las cargas tienen el mismo signo. La otra fuerza es proporcional
a la distancia y también radial, sin poder especificar el sentido de la fuerza, pues no se sabe cual es el signo de
la constante /.

Las constantes ¢; y ¢, de (92) tienen los valores

1 kR oLk
1779 T 20 277 .
8 p°G (4rs,)° 2 p?G 4z,

c
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Las dos fuerzas complementarias que aparecen en (92) tienen que ser extremadamente débiles, lo que explicaria
que no son observables. Para ello es necesario que tanto ¢; como ¢, sean constantes muy pequefias. Esta
circunstancia se da cuando

s _1k? 1 1k

TLANNEE NN U .4
Rrye (472, dreg 4

como puede comprobarse directamente.

Observamos que la fuerza radial constante que aparece en (92) también surgia en la propuesta de Narlikar
Rao [15], al igual que lo supuesto aqui, era tan débil que se explicaba que no fuese observable. No obstante, la
fuerza proporcional a la distancia que aparece en (92) es exclusiva de la teoria de Klotz que estamos examinando.

K.- MODIFICACION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO

1-K. Modificacion en las ecuaciones de campo

Ya hemos sefialado los problemas que surgen cuando se trata de obtener la ecuacion de movimiento de las
ecuaciones de campo unitario, ya sea en su version fuerte como en la débil. Un planteamiento que se ha
ensayado es modificar estas ecuaciones, agregandole alglin término que nos permita obtener la ecuacion de
movimiento mediante el método de Einstein-Infeld-Hoffmann [17], [18].

La densidad lagrangiana de la teoria de campo de Einstein es

L=g"R, (93)

donde R;, es el tensor de Ricci; al variar respecto a la densidad del tensor métrico y de la conexidn se obtienen
las dos ecuaciones de campo

Rik = 0’ Drg_f—ﬁ _%gikrr +%gilrt5f = O’
7, es el vector de torsion definido por

_ K K
r, =1, -T

si 2
si ahora hacemos un cambio de conexion, tal que la nueva conexion tenga asociado un tensor de tension nulo,
encontramos las ecuaciones de campo en su version débil
ik
D,.g™=0
7, =0
R(ik) = O
Riikyr + Ry s + Ry =05
de donde se deriva la identidad
P g[ir] =0
. .

La idea de Bonnor consiste en agregarle un término a la densidad lagrangiana (93) lo que nos permitira
obtener la correcta ecuacion de movimiento en primera aproximacion por el método de Einstein-Infeld-Hoffmann.
La nueva densidad lagrangiana es

' ik 2 ik
L'=g"Ry+p°9" g 94

hay que observar el parecido del término afiadido con la densidad lagrangiana del campo electromagnético.

2-K. Ecuaciones de campo

Para obtener las ecuaciones de campo hay que variar (94) tanto con respecto a la densidad del tensor
métrico como con respecto a la conexion y posteriormente poner la condicion de la nulidad del tensor de tension.
Si ponemos la variacion del segundo sumando de (94) como

2 ik 2 ik
5(P 9’ 8[ki] )ZP Uyog'
y teniendo en cuenta que el segundo sumando de (94) no afecta al resultado de la variacion respecto a la
conexion, se encuentra finalmente las ecuaciones de campo
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ik
D,g* =0
7, =0
2
Ry + P Uy =0
2 _
R[ik],r + R[kr],i + R[r,i],k +p {U[ik],r + U[kr],i + U[r,i],k} = O,

3-K. Relaciones matematicas
Vamos a determinar las componentes del tensor U, , para ello partimos de

29" 210 ) =201 99" + 9" 02y,
teniendo en cuenta que
gik5g[ki] = (g(ik) + g[ik])5g[/a'] = g[ik] 5g[kt] = g[ik] 08
entonces
5(gikg[ki] ) = &k 59" + g[ik] 08 4i>(95)

ahora es necesario expresar dg,; en funcion de 6 g ' para poder obtener U i

59" =5\sg" +gsg" = gu69" =45\g+\gguds" (96)
como
1 1 1 1
5\/_:_5\/§gpq5gpq :_Egpq5gpq+§gpquq5\/§ = 5\/_:§gp45gpq’

al sustituirlo en (96) queda

i i 1 i
Jgsg* =5g™ 8" 809" 97)

Ahora vamos a relacionar la variacion de las componentes covariantes del tensor métrico con la correspondiente
variacion de las componentes contravariantes. Variando

rq __ r
Epq& = 517
se llega a

5gpt = _grtgpq5g " >
que conjuntamente con la ecuacion (97) se llega a

|
V208 i =818 08"+ 2,18 py 8 "8 09

y simplificando

7 1 a
\/§5gpq = _grtgpq5g 7 +§gptgab5g b . (98)

Ya estamos en condiciones de continuar con la expresion (95). Sustituyendo (98) en (95)

i i i i i rg 1 i a
5(9 “8 i )=g[k,-] sg"+gMsg, = 8499 " -¢Mg, 2,59 +5g[k]gk,-gab5g ’=
1 mn 1 1 mn 1 mn 1 mn i
=8 09" ~¢"g 2 459" +Eg[ lgmeusg” =(g[k,-] ~g!"lg 8. +5g[ ]gnmg,-k)&tl ‘
por tanto encontramos definitivamente

1
Ui =2y~ 8" in o +5g[’"”]gnmg,-k : 99)
Vamos a continuacion a obtener una expresion para la parte simétrica de U,

1
&im& nk +gkmgni)+—g[”’”]gnmg(,k),

[mn] (
2

1
Uiy =78

desarrollando el primer sumando

gl (8im&mk + Cim&mi) = gl |:(g([m) + & [im] )(g(nk) + 8 ) +(g(km) + &[] )(g(m') + g[m-])}» (100)
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al multiplicar expresiones antisimétricas en los indices mudos m y n por expresiones simétricas encontramos un

resultado nulo

gy oty &8 )8 ) = 0

[rn]

£ gy + 82 g8 =0

entonces (100) queda

g[mn] (gtmg nk T & km& ni ) =8 [mn] (g(lm)g[nk] + g(lm)g[nk] + g(km)g[m] + g[km]g(m))
con lo que concluimos que

ool [n]

1 1
Uiy = 58 & m)8 (k] T ELim) & (nk) T & (k)8 [ni] T & k)8 (i) ) T8 8 mE (k)
Ahora vamos a obtener la parte antisimétrica de U ;;, . Antisimetrizando (99) tenemos

[mn]

1 1
U[jk] :g[ki]_ag gimgnk_gkmgm')—'_gg gnmg[ik]s

al igual que antes desarrollamos el paréntesis de la anterior expresion y encontramos las identidades

g[mn]g(zm)g[nk] - g[mn]g[km]g(m) =0

gl

[mn] (

_ g lm] _
Em}8 (k) =& & (tm) &[] =0
entonces nos queda

[mn] ( [

1 1
Ula) = &) =58\ &) (k) T &[im) E[k] ~ & (k)& (i) ~ & o] & [m])*gg

4-K. Relacion entre las componentes covariantes y contravariantes del tensor métrico
Si descomponemos el tensor métrico en parte simétrica y antisimétrica

8ik =& (i) T 8lik) = ik +by
se deduce ([1], pp- 25-33) que su determinante es
g=a+b +§a"”akrbm,b,-k

donde a'y b son los determinantes de a,, y b, respectivamente; a'™ es definido por la condicién

a’a, =6].
Calculando la derivada del determinante del tensor métrico
dg = gg"dg,, = gg " day + ggWap, = gl-L 2%
g 0by
De (56)
% __ob +Lamat (bbix ) = b +aa™a"sPS59b, = ob +aa®a"p,,
ob Pq abpq 2 b Pq 9 Pq Pq

mn]g nmg[ik] :

(101)

(102)

(103)

(104)

como b es de cuarto orden respecto a b, , podemos despreciar su derivada que sera de tercer orden respecto

a b, , cantidades que son al menos de segundo orden respecto a la inversa de ¢, entonces

=aa®a"b, ~an"n"b,

ob
Pq
donde la derivada esta calculada a segundo orden o superior. Al mismo orden, por (104) tenemos
k] _1 08 _ ip kg
=—— =~ b
g Oby, .
ya que al menor orden, es decir orden 0, g =a. De la anterior expresion encontramos
e
B
g [a ] =b of
@ e
0
g[ al —_ bOa ,
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relaciones matematicas que usaremos posteriormente.

5-K. Calculo de U, en funcion de b;,
De la ecuacion (102) se puede obtener las componentes U [ap] @ segundo orden

@ g0 2) 2)
Ulp) = £[pa] =5 € (8anSup =0 pmOna )= =28(up) = ~2bap-
mientras que las componentes U [0a] @ tercer orden
3) (3)
U [0a] = ~bog -

las componentes 0,0 a cuarto orden se obtienen de (101)

(4) 1 @

UOO = _Ebaﬂ baﬁ .
En cuanto a las componentes simétricas de U ,; a cuarto orden se deriva de (101)

@ 00 @O
U((Zﬁ):2ba}’b}/ﬁ+§5aﬂb}’(sb}’5’ (105)

todas las demas componentes a orden menor de cuatro son nulas. (105) va a ser expresion que vamos a utilizar
para el calculo de la ecuacion de movimiento.

6-K. Condiciéon de integrabilidad
Seguimos para definir la condicion de integrabildiad de donde se deduciran las ecuaciones de movimiento, las
mismas técnicas ya utilizadas en el método de Einstein-Infeld-Hoffmann. Primeramente hacemos el calculo
(#) 4 (4)
R _Z rq
Yiap) =Utap)= 3 Map U (pg)
o desarrollando

(4) #
Ulep) =U (ap)* 5 O (-U,, +Uq)
para lo que previamente calculamos

(4) 12 @) (4) 1 2 (@)
(m) = 5Pwbws Uw="Zbasbap
al simplificar resulta
(*) (4) 2 (2 2) (2)
U(aﬂ) :U(aﬂ) = 2ba7b7ﬂ+55aﬂ bydbya- (4)
La condicién de integrabilidad es la expresion (55) pero con el afiadido de U (*a 5) > €S decir
@ @ @
@ (aﬂ)+Q’£aﬁ)+U(Zﬂ) dSﬁZO

como ya sabemos, la primera integral reproduce la ecuacion de movimiento en un campo gravitatorio, la segunda
integral es idénticamente nula como hemos visto, por tanto la parte electromagnético debe estar en la tercera de
las integrales.

7-K. Calculo de la integral
Introduciendo el potencial ¢ tenemos
(#) @@ ;1 @@ |
Ulap) =2bay byp* 550%’ bysbys = Ean® u€ ypv®y + 55aﬁ576u¢’,ﬂ575v(P,v
=20 09 5~ ap? 4P u
donde hemos utilizado para simplificar la expresion anterior la identidad

(106)

€5E —550,55# +§5ﬂ§m.

you =
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De (106) es facil comprobar que

@
Ylap)p =9
entonces la integral
(4)
§PU () S 5 =9P(20 20 5 = 0 g0 42 1 ) S (107)

z z

1 1

no depende de la superficie de integracion, es decir no depende de r, por tanto sélo las partes del integrando que
dependan de la inversa del cuadrado de r tienen que ser consideradas.

Como hemos hecho en casos anteriores, elegimos un sistema compuesto exclusivamente por dos particulas
que en el momento de hacer la integracion estan dispuestas como indica la ilustracion 1 (pagina 30). Elegimos
una superficie esférica X, de radio 7 en torno a la particula 1. La primera de las integrales (107) es

2
24P .0 4dS =2’;—4435(¢1,a 000 )(Bp+ B2 ) S 5 =
>

k* x% x4 =& xP o xP_gh k? x® EP xP e
=2—4<ﬂ>[‘—3—T et Ay > 2 P TS T S,
r ¢y r
donde sdlo hemos tenido en cuenta los integrales cuyos integrandos dependan de la inversa del cuadrado de 7
Siguiendo las técnicas ya varias veces expuestas se llega al resultado

kz( 87 87;)
2 ds ,=—| 22 22
C_g)(p,aQﬁ B4 302 42

donde « =3 y en caso contrario el resultado es nulo. En cuanto a la segunda integral de (107) tenemos

k? 8x
) asS,=——
g) aBP u® 19 p 4342
finalmente encontramos
4
(*) __k_zg_” 91 4, _87 k’ 1 919,
#U(aﬁ)d‘gﬁ_ 4 52 T4 2

z

1

como

(4) (4) (4)

*

' " 2 _
@[ (@p)t Xap) T P U(am]dsﬂ =0
(4)
y teniendo en cuenta que Q’{ ap) O da ninguna condicion de integrabilidad y por (55) tenemos

mn +m1ﬂ _p2k2 1 qquZO
Mz 772,z 4re |G dre, d*

para reproducir la ley de Coulomb es necesario que la constante p sea

) 4ne,G

k*
Volvemos a recordar que en la aproximacion que estamos considerando no es posible obtener la fuerza de origen
magnético que actlia sobre una carga eléctrica en movimiento, tal como aparece en la ley de Lorentz, ya que la
intensidad de campo magnético B es de segundo orden respecto a la inversa de ¢ y la ecuacion de movimiento
que encontramos es de orden 0.

L.- ECUACION DE MOVIMIENTO EN LA TEORIA DE CAMPO ASIMETRICO
DE EINSTEIN CON VERSION DE TORSION NO NULO

1-L.Las ecuaciones de campo unificado asimétrico de Einstein con vector de torsiéon no nulo
Sitomamos como densidad lagrangiana la expresion
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ik
L=g"R,
y variamos la correspondiente accion tanto respecto a la conexion como respecto a la densidad del tensor
métrico, tomadas todas estas componentes como independientes, se llega a las dos ecuaciones de campo [1]

0,9%+g"r, +g'T, ' -g"r, ~(0,9"+g"T, )5} =0

108
Con caracter general se tiene
i k . . . 1 :
D,g' =0,9" +g" T/ +g"T ~—g"(r, +T,7)= 109
zarglk +gSkrsrl +g[51—*rsk _gikrrSS +gikr[rs]5,
si ahora contraemos 7 y k queda
D,gif=a,g"’+g”rsj—g”r[”§, (110)
si contraemos los indices r e 7 en la ecuacion (109) llegamos a
D,g* =0,9"+g"T, +g"T o]
por tanto de las dos tltimas expresiones encontramos
ir ri ir ir
D.g*" -D,g" =20.g!"1- gz, (111)
ecuacion valida en general, se cumplan o no las ecuaciones de campo (108). Notese que
Ty :rrss _rsrs :
Al aplicar (110) a la primera ecuacion (108) tenemos
{k ik {1ok ' k
D,g™ -9"T |, -D,g" 5, -g"T 6, =0. (112)

Si lo que ahora hacemos es contraer e i en (112) encontramos

ri ; ir P
D,g*-g"l', 3 -D,g" -g"', =0

si comparamos esta ecuacion, derivada de las ecuaciones de campo (108), con la ecuacion de caracter general

(111) encontramos

0,gl"=0 (113)
que aparece como una ecuacion derivada de las ecuaciones de campo (108). Anotemos que (113) no implica la
anulacion del vector de torsion.

Si contraemos 7 y k& en (112) encontramos

ir 5 ;
Lo _ gl s
D"g 3g r[rs] ?

al insertar esta ecuacion en (112) se halla

s it s ok ik it k
_= | — i
] 39 [15] J, 29 Ty 39 7,0, (114)
que cabe entenderla como otra forma de la primera de las ecuaciones de campo (108)
Resumiendo, la teoria de campo unificado asimétrico de vector de torsion no nulo se puede expresar a partir

de las dos ecuaciones de campo

D ik _ ik
rg _g [rs

L U i ok
D.g~—=—g"rt,——g''7,0,
9 7 37 (115)
Rik:O’
de las que se deriva la ecuacion
0,9l =0. (116)

La primera ecuacion (115) cabe ponerla en funcion de la conexion, para ello tenemos presente (110) y la
definicion de vector de torsion, encontrandose el resultado

argik +gSkrs,i +gisl—*rsk _gisl—*rss +%5:€gil(l—*ms _rsts):O
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al mutiplicar la anterior expresion por &,,& px S€ encuentra

giqukglkarfz_\/ggiqukérglk +giquk |:_gSkrsrl _glsrrsk +glsrrss _Eé‘fglt (rtss _rsts )i|a

al simplificar queda

1 1
Egmaﬂ/g =0,8pg = 8sql pr ~&pslrg +8&pgl 15 —ggpr(rqg ‘rsqs)’ (117)
si ahora multiplicamos toda la expresion anterior por g ¢ queda después de simplificar
2 8
pqa rgpq — _gl" S,-S + g1—* rSS

a partir de esta expresion calculamos que
Lar g z_lrsrs +irrss'
NRALEE IR
Insertando este ultimo resultado en (117) encontramos tras la simplificacion
1 1
0,8 pq ~ gsqrpr gpsr’q 3 3 gpq(Fsrs _F’SS)+§gPV (qus _Fqss) =0 (118)

que es equivalente a la primera ecuacion de campo (108).

2-L. Cilculo del coeficiente N,
La conexién la descomponemos

Uyl =Ly +M,;
donde L, son los simbolos de Christoffel calculados con la parte simétrica del tensor métrico. Al insertar esta
ecuacion en (118) y descomponer el tensor métrico en parte simétrica a,; y antisimétrica b;;, tenemos [19]

D,a,, +D,b,, ~a,M,’~a, M’ ~b M, ~b, M,/ +
2 s 2 s _
+§(apq+bpq)M[sr] +§(apr+bp,)M[sq] =0

D" representa la derivada covariante calculada con los simbolos de Christoffel, por tanto tenemos

D,apq 0.

(119)

Con el anterior resultado (119) queda

D:bpq—aqup,s—a SM,S—bS M, S—b M,
2 2 2 .

podemos obtener otras dos ecuaciones como la anterior rotando los tres 1ndices y obtenemos las tres ecuciones
* s s s s
Db, —a M, -a, M, b M, b, M,

+2a M 2 s

[7] +3bqu[”] +3ap,M[Sq] +3bprM[sq] =0
qu,p—aserqS—a”M » —b,M,, S—b M)

2 P 2 s s _
+— a M[Sq]+3brpM[sq]+ a, M[Sp]+ b M[Sp] =0
prq,—a My, —a, M, ~b M, S —b, M, +
+2a M. 2b M +2a M +2b M. $=0,

3 qr [sp] 3 qr [sp] 3 qp [sr] 3 qp [sr]
ahora sumamos las dos primeras y restamos la tercera, encontrando
* * * s s s
Db,,+Db,,-D,b,. —2a, M, —2b M, ~2b, M,  +
4 K K 4 s _
+— a M[q]+3bqu[ ]+3b M[Sp]—O

si sumamos y restamos 2D, °b ar Y 1ntrodu(:1mos la funcidn definida como
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1 =%(Db + Db, + Db,

rqp rYap
encontramos
M,k - =D’b —bMS—bMS+2bM +2bMS
apsM g [sq] pUrqg V sq pr rstTap 3T pg [sr] [sp]
multiplicando ambos mlembros por a”" y definiendo el nuevo tensor
2
NS =M, ——5”M[Sq]s (120)
se llega finalmente a
N, = P"(pr,q vap =bsgN ot —brN o) (121)

que es idéntica a (26) con tal de sustituir las N,," porlas M, " . Laecuacion (121) nos va a permitir hallar los
términos del desarrollo del tensor N,
Hay que anotar que el tensor A "

Ty :Frss _Fer:Mrss _Msrs :ZM[”]S

donde hemos tenido en cuenta que los simbolos de Christoffel son simétricos. Como el vector de torsion es
distinto de cero en la teoria que examinamos, se cumplira que
r r
Ny #My
si el vector de torsion fuera nulo entonces N,," y M ;" serian idénticos.

esta relacionado con el vector de torsidn; en efecto

3-L. Desarrollo en serie de potencias de N,
Siguiendo el mismo procedimiento que en el apartdo 2-F se encuentran los primeros términos del desarrollo
de N,," utilizando (121). Los términos a segundo orden son
(2) (2) 2) (2) (2) (2) (2) (2)
Nog =0; Nogt=0; NoJ=0; Ny =0; Nyi=0; N =0, N J =-b,,; +]I
los de tercer orden

wpyr (122)

ap.y
(3)0 (3) 3 (3) (3) (3) (3) (3)
Ngy =05 Ny =0; NOﬁa— bopatlopas Nﬂgz_bﬂo,a+lﬁ0a
G @ (3) ON ON (123)
Naﬂ:baﬁ,o_laﬁO; Naﬁ},/=0, Na():o; NOQ’ =O
Finalmente los términos de cuarto orden son
(4)0 (4) (4)0 (4)0 (4) (4 )
o
No =05 Nyy =05 Ny =bogo: Ny =baoos Ny _0 N =0

(4) @ @ B 0@ @
Nagz_baﬂ,y"'baaLﬂy"'b&ﬂLay+1aﬁy+ba [ bﬁy5+lﬂﬂ’5J (124)

@ @ @) e @
+b5ﬂ _bya,5+1ya6 +a baﬂ,s_[aﬁg ”
la segunda de las expresiones anteriores se descompone en parte simétrica y antisimétrica
W o @ @)y of o @
N(ap) =bas| ~bprstps |*bsp| ~brastyas
(125)
(4) @ @ @ @O @ Orae (@
b4 é o 2
N[aﬁ] =—bop,tbys Lpg, +bsg Loy +1gp,+a” | bop =1 op,

4-L. Ecuaciones de campo

La primera de las ecuaciones de campo (115) nos permite determinar la conexion afin en funcion de las
componentes del tensor métrico y sus derivadas. De esta primera ecuacion hemos determinado las expresiones
parael tensor N,," del que podemos determinar los valores de M ,," . Notemos al respecto que cada uno de los
tres conjuntos de ecuaciones (122), (123) y (124) esta formado por 64 ecuaciones con 64 incognitas, que son las
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M,
Ahora nos vamos a centrar en la segunda de las ecuaciones (115). Vamos a definir una nueva conexion afin
. 2 . 2 r
al definir el tensor de Ricci por la expresion
r.- or.
ik Za—lkr——lk"‘rirtrzkr -r,r,
Ox ox"
encontramos al sustituir (126)
2 s
Riy =R+ (M, M) (127)

donde R;, eseltensor de Ricci calculado con la conexién estrelladay R,, es el tensor de Ricci pero calculado
a partir de la conexion afin T";," . Si usamos el vector de torsion la ecuacion de campo (127) queda

Ry = R,y +%(Ti,k _Tk,i)'

La segunda ecuacion de campo (115) es R;, =0 o bien

R}, —E(M : =0
3

N
(sl ~M [si],k)
que se descompone en parte simétrica y antisimétrica

*

R(ik) =0
# 2 s s )
R _E(M[sk],i Mk ) =0
obien

Ry =0
Riik).r + Rigei + Rprijs = 0-

Como N,,” esidénticoa M, calculado en 1-F, el tensor R;, es el mismo que el calculado en 4-F y 5-F.
Ahora no es nulo el vector de torsion, pero se cumple (113)

0,9"M=0 o o gt +Jgo,g" =0

como g es de al menos de orden 0, al igual que g”7, el menor orden, distinto del trivial, de 0, & ,, esel 2 yel
de g[ 1l es también el segundo, por tanto para obtener (113) tanto a orden 2 como 3 hay que utilizar

8.2% =0, (128)
Como comprobamos en 4-K
ik i
g[ 1o n Pnkqbpq
entonces (128) se descompone en las dos ecuaciones
(2) ®)
bapp=0: bopp=0
analogas a las encontrada con la version fuerte de la teoria de campo unificado asimétrico. El otro conjunto de
ecuaciones es la (66) como deducida en el epigrave 1-1.

Por todo lo expuesto concluimos que al aplicar el método de Einstein-Infeld-Hoffaman a la teoria de campo
con vector de torsién no nulo no podemos encontrar la ecuacion de movimiento de una particula cargada.

M.- CONCLUSIONES

El propdsito de este articulo es la de exponer los diversos intentos realizados para poder deducir la ecuacion
de movimiento de una particula cargada a partir de las diversas versiones de la teoria de campo unificado
asimétrico de Einstein. El objetivo es obtener en primera aproximacion la ecuacion de movimiento, es decir,
deducir tanto la ley de Newton de la gravitacion como la ley de Coulomb, estando la fuerza magnética fuera de
nuestro proposito al corresponder a la segunda aproximacion.
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Hemos comenzado refiriéndonos a la ecuacion de movimiento en Relatividad Especial y en Relatividad
General, demostrando por varios métodos, que la ecuacion de movimiento corresponde a una geodésica en el
espacio tiempo. También hemos logrado obtener la ecuacién de movimiento de una particula cargada a partir de
la teoria de Einstein-Maxwell, representada por la ecuacion de la Relatividad General con el afiadido del tensor
energia-momento del campo electromagnético.

En el resto de la exposicion utilizamos el método desarrollado por Einstein, Infeld y Hoffmann, por el cual las
particulas son consideradas como singularidades, es decir, zonas (puntuales o no) donde no es de aplicacion las
ecuaciones de campo.

Las investigaciones de Infeld [11] y Callaway [ 14] muestran que el método anterior no funciona, o sea, que
no se logra obtener la ecuacion de movimiento de una particula cargada, aunque siempre se deduce la ecuacion
de movimiento en el campo gravitatorio.

Por tanto es necesario modificar las presupuestos de partida, que son: uso de las versiones débil o fuerte de
campo unificado asimétrico; identificacion de la parte antisimétrica del tensor métrico con el tensor de campo
electromagnético e identificar el potencial electroestatico con el potencial coulombiano (dependencia del potencial
de la inversa de la distancia).

En nuestra exposicion tratamos las diversas teorias que, con mas o menos €xito, se han planteado. Narlikar
y Rao [14] agregan un término al potencial electroestatico que es lineal a la distancia; Klotz y Russell [16] han
modificado la identificacion de la parte antisimétrica del tensor métrico con el tensor de campo electromagnético;
Bonnor [17] afiade un término suplementario a la densidad lagrangiana del campo, modificando por consiguiente
sus ecuaciones; finalmente, siguiendo una sugerencia de Mishra y Abrol [19], se comprueba que la version de la
teoria de campo unificado asimétrico de vector de torsion no nulo tampoco genera la ecuacion de movimiento.

Si bien es cierto que de algunas de las propuestas se puede deducir la ecuacion de movimiento en primera
aproximacion a partir de las ecuaciones de campo, se nota arbitrariedad en las propuestas, establecidas ad hoc
para resolver el problema en cuestion.

Es interesante recordar el poco impacto que estos resultados negativos tuvieron en Einstein, quien insistia
que la materia no podia introducirse en la teoria como una singularidad, puesto que su teoria sélo tendria sentido
si era capaz de interpretar a la materia como una solucion de campo libre de singularidades. Por otra parte,
Einstein creia que, tal vez, las fuerzas electromagnéticas, tendrian una interpretacion estadistica y que s6lo
podrian deducirse a partir de soluciones exactas de la teoria de campo.
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