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ABSTRACT In this paper we give the proof of Sophie Germain’s conjecture by using the Chébotarev’s
density theorem, the inclusion-exclusion principle of Moivre, Mertens formula.

RESUME Dans ce present document nous donnons la preuve de la conjecture de Sophie Germain en
utilisant le theoréme de Che’botarev, le principe d’inclusion-exclusion de Moivre, la formule de Mertens.
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Chapitre 1

Introduction

En théorie des nombres, un nombre premier p est dit de Sophie Germain si 2p+1 est un nombre premier
et le nombre premier associé 2p+1 est dit nombre prémier sar.
Par exemple 29 est un nombre prémier de Sophie Germain et 59 est un nombre prémier str.
Les nombres prémiers de Sophie ont été introduit apreés les investigations de la Mathématicienne Francaise
autodictate MARIE Sophie Germain, pour sa démonstration partielle du dernier théoréme de Fermat. Les
nombres prémiers de Sophie Germain ont une merveilleuse application en cryptographie et dans les tests de
la primalité. Il a été conjecturé qu’il existe une infinité de nombres premiers de Sophie Germain. Pour notre
part, nous allons apporter une preuve élégante & la conjecture de Sophie Germain.



Chapitre 2

Comment démontrer la conjecture de
Sophie Germain ?

Considérons X >0 un réel arbitrairement grand,désignons par M = {4,6,8,9,10...} I'ensemble des entiers
composés de [4,X].

f-M — N

Soit 'application injective : o om41

Posons M* = f(M) alors f induit une bijection de M sur M*.
Partitionnons l’ensemble M™* en deux sous ensembles .
Notons G le sous ensemble de M™* constitué d’entiers composés.
G’ le sous ensemble de M™ constitué d’entiers premiers.

Soit IP ’ensemble de tous les entiers premiers de l'intervalle [2,2X+1].
G'C P et P\G’ # () puisqu’il contient 2,3,5
Nous allons classer les nombres premiers de [2,2X+1] en deux groupes, en isolant {2,3} de ceux de [5,2X+1].
Cela se justifie par le fait que 2 et 3 ne soient pas des nombres premiers sirs.
Désignons par E l'ensemble définit comme suit : E = {p € P\G' : p > 5}

Lemme 1 VpGE,% ep
Preuve : Désignons par A = {1,2,3,4,5,.....} Pensemble de tous les entiers de [1,X]
Il est évident que A=MU{peP:p< X}U{l}

Vpe Eona: 2t ¢ M commep>5

ona
22 s eA\Mu{l}
-1
= E-cP
Lemme 2 Vp € P tel qu’il existe m € P vérifiant p=2m+1 alors p € E et réciproquement.

preuve : Comme E et {2,3} forment une partition de P\G’ vu que 2 et 3 ne soient pas des nombres
premiers sirs, alors Vp € P tel qu'il existe m € P vérifiant :
p=2m+l=m=1cP=21>2=p>5

Donc p € E reciproquement si p € E le lemme 1 nous permet de conclure.

Lemme 3 [’ensemble E est en bijection avec une partie B de l’ensemble des nombres premiers de Sophie
Germain.



CHAPITRE 2. COMMENT DEMONTRER LA CONJECTURE DE SOPHIE GERMAIN ?

g:EFE — P
o 2

2

preuve : Considérons 'application injective :

Posons B=g(E) il est clair que B est un sous ensemble des nombres premiers de Sophie Germain inférieur
ou égaaux a 2X+1 . C’est a dire ceux de PP.
Comme g est injective alors g réalise une bijection de E sur B.
Pour évaluer l'infinitude de la classe des nombres prémiers de Sophie Germain nous allons démontrer que le
cardinal de E est infini lorsque X tend vers l'infini vu que Card(P\G’) = Card(E) + 2. Nous serons amené a
évaluer avec précision le cardinal de P\G'.

notation 1 Désignons par a(2X+1) le cardinal de P\G' , §(2X +1) le cardinal de G’ et m(2X +1) le cardinal
de P.

Comme P\G' et G’ forment une partition de P alors : Card(P\G’) + Card(G') = CardP < 6(2X +1) +
a(2X +1) =7(2X +1).

Sans perte de généralité, observons que chaque nombre m € M (m composé) est divisible par au moins
un nombre premier < /m < No¢

Soit A = {2,3,5,7,11,...,p,} ensemble des nombres premiers p; (i=1,r) avec p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5,
pr=maz{peP:p<VX}
Tout élément de M (noté m) & au moins un diviseur dans cet ensemble A.

Considérons les suites arithmétiques S, C M formées des multiples inférieurs & X ne contenant pas p des
différents p € A donc Vp € A S, = {2p, 3p,4p, ..., [%]p}
Remarque : le premier élément de S, est 2p, le dernier élément est [%]p. La raison de S, est p.
En d’autre terme M = (J, 5 Sp-
f:M — M

Considérons les suites arithmétiques (Sp)pea C M définit par S, = f(S,) ou m e oma4l

Clairement S, = {4p + 1,6p + 1, ...;2[%]1?4— 1}.

Comme M* = f(M) = f(UpeA Sp), alors M* = UpEA f(Sy) = UpEA Sp

Dans ce qui suivra nous allons appliquer le théoréme de densité de Chébotarev d’une part et d’autre part le
principe inclusion-exclusion de Moivre, afin d’évaluer les nombres premiers de Up€ A S'p.

Le théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet généralisé par Nikolai Chébotarev affirme que ’en-
semble des nombres premiers en progression arithmétique de m a une densité naturelle parmis les nombres
premiers de ﬁ. Ou ¢ designe la fonction indicatrice d’Euler.

Autrement dit : soit a,b>0 tel que pged(a,b)=1.
Soit II(X, a,b) = {p < X : p = a[b]}]

II(X)=| {p < X} |ou|.|=Card() et p € P. Alors le théoréme de densité de Chébotarev affirme que
O(X,ab) = _1_

(X) > p(b)
Le théoréme des nombres premiers affirme quant & lui que II(X) ~o 2% Donc II(X,a,b) ~u r;(()b()) ~oo

X
p(b)inX

(X, a,b) ~o Spmx-

Dans la suite, nous allons justifier application du théoréme de Chébotarev aux suites (Sp)peA puis a
leurs intersections.
Remmarques : Lorsque X tend vers Uinfini il en est de méme pour v X et donc le nombre de terme de
Sp tend vers Dinfini avec X puisque p < v/X. Le premier terme de chaque suite Sp vaut 4p+1, ces nombres
constituent des sortes de briques élémentaires auxquels il nous faut ajouter la raison 2p pour obtenir les
autres. Pour justifier les hypothéses du théoréme de densité de Chébotarev il sera question pour nous de
montrer que pged(4p+1,2p)=1. Ce qui est évident puisque 1 x (4dp + 1) — 2 x 2p = 1. De plus, comme
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CHAPITRE 2. COMMENT DEMONTRER LA CONJECTURE DE SOPHIE GERMAIN ?

Sp, NSy, = {2pip;, 3pip;, .-y [%pj]pipj}. C’est a dire les multiples de p;p; ne contenant pas p;p; et inférieurs
a X. Les différents p;,p; € A avec i # j

D’ou S;,i N S;U = {4p;p; + 1,6p;p; + 1, ..., Z[ﬁ]pipj + 1}

Le premier terme de S, NSy, vaut 4p;p; + 1 et sa raison est 2p;p; Comme 1 x (4p 4+ 1) —2 x 2p = 1 nous
sommes dans les conditions d’application du théoréme de densité de Chébotarev.

De la méme maniére nous justifions Sp, N S;,j N Sp, et de proche en proche Ni<j<r S;,j.

Nous sommes dans le cadre d’application du théoréeme de Chébotarev aux suites (Sp)pea-
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Chapitre 3

Demonstration de la conjecture de
Sophie Germain

3.1 Théoréme

Théoréme 1 Soit X>0 arbitrairement grand cs la constante des nombres premiers jumeaux, 7y la constante

d’Euler-Macheroni. G(X) le cardinal des nombres premiers strs< X.

2exp(—7y)ce X

G(X) =
(X) (InX)?
3.2 Lemme utile
Lemme 4 Soit a1, as,...,a, des réels strictement positifs alors,
"1 1 (—=1)" Cai—1
-y = =T
Za¢+ Z aiaj+ +a1~~~ar H %)
i=1 1<i<j<r i=1

preuve du lemme

Considérons le polynéme P(X) =[[/_,(X — 1)

a;

D’apreés les relations coefficients-racines P(X) = X"—01 X" '+.. .+(=1)"0, ot 0j = Doi<ite. <ij<r Til -

en prenant X=1 on a :
P(1)=1—01+02+...+ (—1)"0, Comme les racines de P sont - Vi € 1,7, alors Alors

i

1 1 1"
p(l) =1- Z::l a; + Zl§i<j§7” a;a; +.o..+ al(.ag.)..ar

N - -1 —1)"
Dot [T, (1—2) =Tl/.s %2 =1 - S 2+ Ticicjer s + oo+ i

i

Le lemme étant ainsi prouvé.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1
D’aprés le principe d’inclusion-exclusion de Moivre on a :

T T

,Tij

Q(U Spl) = Z Q(S’pi)_ Z Q(Spimgpj)+ Z Q(Spimspjmspk)_ Z Q(Spimspj mSpA:mSP1)+‘ e

i=1 i=1 1<i<j<r 1<i<j<k<r 1<i<j<k<I<r

ol o désigne la densité des nombres premiers et r = Maz{i,p; < \/Y} donc
o(M*) = o(| J $p,) = CardG’ = 5(2X +1)

i=1



3.2. LEMME UTILEHAPITRE 3. DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE SOPHIE GERMAIN

D’aprés le théoréme de densité de Chebotarev :
Yy w(2X+1)
o(Sp,) =

. ~e(2pi) (2X41)
o(Sp, N Sp,) = 7;(2171'17)')
m(2X+1)

o(Sp: NV Sp; N Spi) = Sopimrn)

: : : : T(2X+1
Q(Spi N Spj N Spk N sz) = L,D(Q;ijk;}l)
Ainsi de suite. D’ou :

r

sax + =Y TE D g m@XED s 7@XED g T2X D

= oeCm) o, @) S @) e, $(2Pipipn)

Comme p; = 2 et p(4) = 2 nous allons scinder les sommes suivant p; = 2 et en remarquant que 4 est premier
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3.2. LEMME UTILEHAPITRE 3. DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE SOPHIE GERMAIN

avec pa,ps, ..., Pr, alors

CT2X 4 GmRX 4D T2X+1) m(2X 4+ 1)
e T P SR=ery 2 ¢<2p1pi) o o)

2<i<j< < 7 plplpj) 2<i<j<k<r SO(QPngpk)
2X +1 m(2X +1
-y m2X+1) > TeX+y
vcilTiney PRPIDPIPE) L, (2P
T(2X +1 " r(2X +1 "or(2X +1 12X + 1
sax+ 1= = @) o) ((2 -))_Z ((4 -))_ > ((2))
v 1=2 Piepi 1=2 LA 2<i<j<r P\4PiP;
2X +1) T(2X 4+ 1)
DM “o(dpip;) > oCpipie)
2<i<j<r p7p] 2<i<j<k§r<p PiP;Pk

S (2X+1)_ 5 T(2X +1)

2<i<j<k<r ¢ (4pipjpr) ©(2pipjprp1)

CT2X 4D &~ TRXA4) X 41 m(2X + 1
o= NPy R Dy s R SR G R

T(2X + 1) T(2X +1)
i SE P @ep)ein) <Z<k< P @) ()P (p0)

Z W(?X + 1) B Z #(QX .+ 1)

i, PWee)e ), S, e @Qem)em)e(pr)e(p)

sox 1) = TCXHD  §ACX A L m@X 4] g 72X )

2<i<j<k<I<r

2 o elp) 24 elm) i epi)e(p))
1 m(2X +1 m(2X +1
3 ( ) | 3 ( )

Y2, 2 o) ISR

1 5 T2X +1) > 7(2X + 1)

2, e, P00 (Pr) ¢ ()P (pe)p(pr)

2<i<j<k<r

2<i<j<k<I<r

CrX41) | I m(2X 1) 1 m(2X + 1)
5<zx+1>—f+5gw‘§2§§9m

1
R R T = (S R 202y (pr) 2 ()
1
>

), =, ei)e())

Ly 1 ¥ S b

2<i<j<k<l<r

52X + 1) = (QX“ +Z

sciiiine, PRDeL)eoR) o, PPi)epy)e(pr)e(pr)

1 1
-y (pi—l)(pj—l)(pk—1)+ Z (pi_l)(pj—l)(pk—l)(pl—l)+'“))]

2<i<j<k<r 2<i<g<k<I<r

5(2X+1)=W[2—(1—Z

_]_)

L 1
- > - D — Do —1) > (pi_l)(pj—l)(pk—l)(pl—l)+"')]

2<i<j<k<r 2<i<j<k<I<r
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3.2. LEMME UTILEHAPITRE 3. DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE SOPHIE GERMAIN

D’aprés le lemme utile on a :

52X +1) =22 7, 5@:?)

Donc §(2X + 1) = m(2X + 1)(1 — § [[1_, 2=3)
Ord2X+1)=7n(2X+1)—a(2X +1) donc a2X+1)=nm(2X+1)-462X+1)
a(2X +1) = 7(2X + 1) — 7(2X + 1)(1 - § [, 2=2)

a2X +1) = "X T pi2

=2 p;—1

Comme r = mazx{i : p; <X} alors :

T(2X + 1) Hp 2

2X +1 .
al2X +1) = > T

p3

Nous allons donc appliquer le troisiéme théoréme de Mertens communément appelé formule de Mertens
et utiliser la constante de Shah et Wilson (constante des nombres premiers jumeaux) pour évaluer le second
membre de la relation precédente.

La formule de Mertens s’ecrit :

< (1-1) = =201+ O(;))

ou 7 est la constante d’Euler-Mascheroni.
VX 2exp(—
Done [[;2(1~ §) = #8221+ Olix))

iers i o — p(r=2)
La constante cp des nombres premiers jumeaux vaut : cp = Hp>2 -z = 0,66
- P p=2
Donc ¢z =[], o | I =
Pour X suffisament grand on peut écrire : cg ~ H TN =
g p 2 = 1 p=3 p—1 L1p= 3 p—l

VX VX
Donc]_[p 3§ =2 ~ ¢ Hp 3”p1

= T2 55 ~ 20 TS0 - 1)

p=3 p

PP VX p-2 ~ 2cax2exp(—7y)
Dot H =3 p—1 — TnX

H\/ p—2 2 ~ 4caexp(—y)
p=3 p—1 — — InX

Comme m(2X +1) = %(1 +O(s%))

Alors

a(2X + 1) ~ X2 EB)

= a(X) =~ e apn)
Comme G(X)=Card(E)= a(X) — 2

Dot G(X) ~ 2X2epl=a) 9 o 2Xeeplor)

Ce qui prouve le théoréme.

Corrolaire 1 1] existe une infinité de nombres premiers de Sophie Germain.

Preuve
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3.2. LEMME UTILEHAPITRE 3. DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE SOPHIE GERMAIN

Soit R(X) le nombre de nombres premiers de Sophie Germain inférieur ou égal a X.
Pour tout X>0 on a : R(X)>G(X)

Donc on a :

R(X) > 2Xeop-n)

En faisant tendre X — oo on a R(X) — oo
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