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Abstract. In this paper, the notion of Apollonius circle of rank k is introduced and a number
of results related to the classical Apollonius circles are generalized.
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Scopul acestui articol este de a introduce notiunea de cerc Apollonius de rangul k
si de a generaliza anumite rezultate privind cercurile Apollonius.

Definitia 1. Se numeste ceviand interioard de rangul k, k € R, dreapta AAy cu
Aj € (BC) si astfel incat

(1) AeB _ (AB)’“
Ac ~\ac)

Dacé A}, este conjugatul armonic al punctului Ay in raport cu B si C, atunci
spunem c& dreapta AAj}, este ceviand exterioard de rangul k.

Definitia 2. Numim cerc Apollonius de rangul k in raport cu latura BC a tri-
unghiului ABC, cercul care are ca diametru segmentul AjA}.

Observatie. In mod similar introducem cercurile Apollonius de rangul k relativ
la laturile CA si AB. Vom nota cu Oy, centrul cercului Apollonius de rang k relativ
la latura BC si cu Op, si O¢, centrele celor relative la C'A si respectiv AB.

Teorema 1. Cercul Apollonius de rang k este locul geometric al punctelor M din
planul triunghiului ABC care satisfac relatia

@ MB (AB)"’
MC  \AC
Demonstratie. Fie M un punct al locului geometric (fig. 1), adica care satisface
ArB
relatia (2). Combinand (1) si (2), rezultd ca U = AiC si deducem, folosind

reciproca teoremei bisectoarei, ca M Ay, este bisectoarea interioard a unghiului BMC.
Perpendiculara in M pe M Ay, intersecteazd pe BC' in A}, care este piciorul bisectoarei
exterioare a triunghiului BMC', deci conjugatul armonic al lui A in raport cu B si
C, deci A} = A}, (coincid). Prin urmare, punctul M este pe cercul Apollonius de
rang k relativ la latura BC.

Reciproc, sa consideram un punct N pe cercul Apollonius de rang k relativ la

latura BC' (fig. 1) si s construim punctul C’ astfel incét m = m (deci
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(N Ay, este bisectoarea interioard a unghiului BNC' ). Deoarece A} N L NAj rezulta
cd Ay si AJ, sunt conjugate armonic in raport cu B gi C’. Pe de altd parte, aceleasi
puncte sunt conjugate armonic in raport cu B i C, de unde rezultd ca punctul C’
NB__AM?_(AB)k

coincide cu C si avem —— —
stav AC

NC — A.C

Fig. 1

Teorema 2. Centrele cercurilor Apollonius de rang k asociate unui triunghi sunt
coliniare (i.e. cercurile fac parte dintr-un fascicol).

Demonstratie. S& observam ca atat cevienele interioare de rang k, AAy, BBy,
CCy, cat si cele exterioare, AA}, BB;,, CC}, sunt concurente. Figura Bj.Cy By C Ai A,
este patrulater complet (fig. 2). Este cunoscut faptul cd mijloacele diagonalelor unui
astfel de patrulater sunt coliniare (dreapta Newton-Gauss). Cum aceste mijloace sunt
punctele Oy, , Op,, si O¢,, afirmatia facuta este justificata.




Teorema 3. Cercurile Apollonius de rang k ale unuwi triunghi sunt ortogonale
cercului circumscris triunghiulus.

Demonstratie. Fie U si V punctele de intersectie ale cercului Apollonius de
centru O4, cu cercul circumscris triunghiului ABC i D mijlocul arcului BC (fig.
1). S& ardtdm mai intai ca punctele U, Ag, D sunt coliniare. In acest scop, sa notam
cu A} intersectia dreptei UD cu BC. Din faptul ca UA] este bisectoare in AUBC

AiB B
avem ca A%C’ = %, iar din faptul ca U este pe cercul Apollonius de centru Og4,
B AB\* A:B AB\*
avem relatia e = <E> . Ca urmare, AI;EC = (A—C) s, tindnd seama de (1),

punctul A; coincide cu Ay.

Unim O cu D si U (fig. 1), observam ca DO L BC si DU L1 UAj, si deducem
cda ODA, = UA A,. Cum OUA;, = ODAy, obtinem relatia OU A, = U A} Ay, care
arata cd OU este tangentd cercului Apollonius de centru Oy4, . Analog se demonstreaza
ortogonalitatea pentru celelalte cercuri Apollonius.

Observatie. Din Teorema 3 rezulta ca axa radicald a cercurilor Apollonius de
rang k este perpendiculara dusa din O pe dreapta O4,Op, .

Teorema 4. Centrele cercurilor Apollonius de rang k ale unui triunghi sunt pe
polara triliniard asociatd punctului de intersectie a cevienelor de rang 2k.

Demonstratie. Conform Teoremei 3, OU L UOQy,, deci UO,, este ceviana
exterioara de rangul 2 pentru triunghiul BCU, deci simediana exterioara. Prin urmare
OB (UB)2 (AB
04,C \UC AC
Apollonius de rang k asociat varfului A).

2k
) (ultima egalitate are loc pentru ca U apartine cercului

Teorema 5. Cercurile Apollonius de rangul k ale unui triunghi intersecteaza
cercul circumscris triunghiului in doud puncte care apartin cevienelor interioard §i
exterioard de rangul k + 1.

Demonstratie. Fie U si V punctele de intersectie ale cercului Apollonius de cen-
tru Oy, cu cercul circumscris triunghiului ABC' (fig. 1). Ducem din U gi V' perpendi-
cularele UU1,UUs si VVi, V'V, pe AB si respectiv AC. Patrulaterele ABVC, ABCU
sunt inscriptibile, rezulta asemanarea triunghiurilor BV'Vy, CVV, si BUU, CUUs, de
unde obtinem relatiile:

VB _VVi  UB_UU,
ve Vi’ Uuc UU,’

- VB <AB>’“ " UB (AB)k dec
r — = | — 1 —=|—-— 1
“ve~\ac) ¥uvec " \ac)

%] (AB)’“ UU, (AB)’“
VvV, \AC/) 'UU, \AC/ °

Daca X, si Y, noteazi intersectiile dreptelor AV i respectiv AU cu BC, atunci
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X.B AB VVi . Y,B AB UU

= 7" 22 27 e und
X,.C _ AC VW, ¥ y,c T ac Uu, “¢M

XGB_(fl.B)k-i_l YaB_(M)k+l
X,C  \AC ’ Y,C  \AC ’

relatii care arata ca V gi U apartin respectiv cevienei interioara si cevienei exterioara
de rangul k£ + 1.

Definitia 3. Daca cercurile Apollonius de rangul k asociate unui triunghi au doua
puncte comune, atunci aceste puncte se numesc centre izodinamice de rangul k (le
notam Wy, WY).

Din Teorema 1 rezultd imediat ca Wy, W}, centrele izodinamice de rangul k ale
AABC, au proprietatile:

WiA-BC* =W, B-CA* =W, C-AB*, ~ W]A-BC* =W/,B-CA* = W,C- AB*.

Observatii. 1) Cercurile Apollonius de rangul 1 sunt chiar cercurile Apollonius
clasice (cevienele de rangul 1 sunt bisectoarele).

2) Daca k=2, cevienele interioare de rangul 2 sunt simedianele, iar cele exterioare
de rangul 2 sunt simedianele exterioare, adica tangentele In varfurile triunghiului la
cercul circumscris acestuia. In acest caz, pentru cercurile Apollonius de rangul 2,
Teorema 2 devine:

Teorema 6. Cercurile Apollonius de rangul 2 intersecteazd cercul circumscris
triunghiului in cdte doud puncte care apartin respectiv isogonalei antibisectoarei §i
cevienet exterioare a acesteiq.

Demonstratie. Rezulta din demonstratia Teoremei 5. Facem precizarea ca an-
tibisectoarea este izotomica bisectoarei, iar izogonala antibisectoarei este ceviana de
rangul 3.
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