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Uogdlnione rozwigzania
réwnania Kleina—Gordona
| i innych réwnan
relatywistycznej teorii kwantéw

" w Klasie dystrybucji temperowanych

Streszczenie

‘W pracy rozpatrzono zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania Kleina—Gordona
w Klasie dystrybucji temperowanych przy uzyciu pojecia przecigcia dystrybucji
z hiperplaszczyzng.

Rozwazamy réwniez inne liniowe réwnania rézniczkowe czastkowe pochodne
‘od réwnania Kleina—Gordona, takie jak réwnanie Diraca, Proca itd. 1 wszystkie
‘najwazniejsze réwnania falowe relatywistycznej mechaniki kwantowej i kwantowej
‘teorii pola. Rozwazamy réwniez réwnania Maxwella.
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Generalized solutions of
the Klein—Gordon equation
and some relativistic equations

in a class of tempered distributions

Abstract

The Cauchy initial value problem for the Klein—-Gordon equation has been
considered in a class of tempered distributions using a notion of a section of a
- distribution with a hyperplane. "

: We consider also different linear p.d.e. derivable from Klein—-Gordon equation
. as Dirac, Proca etc., and all the most important wave equations of relativistic qu-
- antum mechanics and quantum field theory. We consider also Maxwell equations.
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1. Wstep

W pracy rozpatrujemy zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania Kleina-Gordona
~ w klasie dystrybucji temperowanych i dystrybucji Schwartza uzywajac po_]tgma.
przecigcia dystrybucji z hiperplaszezyzng. Dowodzimy jednoznacznodci rozwiaza-
nia i regularnodci wzgledem warunkéw poczatkowych i prawych stron w klasie
~ dystrybucji temperowanych, dla warunku poczatkowego i prawej strony réwnania
nalezacych do klasy dystrybucji temperowanych i dystrybucji Schwartza ([1-7]),
tj. dowodzimy regularnosci w sensie Hadamarda.
Rozpatrujemy réwniez inne réwnania pochodne od réwnania Kleina—Gordona
tj. réwnanie Proca i réwnanie Diraca. Dowodzimy dla nich podobnie jak dla réw-
- nania Kleina—Gordona istnienie oraz jednoznacznoéé warunku poczatkowego Cau-
chy’ego w klasie dystrybucji temperowanych. W- Dodatku D zamieszczony jest
dowdd jednoznacznosci postawionego zagadnienia dla réwnania Kleina—Gordona.
W tym miejscu chelelibyémy przedstawié motywacje szukania rozwigzai w S'( R%)
" amnie np. w klasie wszystkich dystrybucji Schwartza lub nawet hiperfunkcji. Jest
to podyktowane wzgledami fizycznych zastosowasi. Wymienione tu réwnania od-
grywaja podstawowy role w mechanice kwantowej i kwantowej teorii pola. Ich
Tozwigzania sg elementami przestrzeni standw zawierajacych jako podzbidr gesty
przestrzedi Hilberta L2(R?). Okazuje sie, ze S'(R*) jest najszersza przestrzenia
funkeji uogélnionych dopuszezajacq obustronne (tj. w obie strony) wykonanie
transfor1naq1 Fouriera tak, e jest ono transformacja unitarng na L?(R?). Mamy
wiec S(R*) c L3(RY) C 5”(}?4) W pracy identyfikujemy R™ i E™.
 Transformacja Fouriera odgrywa ogromna role w mechanice kwantoweji kwan-
towej teorii pola. Dzigki niej przechodzimy od reprezentacji pedowej do polozenio-
wej i odwrotnie. Dlatego tez postawienie dystrybucyjnego zagadnienia Cauchy’ego
dla powyzszych réwnar, oraz udowodnienie jego regu]arnosm w sensie Hadamarda
wydaje sig wazne i interesujace. Praca porzadkuje réwniez pewne wiadomosci do-
tyczace znanych, uogélnionych rozwiazait réwnat Kleina—Gordona, Diraca, Proca,
a takze réwnan Maxwella (jednorodnych i niejednorodnych), Rarity-Schwingera,
réwnania liniowej teorii grawitacji i réwnania falowego dla czastki o spinie 5/2,
oraz réwnania Diraca-Fierza, réwnai dla uogdlnionych pél Maxwella, réwna-
nia Duffina-Kemmera, Duffina-Kemmera—Petiau i réwnania Kihlera—Kréliko-
wskiego.
W pracy tej bedziemy uZywal nastepujacych oznaczei:

B — wielowskainik, # = (51,52,...,0,) B: € Ng, B e N
D, — operator rézniczkowania, Dy = Dy Dyy ... Dy, |8l = B1+ 52 +... B

D(.Q) — przestrzen funkeji o noéniku organiczonym, zawartym w §2 klasy C*°,
(C'OO), Q C En




D'(12) — przestrzend sprzgzona do D(12), czyli przestrzen dystrybucji Schwartza.

S{E™) — przestrzei funkeji szybko malejacych okreslonych na E™

S'(E™) — przestrzen sprzeZona do S(E™) czyli przestrzen dystrybucji tempero-
wanych.

Bedziemy réwnieZ uzywaé nastepujacego pojecia S/(E™, K). Jest to prze-
strzeni dystrybucji temperowanych o wartoiciach w K. Znaczy to, ze funkcjo-
naly S/(E®, K) maja wartoéci w zbiorze K. Zbiér K = E™, C* itp. Moze byé
nim nawet zbidr operatoréw Mikusifiskiego. Dia przykladu w kwantowej teorii
pola uzywamy tzw. dystrybucji o wartodciach operatorowych tj. takich, ktére
jako funkcjonaly okreslone na D(R*) przyjmuja wartosci w zbiorze opera,torow
linjowych dzialajacych w przestrzeni Hilberta.

Tra.nsformatad Fouriera u € S(E™), jest v = Fu = (2r)™/2 [,
£€ B 26 = E =1 z;:€;

Okredlamy przeksztalcenie Fourlera na S'(E™) w spos6b nastgpujacy: Fuly]
= u[Fyp] dla wszystkich ¢ € S(E™).

W tym miejscu chcieliby$iny wprowadzié pewne rozréznienie notacji. Mianowi-
cie symbol u;,, oznacza ustalenie ziniennej w funkeji Ulle=to ustalenie zmiennej
w dystrybucji w sposéb zwykly, U||it=t, UStalenie zmiennej w dystryhucy w sposob
temperowany.

Symbol ,#” oznacza splot funkeji lub dystrybucji. Scisle definicje wprowadzo-
nych poje¢ wraz z ich wlasnodciami mozna znalezé w przystepnie napisanej mo-
nografii Z. Szmydt ([6]). Odsylamy tam Czytelnika po wszystkie definicje i twier-
dzenia. W szczegdlnoéci po definicje ustalenia zmiennych w dystrybucji w sposéb
zwykly i temperowany (zaproponowany przez Lojasiewicza {1, 2, 3]), funkcji dys-
trybucyjnej i jej zastosowanie w konstrukcji rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego

e~ivty(z) dz,

tam rozpatrywanego. Poza tym nalezy si¢ zapoznaé z definicja i wlasnoSciami

splotu funkcji 1 dystrybucji w zwiazku 2 transformacja Fouriera oraz warunkami,
kiedy splot istniéjeQ Istotng sprawa bedzie réwniei zapoznanie sie z kryteriami
kiedy dystrybucja Schwartza jest dystrybucjy, temperowang. W powyziszej mono-
grafii Czytelnik znajdzie réwniez wlasnoscl przeciecia (ustalenia zmiennych w dys-
trybugji) dystrybucji z hiperplaszezyzna dla dystrybucji generowanej przez funkcji
dystrybucyjng. Pewne elementy wspomnianej tu teorii z pracy [6] przedstawimy
w Dodatku A. Pracg [6] cytujemy zgodnie z polskim wydaniem. W pracy rozpa-
trujemy réwniez klasyczne zagadnienie Cauchy’ego dla wszystkich wymienionych
tu réwnai otrzymane z rozpatrzonych dystrybucyjnych zagadniedi Cauchego.
Praca zorganizowana jest nastepujaco. W rozdziale 2 zajmujemy sie dystrybu-
cyjnym zagadnienem Cauchy’ego dla réwnania Kleina—Gordona w przypadku jed-
norednym i mejednorodnym W rozdziale 3 rozpatrujemy dystrybucyjne zagad-
nienje Cauchy ego dla réwnania Diraca, Proca, Weyla, Rarity-Schwingera, réw-
- mania hmowe_] teorii & awitacji, rownan Maxwella, réwnania falowego dla czastki
o spinie 5/2, oraz réwnania Diraca—Fierza. Rozpa,txujemy réwniez réwnania dla

‘uogdlnionych pél A
_ostatnim przypadk
pdl zostaly rozpatr
i mozliwe zastosows
postaci réwnania K
Kemmera-Petiau i
. 'dny i niejednorodny
. dziale 4 rozpatruje
trzonych tu réwnai
dziatach. W przyps
‘dowodzimy istnienj:
zawiera réwniez Po
‘wowe definicje tycz:
nych, whasnodci splc
kwazyliniowych. Dc
- Bessela uzywanych
Gordona. W Dodat
agadnienia dla réw
Zentowane w pracy
zZwigzan réwnad T




iSchwartza.

(il tempero-

mania dla

uogdlnionych pél Maxwella, w przypadku bezmasowym lub masowym. W tym
ostatnim przypadku odpowiadaja one wogélnionym polom Proca. Przypadki tych
pdl zostaly rozpatrzone dla n = 2,3. Podano réwniez ich interpretacje fizyczne
i mozliwe zastosowania. Zbadano takse problem Caucliy’ego dla hamiltonowskiej
postaci réwnanija Kleina—Gordona oraz dla réwnania Dufina-Kemmera, Duffina—

-Kemmera—-Petiau i Kihlera—Krélikowskiego. Rozpatrujemy przypadek jednoro-
- dny i niejednorodny. Podajemy réwniz interpretacje rozwiazaf w klasie S/, W roz-

dziale 4 rozpa,trujemy klasyczne zagadnienie Cauchy’ego dla wszystkich rozpa-
trzonych tu réwnan, kotrzystajac z wynikéw otrzymanych w poprzednich roz-
dziatach. W przypa.dku nogdlnionym (5 1 ’D’) oraz w przypadku klasycznym
dowodzimy istnienia i jednoznacznosci rozwiazania zadania Cauchy’ego. Praca
zawiera réwniez Podsumowanie. W Dodatku A przedstawiamy pewne podsta-
wowe definicje tyczgce ustalania zmiennych w-dystrybucji, funkeji dystrybucyj-

- nych, wlasnosci splotu i transformaty Fouriera w klasie S oraz ukladéw réwnai

kwazyliniowych. Dodatek B zawiera podsta;wowe wiadomosci na temat funkeji
Bessela -uzywanych do konstrukcji rozwiazania podstawowego réwnania Kleina—
Gordona. W Dodatku C przedstawiamy dowdd jednoznacznoéci postawionego
zagadnienia dla réwnania Kleina-Gordona. W Dodatku D przedstawiamy pre-

- Zentowane w pracy podejicie na szerszym tle badad w dziedzinie uogélnionych
.Tozwiazan réwnafi rézniczkowych czastkowych.




2. Réwnanie Kleina—Gordona i jego zagadnienia poczatkowe

W rozdziale tym zajmiemy si¢ réwnaniem Kleina—Gordona i jego zagadnie-
niem poczatkowym.

DEFINICIA 2.1. Rownaniem Gordona—Kleina bedziemy nazywaé réwnanie po-

staci: :
o? 8 ¢ 8
Oz +&*)u=f, F|3=D?_A3=w“(8?+b?+b_zi)’

k>0, u(t,z,y,z2),f(z,9,2,t)€E lub C. (2.1)

W przypadku, gdy f # 0 réwnanie nazywamy niejednorodnym, zas gdy f =
jednorodnym.

W dalszym ciggu bedziemy zajmowali si¢ tym réwnaniem i dla niego sformutu-
jemy dystrybucyjne zagadnienie Cauchy’ego w dystrybucjach Schwartza i w dys-
trybucjach temperowanych. Zadanie to bedziemy rozwiazywac przy pomocy prze-
ksztalcenia Fouriera i teorii splotu. W mechanice kwantowej i teorii pola x ma
interpretacje masy spoczyn}éowej czastki opisywanej przez odpowiednie réwnanie

w taki sposéb, ze x = » gdzie myg jest masy spoczynkowa, ¢ — predkoscia

fwiatla, i = e h ~ stala Plancka. Przyjmujac, ze fi i ¢ s3 rézne od jednoéci

(przechodzac do zwyklego systemu Jjednostek) musimy réwniez przeskalowaé czas
t—ct. - -

Posta.wmy teraz zaga,dmeme Cauchy’ego w klasie S'(E*). Niech A; € .S" (E3),
i=1,2.

u“lt:U = hg, Dg'u”[t=0 = fiy oraz (l:l3 + K.z)'u =0. (2.2)

W oparciu o pracg [5] i {6], rozpatrzymy inny problem poczatkowy. Poszukujemy
teraz funkeji dystrybucyjnej klasy €2, E' € t — «{} € D'(E®) spelniajacej
réwnanie

5241t} L
T A 4 u= 0 (23)
1 warunki poczatkowe
. 3v{t}
10} = (_) =} (2.4)
u 0, _ b1, .
dt /o |

zakladajac, e h; € S'(E®),i =0, 1. Mozemy rozwiazaé ten problem przy pomocy
tra,nsformac_u Fouriera i sprowadzié go do postaci
Jvit}

T+ el o g, (29)

o1t =

Poszukiwanie u{t}
ouriera podane w
strzennych. MozZem

TWIERDZENIE 2
v} Jest Junkejg dy.
Przy tych zaloze

"ls:_a'z'dej SJunkcji x
leina—Gordona pr:

W dalszym ciag
tym celu rozpatr

dowodnimy istnie;
tak postawione ;
odwrotnie. Rozp
0, hy = 4, 4
) (P(O) = (P(O
ych Fohg = 0, Fol

amy:po rozwiazan

wo zauwazyé, ze




2 2
Peafteital =ai+y’ + 27

{t}
pitt = qu'{t}, 210} = Fuhg, (3'0 ) = Fply.
|i=0

T

at

jego zagadnie- T . ‘
’ Poszukiwanie u{tt lub v{t} jest réwnowazine z uwagi na wlasnoéci przeksztalcenia
Fouriera podane w [6]. F, oznacza transformacje Fouriera w zmiennych prze-

Townane po- strzennych. Mozemy teraz sformulowaé twierdzenie.

© TWIERDZENIE 2.1. Niech bedg dane dystrybucje ho, by € S'(E3). Zaldimy, Ze
it} jest funkejg dystrybucyjng klasy K? spelniajgeq zwigzek (2.5).
_ Pray tych zatozeniach ult} jest klasy K? i klasy C*® wzgledem t. Zwigzck:

ubd= [ eOxt, N, (2.8)

=00

-

la-kazdej funkcji x € S'(E") okresla dystrybucjg u € §'(E?) spehnajch réwnante

rtzai w dys-
zalwCys lema—Gom’ona przy warunkach poczgtkowyeh ho, hy.

omocy prze-

W dalszym ciagu udowodnimy, ze u jest dystrybucja temperowang z 5 "(EY).
W tym celu rozpatrzymy problem poczatkowy nastepujacego typu:

h; € §'(E*), i=0,1. (2.9)

Uie=0 = h.o, Dtu“]t =0 = h] (2 10)

‘dow0dmmy istnienie rozwigzania dla tak postawionego problemu. Zauwazmy,

¢ tak postawione zagadnienie Cauchy’ego jest rozwigzaniem poprzedniego, ale

‘nie'odwrotnie. Rozpatrzymy teraz pewien szczegllny problem poczatkowy. Niech

ho'= 0, by = 8§, § € S'(E®) jest dystrybucja Diraca (tj. 8[p] = ¢(0), ¢ €

(E3), tp(G) = L,’J(U 0,0)). Zatem zwiazek (2.5) przy tych warunkach poczatko-

wych Fohg = 0, Fzhq = (27)73/% ma rozwiazanie
rolt}
ot?

ult}
v} =g, (agt )l = (2x)3/%. (2.12)
t=0

“Mamy po rozwigzaniu:’

+ z?olt} 4 x2eltt = 0, (2.11)

_328in(vz? + % - 1)

t},__:.z
e Ty

(2.13)

a.two zauwa,zyc ze vitt ¢ S"(E3) dla kazdego t i jest klasy C2.
' wlth = prlpith (2.14)




nacje Fouriera (161)), cayli:

T
o= | [ BRIt

E* B®

(F7! oznacza odwrotna transfor

s nastepuiacy (wpowa,dza.jq,c w

WyraZenia na u{*}[a] zapisujemy W SPOs©
atowych)

rzedne sferyczne 1 caltkujac po wspoir zednych
1 1'3111(\/1"'2 T KE 1) ( r
{1 = — Ui (Moldp ) d

wlol = 77 B’aoof CETS Dfpsm'rpg [oldp ) drs
gdzie o '
(ol = [oloyyds pER
52 :

W celu obliczenia wystqpujq,cych tu calek dodajemy i odejmuiemy od funki

12 sin(+v/7% + K2 -1)

.‘/.,.2 + K“Z

rt. Zatem mary

{‘}[Gl = 1[61+ J 2[0]

wyr,jaienie 7sin

gdzie
© .
[o’] = j o(ty)dy dlac € S(E®)

Jz[cf] -
_ 'rsm(m COON( T ()
L ir AJ_IE}:O f ( NCETS — sin rt) ( J psinTpg {oldp dr.(2

Po dok’ona,mu_za,nua,ny gmiennych otr zymujemy

RO VREER
f i~ k(simgt = sin(v/¢* — 52 - t))o

i
“M”?E&

+o0
(S sancp\/q'l-ﬂ)pg“’)ta]dp) q.
0

{t}

: i}
Zauwazmy, ze J 1[a] mozemy zapisaé J 1ol =

jest reprezentowan
femperowana.

Axt f'm\ 1t

e PrIez funkcie Jokalnie sumowa’lna& Jest Je




Poza tym mamy

{¢} :
(2.15) | /10| < Itisuplo(@)] < (1 + ) suplo()] (2:23)
Qraz
ajac wspol- 6{}}1 1 '
5 ol= 4—W| 'fla(ty) di+ — 3 ]flg( axja(m))lmyyjdy, (2.24)

(2.16) a wige

t?{j’}

21l < 3 st 4Dl (229)
(2.17) 16]<1

Zatem na podstawie Twierdzenia 19.2 pracy [6] mamy, Ze

3; od funkeji : +oofsy
'. - Jilx] = f J1lx(.,t))dt : (2.26)
(2.18) ] —00 ‘
definiuje nam dystrybucje S'(E*) taka, ze
+”0J1
(2_19) Dyi[x] = f (-, 1)) dt . (2.27)
—o0
rﬁga, cze$é we wzorze definiujacym u{t} wyraia si¢ przez funkcje lokalnie catko-
(2.20) alng, t).

{t} _ksgn(?) 51(h\/t £)
J 2[0’] = (‘f) dé: (2‘28)
4 l£l<fltl( v )

dme .71 jest funkcja Bessela 1-go rodzaju (i 1-go rzedu) (patrz Doda,tek B).

€l = - G+G+6- (2. 29)

o) dp) dr .(2.21)

f Ja[x( )] dt = f [ —f&t)x(E, ) dedt (2.30)

—00 ES

2. t))o

niuje nam dystlybuc_]tg S'(E*) taka, ze
' {ty .
4o
J
2O, o ean

sgn(t) Jl(h\/ —£%)
Ve r

7

(2.22)

D J2[x] =

{t} .
n)dn, 7 1le] nie
Inak dystrybucja

f&,1) = € Lio(EY). (2.32)

lEi<|f|




. .. /7% - £2
Funkcja f(€,1) = sgn(t) Si(sv/2 - &) pomnozona przez dowolna funkcje
ar /P -€ 0 liasi -

klasy S(E?) jest catkowalna na E*. Gieneruje nam wige dystrybucje temperowang
2
(sgn(t) = ] dla t # 0 sgn(0) = 0), f(-,-) € §'(E*) (patrz Dodatek B).

Zatem u{}[e] definiuje nan dystrybucie 57 (EY) taka, Ze
+oo
ou
Dyulx] = f E[X("t)] di. (2.33)

— 00

Dystrybucja ta jest rozwiazaniem problemu

2, {t} - .
9 at;?- ~ At 4l =0, (2.34)
Jult}
. uf% =g, (d_"‘," ) =5. (2.35)
()t jt=0

5ryits '
Istotnie: (d;t — Asultt 4 n2u{*}) [@] = 0, ui®}e] =0
Jultt
(%) _lel=del=o0. (239)
[t=0 .

gdzie o € C§°(E3), ale Ce°(E3) = S(B®), w sensie 5. Zatem powyzsze zachodzi
dla o € S(E®). Tak ze ult} € $(E®), oraz u okreélone przez ul*} nalezy do 1
S'(EY). Zatem dystrybucja u jest temperowana i spelnia zwiazki:

. Huith ' 1
‘ul‘“t___o = 'IL{O} = 0, DtU]“t=0A= (-—8?—) - (S (2.37) "
: ]t=0

(patrz Twierdzenie 19.4 z pracy [6]). Wiemy, ze u spelnia réwnanie Kleina—
Gordona, tj. dla kazdego x € C§°(E*) mamy: 3
‘ o~

0= (Dgu - A'}'U. + H,?"LL)[X] = ’U.[EEZ— A3X - K.ZX] (238)

skoro C§°(E*) = S(£4), to (Os + x2)ulx] = 0, x € S(E*). Udowodnilismy wiec:
. + oo - 3

TWIERDZENIE 2.2. Funkcjonal: ulx] = f wltHx(t,-)]dt, x € S(E*) jest dys- §

: . —00 . A'.

trybucjq temperowang spetniajgeg réwnanie Kleina-Gordona 1 warunki poczqi- §
kowe: 1

U|fjt=0 = 0, Diujjjt=0 = & (‘2.39)



ng funkcjg

nperowany

).

(2.36)

sze zachodzi
t} palezy do

(2.37)

anie Kleina—

(2.38)
nilismy wiec:

(E*) jest dys-

amrzki poczgt-

(2.39)

wlt} dane jest wzorem

sin(vk? +z2-t) ;.
uitta] = f f a(€) N et dx dE .

B E®

' Dystrybucja u ma nosnik wewnglrz tzw. stozka swietlnego, tj. w zbiorze {(z,y, z,1),

2? +yf 4+ 22 <12}
W prazypadku réwnanic falowego, &k = 0 noénik dystrybucji v lezy na stozku

Uwaga: W warunku poczatkowym mozemy zastapié trzy kreski przez dwie,
0 oznacza, ze wynik jest réwniez prawdziwy dla zwyklego ustalenia zmiennych
dystrybucji. Dowéd mozna réwniez przeprowadzié bezposrednio stosujac Twier-
ia 214 z §19 z pracy [6]. Prezentowany wyzej dowdd daje nam explicité
a¢ dystrybucji u, dzielac ja na czedci: ,catkowalng” i ,niecalkowalng”. Wy-
prowadzony wzdr latwo jest sprawdzié¢ stosujac odwrotng transformate Fouriera
T {t}  {t}
F..i dzialajac na sume J {1 J,. Zauwasmy jeszcze, ze dla ustalonego t € E?,
strybuqa {u} € S'(E®) ma noénik ograniczony lezacy w kuli o promieniu- |¢|
odku w zerze K(0,[t]). Gdy & = 0, to ten noénik leZy na sferze o Srodku

zerze i promieniu |£|. Zatem {u} dla ustalonego t jest dystrybucja temperowana
o$niku ograniczonym.

'WIERDZENIE 2 3 Zatéimy, ze h.J € S'(E*), j = 0,1. Niech bedzie dana

; @ — ¢, ) dulth 1e s
E'st—w (u T w h ) + 5 xhe | € S'(E°). (2.41)

St}
— Agwith — g2} = 0, wi® =hy, (0w ) o =h (242)
at |t=0 :

zwigzanie to zalezy ciggle od warunkéw poczgtkowych, tj. jesli:
SUEY 3 hjy = hj, wv—o00, jF=0,1. (2.43)

: 5y e}
w,ﬁ*}:(y{*}_*hww(azt *hgv), teEv=1,2... (2.44)

lim witt =wlth), e Blws'(£%) - (2.45)

v—00

eslone jako rozwigzanie réwnania Kleina—Gordona przy warunkach
iifch hg =0ihy = 6.




to wif) jest réwniez klasy

() = ((%0),.m)
- = - * 11
ot }t=0 gt |t=0 '

Dow 6d. Skoro ho, 1 € SHE®),a

=5*h1+(

42, {1} ; -
e {o] J w1 Aza] — & 9.

Ale mamy:
0= %\ o2
=Taw 1 0t
{t} = dutt czyli:

i

podstawiajac w

2,51t
(6 ;:2 — Azttt + r2wit?

Zatem po uwzglednieniu, ze:

¢ Twierdzenie 18.9, 18.1

funkcja dystrybucyjna %

3211,{‘}) i )
—_— * g | -
atz jt=0

0 (Bzu{t} (0] -.Aa’t-!-{t}[o'] + qu{t}[o.])

ot

[e]=0, ©€ S(EY), vl = 4.

it ) (32 ulty )
_-—-—" (el = - =
( ot [ ] ft=0 ot? [(T] jt=0

= (uiAse]p=0 = 410 Az0] =0

mamy:

o2utt?
(T) =9,
{t=0

poréwnujq;c z popriedn’xm otrzy
it
at
Dalej: J

g1?

A0 = (4,10 FRCh
w. (u #*hy )+ ot

2 {t}_i : 32, {t} '
i - Aaw{t} + Rwit) = ((%2—“) - As'w{t} + Rzu{t}) * b+

mujerny:

) =% hy=h1-
t=0

aultd

a2, {t}
+((d ;{;2 —A3w{t}+f’»2w{f'}) *ho) =0. (253

{t} jest Xlasy C*°,
0 z pracy [6]. Mamy:

) ES hl)
ft=0

§2ult?
ot

(2.46)

(x40 = 0), (2.49)

) ~ aho= §+hy=ho
|t=0

(2.50)
(2.51)

(2.59) §



Ciagta zaleznosé od warunkéw poczatowych wynika z wtasnosci splotu przy przej-
* §ciu do granicy.

cbdo.

W tym momencie zauwaimy, ze dowdd Twierdzenia 2.1 zostal zakoficzony
ego teza wynika z Twierdzenia 2.2 i 2.3 oraz z ciaglodci F ! w klasie 5.

TWIERDZENIE 2.4. Dystrybucja

_ +°°{t} .
wlol= [ Ul 0d, o es(E

-0

e rozwzqzame dystrybucyjnego problemu Cauchy ego w klasie dystrybucji S'(EY)
rownania Kleina~Gordona

(O3 + £Mu =0,
u|i=0 = ho € §'(E%), (2.55)
-Dou]”t:g =M € S!(Es) .
owéd. Korzystajac z rozkladu {é}[a] = Jilo] + Jz[o), t € E' mamy dla 19
' PR () S ¢ S O SR O S )
w:t.5'1+ S'g+tTg+H1+Ho, (2.56)

{}
t51=J1xl, (2.57)

* NG
= 0), (2.49) daJ‘ ho= So+1tTs. (2.58)

(2.50) . ‘;‘ (o] = lhj[ f a(€ +ty) dy] , (2.59)

4

c,"2

| [ Zyj( 2 ("("’”).wydy]’

(2.51) : Pl _
‘ j=0,1, o€ S(E%). (2.60)

()

G _ ol

°= ot

{t}
H] -—Jo *h] (262)

» Ze hj € S'(E®) wynika istnienie liczb C; >0im e N ta.'kmh ze
Z sup((1+ &)™ -sup |Dga(E+1ty)|) o€ S(E?). (2.63)

foe|<m’

+ho, (2.61)
(2.52)




Zatem otrzymujemy dla wszystkich o € S(EY

{t} 1+€2 ): :
Sl C _—— 1+ 22y D*(=). (264
Gtz crow s (rrregp) < 30, w0+l @09
jyi=1 =
Eatwo zauwazyc, Ze
L 1+é 1+ (z + ty)* 2
sup SUp —————5 = Su sup -~ < Ca(1+177). (2.65
ep =1 1+ (€ +1y)° ep wi=1 1+ 2 ) )
Mamy wiec ostatecznie
{t}
IS sfell < Ca(u+ 2y S sup(1+2”)"{D%o(a)l,
' Jo|<m :
} j=0,1, 0 € S(E®). (2.66)
Podobnie mamy w przypadku T
Tololl < Cs(1+22) 3 supl(1+2°)* Do (=)l (2.67)

jee] Lmt-1

‘Ten fragment dowodu jest adaptacja dowodu dla analogicznego twierdzenia dla

réwnania falowego z pracy [6]-

W przypadku Hqy i Ho mamy do czynienia ze splotem funkcji generujgcymi
dystrybucje temperowane na E* (S"(E*)) =z dystrybucjami temperowanymi. 53
to oczywiscie funkcje klasy L? przy ustalonym £, LZ(E:"). Funkcje te sg w tym
konkretnym przypadku wyrazone poprzez funkcje Bessela i funkcje elementarne
i maja przy ustalonym i, noénik ograniczony. Zatem wymienione sploty istnieja.
Generuja one funkcje dystrybucyjna, zalezng od f. Ta zaé dystrybucje tempe-
rowana na Bt §'(E*). To ostatnie wynika stad, ze wystepujace funkcje majy
transformaty Fouriera ograni¢zone dla kazdej pochodnej przez wielomian. W ten
sposéb transformatd Fouriera w E? splotu jest iloczynem funkeji i dystrybucji
temperowanej. Funkcja ta jest tego typu, e dowolna jej pochodna jest ograni-
czona przez wielomian. W ten sposéh na mocy Twierdzenia 6 z §3 pracy [6] mamy,
ze powyzszy iloczyn jest dystrybucja temperowang. Zatem odwrotna transformata
Fouriera (w E*) przeprowadza nam dystrybucje temperowang w dystrybucje tem-
perowana. Zatem pozostala czgéé w jest dystrybucja temperowana.

W ten sposéb mamy

. i[é.}.-— a{‘&}*] + 02{1&'}*] —
o o \ot gz )T
W 1 {1}
=54+T; +A3{'Itl.}*hg+ Hl'—!‘iz{‘ti}*hg (2.68) .
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co koitezy dowéd, gdy zauwagzymy, Ze:

LR {1} 1 10!
a(,_)—u;[a] = {3}1[0'] + tT ][G’] + {S}Q[A30' d .“:.20'] + Hl[a] (2.69)
dld o € S(E®).

Ostatnie wyrazenie przedstawia bowiem funkeje dystrybucyjna, ktéra generuje
dystrybucje S'(E*) z uwagi na wlasnoici Sy, T, Sp i Hy przedstawione wyzej,
_spelnione sy zalozenia Twierdzenia 2.2 z §19 z pracy (6]

Zbierzmy teraz podstawowe wyniki. Okresliliémy zadanié Cauchy’ego dla réw-

nania Kleina-Gordona przy pomocy przeciecia dystrybucji z hiperplaszczyzng

. dwoma sposobami, tj. zwyklego i temperowanego. UdowodniliSmy, ze w klasie
dystrybucji temperowanych zagadnienia te s3 réwnowazne, jednoznacznie rozwig-
zywane i posiadaja ciagly zaleZnosé od warunkéw poczatkowych. Jednoznacznosé
rozwigzania wynika z liniowosci réwnania i stad, ze dla hg = by = 0 jedynym
rozwiazaniem jest u = 0. To ostatnie dowodzimy w Dodatku C. Konstrukcja
-przedstawionego tu rozwiazania Jest analogiczna do konstrukcji z pracy [6] dla
‘réwnania falowego tj. dla & = 0. '

- Mozemy rozpatrzy¢ réwniez problem poczatkowy dla réwnania niejednorod-

nego

Qs +&)u=f, feS(EY,
Yllj=o = o,  Dyvpjjio = ha, (2.70)
& ho,hy € D'(E®)  (albo SY(E®Y).
6réjrstanc z czgSciowego przeksztalcenia Fouriera otrzymujemy réwnowazny
blem
' Div+ (2® + &2 =g,

(2.71)
- Yi|jt=0 = Po, Dtv]”t:O =P

dzie g = Fof, p; = Fyohs,i=0,1.
Korzystajac z wynikéw Dodatku C latwo dowodzimy jedynosé tego rozwia-
ania w Klasie 5'(£*) dla f danego funkejg dystrybucyjna %} € §'(E3) taka,
%mamy, _ fU = 0 dla-t < 0. Bardzo wainym przypadkiem jest przypadek f = §,

J
formata

’ erowymiarowa delta Diraca) zwiazany z tzw. ,,funkcja Greena” (nazewnictwo
J6 term-

epoprawne, bowiem funkcje Greena okreslamy dla réwnafn eliptycznych, a nie
erbolicznych, nalezy uzywaé raczej drugiego terminu, a mianowicie propaga-
czterowymiarowa delta Diraca, §; € D'(E*) taka, ze 64[¢] = a(0), 0 € D(E*),
)='a(0,0,0,0)) dla réwnania Kleina~Gordona. Podstawowe rozwiazanie tego
bleimu, tj. dla by = 0, i; = 0 znane Jjest w fizyce jako propagator tego réw-
Rozwiazanie réwnania Kleina-Gordona dla f = &, oraz dla warunkéw po-

c¢h kg = hy = 0 nazywane jest rozwiazaniem podstawowym i oznaczane

- Latwo zauwazyé, ze funkeja dystrybucyjna definiujaca (generujaca) E

13




{t}
jest dana wzorem E = %sgn(t){ttz}, a zatem dystrybucja F dana jest wzorem
teoqy ot |
Elel= [ Elo(,tldt= [ Wlo(1]de (2.72)
—0C Q

dla ¢ € S(E*). -

Mamy zawsze, ze: up = E * f dla by = 0 = hy, wtedy gdy istnieje splot.
Ogdlne rozwigzanie z dowolnymi hg, h; konstruujemy jako sume up 1 rozwigzania
réwnania jednorodnego z Twierdzenia 2.3. Zauwazmy, ze gdy f dane jest funkcja
dystrybucyjna fi = 0,¢ <0, it e SYE3) lub gdy f € S'(EY) isupp f C
{(z,¥,21),1 2 0}, to splot ten zawsze istnieje. Regularno$¢ w sensie Hadamarda
dla warunkéw poczatkowych i prawych stron wynika z ciagglosci splotu.

Zauwaimy jeszcze, ze zaréwno dla réwnania jednorodnego jak i niejednorod-
nego problem poczatkowy jest poprawny w sensie Hadamarda. Znaczy to, Ze
w klasie rozwigzaf, S'( E*) dla warunkéw poczatkowych w Klasie $'(E®) x S'(E®)
w klasie prawych stron S'(E?) (takich, Ze it} = 0 dla t < 0) istnieje cigglosé
rozwiazania ze wzgledu na warunki poczatkowe i prawe strony. Topologie s3 natu-
ralne ze wzgledu na przyjete klasy. Dowody wynikaja z ciaglosci splotu wzgledem
powyzszych topologii oraz jednoznacznoéci problemu poczatkowego w podanych
klasach. Zauwazmy jeszcze, Ze mozemy rozpatrfywa(: problem Cauchy’ego nie tylko
w it =0, ale w dowolnym ¢ = 1p, Ip € E'.

Zatem udowodniliSmy

TWIERDZENIE 2.5. Ogdine rozwigzanie problemu Cauchy’ego w klasie S'(E*)

(s + &)V =f £>0,
| Vijje=o = ho € 5'(E°), (2.73)
DiVjjt=0 = b1, M1 € S(E), suppfC E® x {t,t >0}
ma postaé V =Ex f + w, gdzie
. e
wol= [ e n1d, o eSEY. (2.74)
— 00

Funkcja dystrybucyjna {cf:} jest zadana wzorem z Twierdzenia 2.3.

Rozwigzanie jest regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki poczgt-
kowe i prawe strony w topologiach naturalnych dla wszystkich wystepujgeych tu
dystrybucji. Jest réwniez regularne ze wzgledu ne paramelr K.

Zauwasmy, Ze nasze rozwiazanie u z Twierdzenia 2.2 z tego paragrafu odpo-
wiada tzw. dystrybucji A(z,t) majacej podstawowe znaczenie w kwantowej teorii
pola ([8, 9]). Za pomoca tej dystrybucji mozemy zdefiniowaé wszystkie najwaz-
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niejsze propagatory zwiazane z rc’:wnaniem Kleina—-Gordona. )
Arp=H()A (= Agr(z,t)) (2.75)
Ap=—H(-0)A (= Au(z,1)) (@76
ZW = 17250 AT (= Az, 1)) (2.77)

gdzie H jest funkcjy skoku, a sgn funkcja znaku. Mamy sgn(?) m; t#0

i sgn(0) = 0, H(t) = L(1 + sgn(2)) = L1+ Itl) t# 01 H(0) = 0. Funkeje

dystrybucyjne A{t} A{t} A{ ¥ definiuja dystrybucje spelniajace mejednorodne
réwnanie K]ema—-(:ordona, z f = é4.

Korzysta_]q,c z postaci u z Twierdzenia 2.2 mozZemy wyrazié ja w jawnej postaci

(sg|n(lt)(5[,‘_| +é_ l$|) %sgn(i)o

oﬁr(:.v:2 — Y F(rVE — 32) (= A(.’B,:t)) (2.78)

~ gdzie § jest delta Diraca na E', §;,[x] = x(t0), x € S(E') (poniewaz 6y, jest
dystrybucjg rzedu zero, mozemy braé x € Co(El)), |z] = Vvz2. W powyiszym
- wzorze wszystkie wielkosci sa dobrze okreslone, bowiem mozna dzieli¢ dystrybucje

t przez funkcje analityczng zmiennej rzeczywistej.

Zauwazmy, ze w ten sposéb u definiuje dystrybqu bedaca rzedu zerowego
.1 wten sposéb wszyskie dystrybucje zwigzane z réwnaniem Kleina-Gordona sa

. rzedu zerowgo. W podobny sposéb mozemy zdefiniowaé i inne dystrybucje Kleina—

Gordona tj. A, A1), A, Ag jako dystrybucje zadawane przy pomocy funkcji
~ - dystrybucyjnej parametru t € E. AH), A5 1 A, pojawiaja sie jako nawiasy
*. Poissona pél swobodnych A4 jest tzw. ,,funkcj@ przedwezesng”, Ag tzw. ,funkcja
. opézniony”, za§ Ap i Ay odp. ,funkeji feynmanowskie]” i ,antyfeynmanowskiej”.

Mamy dla dystrybuq]i AW funkcje dystrybucyjng A (generujacy dystrybu-
. cie S(EY), A1) i spelnia ona réwnanie Kleina~Gordona dla warunkéw poczat-

e kowych

(1) ? )
Alli=o =83 374l = 0. (2.79)

W ten sposéb mozemy zdefiniowaé pozostale funkc‘.Je. dystrybucyjne generujace
; pozostaie dystrybycje

Ay = 1/9(A180 ¢ zA(l){if}) (2.80)
ACHD = 1/2( ATY Z AR = (AOKEH - (281)
A{t} = 1/2(sgn(2) A Al 4 iA(l){t}) ‘ (2.82)
A = 1/2(sen() AT — ia0HSy = (althyr (2.83)
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Dla A‘g} mamy réwniez
Ag} = H(t)A(_H!} — H(—t)AH‘){t} ) ' (2.84)

Funkcja dystrybucyjna A moze byé otrzymana w postaci jawne]

H(t* —z*)N 12 — 2
e LG
K
+ mﬂ'(ﬂ:? - tz)I(](Ku'\/ z? — %), (2.85)

gdzie Ny jest funkeja Neumanna a K7 zdegenerowana funkeja Bessela drugiego

rodzaju (1-1zedu) (patrz Dodatek B), AW} ¢ §'(E®) dla kazdego  (jest ona
zadawana przez funkcje lokalnie calkowalng). Zauwazmy jeszcze, Ze moZemy pro-
bowaé okredli¢ iloczyn dystrybucji jako transformate Fouriera splotu ich transfor-
mat fourierowskich, W ten sposéb mozemy zastosowad kryterium istnienia splotu
(dla transformat fourierowskich) celem znalezienia kryterium istnienia iloczynu
dystrybucji tak okreslonego. W ten sposéb mozemy udowodnié istnienie iloczy-
néw A o ALY A=) 6 A dla réznych parametrow Ki, Kz, W szczegdlnosci dla
K1 = kg. Mozemy réwniez udowodnic istnienie iloczynu bedacego dowolng potega
A Tub AC), Nie istnieje jednak iloczyn Ap o Ap (nie ma splotu transformat
fourierowskich). :
Wystepujace tu dystrybucje zwigzane z réwnaniem Kleina—Gordona konstru-
uje sie w zwiazku 7 formalizmem klasycznej i kwantowej teorii pola dla czastki
bez spinu z masy spoczynkowa. Réwnanie Kleina—Gordona jest wtedy modelem
kwantowo-mechanicznym dla tego typu obiektu. Rozwijajac formalizm kwanto-
wej teorii pola dla réwnania Kleina-Gordona (tj. dla pola zwigzanego z Iasywny
bezspinowa czastka) potrzebujemy wszystkich wypisanych tu dystrybucii ([8, 9})-

Wprowadzone tu dystrybucje odgrywaja réwniez bardzo waing Tole w kano-

nicznym formaliZmie w klasycznej teorii pola opisywanego réwnaniem Kleina—
asycznej wprowadzamy nawiasy

Gordona, gdzie analogicznie jak w mechanice ki
Poissona. Wtedy dystrybucja # réwna jest nawiasowi Poissona dla pdl opisywa-
nych przez to réwnanie. W formalizmie kwantowej teorii pola mamy w miejsca na-
wiaséw Poissona komutatory operatoréw pola ([8, 9, 10]). W przypadku pola ska-
larnego ¥ o wartoéciach w C lub w R (opisywanego réwnaniem Kleina-Gordona)

mamy:

AL =

{¢(), ¥(¥)iPB = A(m —y), . Z,YE E*, (2.86)
(2), ¥(y) jest rozumiane w sensie ¥{w(-)],

gdzie {-,-}pp jest nawiasem Poissona
ucji A (tj. oczywidcie v z Twier-

- =z, Plp(-)); - = y, to samo dotyczy dystryb
dzenia 2.2), Alp()], - — (z — y).
Celem przyblizenia Czytelnikowl wlasnoéci nawiaséw Poisso
bodnych w przypadku pola skal
_ Poissona. W tym celu wprowadzimy wielkosé

na dla pdl swo-
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insfor-
splotu
ezynu
loczy-
réCi dla.
potega
format

msiru-
czgstki
rdelem
wanto-
1SYWna,
18, 90)-
r kano-
{leina—
awiasy
sy wa-
scu na-
ola ska-
rdona)

(2.86)
()],

Twier-

\61 SWO-
nawiasu
larnego

1
Llp(2)] = 50up(2)d"p(z) — —so *(z)
z€EY 2= (a:,t), Fe€E? pc 5’(}?,4), =1,2,3,4.
Stosujemy konwencje sumacyjna Einsteina tj.

4
Busl@)e(s) = Y g Buolx)uele) = (@ - Vo- Vo, o= oo, (289

#v=1

Formalizm kanoniczny teorii pola jest wzorowany na mechanice klasycznej. Defi-
nivjemy kanonicznie sprzezone pedy

7(Z,1) = Vol | (2.89)
o(F1) = SolF1) (290)

gdzie V ozracza pochodng Gateaux funkcjonatu £ wzgledem .

Powyészad zaleznos¢ mozna latwo odwrécié otrzymujac ¢o(z, t) jako funkcjonaly

oy mi funkcje £, t.

Wprowadzamy j Jeszcze tzw. hamiltonian pola. skalarnego
Ht)= [ &&x(E0¢(E 1 le,a) — Lo d@ b)) (291)
Pochodng Gateaux funkcjonalu Flp, x] lub Flp, ] definiujemy nastgpujaco:

DEFINICIA 2.2, Niech F' : 5 35 ¢ — Flp] € R (lub C). Wiedy definujemy
‘ochodnq kierunkowg

Ly Flp] = lim Fle + E’Z’] — Flg]. (2.92)
awe S, (S = S(B™), ub 5(C")).

FINICJA 2.3. Mowimy, Ze isinieje pochodna Gateauzr w sensie silnym dla
cjonatu F w punkcie ¢ jesli istnicje pochodna kierunkowa tego funkcjonaiu
kazdego w € 5 oraz jesli jest ona liniowym i cigglym odwzorowaniem

Ssw— L,Flp]€e R (2.93)
ze Ly Flp] = f VoFwd z.
. RY(C?)
chodng Gateauz w sensie silnym oznaczamy przez V F.

FINICIA 2.4. Méwimy, ze funkcjonal F jest rézniczkowalny w sensie Gate-
ilnym) w zbiorze A C 5, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego ¢ € A istnieje

DEFINICIA 2.5. Méwimy, ze funkcjonal F' jest rézniczkowalny w sensie Gate- .
sensie stabym — dystrybucyjnym) jesli moina rozszerzyé V,F na §' tak,




seScs (s =5 (R™} lud 51CH)). Witen spos6b musimy rozszerzyé réumiez
sami funkcjonal F. :

W podobny sposéb definujemy pochodna VaF.
Dla dowolnych dwdch funkcjonatdéw F 1 (7 takich, 2
imisa réiniczkowalne w sensie (iateaux definiujemy
{F,G}pB = [ P®HVFVxG = VaVoG)
E3
gdzie Vo 1 V., sa silnymi pochodnymi (lateaux wziety
w punkcie (Z,1)- W ten sposéh otrzymaniy
{p(z), e(1)ype = Al - y)-
Réwnanie Kleina—G

e s one funkcjonatami ¢
(2.94)

mi dla warto$cl ¢ 1 @

(2.95)

ordona mozZemy

Zauwazy jeszcze nastepujace fakty.
otrzymac z zasady warjacyjnej jako réwnanie Eu}era.—Lagrange’a zdefiniowanej
przy pomocy £ — gestoscl lagrangianu pola skalarnego

(2.96)

0=V, [ d'zL(z)

E‘
Zaleznoél od czasu dowolnego funkcjonalu F od ¢ ;o mozemy zapisat W postaci
dF
& = {F,H}iPB (2.97)
dt
rachunku

gdzie H jest hamiltonianem.

Wprowadzone dystrybucje odgrywaja
zaburzefl kwantowej teoril pola, gdzie stos
mana. o

Zauwaimy, ze prezentowan
prawdziwe przy zalozeniu, Ze warun
runek poczzytko(wy jest stawiany Przy pomocy Z
z hiperplaszczyzng (qstaflenia. zmiennych w dystr

nego.

réwniez podstawowg role W
owany jest rachunek diagraméw Feyn-

w Klasie D'(E*). 53 one

e wyniki s3 prawdziwe
3 do D'(E®) oraz, Ze W&

ki poczatkowe nale?

ybucji),

wyklego przecigcia dystrybucji
a nie tylko temperowar

.3, Zégac'

- Przedstawion
ania Kleina—Gc
mogy byé uiyte

i réwnaniami



3. Zagadnienia poczatkowe w klasie S/ dla innych réwnan
relatywistycznej mechaniki kwantowej

Przedstawione tu dystrybucje zwigzane z zagadnieniem poczatkowym dla réw-
nania Kleina—Gordona i spelniajacego dystrybucyjne zagadnienie Cauchy’ego
mogg byé uzyte do konstrukcji wszystkich innych propagatoréw zwiazanych z in-
nymi réwnaniami, tj. Diraca, Proca, ktére sg w swojej istocie réwnaniami na funk-
cje o wartosciach spinorowych lub wektorowych. Zatem s3 one pewnymi ukladami -
réwnail rézniczkowych. Nie wymagamy tu wiadomosci na temat teorii spinoréw
Diraca (lub Weyla). Wystarczy wiedzie tylko, Ze 53 one elementami C! (lub C?).
Spinory Diraca nazywane sa réwniez bispinorami. S3 one elementami C*. Spinory
Weyla nazywane sg spinorami dwukomponentowymi. Sa elementami C?. Pewne
wiadomos$ci na temat spinoréw podamy w dalszym ciaggu pracy.

3a. Réwnania Diraca, Proca 1 Weyla

DEFINICIA 3.1. Rownaniem Diraca nazywamy:
(—37,18# T+ RJ)ba"/)b =V, a,b= 1,2,3,4, I‘/’b(m)a VE,(E') €C z¢€ E? (31)

(symbol (-)*, oznacza macierz ((-)%)ap=1234), J jest macierzq jednostkowg
4 x4). ¥ sg tzw. macierzami Diraca (4 x 4) spelniajgeymi warunki entykomutacyi

{r*2*) = ' + iyt = 20" (3.2)
‘Macz"‘er'ze Vu tworzq tzw. algebre Clifforda, co ma dosé istotne znaczenie w rela-

tywistycznej mechanice kwantowej i kwaniowej teorii pola. Nie wymagam, oczy-
~wiscie od Czylelnika znajomodei tej teorii, bowiem nie jest ona istotna w celu

. zrozumienia prezentowanych tu problemow. J, oznacza réiniczkowanie —
|

. : oz#’
4. 0y = Dgu, p = 1,2,3, 83 = D,. Korzystamy z FEinsteinowskiej konwencji

Co . odf s
_sumacyjnej, . Y w; = wlj.

: J
- JedliV, = 0, to réwnanie Diraca nazywamy jednorodnym, w przeciwnym przy-
~padku nazywa si¢ ono nicjednorodne.

.- DEFINICIA 3.2. Rb’wn_aniem Proca nazywemy

o (~g*D; + 940* — gMK2) A = BY, (33)

gdzmp’:’\ = 1:293!43 A)\(.‘E), B#(.'E) € El: g#AgAu = 6{;‘7 T < E4 i

e -1 0 0
0 -1 0
0 0 -1
0 0 0

OF = g*rd, , (3.4)
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O, jest operatorem d’Alamberta, K = const, orazt = T4.
Jedli B* =0, to réwnanie Proca nazywamy jednorodnym,

padku nazywamy je niejednorodnym.
a
m Lorentza —= = 0.
dz#

w przeciwnym pry-

Réwnanie Proca uzupeiniamy warunkie

Propagator dla réwnania Diraca wyraZa si¢ wzorem

5, = (i7"8, + &IV ¥E,

1 —
Ay =— (Qw + ;56‘#3,)11 - (3.6)
dziale drugim, tj. takze dys-

(3.5)

a dla réwnania Proca

gdzie T jest jedna z dystrybucji przedsta.wionych W T0Z
trybucja spelniajaca niejednorodne réwnanie. Spelniaja one warunki podstawowe

indukowane przez odpowiednie réwnania Kleina—Gordona, co Tatwo sprawdzi€
podstawiajgc wypisane tu wzory do odpowiednich réwnah. Rozwigzanie dowol-
nego warunku poczatkowego dla powyzszych réwnaii mozna otrzymaé splatajac
rozwiazanie podstawowe (propagator) Z warunkami poczatkowymi oraz z prawg
strong {w podobny sposéh jak dla réwnania Kleina-Gordona). Jedyna réznicy
jest to, ze musimy zwezil takie wskazniki. Stawiajac dystrybucyjne zagadnie-
nie Cauchy’ego dla wymienionych réwnah w klasie dystrybucji temperowanych

_ mozemy skonstruowaé je, a potem korzystajac z twierdzenia o jednoznacznoéci
dla réwnania Kleina-Gordona (przedstawionego W Dodatku C) udowodnié jed-
Proca. W ten sposéb dowodzimy

noznacznoéé dla réwnania Diraca i réwnania
regularno$é (w sensie Hadamarda) dystrybucyjnego zagadnienia Cauchy’ego dla
réwnania Diraca i Proca (w klasie dystrybucji temperowanych).

W naszych rozwazaniach bedziemy mieli do czynienia z réZnymi operatorami
rézniczkowymi dzialajacymi na dystrybucje lub funkcje dystrybucyjne np. 5%
w przypadku réwnania Diraca. W przypadku gdy s3 to dystrybucje, wszystkie 162-
niczkowana J, sa rozumiane w sensie dystrybucjynym. W przypadku gdy mamy
do czynienia z funkcjadystrybucyjna zaleing od czasu i, résniczkowanie po zmien-
nych przestrzennych beda rozumiane W sensie dystrybucyjnym, 2 rézniczkowanie
po czasie w.sensie rézniczkowania funkcji dystrybucyjnej.

Réwnanie Diraca opisuje nam ruch kwantowo-mechaniczny czastki ob darzonej
masa 1 o spinie 1/2. Réwnanie Proca, za$ czastky 0 spinie 1, réwniez obdarzonej
masa. Réwnanie Diraca jest w ten sposéb stosowane do opisu elektronu w mecha-
nice kwantowej, za$ rGwnanie Proca do opisu np- czastki Z° stosunkowo niedawno

_odkrytej w fizyce czastek clementarnych (w modelu Weinberga—Salama). Czastka
opisywana za pomoca réwnania Proca to rodzaj ohdarzonego masg fotonu. Row-
nanie Proca (uklad réwnah) jest pewnym uogdlnieniem réwnah Maxwella. W wy-
niku przejécia z x do zera (k — 0) otrzymujemy réwnania Maxwella. Réwnanie:
Weyla powstaje Z réwnania Diraca w wyniku przejécia £ — 0. W tym wypadku
rozpada si¢ ono na dwa niezaleZne réwnania z tym, ze zmiennymi niezaleinym?

R
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: sg teraz dwie funkcje o wartosciach w €. W wyniku przejécia & — 0 w réwnaniu
pray- " Proca pojawia sie tzw. symetria cechowania (,,gauge”) grajaca podstawows role
~ W elektrodynamice klasycznej 1 kwantowej. Réwnanie Weyla (tj. jedno z otrzy-
manych niezaleznych réwnan) opisuje ruch kwantowo-mechaniczny bezmasowej
czastki o spinie 1/2 np. neutrina.
Macierze Diraca maja nastepujaca postaé w jednym z przedstawiei zwany

(3.5) przedstawieniem Diraca ([8]) :

|
-y

0
‘ 1 L
;(3.6) g = ((71) b, a,b=1,2,3,4) (3-7)

o

> dys-
wowe
wdzié
owol-
tajac
TAWa,
Fnica
.dnie-
anych
nosci
¢ Jed-
lzimy
o dla

\

= (th)ab,n,b=1,2,3.4) (3.8)

= ((1%)%, a,6=1,2,3.4) A (3.9)

_H OO0 OO0

= ((7*")%, e.b=1.2,3,4) (3.10)

\
/]

= OO0 OO0 Mm OO0 8O

1
0
0
0
—i
0
0
0/
0
-1
0
0
0
0
1
-1

wtedy oczywicie
L Yn

b= gjﬂ = (o) €Ct. (3.11)
3

: . o "/)4
- W zwiazku z przejiciem do réwnania Weyla od réwnania Diraca wygoduie jest
-zapisa¢ macierze Diraca w nastgpujacy sposéb

_?) ) I— macierz jednostkowa 2 x 2 (3.12)

) = (L5777 | (3.13)

d= (01)62’03) = (‘Txvay’GZ) (3.14)

EL tzw: macierzami Pauliego
| 0 1 : 0 —i ‘
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Definiujemy jeszcze macierz
. 0 1
ys = 'Y = (I 0)
w tym przypadku (spinor) 4 zapisujemy nastepujaco

$= (i) p.x€C.

Mamy wtedy, podstawiajac do réwnania Diraca

8 -
O =T o
zat(p idVx +re=0,

i%x+z’&‘€'+nx=0.
Symbol #V oznacza operator (o’,,a% + ay% -l— ar,.,gz- .

W przypadku £ =0 otrzymujemy dwa niezalezne réwnania

.0 I
%.—(};(<p+x)+a°v(so+x) =90,
.3 e
zgg(w—x)—mv(cp—x)ﬂ-
Co mozna by otrzymaé od razu biorac
Py + Po

_ 2
L o=y )7
2

gdzie
! .
P = E(J — 5 )1,

ifip = %(J + v5)%-

(Korzystajac 2 tego, Ze (J — v )(J + 75) = 0)
dwa niezaleZne stany s
o rzucie sp'm*“u na kierunek ruchu {pedu) +1. Latwo spraw
niezalezne réwnania falowe. Dowodzi sie tego W

K01'zys’c5aj;1c 7 wlasnodci macierzy Pauliego
. O‘,‘G’j=§,’j + Ei5kT ks ?:,j,k=1,‘2,3
(gdzie €55 jest, tréjwymiarowym calk

22

otrzymane réwnania opisuja nam
kretnoiciowe (helicity) czaski o spinie L {(bezmasowej) tj..
dzié, ze 1 i ¥ spelniajy
astepujacy §poséb. Dzialamy na

pierwsze réwnanie operatorem (tb—t - &'V) , a na drugie i?i—t

owicie antysymetrycznym symbolem Lev

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25



Civity, g123 = —1), otrzymujemy ostatecznie
¢
8t2

"/’2 2, _
5 -V Tl!. =0.

Symbol V? = V.V oznacza tréjwymiarowy operator Laplace’a As.
P

- 621/}1 =0 :I

DEFINICIA 3.3. Rownaniem Weyle nazywamy réwnanie
oy
ot

W przypadku gdy V' = 0 mowimy o Jednomdnym réwnaniu Weyla, a w przeciwnym
" razie o mejednorodnym

13-Vp=V, P(z)eC? V(z)eC, zeE*. (3-28)

-Podejécie do warunku poczatkowego i dowéd jednoznacznoéci moze by¢ prze-

" prowadzony analogicznie jak dla x # 0, co przedstawimy nizej.

- Réwnanie Diraca jest systemem czterech hiperbolicznych réwnait rézmiczko-
wych czastkowych 1-go rzedu. Zatem mamy nastgpujace zagadnienie poczatkowe

(=78, + ) uthy = 0, (3.29)

. ﬂ’“ll]i:o = e € S'(E3,C), : (3-'30)
. gdzie §'(E3, C) jest przestrzenia dystrybucji temperowanych o wartosciach zespo-
- lonych. Konstruujemy rozwiazanie tego problemu w nastepujacy sposéb

oy A R o
‘ 1/) a = 5 a * ¥, Py = _?'(7 )ub(Pa. (3-31)

': gdzie ‘

{t}
St = (i7", -l—JK.)b . (3.32)

. a u dane jest wzorem z Twierdzenia 2.2. Jest to-podstawowa dystrybucja dia
: warunku poczatkowego réwnania Kleina—Gordona. Latwo sprawdza.my, ze tak
. zadane rozwiazanie spelnia warunki poczatkowe oraz samo réwnanie (stosujemy
" konwencje sumacyjng Einsteina). Pozostaje dowéd jednoznacznosdci. W tym celu
. rozpatrujemy nastepujace zagadnienia poczatkowe

(—iy*8, + k) Pathy = 0, (3.33)
11{}(1““;0 = O . (3-34)

Udowodnimy, ze jedynym rozwiazaniem w klasie S(E4,C) jest zero. W tym celu
. z&ﬁwaéiny, ze dla £ = 0 mamy

[("»"Y“aa)ba’ll’b]|”t=o = 0. (3.35)
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Stad latwo otrzymujemy, Ze

a"l’a 7 '
=0. 3.36
gt =0 ( . )
Korzystajac z tego, ze 7! jest odwracalna oraz, Ze D, (Payezo) = (Dz;%a)|llizo=0-
Podzialajmy na réwnanie Diraca obustronnie operatorem

7 (i7", + &J). (3.37)

Otrzymujemy sté.d, ze (O + &2)3P, = 0 przy warunkach poczatkowych
Vyppeme = 0 (3.38)
M _y, (3.39)

Bt ije=0 )
A zatem na mocy udowodnionego w Dodatku C twierdzenia jedynym rozwiaza-
niem jest ¥ = 0 (w klasie S'(E*, C)). '
W ten sposéb udowodniliSmy

TWIERDZENIE 3.1. Jedynym rozwigzaniem problemu Cauchy’ego w klasie
S'(E4,C) dla réwnenia Diraca.

(—i7#8, + &) athr = 0, (3.40)

Pafjle=0 = e € §'(E°,C) (3.41)

jest dystrybucja zaduna przez funkcje dystrybucying
0 ©, , -
Yo= (470, + ""'J)bau *{p = 5 Yt Py Pa= _5(74) oPp, (342
| teofey .
T!’a[X] = f P n[X(':t)] dt, X € S(‘E 1(") - (3‘43)

Rozwiqzanie_to jest reqularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki po-
czgtkowe w topqlagz'ach naturalnych dla wszystkich wystepujgcych tu dystrybucji,
a takze ze wzgledu ne paramelr k. o
W podobny sposéb traktujemy réwnanie Proca stawiajac dla niego zagadnie-
nie poczatkowe (i szukajac rozwiazania w SI(EY)). -
(—g" 05 + 978> — g**x*)Ar =0, (3.44).:4

: AMW:U =ay & S'(Ea) ’ (3.45)

A, ‘
—= = by € S"(E®). 3.46
Bt fima =~ €5 (B (346)
Konéstruujemy rozwiazanie generowane przez funkcje dystrybucyjna
: {t}
{¢} ¢
Akz{‘:l.}*b)\-i-gi*al, (3.47 '

ot
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spetniajace warunki poczatkowe i samo réwnanie przy zatozeniach dotyczacych
- warunkdéw poczatkowych

by = Vi (3.48)
—k%aq + Agag = Vb (3.49)
gdzie

@ = (ai, a2, 0¢3), (3.50)
b = (by,ba,b3). (3.51)
Rozwigzanie jest klasy S'(E?). PrzejdZmy teraz do udowodnienia jednoznaczno-

ici tego rozwiazania. W tym celu rozpatrzymy nowy warunek poczatkowy dla
réwnania Proca

(=g"*Ts + 9#8* — ¢" k)4 = 0, (3.52)
A,
dz,

Ayt=0 =90, (3.54)

d .
77 AMlie=0 = 0. (3.55)

=0, (3.53)

Dzialajac operatorem —(g,w + —93‘,6,) na obie strony réwnania otrzymujemy
. i

(Cs+£2)Ar =0, (3.56)
Axljjr=0 = 0, (3.57)

d
—Axpi=0 = 0. 3.58
praliin (3.58)
Korzystagacc z udowodnionego w Dodatku C twierdzenia dla réwnania Klemna-
‘Gordona mamy, ze Ay = 0 w klasie dystrybucji 5 '(E*). Zbierajac razem mamy,
Ze Téwnanie Diraca oraz réwnanie Proca ma jednoznaczne rozwiazanie dystrybu-
cyjnego zagadnienia Cauchy’ego w klasie dystrybucji temperowanych, oraz ze jest

" ono regularne w sensie Hadamarda. {Co wynika z ciagglosci splotu.) W ten sposéb

" udowodnilimy

"TWIERDZENIE 3.2. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego zagadnienia Cau-
chy’ego dla réwnania Proca w klasie S'(E*)
'(——g“‘\D3 + aHP* — g#ARZ)AA =0, (359)

dA, )
azu - 0 ’ (3.60)

Axjjje=o = ax € S'(E%), I X2

Dt =0 A € S(E) (3.62)




jest dystrybucja temperowana zadana przez funkeje dystrybucyjng

‘ 5{t} -
{t}
A)\={1i}*b)\+da—:*a)\, A=1,2,3,4 (3.63)

tak, Ze b4 = 65, 65‘: —.F-'.zﬁ‘.4 + A30',4, gdzz'e 2= (al,ag,a;;), I-;= (bl,bg,b;;)
20! ’ |
A= [ AalxC0ld, x e S(EY. (3.64)
00 :

Rozwigzanie jest reqularne w sensiec Hadamarda ze wzgledu na warunki poczgthowe
z topologiami naturalnym: dla wszysthich wystepujgeyeh tu dysirybucyi i parame-
tru.

Mozemy rozszerzyé otrzymane wyniki dla niejednorodnych réwnan Diraca
i Proca z takimi prawymi stronami, ktére zeruja sie¢ dla ¢t < 0 (sa np. zadane
przez pewne funkcje dystrybucyjne réwne zeru dla ¢ < 0 lub s3 dystrybucjami
S'(EY) takimi, Ze ich nosnik zawiera sie w zbiorze E3 x {¢ € R, t > 0}).
Rozpatrzymy teraz niejednorodne réwnania Diraca i Proca wraz z odpowied-
nimi warunkami poczatkowymi w Klasie S/(E3, ). WeZmy najpierw réwnanie Di-
raca. Mamy
—iy* O+ =V, (3.65)
gdzie V € S/(E*,C*), tak, ze supp V C E® x {t,t > 0}, oraz warunek poczatkowy
9 _
At =0
Rozwigzania szukamy gla,stqpujz;co. Dzialamy na obie strony réwnania operatorem
S =iypd, + &J = (5 3) i mamy
- (E]3 + Fig)’l/’b = E“bVa . (3.67)
Otrzymujemy. w ten sposdb cztery niezalezne réwnania Kleina—Gordona ze Zré-

dlem §°,V,.

Zgodnie z teoria réwnania Kleina—Gordona, poszukujemy rozwigzania w po-
staci sumy rozwigzania réwnania jednorodnego i niejednorodnego tj.

{4y 1 _, 1O .
Ly =E xS Vot S HPa, B =—ivap. . (3.68)

¢ € §'(E3,CY). (3.66)

Rozwigzanie to spelnia warunki poczatkowe dla réwnania Diraca, bedac jego roz- -
wigzaniem. Jest ono jedynym, gdy skorzystamy z wynikéw Dodatku C tyczacym
jednoznacznoscl rozwigzania problemu Cauchy’ego w klasie 5/( E*).

W podobny sposéb podejdziemy do réwnania Proca i rozpatrzymy niejedno-
rodne réwnanie Proca. Mamy

(=" 05 + 949* - ¢*'K*) Ay = B*, (3.69)
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(3.63)

(3.64)

itkowe
lmme-

Diraca
adane
1¢jami

ywied-
e Di-

(3.65)
tkowy

(3.66)

torem

(3.67)

e Z16-

W po-

(3.68)

0 TOZ-
ACyIn

edno-

(3.69)

“gdzie B* € $/(E4) M\ p=1,2,3,4

supp B* C {{(z,y,2,1),t 2 0} o (3.70)
wraz z warunkami poczatkowymi
A'\l|1t=° =a) € S’(E3) (3.71)

JAx
Lt = S(E? A=1,23,4, 3.72

,ta.k, e by = ﬁfi, 65‘ = —H.zd'q + Asay, gdzie @ = (al,az,a;;), g = (51,52,53).
. Dzialajac operatorem —(gm, + ;1.56#6,,) na obie strony powyZszego réwnania

otrzymujemy

(O3 + K%)A, = ( Guv + = a a) (3-73)

- Konstruujemy teraz rozwiazanie problemu w posta.ci

{t} . {t}
A'=—E*(gm,—|— 63)
A1t}

2% va
ot v

Rozwigzanie to spelnia warunki poczatkowe oraz samo réwnanie. Jego jednos

{t}

+ u #b, + (3.74)

‘wynika z jednoéci rozwiazania- zerowego dla zerowych warunkéw poczatkowych
i zerowej prawej strony réwnania. Jest takie regularne w sensie Hadamarda, co
“wynika z ciaglosci splotu.

" Udowodnilidmy w ten sposdb twierdzenia:

TWIERDZENIE 3.3. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego zagadnienia Cau-
~ehy’ego w klasie S'(E3,C*) dle niejednorodinego réwnania Diraca

.

(—iy* + Jr)x =V (3.75)
gdzieil./" € S'(E*,CY) tak, e supp V C E3 x {t,t > 0} oraz
X

YA - e 3
5 pme = P € S'(E®, €Y (3.76)

 jest dystrybucjg temperowang nalezgeq do §'(E*,C*)

x=v+ (@0, + JR)ExV (3.77)

gdzze 1/; jest dystrybucjg z Twierdzenia 3.1.
. Rozwigzanie jest reqularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki poczgt-
kowe i prawe strony, oraz parametry (w tym wypadku ), w topologiach natural-

‘ nych dla wszystkich wystepujgeych tu dystrybucyi @ liczb.
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Rt A e e T

- gdzie A, jest dystrybucjg z Twt

Zanim prz

o zagadnienia Cau- -
‘wym Cauchy’s

TWIERDZENIE 3.4. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjneg
chy’ego w klasie 5’ (E®) dla niejednorodnego réwnania Proca

(—g**Os + 949> — g**k7)C> = B* (3.78)
%%f _ (3.79) Wraz Z warunl
gdzie B* € S'(E%), A pu= 1,2,3,4
supp B* C {(z,v,2,1),t 2 0} (3.80)
z warunkami poczgtkowymi
Chplit=o = @x € S'(E) (3.81)
95—;*-””:0 — by € §'(E%) (3.82)
tak, Ze by = \':75, Vb = —k¥ay + Azay, gdzie @ = ((11,(12,0.3), b= (b1, b2, b3) jest

dystrybucja dana wzorem
1
C"U = AV - (g_uv + ":?Ta,u,ay) E+ B* N (3.83)

erdzenia 3.2, a E bylo juz wezesdniej wprowadzone
przy okazji rozpatrywenia réwnania Kleina—Gordona ((2.72)).

Rozwigzanie jest regulane w sensie Hadamarda ze wzgledu na prowe strony
i warunki poczqtkowe oraz parameiry (w tym -wypadku jest to K)w topologiach
natralnych dla wystepujgeych tu dystrybucji 1 liczb.

Pozostaje jeszcze interpretacja zrédel (tj. prawych stron) dla réwnania Di-
raca i Proca, oraz dla otrzymanych w ten spos6b Tozwigzail. Opisuja nam one
(. réwnania) pola Diraca i Proca w obecnoéci Zrédet powodujacych produkcie
czastek o spinie 1/2 lub 1 wywolang zewnetrznymi srédtami np. potencjatami

zespolonymii.
To samo dotyczy réwnania Kleina~Gordona.

Zauwazimy jeszcze, Ze prezentowane tu rezultaty sa prawdziwe takie w kla-

sie D'(E*). Sa one prawdziwe przy zalozeniu, ze warunki poczatkowe naleza do

D'(E®), oraz Ze warunek poczatkowy jest stawiany przy pomocy zwyklego prze-

clecia dystrybucji z hiperplaszczyzng (a nie tylko temperowanego).
Zauwazmy, Ze otrzymane wyniki dla réwnania Kleina—Gordona przechodzg
latwo w wyniki z pracy (6] dla réwnania falowego jesli k — 0 (zbieznoSt w sen-
obny sposéb mozemy potraktowat réwnanie Weyla :

sie dystrybucyjnym). W pod
(granica & — 0 W réwnaniu Diraca). Mozemyréwniez badaé réwnanie Weyla wy-
dja réwnania

chodzac z réwnania falowego w podobny sposéb jak to robiliSmy
Diraca korzystajac z réwnania Kleina-Gordona.
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w klasie $'(E*,C?).

Zanim przejdziemy do réwnai Maxwella zajmijmy sie warunkiem poczatko-
wym Cauchy’ego dla réwnania Weyla, o ktérym byla juz mowa. Mamy

z‘%—f +3.-Vip=0, +eS(E,C) (3.84)
wraz z warunkiem poczatkowym
Pallt=0 = e € S'(E*,C), (3.85)

gdzie S'(E4,C?) i §$'(E3,C) sa odpowiednimi przestrzeniami dystrybucji tempe-
rowanych o wartosciach w C? i C odpowiednio.
Konstruujemy rozwiazanie w nastepujacy sposéb

Yo = (T:I% ¥ ﬁ)ab {':L}* iPa, a,b=1,2, ‘ (3'86)

gdzie {'f;,} Jest dystrybucja podstawowa z Twierdzenia 2.2 z & — 0 (W sensie dys-
trybucyjnym). Latwo zauwazy¢, Ze rozwiazanie to spelnia réwnanie, oraz warunek
poczatkowy.

Pozostaje jeszcze kwestia jednoznacznosci. W tym celu rozpatrzmy nastepu-
Jjacy warunek poczatkowy

i% +&-Vi =0, (3.87)
Papiit=0 =0, P = (:,{:) a=1,2. (3.88)

Udowodnimy, Ze jedynym rozwiazaniem tego problemu w klasie S'(E*, C?) jest
zero (dystrybucja zerowa).

Mamy, ze ﬁ"t/:“]hg, korzystajac z tego, ze

(V—'TJ’)m::o = ﬁ(%’fm;:o)- , (3.89)
Zatem
el O
- = 3.90
a1 1j|i=0 ( )
Dzialajac operatorem (if :% F c'r'f?) na obie strony réwnania otrzymujemy, Ze
Py o
o~ V=0 (3-91)
Wobec tego powyiszy problem jest réwnowainy nastepujgcemu
: 62'(!) =5
e V=0, (3.92)
I
¥ =0, 3.93
ot [)jt=0 (3.99)
Plpe=0 = 0, (3.94)




Zgodnie z wynikami z pracy [6] tyczacymi réwnania falowego otrzymujemy, Ze
jedynym rozwiazaniem jest ¢ = 0, co koiiczy dowdd nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 3.5. Jedynym vozwzqzamcm dystrybucyinyego zagadmema Cau-
chy’ego w Klasie S'(E4,C*) dla réunaniac Weyla

b e S'(E,C),

‘i;'b LG =0, (3.95)
Pljjt=0 =P €S’ (E®,C%) (3.96)
jest dystrybucja temperowana generowana przez funkcjg dystrybucyjnq
t .
{’i/J} = (zf-g F a‘V) L iQ, (3.97)
- +00 t 4 2
#d= ] Y. 0ldt,  x e SE ). (3.98)

Rozwigzanie jest regulm'ne w senste Hadamarde w topologzach naturalnych ze
wzgledu na wszystkie wystepujgee-tu dystrybucje.

PrzejdZmy teraz do niejednorodnego réwnania Weyla i jego warunku poczat-
kowego w klasie 5. Mamy

(u-,a— + aﬁ) v=V, (3.99)
at ‘
gdzie V € §'(E4,C?) oraz
supp V C B® x {t,1 > 0} (3.100)
Dzialajac na obie strony réwnania operatorem, (zI yr Fa- V) mamy
621,/) 0 )
= gV | V. 3.101
5 - V= ( 5 FO (3.101)
Rozwiazanie réwnania niejednorodnego Weyla zapostulujemy w Postaci
E « (u% T a"v") V. (3.102)
PrzejdZmy teraz do wa,runkﬁ poczatkowego. Mamy
! @ = e 5'(ECY). (3.103)
B Ot jlje=0, '
Rozwigzanie tego warunku poczatkowego w klasie S'(E*,C?) zadamy w postaci
ORNONN I 9 *-) W
iy = il —F &V |° — V)% U *ip, =
:b_E*(zIat:FaV) bV,,—I—(zIat:Fo' p U * i
' - {t} {3 . '
= (if%rr-&"\?') “W(E xV,+ T *ip,), ab=1,2 (3.104)
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Tak zadane rozwigzanie spelnia réwnanie niejednorodne Weyla, oraz warunki po-
czatkowe. Jest ono réwnoczednie jedyne, co wynika z rozpatrywanego powyzej pro-
blemu poczatkowego dla réwnania Weyla z zerowymi warunkami poczatkowymi
1 zerowymi prawymi stronami. Rozwigzanie jest regularne w sensie Hadamarda
w odpowiednich klasach prawych stron i warunkéw poczatkowych w topologiach
naturalnie tam wystepujacych.

Wynika to z wlasnodci (ciaglosci) splotu przy przejiciu do granicy.

Udowodnili$my wige nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 3.6. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego problemu Cau-

chy’ego w klasie S'(E*) dla niejednorodnego réwnania Weyla

(d%%iaV)leﬁ ¥ € S'(BY, CP), (3.105)
Ve SY(E*, C?) oraz

" suppV C {(t,z),t > 0}, (3.106)

Xljie=0 = ¢ € §'(E%,C*) (3.107)

- jest dystrybucja dana wzorem

x=¢+( dat T—GV)E*V (3.108)

g J(Izze P jest dysirybucjy z Twierdzenia 3.5, ¢ E = 1 sgn(t)u.

- Rozwigzanie to jest regularne w sensie Hadamar da ze wzgledu na warunki po-
*czqtiuowe i prawe strony w topologiaaeh naturalnych dla wszystkich wystepujgeych

7 to d Jstrybuqz.

Zauwa,zmy jeszcze, Ze prezentowane wyniki s prawdziwe takie w klasie D'( E*).
S@ one prawdziwe przy zalozeniu, ze warunki poczatkowe nalezg do D'( E®), oraz,

. 2¢ warunek poczatkowy jest stawiamy przy pomocy zwyklego przeciecia dystry-
“bugji z hiperplaszezyzng (a nie tylko temperowanego).

Zastandwmy sie jeszcze nad inter plet'a,c_]q, otrzymanych rozwiazan réwnah nie-

jednorodnych. PI"LW(:‘ strony tych réwnan opisujg nam Zrédia dla pola bezma-

Wego o spiuie 5 i helicity £1. 53 one pewnymi potencjalami zewnetrznymi,
zespolonymi produkujacymi czastki.

: 31: Réwnania Méxwella. Waziny przypadek wystepujacych tu réwnan to
wnania Maxwella ([11]) _
5 (—g* 03 + 0404y = 0. o (3.109)
$4-one réwniez zapisywane w postaci

O"F,, =0, glzie F,, = 9,4, — ,A,. : (3.110)
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zywamy uklad réumar W : g
V' szczegdlno

4. Réunaniami Mazwelle na
A (z) € E, §*(2) € B, z e E*.

Gdy i* = 0 mowimy © jednorodnych réwnaniach Mazwella, w przeciwnym
przypadku mamy do czynienia z niejednorodnymi réwnaniams. Fakltadamy, ze

o, = 0.

DEFINICIA 3
(—g" g + 0491 Ax = 475"

(3.111)

Réwnania te maj symetrig zwang, symetrig cechowania

A, — Ap+ 0 XE S'(E*).
3 swej postact.

(3.112)

ania Maxwella nie zmieniaj 7.a}6zmy wige

Po tej transformacji r6Wn
warunkiem Lorentza

dodatkowy warunek zwany

4
. S %A“ 0. (3.113)
p=1 Tu
Wtedy jednorodne réwnania Maxwella przyjmuja postad
O3A,=0. (3.114)

ozpatrujemy dla tych czterech réwnan

poprzednich przypadkac.h T
y'ego w klasie dystrybucji temperowas

Podobnie jak w
dnienie Cauch

falowych dystrybucyjne zaga
nych ‘
(3.115)

O34, =0, Ap€ S'(E*YY,
(3.116)

Agjlii-0 = x>

0A,
= by 3.117
; gt (=0 A ( )
Rozwigzanie tego pfoblemu ma postal
, . G _ ;
{t} y 0 u} (3.118) 1

A)‘=b;\*u+—5;t-*a;\,

t ) 3
gdzie {u} jest funkcja dystrybucyjna z Twierdzenia 2.2 gdy & — 0, lub analogiczng

fankcja dystrybucyjna dla réwnania falowego znang Z pracy {6}. Réwnoczesnie
w klasie S E*). Rozwiaganie to musi jednak spetniaé ‘warunek Lorentza, jezeli
ma by€ ono réwnoczesnie rozwiazaniel Wydaje sig to byé do
0s6b

zgodnie Z udowodnionym twierdzeniem W Dodatku jest to jedyne rozwiazanie
n réwnaf Maxwella.
spelnienia W nastepujacy sp

. s o W

Bby. dax 9 o

3o e (- 55)7;'3"55”0 - @
k=1 *

k=1



(3.111)

TUNYIN
my, ze

(3.112)

1y wiec

3.113)

3.114)

Gdwnan
erowa-

3.115)
3.116)

3.117)

3.118).

giczng
-zeSnie
azanie
, jezeli
byé do

3.119)

- W szczegblnosci mamy

344,‘ e Bak
- =0, czyi —b4 +
Oz, {llt=0 E

Z drugiej strony uzywajac jawnej postaci rozwigzania mamy

* a—t;‘ =0 (3.121)

0 s AW =0, C(3122)

3 - ‘
(Z % - Aaa4) @=o. (3.123)

-=1

Zatem must by¢ spelnione

3 .

b
Z _ax’; + Azas =0 (3.124)
k=1

3

day

_b4 =+ Z _33;1- =0. (3.125)
k=1

'Co w tra.(]ycy_]nej notacji przyjmuje postaé

{V b V2a4 = 0 (3.126)
by—V-3=0

} gdz1e b (51,1)2,53), a= (al,ag,ag)

-, . Zatem to sg wszystkie wigzy naloZone na warunki poczatkowe a,,, b, aby waru-

.‘nek Lorentza byl spelniony w trakcie ewolucji systemu czterech réwnai falowych.
_-Jest to réGwnoczesnie pewien warunek ,,cechowania” warunkéw poczatkowych réw-
-‘nowazny takiemu warunkowi, Ze

DA, 0A,

e = e+ Oax =0. (3.127)

- Poniewaz rozwiazanie réwnai Maxwella F,,, nie zaleZy od cechowania to w ten
- sposéb udowodnilidmy istnienie i jednoznacznoéé rozwiazania dystrybucyjnego
* zadania Cauchy’ego dla réwnai Maxwella w klasie dystrybucji temperowanych.
,:';II'dow:odniIiémy wiec nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 3.7. Jedynym mzwzqzamem dystrybucyjnego zagadnienia Cau-

chy ego w klasie S'(E*) dla réwnaei Mazwella z warunkiem Lorentza

O34, =0, =1,2,3,4, (3.128)




tak, e hyy =

A, ‘
Dzr , (3.129) zZane z warun
DA \ stepujacego
E = S’ 3.131
tak, aby
ﬁi;— ﬁza‘i =0 R (3-132) dz »*
= L E ie F'BY —
by—V-d=0 (3.133) symetrycznyn
gdzie
- Fm
b= (b'h b27 b3) (3'134) F,
@ = (a1, 2, 03) (3.135) Tk
sq dystrybucje temperowane zedane przez funkeje dystrybucyjne
R0 oW 0! ' Fu
A A= Ay k —'(F‘ + bA * U (3‘136) : W podObDYSI
+oo 01} - marda. Mozen
A = - [ Asx( )l de (3.137)
—CQ
x € S(EY), A=1,2,3,4. (3.138)

Rozwigzanie to jest regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki
poczgthowe w topologiach naturalnyeh dla wszystkich wystepujgeych tu dystrybuci.

Rozwiazanie réwnaifi Maxwlla ma postac

© 0%
Fi = frx 6+ b x = (3.139)
gdzie
 fut = Okby = Biby, (3.140)
R = Oray — dra, (3.141)
{t} Ao 1t}
: , {t} , & u )

Fip = —Fua = ~0ibs % + (be — Ohaa) s 5 — s # g, (3:.142)

ki=1,2,3.

Powyiszé rozwigzanie spelnia réwnanie J, F*” = 0 ( = 4mj¥ dla réwnania nie-
jednorodnego) i ma postaé Fy, = d,A, — 9,4, oraz spelnia nastepujace warunki
poczatkowe

Fiyp=o = bt € S'(E®),  Fapgjli=o = bk — Okaq (3.143)
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- tak, 28 by = Opbr — Oy, by, € S'(E?) oraz musi spelnié dodatkowo wiezy zwia-
zane z warunkami poczatkowymi narzuconymi przez warunek Lorentza. W istocie
swojej udowodniliSmy istnienie i jednoznaczno$é rozwigzania w klasie S/(E*) na-
- stepujacego zagadnienia:

BFH =0, F* =g g# R, By, =—F, (3.144)

* Bl

a.F =0, (3.145)

K » -
:‘gdzie F# = ghv}P Iy, jest tensorem dualnym do F,,, e#*** jest calkowicie anty-
.- symetrycznym symbolem Levi-Civity, 1234 = 1.

Fulit=0 = cuw € S'(B?), ¢ = —¢,,  tak, ge  (3.146)
Fuji=o = i € S'(E®),  k,1=1,2,3, cpy = Oy — Qya,  (3.147)

, ij
O B2k (3.148)

Fiayjjt=o = —Farjjje=o = di € 5'(E). (3.149)

-W podobny sposéb mozZemy udowodnié regularnoéé tego zadania w sensie Hada-
‘inarda. Mozemy przeprowadzié podobne rozumowanie dla niejednorodnych réw-
ail Maxwella, a takze dla réwnai poprzednich tj. bezmasowego réwnania Diraca
~-'(Weyla.) i falowego. Wtedy niejednorodnosé¢ (prawa strona réwnania) zerowa,}a.by
sigdlat <0 {zerowanie sie prawe_] strony dla ¢t < 0 rozumiemy w sensie noénika
ystrybucp) W przypadku réwnaf Maxwella musimy mie¢ d,7% = 0.
‘Podamy teraz bez dowodu twierdzenia dla niejednorodnosci réwnai Maxwella
,a.runkxem Lorentza. Dowdd j Jego pomijamy bowiem jest analogiczny do dowodu

'TWIERDZENIE 3.8. Jedynym rozwigzaniem dystrybui:jnego zagadniehia Cau-
chy’ego w klaste S'(E*Y dla niejednorodnych réwnar Mazwella z warunkiem Lo-

Uz A% = 4nj#, p=1,2,3,4 ~ (3.150)
8A,
dz, .
*eS(EY, d,5%=0, (3.152)
“supp j* C {(z,t),t > 0}, ~ (3.153)

=0, _ (3.151)

wraz z warunkamsi poczgtkowymi

=a, € 5 (E* E%, © (3.154)

Ay =b, € S'(E® E%), (3.155)
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tak aby

Vb — Vi =0, : (3.156)
by—V-a3=0, (3.157)
gdzie
b= (b1, b2,b3), (3.158)
a= (a],ag,ag), (3.159)
sg dystrybucje temperowane
Ap= A, +4nj*+ E (3.160)

gdzie A}, jest dane wzorem z poprzedniego twierdzenia.

"

' Rozwigzanie to jest reqularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na prawe strony
i warunk: poczqthowe w topologiach naturelnych dla wszystkich wystepujgcych tu
dystrybuegi.

Wyjatkowa waznosé réwnan Maxwella powoduje, Ze problem istnienia i jedno-
znacznodci dystrybucyjnego zagadnienia Cauchy’ego w klasie dystrybucji S'( E*)
rozpatrujemy jeszcze raz uzywajac tradycyjnej notacji wektorowe;j. E jest nate-
- zeniem pola elektrycznego, a B natezeniem pola magnetycznego ([11]). W tej
notacji réwnania te przyjmuja postac

JB
--é—t- + rot E = 0 ] (3‘161)
OF = (3.162)
o rot B=0,
divB=0, (3.163)
divE=0. (3.164)
Sa to oczywiscie réwnania prézniowe, gdzie mamy
1 E = (Eq, By, B3) = (E;, Ey, Es), (3.165)
B = (B, B3, B3) = (B, By, B.) . (3.166)
W taki sposégb, ze: |
| Fla=Ei, Fs=Ey, Fu=E;s, (3.167)
Fhyy = B3, Fuy=-By, Fy=h.

(3.168)

awmy ter
wych tak,
atem 1mia




. DEFINICIA 3.5. Ukladem réwnaeit Mazwella w notacji wektoréw tréjwymiaro-
“wych nezywamy uklad
o 98 | =
W + rot E=0 3

B rot B = —411';,

div B = a,,

| (3.169)

. (3.170)
div B = 47p,

E(z), B(z),7(z) € B°, p(z) € E', z € E*.
W preypadku gdy 7 =0, p- = 0 moéwimy o jednorodnych réwnaniach Mazwella,

L w przeciunym razie mamy do czynienia z niejednorodnym ukiadem réumaii.
... Zaktadamy, Ze

()P .
S +divi=0 (3.171)

.. Dla uktadu jednorodnego réwnai rozpatrujemy warunek poczatkowy Cau-
-chy’ego w nastepujacy sposdbh.
Dzialajac operatorem ,rot” na obie strony obu pierwszych réwnaf otrzymu-
emy:

(3.172)

(3.173)

(3.174)

DB -
(;—t-i-rotE:O. (3.175)

_ divE =divB =0. (3.176)
‘Postawmy teraz dystrybucyjne zagadnienie Cauchy’ego dla powyzszych réwnai

falowych tak, aby warunek znikania dywergencji byl spelniony:
i Zdtem mamy '

Byjji=0 = § € S"(E*, E?), o (3.177)
9B
dt |jie=0

he $'(E% E®), (3.178)
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Ejjeo = € € 5'(E%, E%), - (3.179)
oE
a9t |ijt=0

S'(E3, E®) oznacza przestrzefi dystrybucji temperowanych na E® o wartoiciach
w E3. Zgodnie z wynikami poprzedniego rozdzialu oraz pracy [6] mamy

= fe§'(E3, B%).  (3.180)

{1} {t}

E =&« ‘1}—1: + 7Y, (3.181)
{1} {1} '
E:g*%—?+ﬁ*{é}. (3.182)

Rozwiazanie to jest jednoznacznym rozwigzaniem obu réwnan falowych. Jednakze
musimy mieé¢ spelnione nastepujace warunki

div Ejjj4=o = div Bjjj0 = 0. (3.183)
Co daje nam warunki wigzdw
' divi=divé=0 (3.184)

zadanych na warunki poczatkowe. Wstawiajac do pierwszego i drugiego réwnania
Maxwella znalezione rozwiazania otrzymujemy:

- ~ {1} = 6{15.}
(V& —roth)* u + (f—rot§)» 5 =0 (3.185)
- | At
(ﬁzj—l'otﬂ*{ti}+(ﬁmroté')*%—? =0. (3.186)
Diat=10 otrzylhujemy: f= rot §, oraz h=—roté Stad zas, ze
' Vie=roth, (3.187)
Vii=—rot f (3.188)

(przy uwzglednianiu znikania dywergencji).
Mamy zatem, ze rozwigzanie dystrybucyjnego zagadnienia Cauchy’ego dla
dwu réwnah falowych spelnia réwnania Maxwella wtedy i tylko wtedy, gdy

f=rot§ i kh=-—rot& (3.189)
dla takich §'i €,:2e
' divg=dive=0. (3.190)

Postawmy teraz dystrybucyjne zagadnienie Cauchy’ego dla réwnafi Maxwella
w klasie S’(E3,§E3). W tym celu weZmiemy pod uwage tylko dwa pierwsze réw-
nania: : ‘

I

%f— +rotE =0, (3.191)
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at .
i spelnimy dwa pozostale poprzez wybdr warunkéw poczatkowych. Mamy:
= G S'(E% B, (3.193)
=cec S(E*EY), : (3.194)

—rotB =0 (3.192)

tak aby dive=divg= 0.
Zgodnie z otrzymanymi wyZej wynikami mamy
ot}

0U |\ votgs D (3.195)

(3.196)

‘Rozwiazanie to spetnia warunek poczatkowy Cauchy’ego dla réwnad Maxwella
‘w Klasie S'(E3, E®) (zakladajac wiezy na € i §). Réwnoczeénie jest to jedyne
-Tozwigzanie z warunkami poczatkowymi
Bl = § € S'"(E*, E°), (3.197)
o5
dt ||jt=0
Eyji=0 = &€ S'(E3, EY), (3.199)

—rot& € S(E3, E?), (3.198)

=rotJ € §'(E3, E®). (3.200)-

.l;a.wi.a‘.ch warunek poczatkowy Cauchy’ego dla réwnan Maxwella

Bjji=0 = 0, (3.201)
| Eyi=0 = 0. (3.202)
lt:u;:hjtt»(lziuly do nastepujacego warunku Cauchy’ego dla obu réwnai falowych

. §I|!f—=° =0, (3.203)
B

Bt {lje=o0

Ejjje=0 =0, (3.205)

dt |lje=0

=0, (3.204)

(3.206)

zatem mamy £ = B = 0, co wobec udowodnionej jednoznacznoéci rozwiazania
arunku Cauchy’ego dla réwnania falowego dowodzi jednoznacznodci rozwiazania
runku Cauchy’ego dla réwnan Maxwella w klasie S'(E4, E®) a takze regular-
Sci ﬁego zagadnienia w sensie Hadamarda w tej klasie (korzystajac oczywiscie




z liniowosci réwnai i z cigglodei splotu). Zauwazmy, Ze prezentowane tu rezultaty
sg prawdziwe takie w szerszej klasie, tj. D'(E%, E3) przy stawianiu zagadnienia
w D'(E®, E3) oraz przy uzyciu zwyklego przecigcia dystrybucji z hiperplaszezyzna

{a nie tylko temperowanego).

Udowodnilismy w ten sposdb nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 3.9. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego zagadnienia Cau-

chy’ego w klasie S'(E*) dla jednorodnych réwnart Mazwella

oy at
d;: +1otE =0,
o it
%'—rotg'zﬂ,

divE =0,

) divE'=0 s
Bliji=0 = 7 € 5"(E°, E%),
im0 = €€ S'(E%, E?),

(3.207)

(3.208)

(3.209)

tak, ze div &= div § = 0 sg dystrybucje temperowane zadane przy pomocy funkcyi

" dystrybucyjnych

{t} 51t}
E'= é’*%—]—rotg‘*{&},
{.Q . a2 L)
B =g+ — —rotéx u .
at
tak, ze
el
E'lx] = f _Er[X(":t)] dt,
-0
L ey
B'lx]= [ Blx(.t)dt.

gdzie x € S'(EY).

(3.210)

(3.211)

(3.212)

(3.213)

Rozwigzanie to jest regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na “warunki
poczgtkowe w:topologicch naturalnych dlu wszystkich wystepujacyeh tu dystrybucji.

W podobny sposéb jak poprzednio mozemy zajal sie niejednorodnymi réwna-
niami Maxwella wprowadzajac Zrédia dla drugiego i czwartego rownania. Réw-
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-naunia te przyjma nastepujaca postac:

%—B +rotE = 0, :
(3.214)

%—f —rot B = —47r;,
divB =0,
. (3.215)
div E = 47p,

gdzie mamy g— +rot] =0 p € S(EY), 7 € S'(E% E®).

Dzialajac operatorem ,rot” na obie strony obu pierwszych réwnai (podobnie
~ jak w przypadku jednorodnym) mamy:

s

o2 E 83
Sep_ 8
VIE - S5 =4 (v +0t) (3.216)

-y OB +
V2B — o drroty. (3.217)
Mamy zatem dwa niejednorodne réwnania falowe dla Ei B.
Stawiamy zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego w klasie S'( E4, E®) (.5' (E*, E3)
oznacza dystrybucje o wartoéciach w E?) takie, e :

Bji=0 = § € $'(E*, E%), (3.218)
Ejjji=o = &€ S'(B%, E%). (3.219)

Tak’ , aby

{} d{ } -

E:é‘*a—+1otg*{u}+4w(v,o+§t) * E, (3.220)

{2} o'

- ., {t} » '
Bzg*w—rote*u+4wrot3*E. (3.221)

. gdzie E jest rozwiazaniem elementarnym Hadama.rda, réwnania falowego, genero-

{t}
wanym przez funkcje dystl ybucyjna £ = 3 sgn(t) u =0
O:E = 64, (3.222)
E“If_.—o = 0 (3-223) :
%)

7 E”]; 0="10, l _(3.224)

. 1] ‘
gdzie {u} jest funkcja dystrybucyjuna z Twierdzenia 2.2. Dla warunkéw poczatko-
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wych mamy nastepujace warunki:

divi=0, ‘ ' (3.225)
T

divE&=4dmpy=0 (np. plo] = f o [a(-, )] dt, o € S(EY)). (3.226)
— o

Zgodnie z twierdzeniami z Dodatku C w zastosowaniu do przypadku x — 0 mamy
Jednoznaczno$é rozwigzania warunku Cauchy’ego (dystrybucyjnego, oczywiscie)
dla réwnafi Maxwella (niejednorodnych) w klasie S'(E4, E3) i regularnosé tego
rozwigzania w sensie Hadamarda dla warunkéw poczatkowych z §'(E3, E3) oraz
prawych stron S/(E*), S/(E>, E®) takich, 7e nosnik odpowiednich dystrybucji
wystepujacych po prawych stronach jest zawarty w zbiorze E3 x {t,t € R,t > 0}
oraz spelnione sg warunki

divé = drpyems (np =0) (3.227)
oraz

dp .o

ET divi=0, dat>0. (3.228)

Rozwigzanie jest regularne w sensie Hadamarda. (Co wynika z ciggloéci splotu.)
Udowodnilidmy w ten sposdb nastepujace twierdzenie:

TwIERDZENIE 3.10. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego zagadnienia Cau-
chy’ego w klusie dystrybucii temperowanych dla nicjednorodnych réwness Mazwella

-

(;—f +rotE =0 s
(3.229)
E — 1ot B = —4?’1’;,
divB =0,
(3.230)

div E = 4np,

gdzie p € S'(E?), i e SU(E3, E®) tak, ze suppp C {(z,t),t > 0}, suppj
C {(z,t),t > 0} wraz z warunkamsi pocvqfkowynu

! E =0 — ffe Sl(Eaa E3)1
: o (3.231)
Eyji=o = €€ S'(E®, E?),

div &’ = d7p|(je=0 ,
. (3.232)
divgy'=0, orez :

dp | . o= 2 52 |
5?+(hv3—0 | (3.-233)_
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3.225)

3.226)

mamy
wiscie)
¢ tego
) oraz
yhucji
t> 0}

3.227)

3.228)

lotu.)

a Cau-
rwella

3.229)

3.230)

supp 7

3.231)

3.232)

3.233)

3a dystrybucje temperowane S'(E*) dane wzorami

—

E=FE +4x (Vp + 3::) «E, (3.234)

B=FB +4rrotj+ E, (3.235)

gdzie E’ i B' sq dane w twierdzeniu poprzednim.
Rozwigzanie jest regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu ne prawe strony
warunki poczgtkowe w topologiach natu alnych dla wszystkich tu wystepujgcych
dystrybucyi.
Latwo zauwazy¢, ze gdy p € C(o +oo)x g3 OTZ & §,7€ C’(0 +°°)xE3(E ) (ti. sa
one funkcja klasy C? na zbiorze (0,+c0) X E® o wartosciach odpowiednio w E*

i B3) tak, aby g +divy =0, dlat > 0, divEe = 47p(0,z,¥,z) to otrzymujemy

klasyczne rezultaty (bgdz;e o tym mowa nizej).
' . Powyisze rozwigzania w 1)IZyp‘l.d]{11 gdy mamy nieciggle prawe strony, tj. p
i7, ale klasy L? mogg nam opisywaé propagacje fal elektronmgnetycznych WYywo-

lang przez gwaltowne (a wigce nieciggle) zmiany rozkladéw praddw i tadunkéw,

Wywolywane np. przebiciem dielektryka lub mechanicznym zniszczeniem anteny.
To samo dotyczy warunkéw pocza,tkowych.

3¢, Réwnanie Rarity—Schwingera, réwnanie liniowej teorii graw1ta-
cjii réwnanie falowe dla czastki o spinie 5/2. Rozpatrzmy teraz tzw. réw-
‘nanie ‘Rarity-Schwingera ([12]) i postawimy dla niego dystrybucyjne zagadnie-
nie Cauchy’ego w klasie dystrybucji temperowanych S'(E*). Réwnanie Rarity—
Schwmgera. opisuje nam ruch kwantowp-mechaniczny czastki o spinie 3/2. Roz-
a.trzymy przypadek -z & # 0 (masowy) jak 1 bezmasowy & = 0.

m-DEFlNIC‘JA 3.6. Rownaniem Rarity-Schwingera nazywemy rownenie
T5TpOe P + gt = U*,  (z)eC ze BEY  (3.236)

»‘.‘wr‘d}: z warunkiem y*4, = 0, gdzie p,p,0,v = 1,2,3,4, U¥(z) € Ct.

CGdy U* = 0 nazywamy je jednorodnym réwnaniem Rarity-Schwingera.
W przeciwnym razie zwane jest niejednorodnym.

Jest to zatem w swojej istocie uklad réwnafi rézniczkowych linjowych p1erw~
szego rzedu (hlperbohczny) Dla kazdego ustalonego wskaznika v, ¥, przyjmuje
‘wartodci z C*. -

‘Zatem bedziemy szukaé rozwigzania w 5'(E*,C') dla kazdego.v = 1,2,3,4.

est to tzw. wektor-spinor. Stawiamy wiec nastepujace zagadnienie Cauchy ego
dla réwnania jednorodnego

V5V o0 PP 4 kgt e, = 0 (3.237)
Y =0 - (3.238)
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Puflli=o = u € §'(E%,CY) (3.239)
(7", = 0)

i szukamy 9, € S'(E*, C*). Podzialajmy na oble strony réwnania Rarity—Schwin-
gera nastepujacym operatorem

(—7570E. "0 + 8,7} . (3.240)
W wyniku otrzymujemy
(Os + &), =0 (3.241)
wraz z warunkami
Y = 0. (3.242)
Zapostulujemy rozwiazanie powyzszego problemu w nastepujacej postaci

{t} vpo v
w = (= 757067 05 +F~5)u * Py,

gdzie i, spelnia nast(gpu jace nieosobliwe, niejednorodne réwnanie liniowe

eHPy,8, = —yspt
Zatem w postaci funkeji dystrybucyjnych (u = 1,2,3,4).
bLatwo zauwazyé, ze powyzsze funkcje dystrybucyjne generujg dystrybuc
temperowane :

+001

Pulx] = f Vo 0ld,  w=1,2,3,4, x € S'(BY.

oraz spelniaja réwnanie i warunek poczatkowy. Rozwigzanie to jest c1
wzgledu na warunki poczatkowe. ‘

Udowodnimy, Ze jest to jedyne rozwiazanie w klasie S’ (E“ C‘) W tym
rozpatrzymy nastepujacy problem poczatkowy

A =7370 00877 + mgVHP,) =0
Pul||t=0 = 0
Zatem .
} (_7579601/’:/8“"'0“)”“-_-,0 = (.
Réwnoczeénje latwo zauwazyé, 2e .
o (D, ¥uliiiz=0 = Dz, (¥ )jj1e=0
dla p = 1,2%,.3. '
Otrzymujemy, wiec ostatecznie

(Vp0uue™ P Ym0 = 0, p# 4
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-~czyli otrzymalisSmy nastepujacy uklad réwnaii liniowych
3 .
> 1@t )moct =0 p=1,2,3. (3.251)

pp=1

Jest niejednorodny uklad réwnan liniowych i jest on nieosobliwy. Moze on mieé
“wylacznie rozwiazanie zerowe. Czyli

(Qat )i=0 =0 dla v =1,2,3. (3.252) -
Z drugiej strony mamy jednak, ze y#, = 0, czyli Y#04pu = 0. Stad zas

T (O )0 =0. (3.253)
A zatem ogdlnie '
(Ot )qje=0 = 0~ (3.254)
- Kazda jednak skladowa ), spelnia réwnanie Kleina—Gordona. Korzystajac z wa-
" runku w Dodatku C otrzymujemy, Ze jedynym rozwigzaniem sg dystrybucje ze-
 rowe 1, = 0.
Udowodnilismy w ten sposéb nastepujace twierdzenie

TwIERDZENIE 3.11. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego problemu Cau-
chy’ego dla jednorodnego réwnania Rarity-Schwingera w klasie S'(E*,Ct)

"T'YS‘fpaa"/’uE#ypa + Hzg"”d:,, =0 7 (3.255)

Pu|||t=0 = Pv € .5"(E3,C4) (3.256)

. tak, ze

. S 7#'4’;1 =40, v, p0= 1,2,3,4. (3‘257)
" sq dystrybucje temperowane

+oo{t .v
W= | Buold,  xeSEY (3.258)

-—00
Izadane przez funkcje dystrybucyine

@ 1 SN
P, = (15700 Vue*?” + kg*")u %3, , (3-259)

 §5,, spetnia réunanie
R (3.260)

Rozwigzanie jest 'regitlame w senste Hadamarda ze wzgledu na warunki po-
s ezgtkowe © parametr K w topologiach natrualnych dla wszystkich wystepujgeych tu
dystrybucji i parametru.

PrzejdZzmy teraz do niejednorodnego réwnania Rarity—Schwingera

(—75700o"77 + k" 1oy, = U* (3.261)
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gdzie U* g S'(EY,CY), p = 1,2,3,4 tak, ze supp U* C {(z,y,2,t),t > 0}. Dzia-
tajac operatorem (7vs7,0,,777 + xéy) na obie strony réwnania otrzymujemy:

(Os + Hz)z,f:” = {v57,0, U¥ e, "P7 + &U"). (3.262)

Zatem kazda ze skladowych %" musi spelniaé niejednorodne réwnanie Kleina—
Gordona. Zauwazmy, ze

supp(vs7,0.U*% e, + kU*) C {(=,¥,2,1),t > 0} (3.263)
i jest dystrybucja temperowana na E.

Przyjmijmy zerowe warunki poczatkowe dla powyzszego problemu dla réwna-
nia Kleina~Gordona, tj.

Puljje=0 = 0, (3.264)

8 \ f
.—1/1‘,) =0. (3.265) .
(“ ll]t=0 |

Zgodnle z wynikami dla niejednorodnego réwnania .Kleina,—Gordona, z rozdzialu
2 mamy, ze dystrybucje temperowane

Xo = (57,0: 0%, "?7 + &U")+ E (3.266)
spelniaja réwnanie Kleina—Gordona. A zatem dystrybucja ta spelnia nasze nie-
jednorodne réwnanie Rarity—Schwingera tak, ze Xv|ljt=0 = 0. Zgodnie z ogdl-
nymi zasadami konstruujemy ogdlne rozwiazania Rarity—Schwingera w postaci
¥, = ¥, + Xu. Aby jednak spelniaé warunek ¥,v% = 0, musimy zalozyé, e 0
=295 (Vo YolOa Ute . P + 1y, U¥. Zgodnie z tym, Ze jedynym rozwiazaniem w kla-
sie §/(E*,C%) z zerowymi warunkami poczatkoowymi i zerowymi prawymi str
nami dla réwnania Kleina—Gordona jest dystrybucja zerowa mamy jednoznacz-
nos¢ rozwiazania w tej klasie dla niejednorodnego réwnania Rarity-Schingera.
Rozwigzanie to jest ciagle ze wzgledu na warunki poczatkowe i prawe strony; co.
wynika z wlasnosci splotu. Jest réwniez ciagle ze wzgledu na parametr &, w to--
pologiach naturalnych dla wystepujacych tu dystrybucji i parametry. Wynika t
z wlasnodci splotu (ciaglosci). Jest one wiec regularne w sensie Hadamarda.

Udowodnilismy wiec nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 3.12. Jedynym rozwigzaniem w klasie S'(E*,CY) dyctrybucy]
nego warunky Cauchy’ego dla niejednorodnego réwnanic Rarity-Schwingera

1570 UL+ RgHE, = U,
5'7:/;“::0 =y € Sr'(ES} (14) Hypyo,r=1,2,3,4

gdzie
L supp U C {(z,9,2,%),t > 0} )

(wystarczy zatm‘jc, ze supp(ysyplde Uke 77 + kU) C {(2,y,2,t,),t > 0}), U‘u
SY(E4, 4)p_1234 '

o =0
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. Dzia-
emy:
(3.262)

Kleina—
(3.263)
réwna-

(3.264)

(3.265)

zdzialu

(3.266)

ze Nie-
z ogol-
postaci
ze 0 =
w kla-
1i stro-
ZNACZ-
ingera.
LY} CO

3.267)
3.268)

3.269)
U €

3.270)

zmieniajac

CS(Ef,CY)

—295[70, 1o} 00 UH €77 4 Ky, UY = (3.271)

‘ sq dystrybucje temperowane

¥, = ¥, + (757,0: Ue, " + kU } % E (3.272)

' gdzie v, jest dane wzorem z poprzedniego twierdzenia. Rozwigzanie jest regularne

w sensie Hadamarda w topologiach naturalnych ze wzgledu na wystepujgee tu dys-

 trybucje oraz ze wzgledu na purametr k.

Przejdémy teraz do przypadku bezmasowego & = Q.

DEFINICIA 3.7. Bexmasowym réwnaniem Rarity-Schwingera nazywamy
VoBlePje* P = U*, 4,(z) € C*, z € B* : (3.273)
blus warunck .
e, = 0, p,upo=1,2734, U”(m) et (3.274)

- -Gdy U¥ = 0 nazywamy je jednorodnym, bezmasowym, w przéciwnym razie nie-

Jjednorodnym bezmasowym.

ZauwaZmy, ze obecnie mamy nastepujaca symetrie tego réwnania. Mianowicie

th, — 1, + Jx = ¢, (3.275)

.gdzie x przyjmuje warto$é¢ w C* otrzymujemy to samo réwnanie

Va7 = 0 (3.276)
i ten sam warunek jesli zalozymy, Ze: ‘
R du(v*x) =0, p=1,23,4. {3.277)

“,Ké‘rzysta,j@c z tej swobody mozemy zawsze spelni¢ warunek v, w nastepujacy
- spos6b. JeSli 9¥4, = @ £ 0, to 0 = y#4],

o P, = P, — dux (3.278)
ta.k, Ze '
¢ = 0u(7"x) - (3.279)

Swobode te nazywamy swoboda cechowania (gauge). Jest ona podobna do
swobody (symetril) cechowania w elektrodynamice. Zajmiemy si¢ teraz dystrybuj-
cyjnym zagadnieniem Cauchy’ego w klasie dystrybucji temperowanych §/( E4, C*)
dla jednorodnego i niejednorodnego, hezmasowego réwnania Rarity-Schwingera
i sformutujemy dwa twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.13. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego zagadnienia Cau-
hy’ego dla jednorodnego, bezmasowego réwnania Rarity-Schwingera w klasie

¥ D€ P = 0, - (3.280
pY[c ¥y
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T, =0 (3.281)
Pullie=0 = u € §'(E*,CY) (3.282)
B p0 =1,2,3,4, tak, ze yHp, = 0 sq dystrybucje temperowane
+00 t}
P, [0] = f 1/, JoGL0)dt, o€ S(EY (3.283)
zadane poprzez funkcje dystrybucyjne
{t} N
Y = (V0o ”") W Do s (3.284)

gdzie i, spelnia nastepujgce liniowe niejednorodne (m‘eosoblz’we) réwnanie

1R, = P (3.285)

Rozwigzanie to jest regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki

poczgtkowe.

Dowéd mozemy otrzymaé przechodzac z £ — 0 w twierdzeniu lub otrzymad
go analogiczng metoda jak w dowodzie twierdzenia biorac & = 0 i korzystajac
z wlasnoSci réwnania falowego przedstawionego w pracy [6].

TwIERDZENIE 3.14. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego problemu Cau-
chy’ego w klasie S'(E*,C') dla nicjednorodnego, bezmasowego réwnania Rarity—
: Sehwingera

Voo iyt = U, (3.286)
T4, =0 (3.287)
Pageco = #u € S'(E%,CY) (3:289)
takg, ze yHp, =0
supp U* C {(z,y,2,1),t > 0}, (3.289)

Uk ¢ S’(E“,C‘i_), oraz

YuYpOs U =0, (3.290)
Uso=9,.U% puvp,o=123,4 (3.291)
sq dystrybucje temperowane zadane poprzez funkcje dystrybucyjne:
{f} {t}

= P, + 97,0, E * Py (3.292)

{t} I
gdzie v, jest.dane wzorem z poprzedniego twierdzenia

+005

¥l = f 11: x(t)dt  x e S(E) (3.293)

_ gera., pod
podobnie:j




Rozwzqzame Jest regularne w sensie Hadamardae ze wzgledu na warunki poczqt-
. kowe i prawe strony w topologiach naturalnych dla wszystkich wystepujgeych tu
dystrybucyi.

Dowéd twierdzenia wynika z analogicznego twierdzenia dla niejednorodnego
réwnania Rarity—-Schwingera przy « — 0. Mozna go réwniez otrzymad niezalez-
nie podobna metod@ jak w dowodzie poprzedniego biorac K = 0 i korzystajac
’z wlasnodci réwnania falowego z pracy [6].

Zauwazmy teraz rzecz charakterystyczng dla bezmasowego rownania Rarity-
Schwingera, podobna do wlasnoéci bezmasowego réwnania Diraca (Weyla). Mo-
- 2emy podobnie jak tam wprowadzié dwie wielkosci

P = §(J = 75) P, (3.294)

Puz = %(J + V5 )% - (3.295)

Robige to samo dla warunkéw poczatkowych
1 .
Pur = 5(J = 75)Pu, (3.296)

1 .

Pl = E(J + 75)0u, (3.297)
oraz dla prawych stron
- 1
Ut = 500 = 15)eu (3.298)

1
U = 5(J +75)¢u, (3.299)

'-;wt_edy ofrzymamy dwa niezaleine réwnania Rarity-Schwingera typu Weyla

_ YoOotyie®?” = UF  i=1,2 (3.300)
wraz "z"warunkami poczatkowymi _
K Pui|l|t=0 = Pui € 5'(E*,C*) (3.301)
oraz z warunkiem
' Yiipus = 0= yHp,  i=1,2. (3.302)

W tym jednak wypadku jest wygodniej skorzystaé ze zwiazku miedzy macierzami
Diraca y# 1 Pauliego o* w celu uproszezenia réwnania, w taki sposéb, ze

am (1) = () o

Tp06x 47 = 0 \ (3.304)
a’xp, =0 (3.305)
Xpille=0 = @1, € Sr(E43 Cz) . : (3306)

’,xm T, € S'(EY, CF)
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oraz

Tp0, 7, e"P7 = () ' (3.307)
P, =0 (3.308)
Tolilt=0 = 2, € S'(E4, C?) (3.309)
gdzie , ‘
o = (7,-1), (3.310)
& = (~7,—1I). (3.311)

Nie bedziemy tego rozwijaé tu szerzej.

Bezmasowe réwnanie Rarity—Schwingera opisuje nam ruch kwantowo-mecha-
niczny czastki o spinie 3/2 i helicity (skrgtnosci) #3/2 (tj. rzut spinu na kierunek
pedu wynosi £3/2). Przykladem takiej czastki jest gravitino {(hipotetyczna, do tej
pory nieobserwowana, stowarzyszone z grawitonem w supergrawitacji). W przy-
padku masowym (k # 0) czastki takie istnieja. Sa to np. stawne czastki 2~ z kla-
syfikacji Gell-Manna SU(3) dla widm hadronowych, oraz rezonans A++. Otrzy-
mane przez nas rozwigzania uogdlnione moga stuzyé jako prezestrzenie stanéw
uogdlnionych dla tych czastek w relatywistycznej mechanice kwantowej i kwanto-
wej teorii pola. Przestrzeii stanéw uogdlnionych tj. w sensie S* (dystrybucji tempe-
rowanych) daje nam wlasciwg przestrzen standw w tych teoriach. Wymienione tu
dystrybucje sluzace do konstrukeji rozwiazaii réwnania Rarity-Schwingera maja
waine zastosowania w relatywistycznym rachunku zaburzen, gdzie konstruuje
sig amplitudy przejé¢ réwnych proceséw fizycznych zwiazanych. z rozpraszaniein
i produkcjy takich czastek w ramach techniki diagraméw Feynmana. Niejedno-
rodne réwnanie Rarity-Schwingera opisuje nam ruch kwantowo-mechaniczny pola
(czastki} o spinie 3/2 w obecnoéci zewngtrznych Zrédel prowadzacych do produk-
¢ji lub anihilacji takich czastek. Rozwiazania tego réwnania daja nam funkcje
falowe (w sensie nogdlnionym) dla takich proceséw fizycznych.

Przejdzmy teraz do réwnania dla czastki bezmasowej o spinie 2 ([13)]. Przy-
padku z réina o zera masa nie bedziemy rozpatrywaé z uwagi na to, ze nie
ma on na razie Zadnego zastosowania. Przypadek bezmasowy opisuje nam ruch
kwantowo-mechaniczny grawitonu, hipotetycznego przenoénika oddzialywan gra-
witacyjnych, np. w ogélnej teorii wzglednosdci. Réwnanie to Jest tzw. rownanjem
fal grawitacyinych w liniowej teorii grawitacji otrzymanej z réwnan Einsteina
poprzez ich linearyzacje Wszystkie dotychezasowe eksperymenty poszukujace fal
grawitacyjnych bazuja na tym réwnanin. Otrzymujemy je w nastepujacy sposéb,
zgodnie z pracy [13]. -

Bierzemy niejednorodne réwnanie Einsteina

e

) T
‘ Ruv = 53,8 = 20T, | (3.312)
gdzie 7, jest metryka czasoprzestrzeni, R wv Jest tensorem Ricci wygenerowanym
przez g, (Riemanowskim, oczywiscie), R skalarem krzywizny, T, jest tensorem

50




3.307)
3.308)
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312)

nym
Tl

energii — pedu pdl ciezkich (lub materii), ¢ — predkoscia $wiatla w prézni, a G
- Newtonowskg stala grawitacyjna. Zakladamy male zaburzenie metryki czaso-
przestrzeni g,

Ty = v+ o (3.313)
tak, Ze |h,,| € 1. Wprowadzamy to do réwnai Eisteina i odrzucamy wszystkie
czlony oprécz Hniowych. Otrzymujemy wtedy nastepujace réwnanie. »

167G
Oavpw = gAp(')’Ap,up + 'Y)W,,up) + g;wg Pg” 'chz af = o Tp.y (3314)

a

gdzie , @ oznacza réiniczkowanie wzgledem z%, e

1 .
Vor = by = ks h= 9*Phop . . (8.315)

ZauwaZmy jednak, Ze ., podlega transformacji cechowania pochodzacej od zline-
aryzowanej transformacji uktadu wspélr zgdnych w OTW (Ogdlnej Teorii Wzgled-
nosci). Mianowicie

Yur = Yuw + (900l v + 90p€” o = 90 ) - ' (3.316)

W ten sposéb zmieniajac uklad wspélrzednych mozemy uproécié réwnanie i przyj-

“. mujac warunek odpowiadajacy warunkowi Lorentza w elektrodynamice

T pyn =0 (3.317)

. ‘Warunek ten jest zlinearyzowanym warunkiem de Dondera. W ten sposéb otrzy-
mujeiny

‘DEFINICIA 3.8. Réuwnanien liniowej teorii grawitacji nazywamy réwnanie

_ 167G N
D37,uu = —c—4t,uu: ’)’#u(:l:) € E? (3.318)

gdéie _i#y jest tensorem energii frddet w przyjetym ukludzie wspélrzednych oraz

mamy spefnione warunki g}”’iw,)\ =017gMt=0,2¢ EL

Sformulujemy teraz dystrybucyjne zagadnienie Cauchy’ego w klasie dystrybu-

cji temperowanych dla réwnania hHIOWE‘J teorii grawitacji. W tym celu postawimy

warunek poczatkowy dla réwnania jednorodnego
0570 =05 oo = o (3:319)
ST pur =0 (3.320)
Y puljt=0 = Guw = Guy € §'(E?) (3.321)
%7#;4”::0 = b, = b, € S'(E?) (3.322)
D% = 9T uny  Hoth Ap=1,2,3,4. (3.323)
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Mamy wige do czynienia z réwnaniem falowym dla 7,,. Rozwiagzniem tego pro-
blemu jest oczywiscie funkcja dystrybucyjna
t
{0} a1t}

LE) du {t}

T = G ¥ 5 +buy* u (3.324)

’ ) |

gdzie {u} Jjest funkejg dystrybucyjna dla réwnania falowego z pracy [6] lub mozZna

Jjg otrzymac poprzez £ — 0 z dystrybucji dla réwnania Kleina~Gordona.
Jednakie funkcja dystrybucyjna musi spelniaé takie warunek dodatkowy

T x = 0. (3.325)
Wydaje sig to by¢ spelnione w nastepujacy sposéb
3
a
= —a;,, 3.326
b4 ; axt a ( )
3.5 ' ‘
Azayy, = ; E;biu . (3-327)
Stad mamy
3 ag
Azagqq = “Z;] Soigar i (3.328)
3 82
Agbyy = i; Soigar il (3.329)
oraz
5.9
baj = by = ; FT% (3.330)
.9
. A3(L4J' = A3(Lj4 = ; (:?a:ibij . (3331)
Wprowadimy nastepujace oznaczenia. Niech aqg = a, byqy = b
b= (bar, baz, baz) = (bra, bag, b3q) , (3.332)
= ((L41 5 d42, fL43) = ((L14, ag, 634) . (3333)
Mamy wtedy
3 82
Ag(l. = 2 ma,-j y (3334)
2,7=1
) 3 82
— —— b - 25
b= i§=:1 D big s (3.335)
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3.324)

Nnoina

vy
3.325)

3.326)

.327)

.328)

329)

330)

331)

332)
333)

334)

@); = Z FaT%is (3.336)

i=1

a ;
Ay(d@); = Z 70 (3.337)
=1

. W ten sposéb moze by¢ spelniony warunek dodatkowy poprzez narzucenie wiezéw

na warunki poczgtkowe. Zatem rozwigzanie spelnia réwnanie i warunek dodat-

~ kowy, oraz warunki poczgtkowe. Jest to jedyne rozwigzanie na mocy wlasnosci
- réwnania falowego znanego z pracy [6]. Jest ono réwnoczeénie regularne w sensie
- Hadamarda ze wzgledu na warunki poczatkowe w klasie S'(E3) w topologna,ch

naturalnych dla wszystkich wystepujacych tu dystrybucji.
W ten sposéb udowodnilidmy nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 3.15. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjinego zagadnienia Cau-

- chy’ego w klasie dystrybucji temperowanych S'(E*) dla réwnania jednorodnego
- lintowej teorii grawitacyi

(3.339)

-z warunkiem dodatkowym

Aﬂ?ﬂv,/\ =0 (3339)
T usfjjt=0 = Gpuv = Gy € §'(E°) (3.340)

d_
3_57;“/”“:0 = b;w = bu,u € S,(Es) ' (3.341)

Aza = E da:“ =50 (3.342)

i,5=1

Az = (3.343)

Z ().t:‘c?x-" bis s
i,j=1

= a
(b); = Z i (3.344)
i=1 "

3 .
Ag(a); = Z -t%b,-j. (3.345)

gdzze g =, byg = b, @ = (a41, 042, 643} = (@14, @24, a34) b = (b1, baz, bys) =
(bu,bo.;,bs.;) sq dystrybucje temperowane

_ Tooe} .
Ywlel= f wio(t)]dt, o€ S(E?) (3.346)

—o0




zadane przez funkcje dystrybucyjne

{t} :
{t} o {t}
')' Frany = a‘;ﬁ/ * at . + b;:u ¥ U (3.347)
Rozwigzanie jest regularne w sensie Hedamarda ze wzgledu ne warunki poczgi-
kowe w topologiach naturelnych dla wszystkich wysigpujgeych tu dystrybucyji.

PrzejdZzmy teraz do niejednorodnego réwnania liniowej teorii grawitacji z wa-
runkiem dodatkowym dla zerowych warunkéw poczatkowych

_ 16n _ _ '
057, = 0w T =T (3.348)
*Tour =0 Toupliemo = 37 oullii=o = 0 (3.349)
tu = tuuy Pt =0. (3.350)

Zakladamy, ze
suppty, C {(z,,2,8),t 2 0} &, € S"(EY). (3.351)
Zgodnie z teoria réwnania falowego z pracy [6] mamy,

_ 16n G
7= ——twrEe€ S(E*Y. (3.352)

i3

Fatwo sprawdzié, ze ’y‘fw spelnia warunek dodatkowy. Zgodnie z ogdlna procedura

“konstruujemy ogdlne rozwiaznie dla niejednorodnego réwnania liniowej teorii gra-

witacji w postaci

Vv = Voo + T (3.353)
Z uwagi na wlasnosci réwnania falowego udowodnione w parcy (6] jest to roz-
wiazanie jedyne w klasie $/(E*) dla danych warunkéw poczatkowych. Jest ono
réwnoczesnie regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki poczatkowe
1 prawe strony w topologiach naturalnych dla wszystkich wystepujacych tu dys-
trybucji. o -

Udowodniliémy w ten sposéb twierdzenie

TWIERDZENIE 3.16. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego zagadnienia Cau-
chy’ego w klusie dystrybucgi S'(E*) dla niejednorodnego réwnania liniowej teorii
grawitacji

< —n 167G _ _ ]
"_ D37Zu = _T By t,ur/ = tx/,u ‘T;u = 7:5# (3354)
wraz z warunkiem dodatkowym
| | g"LA?;Lu,,\ =0 o (3355)
Tavjfjt=o = @uv € S'(E®) (3.356)
d_
a—t’Yﬂy;“;:o = by, € S'(E%) (3.357)
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354)

tak Ze

3 PYR
Aga = E; Faipad b (3.358)
- N
Agh = Z_ Taiga7 i (3.359)
z,;_l | 7
Bi= ‘8(??“{5: (3.360)
121 ; |
Ag{@); = ; a7 ~ (3.361)
© gdzie gy = a, by = b, T = (41,042, 043) = (145 G24,a34) b = (baz, ba2,ba3) =
(b14, b2a, b3a)
suppt,, C {(z,9,2,1),t > 0}, t. € S'(EY) (3.362)
oraz
| 9" M =0 (3.363)
sq dystrybucje temperowane §'( E4)
| Vow = T = %?:Gtw * B (3.364)

gdzie v, jest dystrybucjq temperowang z poprzedniego twicrdzenia.

Rozwigzanie jest regularne w sensie Hadumarda ze wzgledu na warunki poczql-
kowe i prawe strony w topologiach naturelnych dla wszystkich wystepujgeych tu
dystrybucyji.

PrzejdZmy teraz do nastepnego réwnania. Jest to réwnanie dla czastki (maso-

~ weji bezinasowej) o spinie 5/2. Pierwszy raz zostalo ono zbadane przez J. Schwin-

gera ([12]). Opisuje ono ruch kwantowo-mechaniczny czastki o spinie 5/2.

DEFINICIA 3.9. Beamasowym rédwnaniem Schwingera dla czgstki o spinie 5/2
nazywamy
. ) ) 1 ,
_’Y'\aﬂl’;w = 27,77 p')"\d’/\.u + 4']’1/6-\'%/’,\# + EQ#V'TAGAQW"!’;JU';'
— 90 pe = Upyy (), Up(z) € C* ~ (3.365)

gdzie P, = b, jest lensorem symetrycznym ze wzgledu na wskainiki p, v oraz
nalezy do C! przy ustalonych wskainikach u, v, p,v, po, A = 1,2,3,4. Jest to tzw.
dwuwskaznikowy symetryczny tensor — spinor, Uy, = U,,.
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Operator po lewej stronie réwnania oznaczymy przez §. Operator § ma na-
stepujacy postaé .
5", = Y ON6U6E — 27,70, yag™"ES + 47,02 g% 61+
1 ) , .
+ §guu’r*0w‘°"5§,’5§ = 907685 . (3.366)

Latwo otrzymaé, ze S? = Oz. Réwnanie latwo uogdlniamy na przypadek z masa
rézna od zera.
DEFINICIA 3.10. Réwnaniem Schwingera dla czqstki o spinie 5/2 nazywamy
rownanie
—iSM b, + By = Uy £> 0, Pu(z) €C, z € B, (3.367)
Gdy U,, = 0 nazywamy je jednorodnym, w pozostalym przypadku niejednorod-
nym.

Zajmiemy sie dystrybucyjnym zagadnieniem Cauchy’ego dla obu tych réwnan
w klasie dystrybucji temperowanycl, korzystajac z wlasnoéci rozwigzan réwnania
Kleina—-Gordona. W tym celu rozpatrzymy nastepujace zagadnienie poczatkowe

—iS2 L, + K, =0, € S'(EY,CH) (3.368)
"/’uu]{]t:{) = Pur € S!(E3vc”4) A pap,v=1,2,3,4 (3369)

dla réwnanja jednorodnego.
Znajdziemy jego rozwiazanie i udowodnimy jego jednoznacznodé w klasie S',

oraz regularno$é w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki poczgtkowe. W tym
celu zapostulujemy rozwiazanie w postaci funkcji dystrybucyjnej generujaca dys-

trybucje temperowana

{t}
D o = (157, + 1620 W 5 3y, (3.370)
taka, ze
T v 4 .
"II’;:V[X] = f ¥ ,!;U[X('wt)] dt xe€ S(E ,C ) (3.371)
‘ S ‘
Rozwiazanie to spetnia réwnanie z nastepujacymi warunkami poczatkowymi
, ﬂ’,uv”lt:() = Wur € S!(E:;, C4) (3-372)
gdzie '

Luv = i{_74 @;w - 27v747A@#A - 4'7v934u+
1 - b "
+ ng,'}";g’m(ppa + 9“./7“9040} - (3.373)

Otrzymali$my wiec uklad niejednorodnych réwnaf liniowych na &, = &,,. Roz-
wiazujac ten uklad znajdujemy &,. konieczne w konstrukcji rozwigzania. Za-
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awazmy, ze dla $,, = 0 mamy réwniez ., = 0. Wystarczy, Ze istnieje jedno
‘rozwigzanie tego ukiadu dla dowolnego ¢,, # 0.

Mamy w ten sposéb rozwigzanie problemu poczatkowego w klasie S’. Udo-
wodnimy teraz jego jednoznaczno$ci. W tym celu rozpatrzymy nastepujace za-
gadnienie poczgtkowe

=157 L Ppe + K, =0 (3.374)
Puuv|jt=0 = 0 (3.375)
Dzialajac operatorem (.5 + &) na obie strony réwnania otrzymujemy
(05 + 5" )ty = 0 (3.376)
Z (Ifugiej strony mamy, Ze
| (Oxtus Ntie=0 = Fn(th =0 = 0 (3:377)

Zatein mamy:

g {t} ) a{t}
4 A 4
“ Y\ 5 P “2777(—1/' ,,) +
(dt “J =0 AN Y,
a1t} 1 a1t}
— —_ - po. 41 2
4%,(3‘5 ’d,‘-m) [t=0 * 29,;,,_:7 7 (5‘t v pa) Et=o+

a {2}
+ g,uu'ya (a P 40) =0. (3378)
li=0

Stad zﬁa.jdujmny, ze

g {t}
(a_t 4 W) =0 = (Dt¥p)fje=0 - (3.379)
|t=0

Ma.my zatem nastepujace zagadnienje
‘ (O3 + &%) =0 (3.380)
d)ﬂ-"”!‘:o =0 (3.381)
‘ (Db )z=0 =0 (3.382)
Zatem na mocy twierdzenia udowodnionego w Dodatku C otrzymujemy, zeh = 0.
W ten sposéb udowodniliémy twierdzenie
. TwWIerDZENIE 3.17. J edy?.lym rozwigzaniem dystrybucyinego zaegadnienia Cau-
= chy’ego w klasic S' dla jednorodnego réwnania Schwingera dla spinu 5/2
" —i5P L or + Kty = 0 - (3.383)
Pusllle=0 = Prv € S(E>,CY)  pv,X,p=1,2,3,4 (3.384)
Py, = ¥, € STEY,CYH (3.385)
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jest dystybﬁcja temperowana
Feoli} 4 iy
Puu[x] = f P t)ldt x e S(EY,CY) (3.386)
—0
zadana przez funkcje dystrybucying
{t}
"‘1[’ py = (?'S U,uu + ""'5 Eau) ’Ub * (Ppo- (3387)

gdzie P, jest rozwigzaniem uktudu réwnan lintowych
P = i{—v“s’éw = 297 B — 47uPap+
o+ 2.0‘#1/7 g° ‘Ppa‘l' wv? Pac} - (3.388)

(uktad ten posiada tylko jedno r'azwz'qzanie).

Rozwigzanie jest regularne w sensie Hadamarde ze wzgledu na warunki po-
- czgtkowe 1 parametr & w topologiach naturalnych dla wszystkich wystepujacych tu
dystrybucyi i pawmetw W szczegdlnodei dla x = 0 otrzymugemy rozwzqzanze dla
bezmasowego réwnanic czqsthi o spinie 5/2.

PrzejdZmy teraz do przypadku niejednorodnego réwnania dla czastki o spinie
5/2. :
Mamy nastepujacy problem

(8579 ., + 56"“6",,)1/)2'0 =U,, (3.389)
Poolijt=0 = 0 (3.390)
U € 8'(E*,CY), supp U, C {(z,¥,21),t> 0}. (3.391)
Dzialajac na obie strony réwnania operatorem (45 + &) otrzymujemy
(Os + 52)1/:;-: = (1577 4, + 68567 U o (3.392)
oraz, ze ‘, '
511])15('5{5""’”;, + k8287 U6 C {(%,y,2,¢),t > 0} . (3.393)

zatem rozwiazanie tegd problemu jest nastepujace
= (1577 4 + KELETIE * Uy (3.394)
Jest to réwnoczesnie rozwiazanie jedyne, bowiem jedynym rozwiazaniem prazy

Zerowych warunkac.h poczatkowych i zerowych prawych stronach jest rozwigzanie
ZeTowe.

Udowodmhsmy w ten sposdb Il’l.StQ])‘ll jace twierdzenie

TWIERDZ:ENIE 3.18. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego zagadnienia Cou-
chy’ego w klasic dystrybucsi temperowanych dla niejednorodnego réwnania czgstki
o spinie 5/2(w przypadku masowym ¢ bezmasowym)

(=882 + KOOV, = Uy (3.395)
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.386)
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339)
390)
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394)
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Cau-
qgsthi

U, € S'(E*,CY), (3.396)
supp U, C {{(z,¥,2,t),t > 0} (3.397)
)\:Pa#,y =1,2,3,4
1/’3\,0”]!:0 = Puv (3.398)
jest dystybucja temperowana ‘ ,
Py = Yuy 4 (857 + kEG6))VE + Ups (3.399)
gdzie ¥, jest dstrybucjq z poprzedniego twierdzenia. '
" Rozwigzanie jest regularne w sensie Hudamarda ze wzgledu na warunki poczqi-
kowe 1 prawe strony w topologiach naturainych.

Rozwiazania powyZszych problemdéw dajg nam funkcje falowe (w sensie uogdl-
nionym) dla czastki o spinie 5/2 w relatywistycznej mechanice kwantowej. W przy-
padku bezmasowym opisuje nam funkcje falowa tejie czastki w dwéch mozliwych
stanach skretnoéciowych o spinie 5/2.

C.zadstkl o spinie 5/2 wystepuja w przyrodzie. Sq, nimi pewne rezonanse w fizyce
hadrondw.

3d. Réwnania Diraca—Fierza. Przejdimy teraz do réwnania falowego dla
czastki (pola) o wyzszym spinie (s > 5/2). Uzywac bedziemy formahzmu spinoréw
dwukomponentowych (C?) ([14, 15]).

- Celem przyblizenia Czytelnikowi wystepujacych tu pojeé wezmy pod uwage
spinor z jednym wskaznikiemn

4, A=1,2, ¢*ecC.  (3.400)

Transformuje si¢ on nastepujaco

(gl:) B (: §> (El) © (3.401)

gflzie ab—pBv =1,&,3,7,§ € C czyli wzgledem grupy S L(2,C), ktéra jest lokalnie
izomorficzna grupie SO(1,3) (spéjnej skladowej jednosci grupy Lorentza),
Do podnoszenia i opuszczania wskaZnikéw uiywamy tensora € 4p.

EAB :(_? [1]), EABEB _5A A,B,C=1,2. ' (3.402)

Spinory ze wskaZnikami kropkowanymi transformuja sie nastepujaco

if * g* i |
(5)- (2 5)(8)

a wiec tak jak (£€4)*, gdzie # jest sprzgzeniem zespolonym. Opuszczanie i podno-
szenie wskaznikéw kropkowanych dokonujemy przy pomocy

€45 =(caB)" = €aB (3.404)
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01 B¢ ’ .
Eipg = (_1 0), EABEBc‘:ﬁg (3.405)
Zauwazmy, ze pole £4 opisuje nam czastke (pole) o spinie % Ma bowiem 2s+1 = 2
stopnie swobody.
Pole o spinie s > 5/2 bedziemy opisywaé przy pomocy pary symetrycznych
spinoréw

7T, p i B..D (3.406)

gdzie A,D,B = 1,2, Q,T, D = 1,2. Spinory te sg symetryczne wzgledem wszyst-
kich wskaznikéw, w kazdej grupie kropkowanych lub niekropkowanych, polozo-
nych w wierszu gérnym lub dolnym. Ich walencja wynosi odpowiednio

0 D 0 p+1
g+1 0)° g 0 /°

Oznacza to, e W plerwszym spinorze wmamy 0 — wskaZnikéw niekropkowanych
w gérnym wierszu i p — kropkowanych, a w dolnym wierszu (g + 1) — niekrop-
kowanych i 0 — kropkowanych. Dla drugiego spinora mamy odpowiednio. Spin
czastki (pola) wynosi

£D..-T

(3.407)

1
s=5+e+1), pe=01... (3.408)

. . . s . . . 3 . . - _ - - 1
W przypadku spinu poléwkowego (fer miondw) przyjmujemy p = ¢, CZ}_'h s=p+3
p=0,1,2,.... W przypadku spinu calkowitego (bozondéw) ¢ = p— 11 mamy

s=p, p=0,1,... (3.409)

Spinory symetryczne (w kropkowanych i niekropkowanych wskaZnikach) realizujg

skoficzenje—~wymiarowe, nieprzywiedlne reprezentacje grupy Lorentza (tj. doklad-

nie $L(2,C)). S one oczywiscie nieunitarne (grupa Lorentza jest niezwarta} i od-

powiadaja wszystkim spinom s = 0,1/2, 1,3/2,2,5/2,...

DEFINICIA 3.11. Rownaniami Diracu-Fierza nezywamy

(3.410)
aApEPQ"'TB...D = “-fi?iQ'“TAB...D =v% T p.D (3.411)

79T g, o(z), eP-T 1p p(2), UPeTg p(x), V¥ Ta.p(z) € C?, ze E*.

Gdy U iV znikajg tozsamodciowo, rdwnania nazywamy jednorodnymt, w prze-

ciwnym razie niejednorodnymi.
Zwigzek migdzy zwykiymi pochodnymi i wypisenymi tu wyzej jest nastepujgey

Do . _ P AB
aAB:(a“aH)AB___,(_v_a:_*___) 0‘#=(5",I).

JAPy-T yp =9 Ty p= ure-Tg p

5 (3.412)

GO

Mamy 16



ujgey

.412)

Lt

Mamy réwniez warunki dodatkowe
94 enT 4p p =10 (3.413)
3Bpfpd‘)"'j‘3...n =0 (3.414)
speinione na mocy symetrii wskaznikéw powyzszych spinoréw (zgodnie z pracami
{14] i [15]).
Korzystajac z powyzszych réwnaf i definicji 848 latwo otrzymujemy
@+ &) T o p=0 (3.415)
(05 + 82T _p=0 (3.416)

Postawimy teraz dystrybucyjne zagadunienie Cauchy’ego dla réwnaf falowych dla
czastki (polu) o spinie s = (p + ¢ + 1).
- Zadajmy wiec warunki poczatkowe w klsie 5/( E%)

19T 4. pj=o = x>T40 € S'(E%,0) (3.417)
2Ty pieo = ¥ Ta b € §(E,C) (3.418)

Mamy jednak, ze
89,5078 = 6505 . (3-419)

Zadajemy wiec rozwigzanie w nastepujacy sposéb

{t}o.. 4 {t}  p.oi
19 T4 p=— £l gy *")[’D"'QTBD)

§ PQNTB...D —

(3.421)

' ‘ t
" a wiec przy pomocy Tunkcji dystrybucyjnych. {u} jest funkcja dystrybucyjna z

Twierdzenia 2.2. Latwo zauwazyd, ze funkcje te spelniaja powyzsze réwnania.
Spelniaja réwniez zadane warunki poczatkowe. Warunki dodatkowe sa réwniez

- spelnione ze wzgledu na symetrig spinoréw.

Rozpatrzmy teraz powyzsze réwnania z zerowymi warunkami poczatkowymi,

aAPUQ...TA H,fPQ"'T

B..D = B..D

o L (3.422)
OupF Ty p=—ky?Tuap. p

Gl




Q"‘TAB...D”“:U =0

Ui
S (3.423)
£°%Tg pl=e = 0.
Korzystajac z réwnanii 1 warunkdéw poczatkowych latwo dostajemy, ze
9 4 ‘ .
(a—tnq---’rw_,_p) =0 (3.424)
[I|t=0
3 an s
(5;€P Q"'TB...D) =0 (3.425)
. [[1t=0

Z drugiej strony wiemy, Ze oba spinory symetryczne spelniaja niezaleine réwnania
Kleina—Gordona

(O + &)y 4p.p =0 (3.426)

(05 + R2)§pé'"T'g...D =0 (3.427)

Zatem -jedynym 1'ozwi}gza11ie111 powyzszych réwnan sa spinory zerowe w klasie
S'(E*) (na mocy twierdzenia udowodnionego w Dodatku C)

7T g =0 (3.428)

ePR-Tp p=0. (3.429)

ZauwazZmy jeszcze, Ze prezentowane rozwiazanie jest ciggle ze wzgledu na warunki

poczatkowe (ciaglosé splotu). Zatem rozwiazanie jest jedyne w klasie §'( E*4).
W ten sposéb udowodnilidmy twierdzenie

TWIERDZENIE 3.19. Jedynym rozwigzaniem w klesie dystrybucji S'(E*) dla
dystrybucyjinego zagadnieniac Clauchy’ego uktadu réwnai falowych dla spinu s =
Flp+g+1)

PAPQT POt
Ty = —ky@Tap o,
gdzie |
Pe-Ty peS(ELC), (3.430)
7T 4p.p € S(EYQ), (3.431)

sq symetrycznymi spinorami dwukomponentowymi ze wzgledu na kropkowane ¢
nickropkowane wskainiki, Wskainiki przybierajq wartodci 1, 2 lub 1, 2.

T?Q'"TA...[J|||z=o =x?T4 pe S(EC) (3.432)
gDU.TB...[)]”L:O = '(/JD."TB...D ¢ SI(E:},C) (3433)
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3.423)

3.424)

3.425)

nania

3.426)
.427)

klasie

.428)
.429)

runki

L)_

) dia

[ § —

(x i sq symetrycanymi spinorami oddzielnie ze wzgledu ne kropkowane i nie-
kropkowane wskezniki) sq dystrybucie temperowane

+ oo
. . t ;. T
1Ty old= [ W4 pix( )t (3.434)

—0

.. toorsy :
€ p.obd= [ €2 Tp plx(-t)]dt (3.435)

X € S(E*), gdzie

@ I L
7]}Q"'TA...D = — &l qp) u} * "/’D'"QTB---D)'*'

0% o
+ B ¥ XQ'"TA...D )
AA(E {t} 5. .0
- _ aA(PI(AIb] ? *,IJ}D...QTBWD)
9P I 3¢ . 437
+ H() ot * X EB..D (3 43 )

Rozwigzanie to jest regularne w sensie Huodamarda ze wzgledu na warunk:

poczgikowe w topologiach naturclnych ze wzgledu na wystepujace tu dystrybucje.
- Dla funkeji falowych fermionowych przyjmujemy p = ¢. Dla bozonowyeh ¢ =

{t
p-L {u} jest funkejq dystrybucying z Twierdzenia 2.2. Rozwigzanie jest réwnies

regularne ze wzgledu na parametr k.
Weimy teraz pod uwage przypadek z « = 0. Mamy wtedy réwnania
BAPUQ"'TAB___D =0, oraz (3.438)
aptfe Ty p=0. (3.439)

" S3 one zupeie niezalezne. Mozemy wiec rozpatrywaé wylacznie jedno z nich, np.
- plerwsze. Korzystajac z poprzedniego twierdzenia, oraz z ciaglosci rozwiazania
- wzgledem parametru s ofrzymujemy nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 3.20. Jedynym rozwigzaniem w klasie S'(E*) dystrybucyjnego

. zagadnienia Cauchy’ego w klasie S'(E®) dla réwnanic Jalowego dla bezmasowe;
. czqstki (pola) o spinie s = ;—(p +g+1)

9Py T g p=0 - (3.440),

99T 4z D=0 = X*T ap..0 € §'(E3,C),
79T 45 p € S(EY,

AB...D=1,2, QT P...=1,3,
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gdzie X © 7 sq spinovami symetrycznymi we wskainikach kropkowanych i niekrop-
kowanych niczaleznie jest dystrybucja temperowana
. FToo . .
1% Tam.obd= [ W Tas oix(-0)de  x € S(EY, (3.441)
—00

generowana przez funkcje dystrybucyjng

{t}
{t}g du
79T 4p.p= wTE +x¥T 450 (3.442)
Rozwigzanie to jest regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki
poczgtkowe w topologiach naturalnych dlu wszystkich wystepujgeych tu dystrybucyi.

Przejdzmy teraz do niejednorodnego systemu réwnai dla czastki o dowolnym
spinie s = 1(p + ¢ + 7). Mamy nastepujace réwnania

aAPTI'?"-TAB',,,D _ Ré‘fPQ...TB".D = UPQ..”TB,_,D , (3'443)
04" o o+ 809 Typ p=VeT4p p, (3.444)

gdzie U i V sy symetrycznymi spinorami w indeksach kropkowanych i niekropko-
wanych niezaleznie. U/ iV s3 réwnoczeénie dystrybucjami temperowanymi na E*
o nodniku zawartym w zbiorze {(z,y,z2,t),t > 0}.

Postawimy teraz zagadnienie poczatkowe w Klasie S'(E*) dla zerowych wa-
runkéw poczatkowych, dla niejednorodnego réwnania falowego (systemu réwnan)
o spinie s. Zapostulujemy jego postaé nastepujaco:

N ap.p=0paUr 4Ty py« E+ sV @ T B, (3.445)
gliPQ...T — Ha(.P!AinT) HVPQ"-TB,,,D % F. (3.446)

Rozwigzanie to spelnia réwnanie i zerowe warunki poczatkowe. Mozemy wiec
sformulowaé nastepujace twierdzenie.

B..D AB.D* E—

TWIERDZENIE 3.21. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego zagadnienia Cau-
chy ego dla ukladu nicjednorodnych réwnai falowych dla czgstki o spinie s =
H(p+q+ 1).w klasie dystr ybucji §'(E*) dla danych Cauchy’ego w klasie S’(E3).

ag.p —wEF9 Ty p=UF-Ty o, (3.447)

5A13§"PQ"'TB...D +un® T g p=VeTp p , (3.448)

gdzie U iV sq symetrycznymi spinorami w indeksach kropkowanych i niekropko-
wanych niezaleinie. U i V sq réwnoczesnie dystrybucjami temperowanymi na E*
o noénikack zawartych w zbiorze {(x,y, z,t),t > 0}

aAPan...T

?]"Q'"TAB...Du;a:o x° T ap.p € S(EC) (3.449)
&Py pie=o = 9275 p € 5'(E*,C) (3.450)
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47)
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sg dystrybucje temperowane

,’]HQ...TAB"-D -~ ”’Q..“TAB D + 1]Q'“TAB D (3.451)

2T g =0T 45 b+ Tup.p (3.452)

gdzie o', &', 51 1 £ sq zadune wzorami z poprzednich dwdch twierdzen. Rozwigzanie
jest regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki poczgtkowe i prawe
strony w topologiach natruralnych dla wszysthich wystepujgeych tu dystrybucji.

W przypadku bezmasowym (k = 0) rozpatrujemy tylko jedno réwnanie np.
pierwsze dla spinora 7, mamy wtedy

APy T yp p=VFPETy p (3.453)
i ogdlne rozwiazanie ma postaé: )
{t}
{t}; ) ¥ du
79T g p= ()p(AVPQ" B.D)*E+ ¥TE #x T 4p .D) (3.454)

gdzie {'f;,} jest funkejg dystrybucyjng z Twierdzenia 2.2 w przypadku &« = 0 (lub
odpowiednia funkcja dystrybucyjng z pracy [6]). Dystrybucje temperowane klasy
S'(E*,C), x sa symetryczne ze wzgledu na wskazniki kropkowane i niekropko-
wane, niezaleinie. Rozwiazanie jest jedyne i regularne w sensie Hadamarda ze
wzgledu na prawe strony w topologiach naturalnych dla wszystkich wystepuja-
cych tu dystrybucji.
‘Rozwiazanie jest generowane przez ponizsza funkcje dystrybucyjna
. +oo {1},
0 Tap.old= [ e Tap plx(~0]dt  x € S(EY) (3.455)
oo ,

spelma, ono nastepujace warunki poczatkowe

TIQ"'TAB .D||jt=0 = XQ"'TAB .» € §'(E*,C). (3-456)

“ Podejscie wykorzystujace dwukomponentowe spinory jest bardzo ogdlne i

~ mozna dzieki niemu otrzymaéd wszystkie przypadku tj. kazdej wartosci spinu s,

zaréwno calkowitego jak i po]owkowego zaréwno w przypadku masowym, jak
i bazmasowym (& = 0).

Odpowiada to wszystkim nieprzywiedlnym reprezentacjom grupy Poicare’a.
Jednakie w zastosowaniach dla spinéw s = 0, %, 1,3/2,2,5/2 wygodniej jest uzy-

- waé tradycyjnej notacji bispindw (spinoréw Diraca), spinoréw Weyla, czterowek-
toréw i zwyklych tréojwymiarowych wektordw. Z cala pewnoscia istnieja czastki
. o spinach wyiszych niz 5/2. Odpowiadaja im stany wzbudzone rezonanséw ha-

dronowych. Sa nimi réwniez jadra atomowe o wyzszych spinach rozpatrywane
w relatywistyczunej fizyce jadrowej. Nie widaé by istniala jaka$ gérna granica na
warto$¢ spinu. Z drugiej strony jednak pewne ograniczenia wynikajace z konsy-
stencji teorli supergrawitacji, zwigzane z rozpatrywaniem oddzialywania czasiek
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ze spinem s miedzy sobg, a w szczegSnosci z grawitaciy (spin 2 — przypadek bez-
masowy), oraz z polem elektromagnetycznym (spin 1 — przypadek bezmasowy)
prowadza do wniosku, Ze fizyka koificzy sie na spinie 2. (Moze byé przypadek

bezmasowy (grawitino) lub masowy — konieczny do tworzenia wielkiej unifikacji

oddzialywatt podstawowych). Istnienie czastek o wyzszym spinie niz 2 nie przeczy
tej konkluzji, bowiem sg to czastki zlozone. W przypadku hadronéw o wyzszymn
spinie niz 2, mamy do czynienia z ¢zastkami zlozonymi z kwarkéw. Jadra ato-
mowe s oczywiscie rowniez zloZone. Tym razem z nukleondw. W pracy rozpatry-
walidmy przypadek spinu 2 w przypadku bezmasowym (réwnanie liniowej teorii
grawitacji).

Dila za,mteresowa.nego Czytelnika przedstawimy zwigzek réwnania falowego dla
czastki o spinie 2 (tj. réwnania Diraca) z réwnaniem Diraca-Fierza dla spinu %
W tym celu nalezy wprowadzié transformacje spinoréw dla inwersji przestrzen-
nych, tj. dla przeksztalcenia

P:(z,y,2) — (~z,-y,—2) (3.457)

W ten sposdh mamy

Pits— —inh, o4 = —if, (3.458)

W podobny sposéb mamy
48 > g (3.459)
748 o~ (3.460)

Para (£4,7;) nazywana jest bispinorem rzedu pierwszego (spinorem Diraca).
1
Biorac 5 = (gg), 7= (1?) oraz ¥ = (g) definiujemy bispinor Diraca.
b

ZauwaZmy jeszcze, ze P : 848 - 9 AB: W ten sposdb system réwnaii Diraca—Firza
przechodzi w siebie po transformac]i inwersji przestrzeni (w przypadku jednorod-
nym) W przypadku mejeduorodnym powinnisémy zalozyé odpowiednie zachowa-
nie sig¢ prawych stron réwnan ze wzgledu na transformacje i inwersji przestrzeni.
Korzystajac ze zwigzku miedzy zwyklymi pochodnymi 9, i 84%, oraz definicji
macierzy Diraca vy, poprzez macierz Pauliego o; latwo otrzymujemy z réwna-
nia Diraca—Fierza réwnanie Diraca dla bispinora 1. W podobny sposéb mozemy
otrzymac réwnanie Weyla, Rarity—Schwingera, falowe dla czastki o spinie 5/2,
Maxwella, liniowe] teorii grawitacji, Proca, masywnego grawitonu, itp.

Przestrzen bispinoréw Diraca B, to €' wyposasone w iloczyn skalarny (.-}
taki, ze

_ ) 7 n
N — S, e ) T2 _ | ¥ - .
()= 3 Agriy, w=| 2|, y= " (3.461)

ifj=1
T4 U4
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k bez-
\SOWY }

a symetryczna macierz A ma nastepujace wlasnoéci _
AYPAT = 4#F L 1 =1,2,3,4. (3.462)

padek
fikacji . Moina przyjaé dla uzywanej przez nas reprezentacii, ze A = 7%,
rzeczy
787ym Rozpatrzymy teraz dwa wazne przypadki réwnai
a ato- .
patry- 3e. Réwnania Maxwella w cechowaniu Coulomba i réwnanie dla ma-
teorii sywnego grawitonu
g0 dla DEerINICIA 3.12. Réwnaniami Mazwella w cechowaniu Coulomba nazywamy
i L, ukted réwnan R
A - I
trzen- 57 AsA=0, A(z)eE? zekFE* (3.463)
.457) divA =0 (3.464)
gdzie E= —A, H=rot4d '
.458) DEerINICIA 3.13. Rownaniem falowym dla masywnego grawitonu nazywamy
' nastepujgce rownanie
— o 4w 7 )
.459) DaTw + 6T = =7 s K20
w460) gd‘zie‘i,#(m)l: 7;::1(3") € El: tﬁw(m) = tV‘#(m) € El: TE E4
.). - g“UT,uA,u =0 (3'465)
raca ¥ tun, = 0. (3.466)
Firza ; ) . . . . . , .
rod- . Sformulujemy dla tych réwnat dystrybucjyne zagadnienie Cauchy’ego w klasie
owa- dystrybucji ' i udowodnimy jego jednoznacznoid, oraz regularno$é w tej klasie.
jz eni Zajmiemy sie najpierw pierwszym réwnaniem. Mamy
nici | ‘ 924 | |
o R | ‘ | o MA=0, AeS(B'E) (3.467)
emy ‘ divA =0 : (3.468)
5/ 2, ' g — 3 3
A“lg:g =ae€ S'(FE°E ) (3.469)
o : _ . 5A _
'(’ ) _ ('-d—t') =be S'(Ea, E3) (3470)
o Hiz=0
_ ! w ten sposdh konstruujemy rozwiazanie
461 P Lt
= f W oW .
: A=dgs—=—+bxu (3.471)
ot
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Warunki dodatkowe div A4 = 0 latwo spelniamy biorac j . _ Musi onc

divi=divb=0. . (3.472)
Rozwiazanie spelnia réwnanie i warunki poczatkowe, oraz warunek cechowania Mamy
Coulomba. ‘
Réwnoczesdnie jest to jedyne rozwiazanie tego problemu w klasie 5/ i regularne
w sensie Hadamarda, na mocy twierdzenia z parcy [6] dla réwnania falowego.
W ten sposéb ndowodnili$my twierdzenie
TWIERDZENIE 3.22. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego problemu Cau-
chy’ego w klasie S’ dla réwnat Mazwella w cechowaniu Coulomba
94 ~ Dlat=0m
v AzA =0, _ (3.473)
divA =0 (3.474)
Ajj=o = d € S'(E®E% (3.475)
oA ~ ‘
("5?) =be §(E% E®) (3.476)
lilt=0 Czyli
tak ze div @ = divh = 0 jest dystrybucia z S'(E*, E3)
ety
Alo)= [ Alo(0)]dt o€ S(EY (3.477)
‘ —o Stad
generowang przez funkcje dystrybucying
{t} 3{ t}
A= v +b% (3.478) Ostatecznie
Rozwigzanie jest regularne w sensic Hedemarda w topologiach naturalnych dla
wszystkich wystepujqeych tu dystrybuci.
Przejdfmy teraz do réwnania falowego dla masywnego grawitonu (x > 0).
Rozpatrzymy najpierw przypadek réwnania jednorodnego
(Cs + &° Fuw=0 Y =7 € S’(E4) (3.479)
G =0, pwA=1,2,3,4 (3.480)
l ’ 7#’”““:0 = ('L',_“/ e IS'I(E3), Cl,m, = a.w_‘ (3-481)
d _ .
— =bu € S(E®), b =b,, (3:482) “o . gdzie wpron
. ()t 224 ”It=0 ’
. o o . .. N U,
Postulujemy rozwiazanie w nastepujacej postaci funkcjj dystrybucjynej 5§ =

¢y {t}
‘a 1 - I - - -
Gy * “H- + b, + . Spelnia ono réwnanie i warunki poczatkowe.
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472)

ania

arne
'ego.
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473)

474)
475)

476)

477)

478)
. dla

- 0).

479)
480)
481)

482)

t}

=l
I

Musi ono spelniaé warunek

{t}
g,u)\ ¥ pinh =
Mamy
oitd A1t} 3
A

3
t .
+ {u} * ( — K2 aqy + Azagn + Zbiv,i)
i=1
Dla ¢t = 0 mamy
{t} {t} 3

97 du
axﬁy”H:O = W[“’-:O * (Za’iv,i + b4u)

i=1

3
= Z“iu,i + b4, =0
i=1

Czyli
A1t 3
9 At} 2
0= dTi: = U * (— K™ G4y + Azaqn + ;biu,i)
Stad
3
—r*aq, + Azag, + E bii = 0
- i=1
Ostatecznie otrzymujemy
| b=V.d=diva
Daij
(8); = ; T
3
9%a;;
2 oo
mRat Aga - L Juidad
7,7=1
3
. 8b;;
Ly — i
— (a)j + .43((1.)3‘ -_ 2 d—mf =0

gdzie wprowadzilisiny nastepujace oznaczenia
Q= G44, b= by
b= (D14, bag, bsg) = (b1, baz, bas)

@ = (a4, @24, 034) = (@q1, @42, A43)
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(3.483)

(3.484)

(3.485)

(3.486)

(3.487)

(3.488)

(3.489)

(3.490)

(3.491)

(3.492)
(3.493)
(3.494)



Rozwmzame jest regularne w sensie Hadamarda i jedyne co wynika z Tw1erdze-

nia 2.3.
W ten sposéb udowodnilismy nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 3.23. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego zagadnienia Cau-

chy’ego w klasie dystrybucyi tempemwanych dla jednorodnego réwnania falowego

masywnego grawitonu
Qs + 8%, =0, "7,
9”7,;»,;\ =0,
Tuslllt=0 = Guv = @y € 5'(E?),

&7, ) |
ad =b,, = a,, € S'(EY),
( o Jip=e "

=75, € S'(E*)

tak Ze
L b=V-@=diva
3
=, B 8a,—j
(b)J - i=1 _5:;:7
3
O2ass
2 _ i _
...h,a-l-Aga 2 a;‘[:‘ax.?_
1,3;1
o by

— nz(a,)j + Aa(ﬁ)j — . a:l:f =

gdzie

la':a"i_‘h b=b44s Qij = Qg4 bij=bji, 1,j=1,2,3
b = (b1y,b24,b34) = (ba1, byz, by3)
@ ="(a14, @24, a34) = (a41,942, a43)

Jjest dystrybucjg temperowang

Fooyy
7_1::1[0-] = f {7};w[o-('st)] dt

generowang przez funkcje dystrybucyjng
‘ w0 % ©

Y oy = Gpp ¥ —— 5 +bh*u,

(3.495)'

(3.496)
(3.497)

(3.498)

(3.499)

(3.500)
(3.501)

(3.502)

(3.503) .

(3.504)
(3.505)

(3.506)

(3.507)

Razwzqzame jest reqularne w sensie Hadamarda ze wzglgdu na warunki po-
czgthowe w topologiach natruralnych dla wszystkich wystepujgeyeh tu dyctrybuc_yz

Jest ono réwniez regularne ze wzgledu ne parametr .
Dla k = 0 otrzymujemy Twierdzenie 3.15.
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195)
196).

497)

498)

499)

500)
501)
502)

503)
504)

505)

506)

507)

icy.

Rozpatrzmy teraz niejednorodne rdownania falowe dla masywnego grawitonu
przy zerowych warunkach poczatkowych

4G
(O3 + K27, = —:Ttpu (3.508)
Tulljt=0 = 0 | (3.509)
o ,
( g””) =0 (3.510)
t =0 -
;ﬂw = 7:;1;5 tur = top, (3511)
suppt,, C {(2,v,2,1),t > 0},C E*, (3.512)
g#ATLV,,\ = 0'.' (3513) ‘
9" Muur =0, (3.514)
t}wsT‘Lu € '9!(-"34) (3.515)

Kaida ze sktadowych 7, spelnia réwnanie Kleina-Gordona, zatem rozwigzaniem
bedzie dystrybucja temperowana
— - .
Tow = =1 tuy * E, {3.516)
gdzie F jest dystrybucja (2.72) z Twierdzenia 2.5. Warunek g“"ﬂw,A = 0 jest
. . . T . . PR —
aut?matyczme.: spcj.lmony. I\Ol]StIll‘Ll.]Z}_.C_ rozwlgzanle w pf)sta.c1 Y v = Tur + T
mozemy rozwiazaé dowolny problem Cauchy’ego w klasie dystrybucji tempero-
wanych dla niejednorodnego réwnania falowego dla masywnego grawitonu, ko-
rzystajac z twierdzenia poprzedniego i z liniowosci réwnania. Rozwigzanie to jest
jednoznaczne i regularne w sensie Hadamara. Jednoznacznodé i regularnosé w

" sensie Hadamara wynika z Twierdzenia 2.5.

Udowodnili$my w ten sposdl twierdzenie

;TWIERDZENIE 3.24. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego problemu Cau-

. chy’ego w klaste dystrybucji temperowanyeh dia niejednorodnego réownania falo-
~ wego dla masywnego grawitonu

' '_ 4n (3 )
(Os + “"72)7?;:; =TT tpw (3.517)
TN =0, T, =T, € S'(EY) (3.518)
tuy =1, € S'(EY) (3.519)
¢t = 0, (3.520)
supptu, C {{z,v,%,t),t > 0}, (3.521)
szlnlzﬂ =Gy =Gy € S’(ES) (3.522)
3}
"-'_‘_Zu = b,zw = bv,u. < Sr(Es) (3523)
I =0
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tak ze
b=V -Z=divd . (3.524)

) = Z %-“ : (3.525)

2 3 320‘.,] ’
| fn a+ Aza — P prer i (3.526)
2( - N '
- K (a)j + A3(a i~ EET =0 ‘ (3.527)
i=1
gdzie
a = 44, b= b44 ‘ (3.528)
} B = (b14,b24,b34) = (ba1,b42,b43) (3.529)
@ = (@14, 24, 234) = (@41, C42,43) (3.530)
jest dysirybucjiq temperowana '
' A7
Tiw = Tuw = gt ¥ £ (3.531)

gdzie 7, jest dystrybucjq z poprzedniego twierdzenia..

Rozwigzanie jest regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki po-
czthowe w topologiach natruralnych dla wszystkich wystepujgeych tu dystrybucyi.
Jest rowniez regularne ze wzgledu na parametr k. Zavwazmy, ze dla & = 0 otrzy-
mujemy wyniki Twierdzenia 3.16.

3f. Réwnania dla uogdlnionych pdl Maxwella i hamiltonowska po-
staé réwnania Kleina—~Gordona. Przedstawimy teraz réwnania dla tzw. uogdl-
nionych pdl Maxwella. Sa one definiowane dla funkcji na E* bedacymi calkowi-
cie antysymetryczaymi tensorami tj. dla by p, . p, = h[#mz aa]s i = 1,2,3,4,
t=1,2,...,n,n=12... Wzwiazku z tym, ze na. E* kazdy tensor calkow:cxe
a.ntysymetryczuy zeruje si@ dla n > 5 bedziemy zakladad, Ze n < 4, W przypadku
=4, My pousss = XEuypmopsps BUZ1€ sy, jest calkowicie antysymetrycznym
tensorem Levi-Civity. Wtedy oczywiscie hy, 4, pu.n, sprowadzi sig do pola skalar-
nego x czyli do pola Kleina-Gordona. Zatem bedziemy rozpatrywaé 1 < n < 3.
Ale w przypadku n = 1 mamy oczywiicie przypadek pola Proca (lub Maxwella).
Zatem ostatecznie n = 2,3. Dla takiego pola wprowadzimy pojecie nateZenia pola

‘ Fun+: Britgefin = a[#n-{—l hm---#n] (3°532)
Warunek Lorentza dla pola Iy, . n, wyglada nastepujaco
by, =0 (3.533)
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532)

533)

DeriNicIA 3.14. Réwnaniem bezmasowego uogélnioneggo pola Mazwella na-
ywamy '

QHintt Ff-‘n+1#1#2---#u = Vu:---.un (3-534)
gdzie Vi yy oy, = V[#wz..._u,.]s
Fun+1 B1lak. = 3[#»-:-1“";:1...;:,,] (3.535)
tak, 26 0"V, u. =0, 0 =23, t1,...,ttn = 1,2,3,4
By oottn = By i) ER (3.536)

W przypadku gdy V,,, ..., = 0 nazywamy je jednorodnym, w przeciwnym razie
mamy do czynienia z niejednorodnym réunaniem dla uogélnionego pola Mazwella.

Latwo zauwazyd, Ze z powyZszego réwnania otrzymujemy

Y . (3.537)
jesli zalozymy dodatkowo warunek Lorentza
) 8% h,, . =0  (3.539)

DEFINICIA 3.15. Réwnaniem dla masyuwnego uogélnionego pola Mazwella na-
zywamy

A . "72]"#1#2;--#“ = Viyin , (3.539)
gdzie k > 0 oraz
By ottn = Baypea] (3.540)
Vy.;..'.,un = V[.Lu-...u,J (3541)
0"V, =0 (3.542)
_ F.un-s-1 Hlenlly = a[#n+1 hm---#u] (3'543)
- Zakladajge warunek Lorentza
" gm h‘_a;...nn = 0 . (3-544)
~ otrzymujemy tatwo .
(Cs + ”2)htt1ue--.#n = Virgzottn _(3-545)

- Réwnanie to bedziemy nazywaé jednorodnym gdy Vi, ... . = 0, w przeciunym

razie zad niejednorodnym.

Uogdlnione pola Maxwella wystepuja w supersymetrii i supergrawitacji [11, 16]

' n=2,3, oraz w niesymetryczne] teorii grawvitacji dla » = 2 [17, 18]. W tej ostat-
: niej wystepujg w przypadku bezmasowym n = 0 i opisujg pola o spinie 0 zwig-

zane z dodatkowymi oddzialywaniami grawitacyjnymi (tzw. ,skewon field”). Dla
powyzej okreflonych réwnail postawimy dystrybucyjne zagadnienie Cauchy’ego
w klasie dystrybucji temperowanych. Bedziemy zakladaé warunek Lorentza. Za-
tem mamy nastepujace dwa problemy P11 P2:
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P1:
(O+ &y, =0, n=23 . (3.546) Korzysta
stz eopiallft=0 = Gy, € S'(E?) (3.547) : wigzania
o ‘ j dystrybu
(Fotmess), = b € 52) (548 | Ddon
t= E
tak, Ze B _ T.WI§
: : L gadnieni
gty enin] = Cpqoepn (3549)
b[u:--l#u} =by,.p, (3.550)
h,ul,u.g..._un = h[,r,:]...u,,] € S’(E“) (3.551)
#i=1,2,3,4,:i=1,2,...,n
My gy = 0 (3.552)
P  gdzie
(O e = Vi  (3.553)
Vn‘-‘lﬂ-!-‘n = W#lj--#n] € S’(E4) (3'554)
' Voo =0 (3.555) tak, de
hp;ug...;t',,]”t:() = a;.q...,u.,“ (3556)
o}
(ahm...pu) Jizo = byt (3.557) :
wsiystkie pozostale zaloZenia sy takie same jak w P1. ) x
Zapostulujemy rozwiazanie problemu P1 w nastepujace]j postaci
103 o ) f
'h’ Hlewally = ayj...,u‘.,, * _a-t_ + b.ul aenfin * U : (3-558)
" {t} : sq dystr
Musimy jednak spelni¢ warunek Lorentza. % jest funkcja dystrybucyjng z Twier- ‘-
dzenia 2.1.
| , " iy g =0 (3.559)
Wydaje sig to by¢ spelnione w nastepujacy sposéb B zadane |
ﬁaﬂ: B 3#1---1;1.;-1 (3560)
. A3Eﬂ»1---ﬂn-—1 = H'zanu'l"-.“n—l + ﬁl-;ﬁ"-l---.l«ln—l (3"561) .
L £ Rozwigz
gdzie ‘ ,
(@t )i = Gy 0=1,2,3 (3.562) 1 g ora jes
2 by = bapgys ' (3.563) P rametr |
a#l---#n-—l =l gy (3.564) :’ 1 liczb.

- ‘ 74




Oyt )i = biggpenyy 1= 12,3 (3.565)
Korzystajac z waerdzema, 2.4 dowodzuny jednoznacznosci i istnienia tego roz-

wigzania w klasie §' oraz jego 1egul'unosc1 w sensie Hadamarda. {u} jeSt funkcja
dystrybucujng dla réwnania Kleina-Gordona z Twierdzenia 2.1.
Udowodnili$my w ten sposéb nastepujace twierdzenia

TWIERDZENIE 3.25. Jedynym rozwigzaniem w klasie S’ dystrybucyjnego za-
- gadnienia Cauchy’ego dla jednorodnego réuwnania uogélnionego pola Mazwella

al‘n-i-: F#n-i-: H1elin + ""'2 hm...,un = 0, . R 2 0 (3.566)
By st = By i) € S(EY) (3.567)
Rr otialllt=0 = Gy izt = Gy o] € S(E°) (3.568)

.0 .
(Eh#l---#n) HI = b#'llu2---.#n = b[ﬂl#‘z---.un] € S’(Es) (3569)
t=0

Fupsrmroin = Qpnalinpay  7=2,3 (3.57(})
yerr s Mngl = 152$3,4

(3.571)
(3'.572)
(aﬂl---#n—!)i = Gipyaipta_1 z =1,2,3 ‘ (3'573)

-~

buystacy = bapy.sinn (3.574)
Qg otiny = By piny (3-575)_
(E.uu a1 )i = Bipype gy 1=1,2,3 (3.576)
sG; a'yqtrybu::je temperowane
Fo0(¢}

By 1] f o X ]d x € S(E (3.577)

" zadane przez funkcje dystrybucyjne

{t} 2% -

h Brepn = Qpyop, ¥ Bt + b#a---.un * U

(3.578)
' Rezwigzanie speinia warunck Lorentza .
O huyon, =0 (3.579)

" orez Jjest reqularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki poczqtkowe i pa-
rametr & w topologiach naturalnych dlu wszystkich wystepujgeych tu dystrybucji
i liczb.




PrzejdZzmy teraz do problemu P2 i rozpatrzmy go dla zerowych warunkéw
poczatkowych tj. dla : : :

Qpyoptn = bp.;...p,. =0 (3580)
Rozwigzaniem tego problemu jest dystrybucja
E+Vi (3.581)

przy zalozeniu, ze supp Vi, ., C {(z,t),t > 0} i E jest dystybucja dla réwna-
nia Kleina—Gordona-z Twierdzenia 2.5. W ten sposéb korzystajac z liniowoéci
réwnaniamozemy rozpatrzyé P2 przy dowolnych warunkach poczatkowych spel-
niajacych zaloZenia Twierdzenia 3. Rozwigzaniem P2 jest wtedy dystrybucja

4 = hpypn + E* Vg (3.582)

H1eeofin

Rozwigzanie to spelnia warunek Lorentza, warunki poczatkowe i jest regularne

w sensiec Hadamarda, co wynika z zalozei tyczgcych V), . ..., oraz z Twierdze-
nia 2.5. | o
Udowodnilismy .w ten sposéb nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 3.26. Jedynem rozwigzaniem -problemu Cauchy’ego niejednorod-
nego réwnania uogdlnionego pola Mazwella w klasie dystrybucji temperowanych

g F:‘n+] p1ottn T K Ry otin = Virpaein (3.583)
wraz z warunkiem Lorentza
Ry, =0 ' _ (3.584)
Rt = My o] € S'(EY) (3.585)
F#nﬂm#z---nu = Qg Py oosin] (3.586)
Py i l1E=0 = Cpypzepin = Qluy.opin] € S'(E%) (3.587)
| (%h“""”“) [1je=0 = Burpgoin = Blpr..ona) € 5'(E°) (3.588)
n=2,3, 1, 2. fug1 = 1,2,3,4 tak, ze
Vi = Opgepn s (3.589)
AgBpy.pyy = K8y pts + Vs (3.590)
gdzie ' ’ o
@y ooins)' = Gy ooiny> 1= 1,2,3 (3.591)
Dpytincs = Dty oo (3.592)
Gyt = Cdprycapinn (3.593)
: Bureottnn)’ = Bipreas  1=1,2,3 (3.594)
_oraz tak, ze _
supp Vi .., C {(z,1),t > 0} (3.595)
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sq dystrybucje temperowane _
h:h pzemtin = Mrppeetn T B #Virpa . (3.596)

gdzie by, ... u. Jest dystrybuciq z poprzedniego twierdzenia.

Rozwigzanie jest reqularne w sensie Hadamarda dla warunkéw poczgtkowych
i prawych stron oraz dla parameiru & w fopologiach naturalnych dla wszystkich
wystepujgeych tu dystrybucyi i Hezb.

Przechodzge do granicy z k — 0 w wszystkich wystgpujqcych tu wymzmemach
otrzymamy rozwigzanie probleméw P1 1 P2 dla bezmasowego réumania uogolnio-
nego pola Mazwella.

Zgodnie z pracg A. Aurilli i Y. Takahashi {16] dla przypadku n = 2 z masa
otrzymujemy pole Proca w innej notacji (spin 1), w przypadku bezmasowym
pole o spinie 0, (bezmasowe). W przypadku n = 3 dla masy réznej od zera pole

-0 spinie 0. Przypadek bezmasowy dla n = 3 prowadzi do stalego rozwiazania

i jest nieinteresujacy. Wszystko to jest prawdziwe gdy pola s3 okreslone na jedno-
spéjnej Tozmaitosci o wymiarze 4 i bez Zrédet zewnetrznych (przypadek réwnah
jednorodnych). W naszym przypadku na E* jest to spelnione, bowiem E* jest jed-
nospdjne. Pole w przypadku n = 3 moze byé wykorzystane w QCD w problemie
wconfinement” (uwigzienia) kwarkéw, a takZze w kosmologii ({16)).

W przypadku réwnania Kleina-Gordona, ktérego klasyczne rozwigzania przyj-
muja wartosci zespolone, tj. w C wygodnie jest uzywac jego na.stgpu_]q,ce_] postaci
zwanej hamiltonowska.

DEFINICIA 3.16. H. amiltonowskq postacig réwnania Kleina-Gordona nazywamy

(i% — ff)vxr =V | (3.597)
gdgie' | |
_ [ #(=z) 2
W(z) = (X(I)) €C, =zekF* _ (3.598)
V(z) e C? (3.599)
H = —(13 + in)V? + ?r3, (3.600)

| gdzie T, k= 1,2,3 sq macierzami Pauliego

0 1 0 -z 1 0
le(l, 0), Tg:(i 0), T3=(0 _1) (3.601)

1 0 9 -
_1_(()‘1), E=1,2,3 (3.602)
TRy = —TIT} = iTy (3.603)

k,I,m =1,2,3 w kolejnosci cyklicznej.
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Réuwnanie nazywamy jednorodnym gdy V = 0, w przeciunym razie nazywamy

je niejednorodnym Twie
i g . I ym. . : chy’ego u
*{ Korzystajac z Twierdzedl 2.4 i 2.5 sformutujemy i udowodnimy istnienie i jed- Kleina—G
Il noznacznoéé dystrybucyjnego zagadnienia Cauchy’ego dla tego rownania w klasie
; z dystrybucji temperowanych na E4. W tym rozpatrzymy réwnanie jednorodne
i wraz z problemem Cauchy’ego
i3
. 7 B :
i (za — H) =0 TecSELC (3.604) jest dystr
i .
r Y=o = a € S'(E3,CY) (3.605)
Postulujemy postaé rozwigzania w sposdb natepujacy
+oaygy zadana f
{t} e md 2
Clol= [ ¥lp(-t)]dt, ®eS(E,C, (3.606)
—00
dzie
: {t} a ) ‘ Rozwigzo
T = _i(iﬁ_ + H)( u *a), p<cSEY (3.607) pologiach
¢ ' “niez regu
. .
:[u}. Jest funkcja dystrybucyjna z Twierdzenia 2.4, Przej
Rozwigzanie to spelnia réwnanie oraz warunek poczatkowy. _ miltonow
W celu udowodnienia jednoznacznoscirozpatrzmy nastepujace zagadnienie po- tempero
czatkowe , ' rozpatrz:
¢ PN '
(2E + H)\If =0 (3.608)
. Y)jt=0=10 (3.609)
Korzystajac z réwnania otrzymujemy réwnies Latwo z:
fd
(*a‘t‘I’) =0 (3.610)
. {lle=0
Wykorzystujemy tu fakt, ze spelnia
(V) jie=0 =V ¥jjimo = 0 (3.611) Jest 19
‘ . nie 2.5,
Dzialajac na obie strony réwnania operatorem (z—g—t + 8 ) otrzymujemy dzimy ds
‘ (O3 + )P =0 (3.612)
czyl otrzymujemy zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania Kleina—Gordona PrZy zZe-
rowych warunkach poczatkowych. Zatem na mocy Twierdzenia 2.5 jedynym roz- oraz otr,
wiagzaniem jest dysirybucja zerowa ¥ = 0. Korzystajac 2 linjowosci naszego réw-
nanja dochodzimy do jednoznacznosci problemu Cauchy’ego. Regularnosé w sen-
sie Hadamarda rozwiazania wynika z cigglosci splotu. Udowodnilismy w ten spo- Rozv
s6b nastepujace twierdzenie ' co wynil
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TWIERDZENIE 3.27. Jedynym rozwigzanie dystrybucyjnego zagadnienia Cau-
ehy’ego w klasie dystrybucit tempemwanych dla hamiltonowskiej postact rownania
Kleina-Gordona: : .

(ig—t + ﬁ) ¥ =0 ©ecs(ELTH (3.613)
T)jm0 = a € S'(E°,C?) (3.614)
jest dystrybucje temperowana
+o0(i} . ]
)= [ Bl 0]t peS(EY) (3.615)
. —00
zadana funkejg dystrybucying

V= —z(zg— + H) ({ 'y a) (3.616)

Rozwigzanie jest regularne w sensie Hadamarda dla warunkow poczgtkowych w to-
pologiach natruralnych dla wszystkich wystepujgeych tu dystrybucyi. Jest ono réw-
‘niez regularne ze wzgledu na parametr k.

Przejdzmy teraz do niejednorodnego réwnania Kleina-Gordona w postau ha-
miltonowskiej i sformutujmy dla niego problem poczatkowy w klasie dystrybucji
temperowanych tak, ze suppV C {(z,t),£ > 0} i V € §'(E*,C*). W tym celu
rozpatrzmy to réwnanie przy zerowych warunkach poczatkowych

. B prad P .
(z:d—t + H) V=V (3.617)

o = 0 (3.618)

Latwo zauwazyé, Ze dystrybucja

v = (i—(?— + FI) V+E ) (3.619)

dt
~ spelnia réwnanie i warunek poczatkowy. F jest dystrybucjg z Twierdzenia 2.5.
- Jest to réwrnoczednie jedyne rozwiazanie tego problemu z uwa.gl na Twierdze-

- nie 2.5, bowiem dzialajac na obie strony réwnania operatorem (‘az +H } docho-
- dzimy do
(O3 + )T = (z-(% + I?) v (3.620)

. oraz otrzymujemy z samego réwnania

2
_—\If’) =0 - . (3.621)
(‘)t lie=0 ‘

Rozwigzanie to jest regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na prawe strony,
co wynika z ciggloéci splotu. Zatem mamy nastepujace twierdzenie
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TWIERDZENIE 3.28. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego éagadnienia Cau-
chy’ego w klasie dystrybucji temperowanych dia niejednorodnege réwnania Kleina—
Gordona w postaci hamiltonowskiej:

(igt- - ﬁr) o=V, ¥"eS(ELCYH)

V e S(EYCYi (3.622)
sapp V C {(=,%),t > 0} (3.623)
=0 =@ € S'(E3?,CY) (3.624)
jest dystrybucja temperowana ' ' ‘
T =W ((% + ﬁ) V+«E (3.625)

gdzie W jest dystrybuciq z poprzedniego twierdzenia. Rozwigzanie jest regularne
w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki poczgtkowe i prawe strony w topolo-
giach naturalnych dla wszystkich wystgpujgcych tu dystrybucji. Jest ono réwniez
regularne w tym sensie ze wzgledu na paramelr .

Dowdd twierdzenia zostal przedstawiony wyiej, oprécz jednoznacznosci. Ta
ostatnia zaé jest prostym wnioskiem z liniowosci réwnania oraz z tego, ze dla
zerowych warunkéw poczatkowych i zerowych prawych stron ma ono wylacz-
nie rozwiazanie zerowe: Regularno$¢ w semsie Hadamarda wynika z ciagloci
splotu. ‘ _

Réwnanie Kleina—Gordona w postaci hamiltonowskiej jest réwnaniem falo-
wym opisujacym ruch kwantowo-mechaniczny czastki bez spinu natadowanej elek-
trycznie. Jest ono bardzo wygodne wtedy gdy chcemy rozseparowaé stopnie swo-
body zwiazane z istnieniem antyczastek.

Jesli ¥ =(§) odpowiada ladunkowi dodatniemu, to ¥. = (i*) ladun-
kowi ujemnemu, v, =7n¥".

3z. Réwnania Duffina—Kemmera, Kahlera—Krélikowskiego 1 Duf-
fina—Kemmera—Petiau. Zajmijmy si¢ teraz zagadnieniem poczatkowym
Cauchy’ego w klasie 5’ dla trzech waZnych réwnail relatywistycznej teorii kwan-

téw, tj. dla réwnania Duffina—Kemmera, Kihlera—Kroélikowskiego i Duffina~Kem-
mera—Petiau. T

DEFINICIA 3.17. Rownaniem Duffina—Kemmera nazywamy:

(840, — )b =V, p=1,2,3,4, $(z), V(&) € C", z€ B,  (3.626)

gdzie 3" sg macierzami n X . 0 wartodciach zespolonych tak, ze

ﬁxfﬁuﬁl + ﬁ)\ﬂuﬂ# — ﬁ#gvl + ﬁ)\gu_u 'p,, I/,/\ _ 1’2; 3.’ 4. (3_627)
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W przypad
. padku jest

MOZE\;V(

ktore .pr'o“
10). Szcze
przywiedin

“odpowiedn
i D(0,1)¢

réwnania -
zespoloneg
n=>5,n=
Kemmera.

Dla n-

Dla =




1 Cau-
leina—

3.622)
3.623)
3.624)

3.625)

tlarne
opolo-
wnies

i Ta
e dla

rtacz-
rlosci

falo-

elek-
sWo-

Ldun—_

W przypadku gdy V = 0 méwimy o réwnaniu jednorodnym, w przcczwnym wy-
. padku jest to réwnanie mejednomdnc

Mozliwe sg réwniez inne wlasnosci algebry macierzy (ogdlniejsze) g, tj.

BB = g BN, o d = 1,2,3,4 (3.628)

* ktére prowadza do réwnan z wigkszym od 10 wymiarem przestrzeni C* (n >

10). Szczegdlowo rozpatrywane przypadki z » = 5.1 n = 10 odpowiadaja nie-
przywiedlnym reprezentacjom tzw. algebry Duﬂina.—Kemmera, Odpoww,da_]ac one

“odpowiednio sumom prostym reprezentacji grupy Lorentza D(0,0) & D(2,2
_iD0,D e D(1, 0). Dla n = 5 réwnanie Duffina-Kemmera sprowadza si¢. do
- réwnania Kleina~Gordona dla pola skalarnego, w drugim wypadku (z = 10) do
- zespolonego pola wektorowego z masa (pola Proca). Macierze te w przypadku
" n=5,n= 10 sa najnizszymi nieprzywiedlnymi reprezentacjami algebry Duffina—

Kemmera. Maja one nastgpujaca postaé w obu przypadkach:
Dlan=25
/31 = l bl
0
0
ol
0
0

(3.629)

OO0 0 oo
COO0OoCOo OO0 -
oo oo o oo oo O

Dla n = 10

1
1

oo

|
T e

(3.630)

Cos oo oD oo
O O O O e OO 0 0O O
cCocoocooc o0
[ I e Y s B e T e Y s Y . Y s T s I '}

o oCc oo 0 0O -
CoOCOoOOO OO0

3
L

(-]
-t




0 60 0 —i 0 0 0 0 0
¢ 00 0 0 0 ¢ 00 OF
000 0 0 0O0O0O0O
0 00 0 0 000 3 0
5 {000 - 0 00000
A=1lo 00 0 0 0000®0 (3.631)
0o i 0 0 0 00000
000 0 0 0DO0O0O0OCO
i 00 0 0 0O0O0D0O
lo o0 0 0 00 0 O 0
-0‘0'00000000W
0 0 0060 — 0 000
0 0 00 ¢ 0 0O0O0CQ
00 000 0 000 ¢}
s {00400 0 0000
ﬁ,‘o—iooo‘o 0 000 (3.632)
0 0 000 0O 0000
0 0 000 0 0 0GO0CO0O
0 0 00 ¢ 0 000 0
Li o0 000 0O 0 0 0 Ol
‘0 0 0 0 0 0 0 0 0 i
0 0 0 0 000 i 00
0 00 0 0000 0
0 0 0 0 60000 0}
., lo o 0o 0 000000
A=1o 0 0 0 000000 (3.633)
0o 0 0 © 0000 O0 O
¢ —4 0 0000000
0 0 —i 0 0 0 00 00
lo0 0 0 —-i 0 0 0 0 O Ol

(Zgodnie z [1‘9—‘2‘3]). Oczywiscie istnieja wyzej wymiarowe nieprzywiedine repre-
zentacje tej algebry. ‘ o
Przej;l'éllly.tex-az do jednorodnego réwnania Duffina-Kemmera i rozpatrzmy
dla niego dystrybucyjne zagaduienie Cauchy’ego w klasie dystrybucji temperowa-
nych. Mamy:

(1849, — k)b =0, € S5(ELCY) (3.634)
Pyje=0 = X € S'(E*CY). (3.635)

Postulujemy rozwiazanie w nastepujacej postaci za pomocy funkcji dystrybucyj-
nej: ‘
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(3.631)

(3.632)

(3.633)

repre-

atTziny
erowa-

3.634)
3.635)

bucyj-

‘otrzymujemy, ze

E {1}
G-D“_ 1048v9,0, +iB9, + h) Wag=1. (3.636)

+oo{t}

f Fina )] p_estE") (3.637)

gdme {u} jest funkcjg dystrybucyjng z Twm (lzema. 24,a% spehua na.stqpu_]@ce

B rdwnanie

(F ~{F.5}V3 + iﬁ“ic’) =X | (3.638)

gdzie § = (81,82, 33), {a,b} = ab+ba, ¥ spelnia réwnanie i warunki poczatkowe.
Latwo zauwazymy, Ze korzystajac z konkretnych postaci macierzy * dlan =35

lub n = 10 1 biorac w pierwszym przypadku ¥ = (¢, 0,4}, 2 w drugim przypadku
‘1/)(.4“, F,, = 0,A, - 8,A,), ie dochodzimy do zaga,dmema pocza&tkowego dla

réwnania K]ema—-(xordonm i Proca.
. Pozostaje jeszcze kwestja Jednoznacznoscu 1ozw1}zmn1a W tym celu rozpa-
trzymy nastepujace zagadnienie

(i60, — k)Y =.0. | (3.639)
Pijie=0 = 0 _ (3.640)

Dzialajac operatorem (10; — 1543v3,,8, + i#8, + £} na obie strony réwnania

(O3 + 5% =0 (3.641)
Pljje=0 =0 _ (3.642)

.- Korzystajac z réwnania otrzymamy

o ‘ ,
34 (—) =0 3.643
"% lfle=0 K (3649

W przypadku gdy 8% jest odwracalne otrzymujemy po prostu (-%)Int':o =0, co
w pélz}czeuiu z réwnaniem Kleina-Gordona dla ¢i warunkiem poczatkowym daje
na mocy Twierdzenia 2.5 to, Ze jedynym rozwiazaniem jest dystrybucja zerowa
= 0. Korzystajac z liniowo$ci réwnania otrzymujemy zadana, jednoznaczno$é.
W.przypadku 2 = 5 i n = 10 8% iie jest odwracalne. Wtedy jednak zerowe
zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania Kleina—Gordona i Proca otrzymujemy bez-

: posredmo z réwnania.

Udowodnili$my w ten sposob nastepujace twier dzeme

‘ TWIERDZENIE 3.29. Jedynym rozwigzaniem zagednienia C'auchgj’ego jednorod-

nego rownaenic Duffina-Kemmera w Lasie dystrybucyi temperowanych S*:
(i, —r)p =0, p=1,2,3,4, x>0 (3.644)
$ € S'(E',CH) - (3.645)
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gdzie 9 jest
-_runki poczad
. to, ze dla ze

Y=o = X € S'(B%,C) ' ~ (3.646)

jest dystrybucja. temperowana

+oo{‘} ) o

= . " dt, _ S! E4 31.647 TOZWleaamel
W= [TVl pe s (3647) Toawidgenie
L ‘ Udowodnilis

zadana poprzez funkcje dystrybucying _
{t} i . TWIERD
h = D'; — —[3"‘[3"0@ + zﬁ“‘d + A ( u * X) (3.648) chy’ego dla

£ , ,
: .. sie 8

gdzie X speinia nastepujgce réwnanic, _
~ 1 .= e :
(iﬁ“x - E{ﬁ,ﬁu}\?)\) =% (3.649)

gdzie f = (8,52, 8%), {e,b} = ab + ba

Rozwigzanie jest regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na warunki poczgt-
kowe w topologiach nuturalnych dla wszystkich wystepujgeyeh tu dystrybucyi. Jest
rowniez regularne ze wzgledu na parametr k. '

jest dystrﬁbi
A
"-gdzze 1/: jest

‘w sensie Ha
giach natur

Przejdimy teraz do rdéwnania 1119Jec11101oclnego i rozpatrzmy jego warunek po-
czatkowy dla zer owycl: dzmych M: amy

I _ = ! ! nl] 4 . g . ‘l' ) "
(180, Ky =V, e SU(EYCY) (3:650) “larne ze wx
Vim0 = 0 (3.651) PV adst
N o Przedsta
gdzie V € S"(E4,C*)isupp V C {(x,%),t > 0}. . lera~Krélike

Postulujemy rozwiazanie w postaci

\ ‘ A | lera—Krdlike
o = (}1—_133 - %/5#/3‘*3;‘6,, +iphO, + r&) (V+E),. (3.652)

© DEFINIC
gdzie E jest dystrybucja z Twierdzenia 2.5. Tak zapostulowana dystrybucja spel-

nia réwnanie i' warunki poczatkowe. Jest. réwniez jedynym rozwiazaniem tego
problemu ma mocy liniowoéci réwnania, oraz tege, ze dla V = 0i zerowych' wa-

runkdw poczatkowych na mocy poprzedniego twier dzema otrzymamy wy}@czme

rozwiazanie zerowe.

Rozpatrzmy teraz zagadnienie Cauchy’ego w klasie 57 dla réwnania njejedno-
rodnego, tj.

gﬁé_ie-‘

" I'* sq mact

: ' ' : Macierz
(ipH0, — k)" = V € G"(E“,C") (3.653) '
Yo =X €S (B3, ") | | (3.654)
supp V € {(z,1),t > 0}, w” € S'(E1, c"-) (3.655) \
L . N . gdzie’
Postulujemy rozwigzanie w nastepu Jace) postacy
: 1 1o
’t;[)’ = ‘f/l + (:DB - :!jﬁ]% (j“()U + i ¢ ();t + FG)(‘f #* E) 5 (3656) | i,j = 1,27.
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.646)

647)

648)

.649)

czgi-
Jest

gdzie 1/: Jjest dystrybucja z popazednmgo twier clzema " speinia réwnanie i wa-
runki poczatkowe. Jest to réwnoczéénie jedyne rozwigzanie w klasie 57z uwagi na
to, ze dla zerowych warunkéw poczatkowych i zerowych prawych stron jedytiym
rozwiazaniem w tej klasie, na mocy popr zedmego twierdzenia jest dystrybucja ze-
rowa. Rozwiazanie jest regularne w sensie Hadamarda, z uwagi na ciaglosé splotu.
Udowodnilifmy w ten sposéh nastepujace twierdzenie ' ' '

TWIERDZENIE 3.30. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego zagadnienia Cau--
chy’ego dla niejednorodnego réwnania Duffina~Kemmera pierwszego rzedu w kla-
sie §': - '

(1849, — v)P" =V, " € §(E*,C) ' (3.657)
Ve S(ELCY, suppV C {(z;t),t> 0} (3.658)
Pl = x € S(ES,C*) (3.659).

. jﬁ'?t dystrybucia tempemwana

-

P =1+ (lug . _/3#;3"() d, + i, + n)(E +V) (3.660)

gdzie ¥ jest dystrybuciq z poprzednicgo twierdzenia. Ra:wzqzame jest :ﬂegular ne.
w sensie Hadamarda ze wzglgdu na werunki poczgtkowe i prawe strony w topolo-
giach naturalnych dlu wszystkich wystepwiqeych tu dystrybucgi. Jest réwniez regu-
larne ze wzglédu na parametr k. E jest oczywidceie dystrybucjq z Twierdzemnia 2.5.

‘Przedstawimy teraz 'dyétryliucyjnezagadnieﬁie Cé,uc_hy’ego dla réwnania Kih-
lera~Krélikowskiego i jego rozwigzanie. W tym celu-zdefiniujemy réwnanie Kah-

~ lera~Krélikowskiego ([24], [25],{26-31]).

DEFINICIA 3.18. Réwnaniem Kéhlera~Krolikowskiego nazywamy

(—il*9, + R =V, (3.661)

- gdzie ' |
¥(z),V(x)eC", N=12,..,0¢€E (3.662)
{P*. TYY = THPY — TYT* = 2¢" " 0 =1,2,3,4. (3.663)

I'* sq macierzami 4N X 4N.
Macierze T'*, 11 = 1,2,3,4 niogg byé zrealizowane przez cigg algebr Clifforda

Y
1. .
= ﬁg vE, N=1,2... (3.664)
. =1
gdzie

{5 = vy = il = 269" (3.665)
i7j=-1!2$"'$Ns /-"‘311_112151'1'7 N-laga'°; -
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Mozna je réwnics reprezentowad w nastgpujecy sposob
=+t JaJo...0J . ' (3.666)
————— . .
T ON- 'lmzy ‘

gdzie v# sq zwyklymi macierzami Dzmc.a a Jc«:t macterzg ]ednostkowq 4 x 4.
W ten sposéb : :

D= Porasoays G = 1234, i = 1,2, N (3.667)

¢; sq indeksami bispinorowym: Dirace.
W przypadku gdy V = 0 mdwimy o réwnaniu jednorodnym, w przeciunym

przypadku o nicjednorodnym. Macierz v dziala tylko na pierwszy indeks a;, czyli

ay.

Powyzsze réwnanie staje sie zwyklym réwnaniem Diraca gdy N = I, za$
oryginalnym réwnaniem Kéhlera gdy N = 2. Przypadek dowolnego N =1,2,...
by} po raz pierwszy rozpatrywany przez W. Krélikowskiego ({26-29; 31]).

W ogdlnoéci K # wJ; gdzie J jest macimza jednostkowa 4N x 4N Zauwazmy

jeszcze, Ze mozemy zamiast sumy macierzy-v! wziad Lombnmqg (1 tzw. Jacoblego)
N

2
3 eyt tak, ze Z i =1,¢ € E'. N —1 % nich sa liniowo mezalezne. razem
=1 i=1 i S ‘ ‘ :
A waSCIO\vq. Np. w przypadkn gdy ¥ = 3 mamy

i i L ' l. £y - | e

F{ = ﬁ('}{ + 73+ 73 ) o ) (3.-668).

[E = (yF—yk 3.669
7=z 'r__)‘. (3.669)

1"!1 —— #H + _.;"' _4 ke . 3.670

| 5 \/(—S('h + 75 ”r;_) (3.670)

co jest réwnowaine ‘ :

re = .},u 6o J 6o _ C(3.670)
I"!t —_ 7 f " ?,-. m ] o (Zi-()TZ)
=rtastayt (3.673)

+° = i.},-i..r.1_.},'3;),3 (3.674)

W. Krélikowski [27-29] zakladal dodatkowo wspdlzmienniczosé Lorentza dla

wszystkich.indekséw aq, az,..., 6N I rOwnoczednie interpretacje probabilistyczna
dla kazdej funkeji falowej Parws..an- Wtedy mozliwe byly wylacznie nieparzyste

N, oraz to, ze dodatkowe spiny 1/2 odpowiadajace indeksom a; ...ay miusialy

dodaé sie :do zera. Przypomnijmy, Ze pierwszy z indekséw ap,as,...,any odpo-’

“wiada spinowi ,prawdziwemu” (temu z réwnania Diraca), pozostale N —1.to

ukryte spiny. W. Krélikowski {2628, 3!]‘ zakladal réwniez, Ze Wi uy..ay Jost cal-

kowicie antysymetryczne w indeksach az,as, ..., an. Wtedy otrzymywal, ze jest

56

to mozliwe
latwo z we

otrzymyw

‘ jest dodat

(3

Jest to bz
w dwu os

wtedy (N

"W przyp

gdzie €45,
WK
né6w, oraz
i kwarkés

W. K

Przej;
Kihlera-
norodneg

Zapostul

gdzie {‘Ltb}

tatw




. (3.666)
J.wé 4 x4,
(3.667)

2ECTUnNYI

s a;, czyli

-

= 1, za$
=1,2,...

auwazmy

acobiego)

e Tazem

_.(3.668._)_

(3.669)

'(3.6?0) |

(3.671 )
(3.672)
(3.673)
{3.674)

:ﬁtza dla

listyczna,

parzyste
musialy
N Odpo-’

V—.1.to.
Jest cal-

1, Ze jest

‘ ﬁrt'edy (N =3)

"W oprzypadku N =

to nlozhwe tylho gdy N =1,3,5. W przypadku N =3 antysymetrie otrzymujemy
tatwo z warunku .

anIly ... Tip = da N =3 , (3.675)
otrzymywanego z warunku, ze gesto$é prawdopodobiefistwa
‘ = gnytId TN >0 (3.676)
 jest dodatnio oka'eélmm" ' | ' . ‘
(" =agnyt G L INTEY) v = i-(N -V -2) (3.677)

Jest to bardzo latwo widoczne gdy Z"L])ISZPHIY Payaaa; W pOStaci mamerzy 4x4
w dwu ostatnich indeksach. Otrzymujemy jeszcze podobme ie

L3 = : (3.678)
0 Y 0 0
1!) :‘ d’::lagas : 11[“’:11 -0 -0 0 (3679)

o .0 0 p®
0 0 -9 0

. B . ’ 5 E I.
'!p'{) = (“/){11 aa r:._-_g_u..; (1X3 ) =& lL-_gAtt:_\.u.i_rl,_g, 1/)5;!) (’3‘680)

" gdzie g4pcq jest calkowicie antysymetrycznym tensorem na C*. eq9934 = 1.

W. Krélikowski stosuje to réwnanie do problemu generacji kwarkéw i lepto-
néw, oraz do algebraicznego modelu dla macierzy mas kwarkéw 1 modelu leptonéw

* i kwarkéw zlozomego z algebraicznych partondw..

W. Krélikowski rozpatrywal takze przypadek parzystego N ([29])

Przejdzmy teraz do dystrybucyjuego zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania
Kahlera,—Kt Slikowskiego. Rozwazmy wiec nastepujacy problem dla réwnania jed-
norodnego

(—i*8, + &) =0, e s(E*, ) (3.681)
im0 = x € §'(E,C) | (3.682) -
Zapostulujemy rozwigzanie w ]Sostaci generowanej przez funkcje dystrybucyjng
‘ ooy . C
[ wlpCt))dt pe S(E*) (3.683)
5o .
{t}
h = —i(il*d, + f;){:t:,} (M) ' (3.684)

3 ¢
- gdzie {u} jest funkcja dystrybucyjna z Twierdzenia 2.4,

Latwo sprawdzié, zZe spelnia ono rdwnaunie i warunki poczatkowe.

57




Musimy jeszeze udowodnié jednoznaczno$é. W tym celu zbadajmy problem -

poczatkowy z zerowyini warunkami poczathkowymi
(=il"0, + =20
Piije=0 = 0

(3.685)
(3.686)

Korzystajac 2z réwnania i warunku poczatkowego otrzymujemy

5
—1/;) =0
(‘” lllt=0

teraz dzialajac na obie strony réwnania operatorem (¢'#9, + k) dostajemy

(3.687)

(Os+ %) =0 (3.688)

P=0 = 0 (3.689)

(—(;—ef) =0 (3.690)
I/ Ylje=o0

Daje to jedynie rozwiazalie zerowe, 1 = 0 na mocy Twierdzenia 2.5. Rozwiazanie
- jest regularne w sensie Hadamarda, co wyuika z ciagloscl splotu.
Udowodnilifmy w ten sposdb nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 3.31. Jedynym rozwigzanicm  dystrybucyinege zagadnienia
- Canehy’ego w klasie S dla jednorodnego réwnania Kihlera-Krélikowskiego

(3.691‘)

(—il*g, +upp =0, esELC)
Pl = X € S(EC) (3.692)
N=1,2,..., p=1.2.34.
Jest dystrybm:jr.r. temperowana
: oo |
¢lp) = [lol-0)dt,  pe S(EY (3.693)
— 0 ’ .
zadana przez funkejg dystrybucying
{t} -
W = —iir9, + ey ) (3.694) -

{t} . L . R )
w gest funkejq dystrybucyng = Twicrdzenia 2.4,

Rozwigzanie jest reqularne w scnsic Hademarda dla warunkdw poczatkowych
w topologiach naturalnych dila wszystlich wystepujacyeh tu dystrybucii 1 dla para-
metru K. .

PrzejdZmy teraz do niejednorodnego réwnania Kihlera-Krélikowskiego 1 po-
- stawmy dla niego zerowy warunek poczalkowy. '

(—iD"9, + k)i = V (3.695)
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supp V C {(=,t),t > 0}, V~ € 5"(E4 C4N) (3.696) .
Plle=0 = 0 _ (3.697)
Latwo zauwazydé, ze dystrybucja (zF“d + K)V % E, gdzie E jest dystrybu(j@

z Twierdzenia 2.5 spelnia warunek poczatkowy i jest klasy S'(E4, ct” ).

Przejdémy teraz do ogdlnego zagadnienia Cauchy’ego w klasie .5’ dla niejed-
norodnego réwnania Kéahlera—Krélikowskiego '

(—il™d, + &)o' =V, VeS(BLc) (3.698)

e = X € S'(E*,C*") o (3.69%9)

supp V' C {(z,1),t > 0} (3.700)

Postulujemy rozwiazanie w postaci -
=P+ (G4, + n)V * E (3.701)

gdzie 1 jest dystrybucja z poprzedniego twierdzenia. 1" spelnia réwnanie i wa--
runki poczatkowe. :

Udowodnimy, Ze jest to rozwiazanie jedyne. W tym celu rozpatrzymy jesz-
cze Taz problem z zerowymi warunkami poczatkowymi i zerowymi prawymi stro-
nami. Ma on jak wiemy wylgcznie rozwiazanie zerowe w klasie 5'. Z tego powodu
z liniowoéci réwnania wnioskujemy, Ze rozwiazanie naszego. problemu jest jedyne
w klasie 5'. Z ciaglosci splotu wnioskujemy, Ze jest regularne w sensie Hadamarda. -

W ten sposdb udowodnilismy twierdzpnie

TWIERDZEN I8 3.32. Jedynym rozwigz zaniem dysirybucyjnego zadania Cou-
chy’ego w klasie S' dla niejednorodnego réwnania Kdhlera-Krélikowskiego

(=i, + k)W =V, ', VeSs(E,C) (3.702).
e = X € S'(E%,C*") (3.703)

' jest dystrybﬁcja temperowana

P =+ (P +R)V + B (3.704)

: gdzie 'gb jest dystrybucjq z poprzedniego twierdzenia, ¢ E dystrybucjg z Twierdze-
- nia 2.5. Rozwigzanie jest regularne w sensie Hadamarda dle warunkdw poczgtko-
- wych i prawych stron w topologiach naturalnych dla wszystkich wystepujgeych tu

dystrybucji. Jest reqularne takze dla parametru K.

PrzejdZmy teraz do innej wersji réwnania Kahlera—Krélikowskiego bedacego

- réwniez wersja réwnania. Dufina-Kemmera zwanego réwnaniem Duffina-Kem-
- mera~Petiau. Rozpatrzymy to réwnanie w ogdlnym przypadku N, komutujacych

(a nie antykomutujacych) zbioréw macierzy Diraca.

D_EFINI(:JA 3.19. Rownaniem Duffina-Kemmera-Petiau nazywamy réunanie
' (=il + k) =V : (3.705)
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g’?lzie P(z), V(:J:) € ce” ,z € E* k>0, I'* sq macierzami AN x4N, N = ?,3, .
takimi, ze : ' :

N .
I .

o E1,2,3,4 3.706

r NiE=17" 12,3, (3.0)

{vE v} =2¢", i=12,...,N, (3.707)

i vil=0, i#34, 4,7=12,....N, p,v=1,23,4. (3.708)
W przypadku gdy V = 0 mdwimy o réoumeniu jednorodnym w przeciwnym przy-

padku o niejednorodnym. Dzialunie macierzy " jest takie samo jak w Defini-
cji 3.18.

W przypadku gdy N = 2 mamy do czynienia z ogdlnie znanym réwnaniem
Duffina-Kemmera—Petiau, a macierze I'* s3 takimi, ze I'* = 1(7{+v4). Réwna-
nie to opisuje wtedy-czastke odpowiadajaca reprezentacji grupy Lorentza 063 1, tj.
dla przykladu meson pseudoskalarny lub wektorowy. Rownanie to w tym szcze-
gélnym przypadku mozna otrzymaé jako graniczne przejécie réwnania falowego
(Diraca) dla problemu dwéch cial zakladajac, Ze masy obu czastek (cial) s3 réwne
i separacja miedzy czastkami dazy do zera. W ogdlnym przypadku dowolnego
N > 2 otrzymujemy je podobnie z zagadnienia N-cial w relatywistycznej mecha-
nice kwantowej. Wtedy jednak sklad.spinowy bedzie inny i bedzie odpowiadal
sumie proste] 0h 1 6h ... & % w przypadku N parzystego i % 45} % B...P % W
przypadku N nieparzystego.

Zauwazmy, ze w przypadku réwnania Kihlera~Krélikowskiego mielismy w-
miejsce komutatoréw dla 7y}, v¥ antykomutatory. W ten spos6b réwnanie Kihlera—
Krélikowskiego wykracza poza normalng, konwencjonalng interpretacje kwanto-
wej teoril pola. nie moze byé ono otrzymane tak, jak réwnanie z powyzszej de-
finicji jako graniczny przypadek réwnanina N-cial w teorii Diraca gdy separacja
przestrzenna miedzy czastkami daZy do zera. W tym sensie réwnanie powyzsze
opisuje nam czastki zloZone w mechanice kwantowej w konwencjonalnym sen-
sie. W przypadku réwnania Kihlera-Krélikowskiego poprzednio rozpatrywanego
z uwagi nd wystepujace antykomutatory uwazane jest ono za réwnanie opisujace
czastki (fermiony lub bozony) algebraicznie zlozone. W pewnym sensie moze to
byé traktowane jako tzw. IIl kwantyzacja, gdzie mamy do czynienia z kreacja
nie pojedﬁﬁczych czastek, ale calych ich zespoléw up. N-czastkowych. Powyisze
réwnanie ma pewne zastosowanie w fizyce hadronéw, w szczegdlnosci gdy prawa
strona jest nieciagla, oraz gdy rozpatrujemy nieciagle rozwiazania tego réwnania.
Mianowicie ma to zastosowanie w teoril workéw (bag model) w zastosowaniu do
problemu uwiezienia kwarkow, w fizyce silnych oddzialywan.

PrzejdZmy teraz do dystrybucyjnego zagadnienia Cauchy’ego dla jednorod-
nego réwnania Duffina—Kemmera~Petiau, w klasie dystrybucji temperowanych.
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Mamy

(—il*3, + w)p =0, peS(ELC™) (3.700)
Pli=o = x € S(E*,C") (3.710)

Postulujemy rozwiazanie tego problemu w postaci

- +o9(4} . ‘
dlol= [ blo(-0ldt, e S'(EY, (3.711)
gdzie

‘ {¢} .
B = (I8, + r)(% +%); (3.712)
X= - 7. - . (3.713)

¢ > ..
{u} Jest dystrybucja z Twierdzenia 2.5. Rozwiazanie to spelnia réwnanie i warunek
-poczatkowy. Jest to réwnoczesnie jedyne rozwiazanie, co dowodzimy w nastepu-
* jacy sposéb. Rozpatrzmy nastepujace zagadnienie poczatkowe dla tego réwnania

(—ir 3, + kyp =0, e S(ELC) (3.714)
Udowodnimy, ze jedynym rozwiazaniem tego problemu jest dystrybucja zerowa
k"/] _ O- N
W tym celu zauwazmy, ze
(#) =0. (3.716)
LT |

- Wynika to z réwnania i z tego, ze P)jji=0 = 0, oraz tego, ze I'* jest odwracalne i
. (Dz¥)t=0 = D, (P=0) i=1,2,3. (3.717)

, Dz"ia}a,j@c na obie strony réwnania operatorem (iI"#9,, + k) otrzymujemy
(O3 + &%) =0 ‘ (3.718)

o
Plie=0 = 0, (E) =0. (3.719)
llit=0 :

. Korzystajac z Twierdzenia 2.5 otrzymujemy, ze jedynym rozwiazaniem tego pro-

- blemu jest 4 = 0. Teraz, korzystajac z liniowogci réwnania latwo otrzymujemy, ze

-jedynym rozwiazaniem naszego problemu jest podane przez nas wyzej. Rozwia-

;'zaQie to jest regularne w sensie Hadamarda, co wynika z ciaglosci splotu. W ten
. sposéb udowodnilidimy twierdzenie :

TWIERDZENIE 3.33. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego problemu

- Cauch’ego w klasie dystrybucji ternperowanych dle jednorodnego réwnania Duf-
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fina-Kemimnera—Petiau

(=il*d, +xpp=0, oeS(ELC). (3.720)
im0 = X € S'(E*,C*") (3.721)
_ , _ R
jest dystrybucja zadana przez funkeje dystrybucying :
ot}
Plal= [ vle(-,0)dt, o e S(EY) (3.722)
{t} A1
¥ = —i(i%9, -[-n)(F )~ (u £X) (3.723)

gdzie {u} Jest dystrybucjg z Twierdzenia 2.4.

Rozwigzanie to jest regularne w sensie Hadamarde dla warunkéw poczglko-
wych w topologiach naturalnych dla wszystkich wystepujgcych tu dyctrybuc_;z Jest
rowniez reqularne dla parametru K.

Przejdémy teraz do niejednorodnego réwnania Duffina—Kemmera~Petiau i jego
warunku poczatkowego z zerowymi danymi

(—ire, +r)p=V, ¥, Vel (E‘1 ct" ) (3.724)
supp V C {t,t > 0} x E® - (3.725)
Pp=0 = 0 : :  (3.726)
Rozwigzamiem tego problemu jest dystrybucja
' = (—il*9, + k)(V x E) (3.727)

gdzie F jest dystrybuc_}a 2 Twierdzenia 2.5 ((2.72)).

Jest to réwnoczeénie jedyne rozwiazanie tego problemu bowiem dla V = 0
zgodnie z poprzednim twierdzeniem otrzymamy %' = 0. To za§ w powiazaniu
z liniowoscig réwnania daje nawm jednoznaczuosé. g

Postawimy teraz ogdlne zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania Dufﬁna—Kem-
mera—Petiau. Mamy: '

(il + K)" =V, 9",V e §(ELC) (3.728)

Pflmo = x € SU(ES,CT) (3.729)

supp V C {t,t > 0} x E? (3.730})

Postuhumﬁy rozwigzanie tego pmblmuu w postaci -
P = h - (?F“c)ﬂ + &)} (V * E) : (3.731)

gdzie Jest dystrybucja z poprzedniego twierdzenia. Rozwiazanie to spelnia réw-
nanie i warunki poczatkowe. Jest ono réwnieZ jedynym rozwiazaniem tego pro-
blemu, poniewaz dla x = 01 V = 0 jedynym rozwiazaniem jest rozwiazanie
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zerowe. Rozwigzanie jest réwnieZ regularne w sensie Hadamarda co wynika z cia-
glodci splotu. W ten sposéb udowodnilifiny nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 3.34. Jedynym rozwigzaniem dystrybucyjnego zagadnienic
Cauch’ego w klasie dystrybucii temperowan J(,h dla niefednorodnego réwnania Duf-
fina-Kemmera—Petiau

(=il g + )" =V, " VeS§(ELC) (3.732)
Vim0 = x € 5'(E,C"") ' (3.733)
suppV C {t,t> 0} x E* (3.734)
jest dystrybucja temperowana
Y=+ (70, 4 5 \(V % E) (3.735)

. gdzie 1) jest dystrybucjg z papvzcdmego twierdzenia, a E jest d lystrybucjq 2 Twier-

dzenia 2.5.((2.72)). Rozwigzanie jest regularne w sensie Hadamarda ze wzgledu na
warunki. poczgtkowe ¢ prawe strony, oraz parametr K w topologiach. natr uralnych
dla wszystkich wystepujqeyel tu dystrybueyi.

Jest oczywiste, ze dla wszystkich tu wystepujacych zagadnieit poczatkowych
mozemy braé dowolny punkt osi czasu 7 # 0 (a nie tylko r = 0).

Zauwazmy, ze prezentowane tu rozwiazania réwnai Kléina.—Gordona Diraca, -
Proca, Weyla, réwnaf Maxwella klasy S/ o wartosciach w odpowiednich przestrze-
niach (E,C!, E" C?, B3) maja wszystkie jedna interpretacje kwantowo-mechani-
czna. Sa one uogolmonyml stanami kwantowo-mechanicznymi (tj. takimi, ktére
»Wystaja” z przestrzeni Hilberta, sa bowiem elementami §’), dla odpowiednio

. masowych czsatek o qpmw 0,1/ 2, 1, oraz bezmasowych o spinie 1/21 1. Oczywi-

$cie w przypadku réwnaii Maxwella mozliwa jest réwnies interpretacja w sensie
elektrodynamiki klasycznej, o czym byla mowa wyzej.
W przypadku zastosowania rozwiazah réwnania Kleina—Gordona w klasie

A 5"(E4) jako uogdlnionej przestrzeni stanéw w relatywistycznej mechanice kwan-

towej i kwantowej teorii pola musimy wprowadzié tam transformacjg Fouriera,

- ktdra wiaze reprezentacje pedowa z polozeniowa. Z uwagi na to, ze rozpatrujemy
_ tylko przestrzer rozwiazari uogdlnionych (typu S/( E*)) tego réwnania, a nie cala,
- S'(E*) przeksztalcenie Founen wyg]a,dm cokolwwk inaczej, bowiem zakladamy
- wiezy na pedy, p.p* = &%, tj. —5% 4+ p] = k. W ten sposéb (leﬁn1u_1e1ny prze-
- ksztalcenie Fouriera na _S(E").

:(17“10')(:1:')7 = fd[‘(:-;)c"i"’l'(r(p) = -

(2‘;)3 f d*pe~ P o(p), (3.736)
B ' '

PeVy

- gdzie Vi = {(p1,p2,p3,4)s =52 + 13 = —(0% + p} + p2) + p? = K?} jest tzw.

hlpeﬂ)olmda masy. W ten sposdb rozpatrujemy obcigcie Et do Vi, px = —p-r+ Et,
F = (21, %2, 23).
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W przypadku uogdlnionego rozwiazania réwnania Kleina—Gordona klasy S’

mamy . :
(F1u)lol = w[F1a]. ' (3.737)
Fatwo zauwazy¢ skad bierze sig ten warunek. Mianowicie pelna czterowymiarowa
teansformata Fouriera (tj. dla réwnania Kleina~Gordona)} prowadzi do tego wa-

runku,

it tpi =R - (3.738)
Tradycyjnie piszemy w miejsca pg = E(p) (energia)
-t + EXp) = K. : (8.739)

W przypadku .= 0 (réwnanie falowe) mamy w miejscu V,g; stozek $wietiny

2+ EXP)=0. | (3.740)

Miara I'(x) lub I'(0}y = I' na hiperboloidzie masy lub stosku $wietlnym jest miara
relatywistycznie niezmiennicza, tj. niezmiennicza wzgledem dzialania grupy Lo
rentza SO(1,3), ktéra nie zmienia warunku —52 + p? = const w przestrzeni
pedéw. W przypadku innych réwnafi, w szczegdlnosci réwnania Diraca {maso-
wego) Proca, Rarity—Schwingera, czastki o spinie 5/2 i Diraca—Firza mamy ten
sam warunek. Dla réwnan Maxwella, falowego, Weyla i réwnania liniowe] teorii
grawitacji mamy szersza grupg symetrii, bowiem wystarczy wtedy zachowaé wa-
runek —72 + pi = 0, a zatem stozek swietlny. Ta grupg jest grupa konforemna,
ktéra jest lokalnie izomorficzna do grupy SO(2,4) (jej uniwersalna nakrywajaca

jest SU(2,2)/ 2 X Za)-

Dia miary I mamy:

ir= . &P (3.741)
(273 /2E(p)

Przejdzmy teraz do bardzo waznego zastosowania przeksztalcenia Fouriera
w E1 dla rozwiazah réwnania Kleina—Gordona. Mianowicie do rozktadu funkeji

falowej (pola) na fale plaskie. Mamy

T S o

o(z) = —< f dipa(p)e ", aE€ S(E*) (wladciwie to 0 € 5(V)) (3.742)

@y ) feseivie .

tak se E? = k? 4 p2. Rownanie na E ma dwa rozwigzania B = ++/9% + &%
Zatem mozemy napisaé '

1 : . R
= (14 o ipr it

1 ~f e ipF—i
+-(§:r-)“§ f d'pa(p, —E)e” Bt -
V. ,E>0 ’
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1

= (2—11-5.5. f d4zj(3(mc;ip:c + g(meipz)‘ | (3743)
: Vi , E>D .
lub
o@) = = [ L@t 1 5pet)  (37a)
T (2n)3 o V2E i

57 =5(-9), B = VT . -
W podobny sposéb definiujemy rozklad na fale plaskie dla dystrybucji tem-
perowanej u

ulo] = -(2# [ d*p(afale=* + af5le’r=), (3.745)
Vi , E>0
Iub , -
| 1 BF ot i s
o] = ——= | —==(7[Fe ™" + Tée'"®) . {3.746)
() Ef V2E

gdzie & = Fu, u Jjest oczywiscie rozwiazaniem réwnania Kleina-Gordona. Dla
innnych réwnan postepujemy analogicznie biorac o € S(E4, K), a potem u €
§'(E4, K). Procedura ta ma bardzo waine znaczenie w relatywistycznej mecha-

- nice kwantowej i kwantowej teorii pola. Prowadzi ona do pojawienia sie antycza-

stek w drugiej kwantyzacji ([15]).
Wszystkie rozpatrzone w tym rozdziale réwnania s réwnaniami rézniczko-

wymi czastkowymi, hiperbolicznymi ([16]), liniowymi, ktére w przypadku kla-

sycznym spelnione sg przez funkcje na E' o wartoiciach w odpowiednich prze-
strzeniach niezmienniczych nieprzywiedlnych reprezentacji grupy Poincaré. Sa
one wigc wyznaczone przez warto$é spinu s, oraz k, w przypadku & > 0. Dla

k=0 mamy wartos¢ s i helicity (skretnosé) +£1. W ten sposéb moglibyémy roz-

patrywaé przestrzed S(E*, K)i.5(E3, K), gdzie K bedzie tego typu przestrzenia,

- oraz stawia¢ warunek poczatkowy w odpowiedniej klasie S'(E4, K), z danymi w
. §'(E®, K). Podobnie mozemy mieé D'(E4, K), D'(E3, K).

W przypadku réwnai dla spinu s = 3,1,3/2,2,5/2, w przypadku masywnym

- odpowiednio uzywaliSmy jako K = B,M,B x M, (M x M)s, B x (M x M)s
- gdzie B oznacza przestrzeii bispinoréw Diraca, a M przestrzed Minkowskiego,
- (M x M)s oznacza przestrzen tensoréw symetrycznych o walencji 2. W przy-

padku bezmasowym K = W, E3x E3, W x M, (M x M)s, W x (M x M)s, gdzie

i W oznacza przestrzeit spinoréw Weyla, a E3 x E® iloczyn kartezjadski trojwy-
- miarowych przestrzeni euklidesowych (dla pola elektrycznego i magnetycznego)
- — przypadek réwnan Maxwella. Dla tych ostatnich uzywaliSmy réwniez E3 i M.

" Rozpatrywane w pracy rozwiazania uogdinione réwnan falowych relatywi-
stycznej teorii kwantéw sa elementami S'(E*, K) z odpowiednio dobrang prze-
strzenia K (o czym méwilismy wyzej). Sa one réwnoczesnie rozwiazaniami odpo-
wiedniego réwnania. W przypadku réwnania jednorodnego tworza, one domkniety
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podprzestrzen $/(E%, K). Jesli weZmiemy pod uwage funkeje klasy S (B4, K) spel-
niajace odpowiednie réwnanie jednorodne, to te przestrzenie réwniez beda do-
mknieta podprzestrzenia S(E*,K). Oznaczmy pierwsza przestrzefi przez
SI(E4, K),adruga przez S.(E4, I(). Réwnoczednie mozemy zadaé pytanie tyczace

‘rozwigzaii klasy L2(E4, K) tego réwnania i oznaczmy przestrzen tego typu przez
H.(E', K). H.(E*, K) jest domknigta podprzestrzenig L2(E*, K). Bedziemy wiec
mieli nastepujaca tréjke Gelfanda

S(EY,K)C HAE',K) C SLEY K). (3.747)
Powstaje pytanie jak okresli¢ iloczyn skalarny w H.(E?4, K). Najtatwiejsza me-

wych (pamietamy, Ze transformata Fouriera jest izometria w L(E*Y, K)) przy
zaloZeniu, ze funkcja ta spelnia réwnanie jednorodne. To za§ sprowadza si¢ do
tego, Ze zmienne p, (pedy) nalezz.do hiperpoloidy masy, lub stozka $wietlnego
(przypadek bezmasowy). Zatem bedziemy uzywad miary. dI'(x) lub I" na hiperbo-
loidzie masy lub stozku §witlnym. Fakt, Ze wystepujace funkcje maja wartodci w K
spowoduje, Ze bedziemy musieli dodatkowo dokonaé sumowania w przestrzeni K
— biorac naturalny iloczyn skalarny w skofnczenie wymiarowej przestrzeni K, tj.
po zmiennych zwiazanych ze spinem. W przypadku bispinoréw Diraca mamy taki
naturalny iloczyn skala.rny w C*, to samo jest w przypadku dwukomponentowych
spinoréw.
W ten sposob mamy dla, pola skalarnego (réwnanie Klema—Gordona)

(w1, u2), = (Fu, Fus) = [ dI(s)(Fu1)"(5)(Fu2)(5) (3.748)
Va
W przypadku réwnania Diraca mamy analogicznie
_ ("/’11"1[’2)3,- = (F"/’I:'F'(/’Z) =
(3.749)

= [ are)(Fd) (Fea)P)
: Vx

Sumowanie jest tu automatycznie wykonane z uwagi na wykorzystanie sprzezenia
hermitowskiego, +" )
W reprezentacji potoZeniowej moina mu nadac postac

(1,92) = [ d*api (& 1)a(3,1) (3.750)
. j E?
lub inaczej '

(41, 2) = f day () eba(z) (3.751)

gdzie El 1,[: %, oraz ¢ jest luperpowmrzchm@ w E* tego typu, Ze jej wektor
'normalny n# jest taki, Ze n,n* = 1 PowyZsze wyraZenie nie zalezy od wyboru tej
- powierzchni. do,, jest wektorem normalnym do .
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W przypadku réwnai Maxwella z warunkiem Lorentza mozemy napisaé po-
dobnie

(AL,AI",)=(FA‘ FAY) =
— [ dr(raLy (g‘z‘)(‘FA%“)(ﬁ’) (3.752)

W reprezentacji poloZeniowej bedzie to m]a,!o postaé

(AL, A2 =i f do, (918 A™* (2) AL (z)+

— A},*(m)a!“A“l(x)) (3.753)

Oczywiscie mamy spelniony warunek Lorentza ' 7
pH(FAL) =0, i=1,2, lub (3.754)
Al =0, i=12,  (3.755)

w tym ostatnim przypadku przyjmujemy, ze w ogdlnosci A, przyjmuja wartosci
zespolone.

W podobny sposéb postepujemy w przypadku innej reprezentacji pola elek-
tromagnetycznego (przy uzyciu nategen E lB), oraz dla pola Proca i innych tj.
Rarity-Schwingera, liniowej teorii grawitacji, masywnego grawitonu, Weyla, réw-
nania dla czastki o spinie 5/2, Diraca—Fierza (dowolny spin .s) uogdlnionych pél
Maxwella, réwnan Maxwella w cechowaniu Coulomba, réwnaii Duffina~Kemmera,
1 Kdhlera—Krélikowskiego.

W przypadku traktowania kwantowo- mechanicznie réwnafi Maxwella zaplsa.-_
nych przy pomocy natezed pdl stosuje sig przestrzed Hilberta rozwiazad tych
réwnaih z nastepujacym iloczynein skalarnym

| (p1,05) = 11; f d%'_ f d3"{-'*(m - Vlfo(yyllt)

_V x By*(& t)‘?i(f’fl)} (3;756)

. :. gdzie &i B sa polami spelniajacymi réwnanie Maxwella (o wartosciach zespolo-
. nych).

Zauwazmy, ze réwnanie Diraca pojawilo si¢ po raz pierwszy w [32—34] TOW-

* nanie Proca w [35] réwnanie Rarity-Schwingera w [36}, réwnanie Diraca-Fierza

w [37-39]. Dla réwnania falowego czastki o wyzszym spinie opracowano teorig
w,[39.—40], za$ teguly Feynmanowskie i propagatory badano w [42—44]. Podsta-

;5 wowe dla pracy réwnanie tj. réwnanie Kleina—Gordona bylo po raz pierwszy
" badane przez O. Kleina [45], W. Focka [46, 47] i. W. Gordona [48]. Bylo réw-
" . niez badane przez E. Schrédingera w zastosowaniu do problemu widma atomu

wodoru, z tym, Ze nie przynioslo pozadanych rezultatéw. Spowodowalo to, Ze
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E. Schrédinger wyprowadzil swoje slynne réwnanie zwane réwnaniem Schrédin-
gera [49]. Na temat mechaniki kwantowej i kwantowej teorii pola mozna wiecej do-
wiedzie¢ si¢ z prac [50-53], a na temat klasycznej elektrodynamiki z prac [54-55).
Na temat dalszych zastosowant réwnania Kahlera odwolujemy sie do bibliografii
w pracach W. Krélikowskiego ([26-29]) oraz do pracy [31], gdzie rozpatrywano
problem dla N = 2,4 w zastosowaniach do pdl Higgsa, oraz problem geometrycz-
nych fermionéw w zastosowaniu do problemu generacji rodzin (family problem).

Zauwazmy, ze gdy chcemy interpretowad rozwiazania zagadnien poczatkowych
Cauchy’ego wszystkich wystepujacych tu réwnai jako uogdlnionych standw rela-
tywistycznych, kwantowych czastek musimy zalozyé coé o wlasnodciach trans-
formacyjnych warunkéw poczatkowych 1 prawych stron. Pamietajmy, Ze udo-
wodnione twierdzenia nie wymagaja tego typu zalozen. W ten sposéb musimy
zalozyé, ze w E*, (R*) dziala grupa Lorentza. Uméwimy sie, ze bierzemy jej
spéina skladowg jednodci. A zatem interpretujac dzialanie grupy Lorentza jako
zmiany ukladéw wspéhzednych w R?, ktéra w tym momencie staje sie prze-
strzeni Minkowskiego musimy powiedzie¢ jak beds transformowaly si¢ warunki
poczatkowe i prawe strony. W ten sposéb zakladajac, ze w przypadku réwnania
Kleina—Gordona transformuja sie jak skalary (lub pseudoskalary, jesli waZmiemy
pod uwage odbicia przestrzenne), w przypadku réwnania Diraca jak bispinory
Diraca, Weyla jak spinory Weyla, Proca jak czterowektory, Rarity-Schwingera
jak bispinory Diraca a czterowektory zarazem, za§ w przypadku réwnania li-
niowej teorii grawitacji i réwnania dla masywnego grawitonu jak symetryczne
tensory Lorentza, w przypadku réwnania falowego dla czastki o spinie 5/2 jak
bispinory Diraca i symetryczne tensory Loventza o walencji 2. W przypadku
réwnania Diraca~Fierza jak odpowiednie spinory dwukomponentowe, a w przy-
padku réwnai dla uvogdhnionych pdél Maxwella jak calkowicie antysymetryczne
tensory Lorentza. W przypadku réwnai Duffina—Kemmera zgodnie z rozkla-
dem na sume prosta nieprzywiedlnych reprezentacji Lorentza dla odpowiedniej
reprezentacji nieprzywiedinej algebry Duffina—Kemmera. W praypadku réwna-
nia Kihlera~Krélikowskiego jak iloczyn tensorowy N reprezentacji odpowiadaja-
cych spinowi 1/2 czyli [D(0,1/2)} e D(1/2,0)]", podobnie w przypadku réwnania -
Duffina—Kemmera—Petiau.

W ten sposéb w przypadku kazdego réwnania rozpatrywanego tutaj bedziemy
mogli identyfikowaé dwa zbiory warunkéw poczatkowych i prawych stron jedli
beda one polaczone transformacja Lorentza we wlasciwej jej reprezentacji od-
powiadajacej danemu réwnanin. Czyli innymi stowy wprowadzamy relacje réw-
nowaZuoscl w klasie wszystkich mozliwych warunkdéw poczatkowych dla danego
réwnania:w klasie S’ (lub D’). Zatem podzielimy te klase na klasy abstrakcji.
W podobny spooséb mozemy podzielié na klasy abstrakeji same rozwiazania. Fa-
two zauwaiyé, se jeieli wybierzemy sobie dwa zbiory warunkéw poczatkowych
7 danej klasy abstrakeji i skonstruujemy rozwiazanie, to otrzymane rozwiazania
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beda nalezaly do tej samej klasy abstrakcji rozwiazad. Nazywamy to relatywi-
styczng wspdlzmienniczoscia rozwigzan. Z uwagi na wyniki Dadatku C zasto-
sowane do Twierdzenia 2.5 latwo jest zauwazyé, Ze wszystkie udowodnione tu
twierdzenia sg prawdziwe takie gdy weZmiemy pod uwage wszystkie dystrybu-
cje D' i gdy bedziemy zadawaé warunek poczatkowy poprzez zwykle ustalenie
zmiennej w dystrybucji, w dowolnym punkcie 7 € E? (tj. réznym od zera). W
ten sposéb pomimo, ze dane poczatkowe naleza do D'( E®) i szukamy rozwiazania
w D'(E*), to Tozwigzanie bedzie nalezalo do S'(E*).
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wraz z T

4, Klasyczne zagadmeme Cauchy’ego dla réwnania Kleina—Gordona
i innych réwnan relatywistycznej mechaniki kwantowej

patrz T

PrzejdZmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla réwnania Kleina~ i Prze:.;
Gordona i réwnail pochodnych. rownanl
Wszystkie rozpatrywane tu réwnania rézniczkowe czastkowe, liniowe, hiper- gjel.n tei
boliczne {uklady réwnadn hiperbolicznych) spelniaja zalozenia twierdzenia o ist- z}p‘fs sta,c

nieniu i jednoznacznodci klasycznego zagadnienia Cauchy’ego. 53 to réwnania
o stalych wspolczynnikach. Wskazanie rozwiazania spelniajacego klasyczne zada-
nie Cauchy’ego gwarantuje jednoznacznosc.

Ogélna definicje hiperbolicznodci ukladéw kwazylinowych réwnan rozmczko—
wych czastkowych moina znalezé w pracy [56].

(

Réwnania Kleina—Gordona, Diraca, Proca 1 Weyla. Jesli k;

¢ -
C§(E?), to dystrybucja {w} jest funkcja klasy C'*° przy kazdym ustalonym {. gdzie

At fr '

)= — hilz = EYdE+ — holz — €)d .
W(z) = t]e[ _fi q 1z~ de+ 5 fl ﬂ o{® —§) dE (+ o(t7) s
- - loZeniac
e f .ﬂ(*ivi‘ )h (z — £)de+ - warunks

4w+ /12 — £2
lE<lE]

_ﬂa[ | 71("“ )h o(z — )df] Niotan
| i<t 4TVE . "W i
= w(t,z), e€E te El (4.1) ~ rorodne
Oczywiscie mamy tak, Ze: . Twr
z = (1,22, 23) ‘ho € C®

r

= (yl?y2=y3)
£ = (61,6, 6)-
Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktdrym sg oslabione zaloZenia dotyczace
gladkosci hg i Iy Mianowicie

TW%IERDZENIE 4.1. Jesli funkcja hy jest klusy C3(E?), a funkcja hy jest klasy
C2(E®), to funkcja w(t,z) jest klasy C*(E1) 1 spetnia réwnanie Kleina-Gordona

(O3 + &*)w(t,2) = 0, dlat>0 (4.2)
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(4.2)

wraz z nastepujocymi warunkaemi poczgthowymi
w(0,2) = ho(2),
duw(t, z) dla z € E® (4.3)
(T) = hi(z),
|E=0
patrz Twierdzenie 2.3 i Twierdzenie 2.4.

Przejdsmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego
réwnania Kleina—Gordona przy zerowych warunkach poczatkowych. Rozwiaza-
niem tego problemu przy zalozeniu, ze f € C§(E*Y)isupp f C {(z1,22,23,1),t >
0} jest E* f. Wtedy istnieje splot E * f i jest funkcja klasy C°(E*?). Korzystajac
z postaci EF mozemy napisal, przy zaloZeniu, ze f =0, dlat < 0.

Es D)= [ 1

ly—=z|<t

ly — =}, y)
d
T ¥+

- nf [ Jilx 1;2—y22)f(t T, —y)dydr =
0 pi<r TV Y
=(t,z), t>0, x,y€E> (4.4)
gdzie
|z =yl = V{z1 = 0n)? + (22— 92)* + (23 — 33 )? (4.5)

v(t, z) spelnia niejednorodne réwnanie Kleina—Gordona przy duzo slabszych za-
lozeniach dotyczacych funkeji f, tj. f € C*(E4)i f =0, £ < 0, z nastepujacymi
warunkami poczatkowymi

v(0,z) = 0, (%%(t,x))“:o =0. O (46)

Mozna to sprawdzié bezposrednim rachunkiem (patrz np. [57]).
' W _ten sposdh dochodzimy do klasycznego problemu poczatkowego dla niejed-

" norodnego réwnania Kleina~Gordona (patrz Twierdzenie 2.5).

TWIERDZENIE 4.2. Niech f € C*(E*), oraz f(t,z) = 0 dla t < 0. Niech

Cho € C3(E®), by € CHE?) wiedy funkcja:

1 ] 1
ut,z) = mlgi;[tiz](a: —-£yde+ E)-t—{algl{tho(a: —£) dE}-%—
L aeTE)
"L e e
_ .8 Ty -8), }
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f ft—=ly—=zl,9) dy+

ly — 2]

jy—z|<t

—K f f j;s:\/‘; : Y )f(t 7,2 —y)dydr 4.7
¢ lvl<r

okreslona dla z € E® it > 0 jest klasy C*(E*) i bpe;‘ma w sensie klasycznym
niejednorodne réwnanie Kleina—Gordona (O3 + x?)u = f, tak ze

'M(U,:E) = h‘O(m):
Ju bl
(Eﬁwﬂuo—h(»

Zauwazmy, Ze prezentowane metody szukania rozwigzan klasy S E*) dla réw-
nania Kleina—Gordona prowadzi bezpoérednio do rozwigzania problemu klasycz-
nego przy duzo mocniejszych zaloZeniach niz to normalnie jest wymagane. Jed-
nak wyprowadzone wzory istnieja takie przy stabszych za}ozemach i daja funkcje,
ktéra spelnia klasyczne zagadnienie poczatkowe.

Korzystajac z przeprowadzonych rachunkéw dla dystrybucyjnego zagadnie-
nia Cauchy’ego w klasie S/(E*) dla réwnania Diraca i Proca przedstawimy teraz
rozwigzanie klasycznego problemu poczatkowego tych réwnai. Zacznijmy od réw-
nania Diraca. -

Zalézmy, ze funkcja p, € C§(E?). Mamy wtedy, ze dystrybucja ¢, jest funk-
cja klasy C*°(E*) oraz

. 1 N
Pa(t,z) = (47,0, + Jﬁ)ba{m f Po(z — £) dE+

(4.8)

lel=le] .
~-& ‘71(*‘\’:3 —& )“(m- )df} (49)

l€1<fel
Funkcja ta spehua réwnanie oraz warunki poczatkowe takie przy stabszych za-
lozeniach. W istocie wystarczy zaloiyé, ze (o, jest klasy C? na E3. Rozwigzanie -
jest wtedy klasy C! na E* (patrz Twierdzenie 3.1).

Zachodzi nastgpujace twierdzenie

TWIERDZENIE 4.3. Jezeli funkcje o wartosciach w C, p.(x) sq klasy C? w E®,
to fmzkc_ye Pa(t, ) sq kasy C! w E3 spefmajq réwnante Diraca

(—iv 0, +&J)Pp=0 dlat>0 (4.10) 2
wraz z nastepujgeymi warunkami poczgtkowymi _ A
| $(0,2) = plz), @) = —ir'e(z). (411)

Przejdimy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego
réwnanie Diraca. Rozwigzaniem tego problemu przy zerowych warunkach poczat-
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kowych i zaloZeniu, ze V' jest klasy C§° jest £ £S5 yVa. W tym przypadku splot
istnieje i mamy

(gabva * E)(t:w) = (iVuau + HJ)ab{ f V“(t Eu!.!_l.;lzl’y) dy‘l'

|y—z|<t

t /2 _
._..&af f Ji(r/T y )V(t—'r,:cuy)dydf}z
0 pyi<r ATV |

= xa(t,z) £20. (4.12)

x(t,z) spelnia réwnanie Diraca przy duzo sla,bszych zalozeniach dotyczacych
funkeji V, tj. V. € CHEY) iV = 0 dlat < 0, z nastepujacymi warunkami
poczatkowymi

x(0,2) = 0. (4.13)

. Moznato sprawdzié bezpoérednim rachunkiem.

W ten sposéb dochodzimy do klasycznego problemu poczatkowego dla niejed-
norodnego réwnania Diraca (patrz Twierdzenie 3.3).

TWIERDZENIE 4.4. Niech V € C*(E*) o wartosciach w C*, oraz V(,2) = 0
dla t < 0. Niech ¢ € C*(E*) o wartosciach w C*, wtedy funkcje

U(t2) = (— 7,0 + xJ) - { L [ - aer
— f jl(h\/ )ﬁ

—§) dé+
JEl<e ar \/t2
1 Vit~ ly -z, v}
+ 4m f |y — | dy+
|J z|<t

Ti(kdmfT2 — )V
—K (t—7,2—y)dydr (4.14)
6[ lyI‘-{f VT -y }

okreslone dla z € E® it > 0 sq klasy C'(E*) i spelniajg w sensie klasycanym
niejednorodne réwnanie Diraca (—iy*8, + kJ)U =V, tak Ze U(0,z) = p(x).

Zauwazmy, ie prezentowana metoda szukania rozwigzania klasy $'(E?) dla
réwnania Diraca prowadzi bezposérednio do rozwigzania problemu klasycznego
przy duzo mocniejszych zalozeniach niz to jest wymagane. Jednak wyprowadzone
wzory istnleja takze przy duZo slabszych zaloZeniach i daja funkeje, ktdra spelnia
klasyczne zagadnienia poczatkowe.
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W podobny sposéb podejdziemy do réwnania Proca. Jesli ay, by sa klasy

C§R(E?), to dystrybucja

{t}
{t}
A)‘—{'ttb}*bkﬁ-()d * @
jest funkcja klasy ' przy kazdym ustalonywm ¢
{t} a1 1
A=t [ ha@-edet at{ [ ora-de+
l€l=1t} l£|=ltl
V1 —
[E|<t T E
— il [ fjl('“" ) —g)dg];
o lgl<t dmy/tt -
= Ax(z,1).

(4.15)

(4.16)

Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktérym sa oslabione zaloZenia dotczace glad-
kosci ay 1 by (patrz Twierdzenie 3.2). Mianowicie:

TWIERDZENIE 4.5. Jedli funkeje ay s¢ klasy C2(E3), a funkcje by, A =1,2,3,4
klasy C?(E®) to funkeje A,(z,t), v = 1,2,3,4 s¢ klasy C*(E*) i spelniajg réw-
nanie Proca (uktad réunan). :

(—g* 05 + 048

PrzejdZmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego

Ax(0,2) = ax(a)

— ¢** 6 Ax(z,8) = 0

dlat>0,

H

(24509) 1y =020

tak Ze by = Va Vh = —x? aq + Azay, gdzie & = (a1, az,a3), b= (b1, b2,b3).

(4.17)

réwnania -Proca pizy zerowych warunkach poczatkowych i zaloZeniu, Ze B#

€ C°(E%), p

1
_Z g_zw‘l‘

wf

0

C"u(t> iﬂ),

1., I
foa)(
ly

Ji(ky/ 72 — y°)

—~z|<t

= 1,2,3,4. Wtedy istnieje splot E % B#.

‘—12'6“81,) E = B'u'] (:I:,t) =

- (g.u.u +

Bu(t_ |y_z!1y)d
y—=l

J

lyl<r dm+/7T2 — J"

t>0.

Bt -7,z — )dydr}

y+

(4.18)

CCu(t,z)
- Tunkejji I




3 klasy

(4.15)

(4.16)
e glad-

,2,3,4
g Tow-

(4.17)

dnego
ze BH

(4.18)

C,(t,2) spelnia réwnanie Proca przy duio slabszych zalozeniach dotyczacych
funkcjji B#, tj. B € C4(E1) i

1
(gw + ;-;38”8”) B¥ =0 (4.19)
dla t < 0, z nastepujacymi warunkani poczatkowymi
C,(0,z)=0, 9 —=(t,z) =0. (4.20)
’ () [t=0

Mozina to sprawdzié bezposrednim rachunkiem, w ten sposéb dochodzimy do
klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego réwnania Proca (patrz
Twierdzenie 3.4).

TWIERDZENIE 4.6. Niech B* € C1(E*), oruz
(gm, + ;}58“3,,) B*=0 dlat<0. (4.21)

Niech ay € C5(E®), by € C4(E?) tak 3¢ by = Vi, Vb = —r2ay + Azay, gdzie
@ = (a1, az,a3), b = (b1, by, b3). Wtedy funkcje
1 d 1
A(t,z) = ypn bu(z — £)dé+ — {ﬂ fa,,(x—f)dﬁ}—[—
=t fel=t
lel<t
_nat[ fjl(h‘t = )a,u(m )d{;’]-}-
ey ATVE -

! L B (t — |y — =}, )
2 RPN 1 p
omean) o g P
|ly—=igt
t . TR
ok [ f ‘71(.l»4?r:/7' - Y )B#(t —rz—y)dy dr} (4.22)
‘ {‘] ]ys('r ﬂ

okredlona dla x € E® it > 0 jest klesy C*(E*) i spetnia w sensie klasycznym
niejednorodne rdwnanie Proca.

(—g“)‘El3 + JHYN — gH¥ 9)A)\ = B* (4.23)
tak ée
AL(0,2) = ay(=),
¢ T .24
(C)Al,;(i,.l.)) — by(z). (4.24)
ot [t=0
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Zauwazmy, ze prezentowana metoda szukania rozwiazania klasy S'(E?) dla
réwnania Proca prowadzi bezposrednio do rozwiazania problemu klasycznego przy
duzo mocniejszych zalozeniach niz to normalnie jest wymagane. Jednak wypro-
wadzone wzory istniejg takze przy slabszych zaloZeniach i daja rozwiazanie kla-
sycznego zagadnienia poczatkowego.

PrzejdZmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla réwnania Weyla.
Jeéli ¢, € C§?(E?) o wartoéciach w C, to dystrybucja

e = (u% ra- 6) o W xips, ab=1,2 (4.25)
jest funkcja klasy < przy ustalonym t i
0 =\, i
(t,2) = (ir5; %.9) b{mk E[ =0 it} (4.26)

Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktérym sa ostabione zaloZenia dotyczace
gladkosci ¢, (patrz Twierdzenie 3.5). Mianowicie:

TWIERDZENIE 4.7. Jesli funkcje ¢, sq klasy C*(E3) o wartoéciach w C to
Junkcje ¥.(t,z) sq klasy C'(E') i spelniajq rownanie Weyla.

d

wraz z nastgpujgeymi warunkamsi poczgthowymi 1,(0,2) = @.(z) dla x € E3.

(u,a—t + &‘-ﬁ) @b (t,z)=0 dlat>0 (4.27)

PrzejdZmy teraz do klasycznego problemu poczgtkowego dla niejednorodnego
réwnania Weyla przy zerowych warunkach poczatkowych.

Rozwigzaniem tego problemu przy zaloieniu, ze V € C§°(E*), o wartoiciach
w C? jest

(z-{% T a'\:/) ExV. (4.28)

Witedy ist-nieje splot i jest funkcjg klasy C'*°(E*). Korzystajac z postaci £ mozZemy
napisaé, przy zatoZeniu, ze V =0 dla ¢t < 0.

Jd_ .5 g __s\/[1 V(i —ly—=ly)

i—FaV | ExV={i—FdV || — dy) =
(“at“ ) (“at” )(m-r J T Y
. Jy—z|<t

1 = x(t,z), t>0 (4.29)
x(t, =) spelnia réwnanie Weyla przy duzo stabszych zalozeniach dotyczacych funk-
ciiv, tj. Ve C*EY) iV =0,t <0,z nastepujacymi warunkami poczgtkowymi.

o x(0,) = (). (4.30)
Mozna to sprawdzié¢ bezposrednim warunkiem. W ten sposéb dochodzimy do

klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego réwnania Weyla (patrz
Twierdzenie 3.6).
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TWIERDZENIE 4.8. Nicch V € C*(E*) z wartosciami w C? § (za—t:FaV)V =0
dla t < 0 (co jest spetnione gdy V =0, dla t < 0).
Niech ¢ € C*(E3) o wartosciach w C*. Wiedy funkcju

’t,b(t,z:) = .
_{:9 -5\ L _ 1 V(t—ly—=2|,9)
= (za F JV) (4;;1:]6'{:90(35 E)de+ 47r|y_zf|<; 2] dy) (4.31)

okreslona dla ¢ € E® it > 0 jest klasy CY(E*) i spelnia w sensie klasycznym
niejednorodne réunanie Weyla

(z% + &'v“') Hh=V, (4.32)
tak zZe )
»(0,2) = p(z). (4.33)

Zauwazmy, e prezentowana metoda szukania rozwigzania klasy S'(E%) dla
réwnania Weyla prowadzi bezposrednio do rozwiazania problemu klasyeznego
przy duzo mocniejszych zaloZeniach, niz to normalnie jest wymagane. Jednak
wyprowadzone wzory istnieja takie przy slabszych zaloZemiach i daja funkcje,
ktéra spelniaja klasyczne zagadnienie poczatkowe.

‘4b. Réwnania Maxwella. PrzejdZzmy teraz do klasycznego problemu dla
réwnan Maxwella. Jesli by 1 ey A = 1,2, 3,4 sa funkcjami klasy C§° to okreélona
wyzej dystrybucja Ait} Jest Tunkcja klasy C* przy kazdym ustalonym ¢

1
ANtz) = — J ba(z - €) de+

&]={el
g1 5
+E{ZEE f a;(m—g)df}, A=1,2,3.4. (4.34)

1€1=1¢]

- Na funkcje by i a) sa narzucone nastepujace wiezy

6’5—}- 6’2(5.1 =0,
by +Va=0, (4.35)

E:(bl,bg,bg), 5:(&1,&2,&3).

Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktdrym sa oslabione zaloZenia dotyczace ay

- 1 by (patrz Twierdzenie 3.7). Mianowicie

TWIERDZENIE 4.9. Jesli funkcje ay sq ldasy C° na E3, by sq klasy C? na E®,
to funkeje Ax(t,z) sq kasy C* na E* i spelniajq réwnania Mazwella z wprowa-
dzonym warunkiem Loventza.
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OsAx({f,2)=10 diet >0, (4.36)

282 (1,2) =0, - (437)
VESY
Ax(0,z) = ax(x) dlaxe E?, (4.38)
a4, 2) _ N )
( at )u:o = b (439

tak e Vb = V2ay, by = V@, @ = (a1,0z,a3), b = (b1, b2, b3).

PrzejdZmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnych
réwnait Maxwella przy zerowych warunkach poczatkowych.

Rozwigzaniem tego problemu przy zaloZeniu, Ze j# € Cee(E*) jest oczyw15c1e
47 E + j, 1 jest funkcja klasy C'°(E*). Korzystajac z postaci E mozemy napisaé
przy zaloZeniu, ze j* =0,dlat <0,

(4 E + 7,)(t, ) = f Jult -

ly—zi<i

; l’l V) gy = vu(tie) t20.  (4.40)
J
Mamy oczywiscie, ze .
a.l:j'u =0, (441)
v,(t, ) spelnia réwnania Maxwella przy duZo stabszych zalozeniach dotyczacych
funkeji j,; ti- ju € C*(E*) 17, = 0,1t < 0, z nastepujacymi warunkami poczatko-
wyni

v,(0,2) = 0 (d”# (t,2 )) o 0. (4.42)

Mozna to sprawdzié¢ bezposrednim rachunkiem . W ten sposéb dochodzimy do kla-
sycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnych réwnafi Maxwella (patrz
Twierdzenie 3.8).

TWIERDZENIE 4.10. Niech j, € C*(E*) oraz j,(t,z) = 0, ax sq kasy C* na

EB3, by klasy C*. Niech
V 65— 62(1.4 =0 s

by —Vi=0, (4.43)
1 g = ((L],(Lg,(&g), 5 ( 1',bg,b3),
wtedy funkcje
g 1
= [ oo e)fzg+0t{-— a,\(x~f)d.f+}
iEI t [£]=t
s 1 a5 — 4| 4
+ [ Cly=2l9) g gluizo. (4.44)
i<t ly = =
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L.36)
L.37)
.38)
1.39)

nych
iicie

isad

.40)

.41)

cych
tko-

.42)

kla-
atrz

na

43)

44)

okreslone dla =z € E3 it > 0 jest klasy C*(E*) 1 spelniajg w sensie klasycznym
niejednorodne réwnania Mazwella z werunkicmn Lorentza.
[:I:;A.u = 47[‘_3"“ N
DA, ’ (4.45)
. =0,
du,,

tak ze
Ax(0,2) = ax(z),

dAN(t, 2) _ (4.46)
( :3?5 )[t:ﬂ =hle)-

Zauwazmy, Ze prezentowana metoda szukania rozwiazania klasy S'(E*) dla réw-

‘nai Maxwella prowadzi bezpoérednio do rozwigzania problemu klasycznego przy
_ duZo mocniejszych zaloZeniach, niZz normalnie jest wymagane. Jednak wyprowa-

dzone wzory istnieja takie przy slabszych zalozeniach i dajg funkcje, ktdre spel-
niaja klasyczne zagadnienie poczatkowe. Otrzymane rozwigzania sg oczywidcie
otrzymane dla czteropotencjaléw. MoZemy je réwnieZ wyrazi¢ przy pomocy na-
tezen pola elektromagnetycznego. ‘

Wyijatkowa waino$é réwnan Maxwella powoduje, Ze rozpatrzymy je jeszcze
raz, uzywajac natezed pdl elektrycznego i magnetycznego (co robilisiny juz w przy-
padku uogdlnionych rozwiazan).

PrzejdZmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla jednorodnych
réwnah Maxwella wyrazonego poprzez natezenia pél magnetycznego i elektrycz-
nego. ’ :
Jeshi §i €sg klasy C§° z wartodciami w E3, to dystrybucje EiB s3 funkcjami
klasy '* przy kazdym ustalonym {.

Btz)=— [ Ixq@-0) d“_g—z{z% [ &=-¢) df}, (4.47)
lei=ld [€l=1¢]

B S G x oo — o) de+ 2 g d 4.48

R WALLLE a{mmfmg(z -9}, ()

. gdzie mamy wiegzy V&= Vg =0 to zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktérym
' s3 oslabione zaloZenia dotyczace gladkosci €1 § (patrz Twierdzenie 3.9).

TWIERDZENIE 4.11. Jedli funkeje & 1 § sq klasy C* w E3, o wartodciach w E3,

" to funkcje E(t,z), B(t,z) sq klasy C*(E%) i spetniajy jednorodne réwnania Ma-

- zwella.
‘ 5 R
(;_t 4 1ot E=0 »
(4.49)
(')_.tE. — 10t .5; =0 N
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divB =0,
divE=0
wraz z nastepujgeymi warunkami poczgthowymi
B(0,2) = §(=) -
B0,z)=&z) . ’ (4.51)
dive=divi=0.

diat>0, _ (4.50)

PrzejdZmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego
réwnania Maxwella przy zerowych warunka.ch poczatkowych. Rozwiazaniem tego
problemu przy zaloZeniu, ze p, 7 s3 klasy C§° jest splot z dystrybuc_]q E.

s

(4w(ﬁp+%)*13)(t,x)= f V"?p(t—ly mI,y)der

ly—=z|<t ly — =i

-~

+ _(t ly — x|,y) =.E0(t,x), (4.52)

13;--:1:[(1’.

(4 rot] = E)(t,z) = f rot j(t — ]y—x|,y)iydjjx
ly—=|<t

= Bo(t,z), . (4.53)

dlat > 0 oraz tak, aby %E--I»-dlvg =0, Eo(t, z) i Bo(t,z) spelniaja niejednorodne

réwnania Maxwella przy duzo stabszych warunkach dotyczacych p i _1, t. sz
byc one klasy ('L'2 na E‘ip=0,7=0dat <0 (oczywiicie + warunek wiezéw

: + div j _',' = 0) z nastepujgcymi warunkami poczatkowymi

at
E},(o,z) =0, Bo(0,z)=0. (4.54)

Mozna to sprawdzié bezpoSrednim rachunkiem. W ten sposéb dochodzimy
do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnych réwnan Maxwella
(patrz Twierdzenie 3.10).

TWIERDZENIE 4.12. Niech p, ] bedg funkcjami klasy C? na E* takimi, ze

p(t, ) E?f[), ;(t,:l:) =0dlat<01 5‘% +divj = 0.

Niech &1 7 beda, funkcjami klasy €2 na E3, takimi, ze div € = 4wp(0, z), oraz
: 2 _

div § = 0. Wtedy funkcje

E(t,z)

B(t,z):
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— 1 .
(4.50) B(t,2) = ‘“”mf T x g~ ) de+ {1 = |f oo~ €)de b+
4 =i
Vp(t — -,y
b f YRSy Uy % )
ly — z| I |
ly— :cl<t ly—z|<t
(4'51) t —_— _ ot Il _ d‘y :
B(t,z) = m JVx&z-gde+ [ rotilt-ly g (450)
- El=t |y—z]<E -
Inego okreflone dla z € E3 it > 0 sg klasy C'(E?) i spelniaja w sensie klasycznym
) tego rownania Maxwella
B -
% +rotE =10,
o (4.57)
E - —_
(?9_1‘ —rot i = 47y,
divB =0 )
(4.52) . (4.58)
div B = 4np,
tak ze
A E(0,2) = &x), (4.59)
4.53) N B(0,) = g(=). (4.60)
Zauwa,zmy, 7e prezentowana metoda szukania rozwiazan klasy 5* (E4) dla réw-
rodne i nan Maxwella prowadzi bezposrednio do rozwiazania problemu klasycznego przy
duzo mocniejszych zaloZeniach, niz normalnie jest wymagane. Jednak wyprowa-
szy dzone wzory istniejy takie przy slabszych zalozeniach i dajg funkcje, ktdére spel-
lezéw

niaja klasyczne zagadnienie poczatkowe.

~ 4¢. Réwnania Rarity—Schwingera, réwnanie liniowej teorii grawitacji
4.54) | . i rownanie falowe dla czastki o spinie 5/2. PrzejdZmy teraz do klasycznego
problemu poczatkowego dla réwnania Rarity-Schwingera.

i : {t}

l:;;ﬁi Jedli ¢, sa funkcjami klasy C§°, to dystrybucje ,}{,# sa, funkcjami klasy C*
| przy kazdym ustalonym f.

{L} [ 2 1 3 v
Q. se "J’ u(t) = (_75711511 ? ()a' + "56#)'
(o ot A a)-
. ie=u R ENCET:
oraz | - =t (4.61)
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gdzie B, jest rozwiazaniem réwnania 71,6473, = *, 7Y@, = 0.
Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktérym sq oslabione zaloZenia dotyczace
gtadkoici ¢, (patrz Twierdzenie 3.11). Mianowicie

TWIERDZENIE 4.13. Jedli o, sq klasy C* na EP, to funkeja 1,(t, ) jest klasy

C? na E* i spelnia réuwnanie Rarity-Schwingera
(~757000€."7° + R8P (tz)=0 dlat>0, (4.62)
v, =0, P (0,2)=¢.(z), =€ E®. (4.63)
PrzejdZmy teraz do klasyczuego problemu poczqtkowégo dla niejednorodnego
réwnania Rarity-Schwingera przy zerowych warunkach poczatkowych. Rozwizza-
niem tego problemu przy zaloZeniu, ze U* sy klasy C§° na F? jest funkcja klasy

C®. Wtedy istnieje splot £ = U* 1 jest funkcja klasy C* na E%. Korzystajac
z postaci' E mozemy zapisaé przy zaloZeniu, ze U#* =0 dla ¢ < 0. Mamy

ey (1 Ust—ly—abht) ,
Xult, ) = (V57p008, 77 + £6)) - (:1; f ly — = w

ly—=|<t

¢ R R
-x [ [ S ( Z '{)U“(t—r,m—y)dyd«r) (4.64)
0 |yl<t 4ra/T5 — Y

x.(t, ) spelnia réwnanie Rarity-Schwingera przy duzo stabszych zaloZenjach do-
tyczgeych funkcji U#, tj. U# jest Klasy C'* na E* i U* =0, dlat < 0, z nastepuja-
cymi warunkami poczatkowymi x, (0,z) = 0. Mozna to sprawdzi¢ bezposrednim
rachunkiem.

W ten sposéh dochodzimy do klasycznego problemu poczatkowego dla niejed-
norodnego réwnania Rarity-Schwingera (patrz Twierdzenie 3.12).

TWIERDZ_ENIE 4.14. Nieeh U¥ jest Elasy C? na E4 oraz U#(t,z)=0dlat <0.
Niech ¢, bedzie klasy C* ne E3. Wiedy funkcje

P(t,z) = (~ 1576”77 0o + 58,):

1 ‘ - /12 — £2
(& Joe-0a-s [ Ao @ gact

[€l=t fel<t
1 j- U0t = |y — z|,t)

t dy+

wezics 9

‘ ¢ . fr2 2
—K f f N Tq y‘))[f,,(t—r,m—y)dydr) , (4.65)
0 |uict dr\/7° — Yy

okreslone dla = € E® i1 > 0 sq klasy € na E* i spelniajq w sensie Elasyeznym
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yczace
t klasy

(4.62)
(4.63)

>dnego
wiaza-
a klasy
ystajac

(4.64)

ach do-
tepuja-
rednim

, niejed-

lat < 0.

£+

©(4.65)

sycznym

niejednorodne r‘éwnaﬂie Rarity-Schwingere (Y*¥y = 0)
(—v57p00€"7° + Ky N, (8, 2) = UH(Lz) 120, (4.66)

tak ze
w,(0,2) = @ (2), %€ E*. {4.67)

Zauwazmy, ze prezentowane matody szukania rozwigzan Klasy S'(E*) dla réw-
nania Rarity—Schwingera prowadza bezpoérednio do rozwiazania problemu kla-
sycznego przy duzo mocniejszych salozeniach niz to normalnie jest wymagane.
Jednak wyprowadzone wzory istnieja takze przy stabszych zaloZeniach i daja
funkjcje, ktére spelniaja klasyczne zagadnienie poczatkowe.

W podobny sposéh przedstawimy teraz rozwiazanie klasycznego problemu po-
czatkowego dla bezmasowego r&wnania Rarity-Schwingera i dla réwnania liniowe]
teoril grawitacii (réwnania dla czastki o spinie 2).

Zaczniemy od bezmasowego réwnania Rarity—Schwingera.

73165y, ze @, sa klasy C5° na E3. Mamy wtedy, ze dystrybucja jest
funkejg kKlasy C°° na E* oraz

Pty 2) = O 1p006"7) - (Zlﬁlalfm%(m 9 dg) ' (4:68)
Funkcja ta spelnia réwnanie oraz warunki poczatkowe takze przy stabszych za-
loseniach. W istacie wystarczy zalozyé @, jest klasy C'? na E3. Rozwiazanie jest
‘wtedy klasy C' na E*.
Z.achodzi nastepujace twierdzenie, W ktérym oslabione sg zalozenia dotyczace
gladkosci ¢, (patrz Twierdzenie 3.13). Mianowicie

TWIERDZENIE 4.15. Jesli @, sq klasy C? na E3, to funkcja p,(t, z) jest klasy

G’_z na B 1 spetnia bezmasowe jednorodne, réwnanie Rarity-Schwingera

o Opeb PP, (t,2) =0,  dlat20 (4.69)
yi, =0, - P(0,3)=@(2); € E® (4.70)

Przejdzmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego,
bezmasowego réwnania Rarity—Schwingera przy zerowych warunkach poczatko-
wych. Rozwigzaniem tego problemu przy zalogeniu, ze U* s3 klasy Cs na E*
jest funkeja klasy €. Witedy istnieje splot E+U# 1 jest funkcja klasy ¢ na Et.
Korzystajac z postaci £/ mozemy napisac, przy zalozeniu, ze U# =0,dlat <0

Xu(‘t,z) = (757,030»8#”'00) . (Zl.; J‘ U’“(t l—?—! 1-? ;‘l mls t) d'y) (4.71)
jy—zl|<t

dla zerowych warunkéw poczatkowych x,(t,z) spelnia bezmasowe niejednorodne
réwnania Rarity—Schwingera pray duzo slabszych warunkach dotyczacych funcji
U# 4. U# jest klasy C?pa EtiUr=0dlat<0z nastepujacymi warunkami
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gdzie @, jest rozwigzaniem réwnania ¥, 3, = *, Y@, = 0.
Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktérym sg ostabione zaloZenia dotyczace
gladkosci ¢, (patrz Twierdzenie 3.11). Mianowicie

TWIERDZENIE 4.13. Jedli o, sg klasy C* na E®, to funkcja ,(t,z) jest klasy
C? na F* i spelnia réwnanie Rarity-Schwingera

(—757,9805,3‘” + fiﬁ;)'l/),,(f, .L) =90
7“11[)# =0, Z/JU(O,Q:) = Sau(w):

Przejdzmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego
réwnania Rarity~Schwingera przy zerowych warunkach poczatkowych. Rozwiaza-
niem tego problemu przy zalozeniu, Ze U¥ sy klasy C° na E* jest funkeja klasy
C'*. Wtedy istnieje splot E # U# i jest funkcja klasy C*° na E*. Korzystajac
z postaci E moZemy zapisaé przy zalozeniu, ze U# =0 dla ¢ < 0. Mamy

- Mi—ly—=x
Xv(t,7) = (V7,006,777 + 58 - (211? J - Iyl_y | :
fu—z|<t

i : Jl(” vV T2 — y2) Heg _
I f f = = UH(t - 1,2 — y) dydr
0 i< VT Y

X (%, 2} spelnia réwnanie Rarity-Schwingera przy duzo slabszych zalozeniach do-
tyczacych funkcji U#, tj. U# jest Klasy C? na E41 U# =0, dlat < 0, z nastepuja-
- cymi warunkami poczatkowymi x»(0,2) = 0. Mozna to sprawdzi¢ bezposrednim
rachunkiem. .

W ten spos6b dochodzimy do klasycznego problemu poczatkowego dla niejed-
norodnego réwnania Rarity-Schwingera (patrz Twierdzenie 3.12).

dlat >0,
r € E%.

(4.62)
(4.63)

£) dy+

(4.64)

TWIERDZENIE 4,14. Niech U* jest klasy C? na BY orez U*(t,z) =0 dlat < 0.
Niech @, bedzie klasy C* na E?. Wiedy funkcje

U(t,z) = (— ¥57eEn " 00 + 6.}

1 . J1 (/12 — E2)
(m J eua—&yde - Km‘-[ t"jTht—i\/—_—Ti)%(m - §)de+

fl=t
1 Ut — ly — 2, t)
T3 J ly — = Sal

‘n’ Lo
fy—z|<t

S : '
[ AlsyT ) :
i—h f f poy = Uy(t—‘r,:z,-—y)dyd’r) ,

okreslone dla z € E® it > 0 sq klasy €' na E* i spelniajg w sensie klasycanys

(4.6

0 |yl<t

- niejednorodne 1

YCZNego przy -
ednak wyprov



"Z3.ce

klasy

4.62)
4.63)
nego

iaza-
dasy

2j3C

1.64)

L do-
ujg
lnim

sjed-

<0

niejednorodne ro’wnmﬁe Rarity-Schwingera (v#¥, = 0)
(=Y57,0ee"P7 + ky" )0, (t,2) = U¥(t,z) t2>0, (4.66)
tak Ze |
¥,(0,z) = @,(z), =z¢€E*. (4.67)

Zauwazmy, e prezentowane matody szukania rozwiazah klasy S/(E£*) dla réw-
nania Rarity-Schwingera prowadza bezpodrednio do rozwigzania problemu kla-
sycznego przy duZo mocniejszych zaloZeniach niz to normalnie jest wymagane.
Jednak wyprowadzone wzory istnieja takie przy slabszych zaloZeniach i daja
funkjcje, ktére spelniaja klasyczne zagadnienie poczatkowe.

W podobny sposéb przedstawimy teraz rozwizzanie klasycznego problemu po-
czatkowego dla bezmasowego réwnania Rarity-Schwingera i dla réwnania liniowej
teorii grawitacji (réwnania dla czastki o spinie 2).

Zaczniemy od bezmasowego réwnania Rarity—Schwingera.

Zaléimy, ze ¢, sa klasy C§° na E®. Mamy wtedy, Ze dystrybucja ¢, jest
funkcjag, klasy C™ na E? oraz

Polt,2) = g2 (1,006 - (4%'5' J =9 k). @)
Funkcja ta spelnia réwnanie oraz warunki poczatkowe takie przy stabszych za-
lozeniach. W istacie wystarczy zalozyé ¢, jest klasy C? na E3. Rozwiazanie jest
wtedy klasy C’ na E4.
Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktérym oslabione s zaloZenia dotyczace
gladkosci @, (patrz Twierdzenie 3.13). Mianowicie

TWIERDZENIE 4.15. Jesli @, sq klasy C? na E3, to funkcja v,(t, z) jest klasy
C? na F1 ¢ spelnia bezmasowe jednorodne, réwnanie Rarity—Schwingera

Yp0r# PP, (t,2) =0, dlat>0 (4.69)
v, =0, - 1,(0,z) = p.(z); z€E® {4.70)

Przejdzmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego,
bezmasowego réwnania Rarity—Schwingera przy zerowych warunkach poczatko-
wych. Rozwiazaniem tego problemu przy zaloZeniu, Zze U# sg klasy C§° na E*
jest funkcja klasy €. Wtedy istnieje splot E+U* i jest funkcja klasy C*° na E*.
Korzystajac z postaci E mozemy napisaé, przy zaloZeniu, ze U# =0, dlat <0

Xo{t, ) = (757000, %) - (ﬁ | Ut —ly - =l,1) dy) (4.71)

fy—z|<t Iy — =l

dla zerowych warunkéw poczatkowych y,(t, z) spelnia bezmasowe niejednorodne
réwnania Rarity-Schwingera przy duzo slabszych warunkach dotyczacych funcji
U# tj. U* jest kKlasy C? na E* i U* = 0 dla ¢t < 0 z nastepujacymi warunkami
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poczatkowymi '
x,(0,2)=0, =z€ E3. : (4.72)
Mozna to sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.

W ten sposéb dochodzimy do klasycznego problemu poczatkowego dla niejed-
norodnego, bezmasowego réwnania Rarity-Schwingera (patrz Twierdzenie 3. 14)

TWIERDZENIE 4.16. Niech U# bedzie klasy C* na EY oraz UH(l,z) = 0 dla
t < 0. Niech @, bedzie Flasy C? na E3. Wiedy funkcja

5(0,2) = (- 75600 (7 [ oule - dtt
[El=t

+ yo f et — |y - ::""'I’t) dy) | (4_73)

1’rly~-"rli¢t ly - 2]

okreslone dla z € E®, t> 0 jest klasy C! na E* i spelniajg w sensie klasycznym
niejednorodne bezmasowe réwnanie Rarity-Schwingera

D, E* P W, (1, 2) = UH(t,z), (4.74)

tak ze
w,(0,2) = ¢, (z), =z¢€E*. _ (4.75)

Przejdémy teraz do réwnania dla bezmasowej czastki o spinie 2 (réwnania,
liniowej teorii gra.w;tac31) i jego klasycznego problemu poczatkowego. WeZmy pod
uwage przypadek réwnania jednorodnego. Jesli a,,, by, sa funkcajmi klasy Cg°
na £ (wraz z odpowiednimi warunkami wiezéw) to dystrybucja 7, jest funkcj
Klasy C* na E*

@,,(t,.».;):ﬁ [ bule — ) de+
A i

( 1
+g—£{m f auu(z_é.)df}
1£1=1t]
Oczywiécie bierzemy rowname liniowej teorii grawitacji z warunkiem dodatkowym
typu Lorentza.
Zachodzi nastgpu_]ace twierdzenie, w ktérym sg oslabione zalozenia dotyczacce
gladkoédi a,,, by (patrz Twierdzenie 3.15). Mianowicie

TWIERDZENIE 4.17. Jcélz"am, sq klasy C® na E®, a by, klasy C* nae E?,
funkeje 7 ,,(,2) jest klasy C* ne B* i spelnia rownanie liniowey teortd grawitacy

D37pu(t7$) = 0: 7“.1/ = 71/,(;
)\‘L’Y,u..u AT 0

7;:1/(07"1:) = (L‘u,,(.'lt) = a”#(w)’

2 warunkiem dodatkowym g
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4.72)

iejed-
3.14)

0 dla

4.73)
NYIN

1.74)

1.75)

ania
pod
Cg°
kcja

L.76)
NyIm
zace
, to

facyt
77)

78)

J
(Eﬂ_t?"”(t’m))l . =buu(w) = bv.u(‘”): z € E° (4-79)
= .

tak ze

Paye]

3
A0 = D Gt i

t,7=1

(4.80)
Asb= ) Foiggiti
1,7=1
3
=, a
(b):i = '2—31 @.aﬂ'
7 (4.81)
3 82
\ Ay(a@); = Z %bij
i,7=1
@ = (@41, C42,043) = (G14, @24, A34)
) (4.82)
b= (ba1,bys, byz) = (b14, bag, bay)

Gyq4 = 4, I)44 =b

PrzejdZmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego
réwnania liniowej teorii grawiatcji przy zerowych warunkach poczatkowych. Roz-
wigzaniem tego problemu przy zalozeniu, Ze t,, sy klasy C§° jest funkcja klasy
C*°. Wtedy istnieje splot E = ¢, 1 jest funkcjy klasy C'*°. Korzystajac z postaci

... F moZemy zapisaé przy zalozZeniu, Ze ¢, =0 dla t < 0 mamy:

_ 4G t(t—ly—z|,t '
V() = ——3 [ = ( Iyl—ml )dy (4.83)

ly—=z|<t

' 7,.,(t, z) spelnia réwnanie liniowej teoril grawitacji wraz z warunkiem dodatko-
- wym przy duzo slabszych zalozeniach dotyczacych funkeji ¢, tj. £, jest funkcja
Klasy C% na BYit,, =0, dlat < 0, z nastgpujacymi warunkami poczatkowymi

7;“/(07 3:) =0 (4,84)
0
_T w(tv "l‘)) =0 (485)
- (dt ‘ [¢=0
- przy zaloZeniu, ze
g)mtp)\,,u =0. (486)

. MozZna to sprawdzié¢ bezposrednim rachunkiem. W ten sposéb dochodzimy do

klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego réwnania liniowej teoril
grawitacji (patrz Twierdzenie 3.16)




TwWIERDZENIE 4.18. Jesli t,, = t,, s¢ klasy C? na E*, orazt,, =0dlat < 0

g gt . = 0. niech Gpw = Gy bedg Elasy C° na E3, @ b wv = by, klasy C? n

E3, to funkcja 7 7 .ot &) spefnia nicjednorodne réwnanie liniowej teorii gr‘awztacgz
167rG
Vgu(t ‘B) - pw(t ) . (4.87)
tuw = tuy (a—/’;,, =y, (4.88)
wraz z warunkiem dodathowym g“*?ﬁy, A=0
¥i,(0,2) = e, (x), =€ E° (4.89)
5 :
(E_ﬂy(t,x)) =b,,(2), =z€kE*. (4.90) -
|i=0

tak zZe

92
) M= Z Didzi

1,5=1

Asb = Z dm‘d:r,-? bii

!J—

(E)J Z a'z:-, Qij

ij=1

3
- d”
A3(a i = amibij.

i,j=1

(4.91).

ag=a, by="b
5‘—‘ (541,542, b‘i.'s) = (bm, 524, 534)

-

&= (aq1, 042, ags) = (@14, 924, 234)

Funkcja 7;,,(t, ¢) zadana jest nastepujgcym wzorem

_H (t .I:) = f b‘w(l f) (lf.].. {41t f a,#u(:l: —E) dtf}'l‘
IEI‘III - [€1=1¢l
_ A f tw(t—ly—mht)d

4 —
c i<t |y — x|

Zauwa,zmy, ze zastosowane metody w poszukiwaniu uogohnonych rozwia
Klasy S'( E*) prowadza bezposrednio do rozwiazania problemu k]asycznego
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duzo mocniejszych zaloZeniach niz normalnie jest wymagane. Jednak wyprowa-
dzone wzory istniejg takZe przy slabszych zaloZeniach i daja funkcje, ktére spel-
niaja klasyczne zagadnienie poczathowe.

Przedstawimy teraz klasyczny problem poczatkowy réwnania falowego dla
czgstki o spinie 5/2. Jedli dystrybucje ¢, sa klasy C§° na E3, to dystrybucja

{t}
P 4 jest funkcjy klasy C°° przy kaidym ustalonym 2.

it S OAP EAep
P W(z) = (457, + £6,68)

(# [ Gule—eyae~n | "‘(“"t"‘gz)@u(x—s)dﬁ)z

1=l jer<pel. 4
=, (tz),mr=12,3,4. 4.94
H H

gdzie operator S*° uv dany jest wzorem (3.366), @,, jest rozwigzaniem réwnania
(3.388)." _

Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktérym sg ostabione zaloZenia dotyczace
gladkosci ¢, (patrz Twierdzenie 3.17). Mianowicie

TWIERDZENIE 4.19. Jedli funkcje ¢, sq klasy C* na E3, to funkcje 'q/JW(t :1:)
sq klasy C' na E4 i spc{majq réwnaenie falowe dla czgstki o spinie 5/2

| [z( — Y¥DabLEN + 29,7 Dey 60 — 47,076 — Eg;wg Ay ot

-I—g,wé?p'y)‘) + 55;}6}3] Pa(t,z)=0 (4.95)

dla t > 0 wraz z nastepujgcymi warunkams poczgthowymi

d’yu(o, -L) = ‘P.u.u(m): I € E3 . (496)

Przejdzmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego

' rdwnania falowego czastki o spinie 5/2 przy zerowych warunkach poczatkowych,

przy zaloZeniu, Ze U, jest klasy C§° na E'. Wtedy istnieje splot E = Uy, 1 jest

" funkcja klasy C'°° na E1. Korzystajac z postaci E moZemy napisaé przy zalodeniu,
ze Uy, =0,dlat<0

P (2, x) = (8577, + KE760)-

FIad”

(_1_ I Upa(t—l‘y--:vl,y)der

t U4 —
am fy—z|<t [y — =l

-K f f Sy )Upﬁ(t - T, T~ Y) dyd'r) (4..97)

Y oodw ST =yt
0 jyl<r
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dla t > 0. 9, (t, 2} spelnia réwnanie dla czastki o spinie 5/2 przy duZo stabszych
zalozeniach dotyczaeych funkeji Uy, tj. Uy, musza byé klasy C?naB4iU,, =0,
dla t < 0, z nastepujacymi warunkami poczatkowymi i, (0,z) = 0.

Mozna to sprawdzié¢ bezposrednim rachunkiem. W ten sposéb dochodzimy do
klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego réwnania falowego dla
czastki o spinie 5/2 (patrz Twierdzenie 3.18).

TWIERDZENIE 4.20. Niech U, = U,,, bedzie klasy C* na EY, oraz Uy (t,z) =
0 dlat < 0. Niech @, = @, bedg klasy C* ne E®. Wiedy funkcje
P (b 2) = (8577 + KELE):
1 ~
( f ool — £€)dg

Axt

f Jl(fi\/i2 _522)";5,00(53 . 6) dE+

4+/1? —

fel<r
1 Upo(t —ly —21,9)
tar y — 2|

dy+
ly—wz|<t

t Y
—r:,f fJI(h T Y )Upg(t—r,a:-y)dydr> (4.98)
0 |yi<r myrt -y

(gdzie §°°,, jest zadane wzorem (3.366), ¢ Puu jest rozwigzaniem réwnania
(3.388)) okreslona dla « € E®, t > 0 jest klasy C* na E4, (t > 0) i speinia
w sensie klasycznym réwnanie falowe dlu czqstki o spinie 5/2, z warunkami po-
czgtkowymi ,,(0,z) = puuiz), 2 € E2.

Rozwigzanie dla przypadku bezmasowego k = 0 otrzymujemy przez proste pod-
stawienie k = 0. '

4d. Réwnania Diraca—Fierza. Przedstawimy teraz klasyczny problem po-

czatkowy dla réwnania falowego o spinie s (> 5/2).
¢y | {t)
Jesli dystrybucje x i 4 sa funkejami klasy C'g° na E? to dystrybucje {n} i¢

sa funkcjami klasy C'* przy kazdym ustalonym t.

}{;}Q"'T -l 1 b..oT _ 4
i ap =l oy [ T e (e - O det

1€l=1tl

e f AR pr, g
hi&llgl;q dr /0~ 8 ¥ B..oy(z—E)dE o+

+ 0 { 1 f X1 4 plz - £) dé+

47t
lel=Lel

ot
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4.98)

nania
efnia
i po-

> pod-

Il po-

L {t
¢

R e e W R T

_62
le1<t]
= 99T, p(t,z), (4.99)
O
£  s.0- —aADIA,D,{ e [ 9T oye - ) det
lel= 1]
Ji(sy/ - £2) ) b..OT
-k f " B..oy(z — &) dE o+
< ATVE
1 wad (1
+753A(P"Eﬁ{4m fXQ T4..n(z — &) de+

1=l
— J](h\/t —E) Q T _ }:
) hlegm g © Aenlemdd
=Ty p(te). (4.100)

Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktdrym sg oslabione zaloZenia dotyczace
gladkosci 9 i x (patrz Twierdzenie 3.19). Mianowicie

TWIERDZENIE 4.21. Jesli funkeje 1/JD QTB .p(=) jest klasy C? na B3, a funk-

cja @ T 4. oz} klasy C* ne B3, to funkceje n(t,z) 1 gPQT g Dp(t,z) sq klasy
. CY na E* i spelniajg rownanie falowe dla czgsthi o spinie s

PAPIG.T L ePOLT (4.101)
3, pE PQ.. TB b= _M]Q “T  B.D (4.102)

dla t > 0 w sensie Llasyczn ym z werunkami poczgthowymi
UQ'"TAB...D(G:-'!-‘) = XQ'"TA...D(I) ) (4.103)
€79 Tp p(0,2) = pe2Tp p(z). (4.104)

Przejdzmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego
réwnania falowego czastki o spinie s przy zerowych warunkach poczatkowych przy

: zalozeniu, Ze parwe strony rownan sa generowane przez funkcje klasy C'G°. przy

- zalozeniu, Ze P TB DI ya-T B...D Zeruja sie tozsamosciowo dlat < 0. Wtedy
_ 1stme_19,, sploty i mamy:

,UIQ... AB.. D(t .L) ‘-
, 1 UFe-Ty pit—|y- x|, y)
= P(A{E_ f ly — 7] dy+
|[y—z|<t
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H e R 55
0 Jylgr 4““@ |

+efL Ve-Tg o(t-ly—2z|,y)
4 ly — 2|

T dy+
fy—=l<t

¢ /2 _ .2 L '
s [ [ Ny —y )VQ"'TB_“D)(:E — 12— ) dyd‘r} (4.105)
44/ — y?

0 jylgT

¢re-Tg blt,z)

; 1
=.“d(P|A!{4‘; f
ly—z|<t

LSl AN AR vE ot —Tz—y)dydr o+
arlyl‘sff 4?1’-\/1'2—y" AB D)( ) y) Y

VQ"'T)AB...D(t — |y —z|,¥) Jy+

ly — |

1 UP-Ty p(t =y —2|,y)
(= | fy—2l wr
ly—=zi<t
. ¢ A I L. .
ok [ f J‘l(l“u T Y )UPQ".TB...D)(t -7,z — y) dy d'r) (4.106) .
0 s VT Y |

dla t > 0.

7' 1 §' spelniaja réwnanie falowe czastki o spinie s przy duzo slabszych za-
lozeniach dotyczacych funkeji U 1 V, tj. U/ i V musza byé klasy C? na E* oraz
znikaja toZsamosciowo dla t < 0, z nastepujacymi warunkami poczatkowymi

?F'Q‘"TAB...D(U@) =0,
gPe-Tp p(0,z)=0.

Mozina to sprawdzié bezposwdnml rachunkiem. W ten sposéb dochodzimy d
klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego réwnania falowego d]
czastki o spuue s (patrz Twierdzenie 3.21).

Twmgnzgm 4.22. Niech funkeje VT 45 p,UPR-Tg 5 bedq klasy C*
E* i niech znikajq tossamosciowo dla t < 0. Sq one oczywiscie symetrycane o
dzielnie ‘we wskainikach kropkowenych i niekropkowanych. Niech funk
1,bD QTB D bedq Klasy C? na B3, o \fQ T A..D klasy C° na E3, sg one oczywis
symelrycane we wskaintkach mekowan yeh @ nickropkowanych. Wiedy funkcje




(4.105)

(4.‘166)

stabszych za-
2 na, E* oraz

(4.107)
(4.108)

ghodzuny do
k*falowego dla

klasy C? na
ictrycane od-
Viech Sfunkcje
Eze oczywiscie
gdy funkcje

J:‘.

Q..T

7%t 4 bt m)—
€)=t
J1(KA/
"l l(f\/ha) - --DJ(“M}*
gl<t
0f1° r 4.4
+ E{misltxq"'?‘ft...ﬂ(m - &) dé+
Ji (ke t‘.?._,,_ 2 . .
lgl<t :
) 1 UPQ-Ty (i —ly- z|,y)
R T £<: ly - <| i
it
—x [ [ J;S:V;“_._'J ) 24 Ty )(t—T,x—y)d?}dT}-[-
0 [’y[(‘r
+H[{_1_ [\ VQTBD(t— ly—mlay) d: +
le"-;:lﬂ ly =2l ’
J \/
_""f f l(h )VQ T ) )(t_q—,x—y)dydr} (4.109)
0 |y|<r v
oraz
EPQ...'I"B D=
= - 9*P1 (Alﬂ{zm J P9y py(w — ) de+
. [£]=¢
—k f J‘l(h\/—\/:')d)[) QT D)(m_é)dg}_l_
le|<te
Ygar 0 [ 1 r 1 4.
+30 c'h‘{zhrtll 47rtX A-.p(z = £ dét

o SV =€) 5 7 _
nlgit—_——w\/—f X A..py(2 f)df}

1 aup @ 1 5.7
+ _C)A(P(?_t{__ S x4 p(z — &) de+

=




- W sensie

J](h\/ﬁ——) Q.-T _
IEIL 4”\/t2_£—2 a..0){ f)de}+

' - L

de. I
- -sywneg
dla dwoc

ly—=]<t Iy — 7l

t STE— 2. A 5
—K f f Sils T2 !{) )VQ"‘TAB...D)(t —1,z—y)dy dT}+
0 |yl<r dayTe — Y

- PG B
_R( 1 f U B.o(t—ly— xlay)d +
ly — =|

ly—=zl<t

t
Ji(ky/ 7% — 4%} po.
— K U~ ...D)(t—-r z —y) dydr | (4.110}
‘{‘!~ Iy!_i‘f dry/72 —3?

sq okreslone dla t > 0 i z € E>, sq Klasy C1 i spelniajg niejednorodne rownanie

falowe dla czgstki o spinie s w sensie Klasyeznym dla warunkow poczgtkowych:
12T 5. p(0,2) = X% 4.0(z), (4.111)
£Pe-Tg p(0,z) = $£P T 5. p(z). (4.112)
. dlazec E3.

Wainym przypa.dk;em jest przypadek bezmasowy (k = 0). W tym wypadku
mamy do czynienia tylko z jednym réwnaniem, np. pierwszym dla spinora 7.’
Przechodzac do granicy z Kk — 0 we wzorach dla n otrzymujemy nastgpujqce
tw1erdzeme‘ : '

TWIERDZENIE 4.23. Niech funkcje U PQ.T p..p bedg Kasy C? na EY i mech-
znikajg tozsamosdciowo dla t < 0. Sg one oczywiscie symetryczne oddzielnie we-

wskainikach kropkowenych i nickropkowany Jch niezaleznie. Niech XQ"‘T . bedg:
Elasy C* na E3, sq one oczywiicie symeiryczne we wskainikach kropkowanych

i nickropkowanych. Wiedy funkcje

"?Q'I'TA-.-D(t z) = gt{zhrt f X Ta D(ﬂ?—f)dﬁ}

, 1 UPe-Ty p(t—ly—z|,9)
+d’3"“"{z1F f Iy — = x4

ly—z|<t

sq Llasy C! na E3 dla t > 0, i spefniaja réwnanie

aAP QT yPe.-T

AB..D = B..D
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114)

w sensie klasycznym z warunkami poczgthowymsi

Pt p(0,) = T ane) sEB. (&)

4e. Réwnania Maxwella w cechowaniu Coulomba i réwnanie dla ma-
sywnego grawitonu. PrzejdZmy teraz do klasycznego warunku poczatkowego
dla dwéch nastepnych przypadkéw tj. jednorodnych réwnai Maxwella w cecho-
waniu Coulomba i réwnania falowego dla masywnego grawitonu (przypadek jed-

norodny i niejednorodny). Jesli @,b € C§°(E3), to dystrybucja

9 o4
A(z)= mlelgl‘tlb(x - §) dé+
8 -
+ 5{41? J ‘-f("’-f)df} = A(z,1) (4.116)

. [€l=11]
jest funkcja klasy €' przy kazdym ustalonym £.
Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktérym sa oslabione zalozenia dotyczace
gtadkosci @ i b (patrz Twierdzenie 3.22).

TWIERDZENIE 4.24. Jesli funkeje b sq klasy C? na E3, a funkcje @ klasy C3
na E3, to funkcje A(z,t) jest klusy C* na E* i spelnia réwnanie Mazwelle w ce-

" chowaniu Coulomba

(g:; - Ag) Az, 8) =0 (4.117)
div A(z,2) =0 {(4.118)
tak zZe.
A(z,0) = d(z) (4.119)
(%) i = b(z) (4.120)
div b(z) = div@(z) = 0 (4.121)

Przejdzmy teraz do jednorodnego réwnania dla masywnego grawitonu (Twier-

. dzenie 3.23). Jedli a,, i by, sa klasy C§° na E®, to dystrybucja

{t} 1
7 ;w(:r) = m f bm,(il',' - E) df"'
[£l=1¢]

a1 ‘
' TdE{Elsl—flalaw(rﬂ 9 dE}Jr
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J1 (/12 istnieje
-k f 14(#»\/__)5 v(z =€) dé+ pisaé (¢
|E|<t |
t —
| Rt “a oz — €)de| =
at At #
1<t
= 7#0(1:7:1:)‘ (4122)
jest funkcja klasy C'*° dla kazdego .
Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktérym ostabione sg zaloZenia tyczace
gtadkodci ajuv i by, Mianowicie
TWIERDZENIE 4.25. Jesli funkcje ay, s¢ klasy C° na E3, aby, klasy C* na E?, -
to funkeje 7,,(t, =) jest klasy C? ng BE1 i spetnia réwnanie-falowe dla masywnego 7pu(t’2":
grawitonu tuy €0
(O3 + 657, =0, dlet>0 (4.123)
Q#AW;W,)\ =0, 7;.::/ = (4124)
z warunkami poczgtkowymi: Oczy v&:is‘
- chunkie
’Y;;V(O:"B) = @;w(m) = au;t(ﬂ—’) (4'125) niejedn
d_ 3.24).
(2] =busle) = bl (4.126)
[t=0 Twi
tak ze: t < 0 ta
b=Va=divd (4.127)
3 .
- da;; Niec
(B); =D i+ @i = dsis bji = by - (4.128)
. i=1 ’

—k*a+ Aza -~ (4.129)

3
— w*(@); + As(d); — ;=0 (4.130)
i=1

agg =0, bgg=20b
b = (bya, bag, b34) = (ba1, baz, ba3) (4.131)
a= (CL14,CL)4, 634) = (a41 s daga, 643) (4.132) ]

Przejdémy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego
réwnanja falowego dla masywnego grawitonu przy zerowych warunkach poczat-
kowych. Rozwigzaniem tego problemu przy zalozeniu, ze t,, € C§(E*) jest
4”‘—'%“ + E. Zakladamy oczywiscie, Ze supp t,, C {(21,%2,23,1),t > 0} wtedy



122)
cz3.ce

g B3,
mego

123)
124)

.125)

.126)

.127)

128)
.129)
.130)

.131)

132)

Inego
Sczqt—
) jest
wtedy

istnieje splot 1 jest funkcja klasy C'°°(E*). Korzystajac z postaci E mozemy na-
pisaé (¢, =0, dla t < 0) '

47
A (E*t“y)(t,;l:) =
=_1- f tu(t = |y — =1, 1) dy+
™ ly — 2|

— f f J1(r;\/1?——y?)
= W_Lu(t? z). (4'133)

¥,,(t,2) spelnia réwnanie przy duzo slabszych zatoZeniach dotyczacych . tj.
tu, € CHEY)1t,, =0, dlat <0z nastgpujacymi warunkami poczatkowymi

t(t—rz—y)dydr =

- Mw
- Fuu(0,2) =0, ( . (t,a:)) =0. (4.134)
dt |t=0

Oczywiscie musimy mieé g#“t,,» = 0. Mozna to sprawdzié¢ bezposrednim ra-
chunkiem. W ten sposéb dochodzimy do klasycznego problemu poczatkowego dla
niejednorodnego réwnania falowego dla masywnego grawitonu (patrz Twierdzenie
3.24).

. TWIERDZENIE 4.26. Niech funkeje t,, = t,, € C*(E*), orazt,,(t,3) =0, dla
t <0 tak ze

Gt =0, A= 1,2,3,4 (4.135)
Niech a,, = a,, bgdg Elasy C* na E®, @ by = by, Kasy C? na E?, tak ze:

b=Vi=diva (4.136)
(5); = - daiy (4.137)

7 pouet dxt )

1 g2, ]

2 o iy
&2+ Aza E;Bf&ﬁ_o (4.138)
9 3 35, ]
=R (EL.)J -+ Ag(ﬁ.’)_;, - _C)-:I':TJ =10 (4.139)
. i=1

gdzie
atq, D=lbag, i = agi, bii = by (4.140)
(@14, Q245 Q34) = (@a1, Ga2, Q43) :

g =
i =
b = (bya,bas, b34) = (ba1, baz, baz)
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witedy funkcje:
—It 1
Ta(to) = g [ bulz -t
igi=1¢l
g1 .
+ 7‘7{3’5.6 |£ awulz =) d£}+
e JEENE D - gyt
fef<t -

()t ej<t 47r.1/t —_—
G to{t— |y — =l
jy — =l
ly—=zi<t
¢ o f2E a2
—K,f 1A% y)tw(t—r,:z:—y)dydr (4.141)
b picr ATV oV

sq okreslone dla x € E® it >0, s¢ Elasy C*(EY) i speiniajg w sensie klasycznym
niejednorodne réunanie falowe dla masywnego grawitonu

e

_ 4G
(D3 + 52)7’:;;; == pr tp.u (4142)
| 9“7 pn =0 (4.143)
tak e
72.,(0,2) = auu(z) (4.144)
d_
(5;7’;,,(1&,&:)) = by, (=) - (4.145)
|¢=0

Zauwazmy, Ze otrzymaliSmy rozwigzanie klasycznego problemu poczatkowego
dla téwnai Maxwella trzema sposobami. Raz uzZywajac czteropotencjaléw, drugl
raz uzywajac natezefi pél i trzeci raz potencjalu wektorowego. Otrzymalidmy roz-
wiazania przy stabszych zalozeniach za drugim razem: Jest to latwo zrozumiale,
jesli weZmiemy pod uwage, ze za drugim razem nie wymagali$my istnienia odpo-
wiednio wysokiej klasy czteropotencjaléw. W ten spos6b nateZenia pola z pierw-
szej i trzeciej metody sg réwniez klasy ¢ E*) podobnie jak w drugim przypadku.

4f. Réwnania dla nogélnionych pél Maxwella i hamiltonowska postaé
réwnania Kleina—Gordona. PrzejdZmy teraz do klasycznego problemu poczat-
kowego Cauchy’ego dia jednorodnego réwnania uogdlnionego pola Maxwella.
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nym
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Jesli ay, .., jest funkch klasy C'*° przy kazdym ustalonym £, to

{t}
h uwz---nn:_"‘ f by (2 = f)df“i'
IMI ¢l

'a;{m f Gy g tin (T — €) d£}+

—k f Jl(“\/ﬁ——_fg)
2 _ g2
=ty ATVE ~ ¢
0 Ji(r /12 = €2
-] ) |ﬁ/"‘_———)<‘ 04 -
l€1=]t ‘ :
=hypgopn (t,2), z€E3 teE? (4.146)

jest funkejg klasy C'°° dla kazdego
Zachodzi nastepujgce twierdzenie, w ktérym sg ostabione zatozenia dotyczace
g}a'dk()SCi Qpegeaptn bm---ﬁn .

b,u-l...un (:D - f) d§+

TWIERDZENIE 4.27. Jesdli funkcje @ p,..n. S Klasy C° na E®, a funkeje
burpio..un ¢ Klusy C2(EY) i spetniaja jednorodne réwnanie vogdinionego pola Maz-
wella

O F e + K Py = 0 (4.147)
z warunkiem Lorentza wraz z nastepujgeymi warunkami poczqtkowyma:
P pzenntin (05 %) = Qg (2) 7 € B (4.148)
J
(B_th‘“""“") (0,2) = by g i (4.149)

| (pa,tri Twierdzenie 3.25).

'Prz‘ejdémy teraz do klasycznego zagadnienia poczatkowego dla niejednorod-

‘nego réwnania uogélnionego pola Maxwella przy zerowych warunkach poczat-

kowych. Rozwigzaniem tego problemu przy zaloZeniu, ze V,,,,. . € C(EY)
Esupp Vg € {(t2),8 2 0} jest B & Vi . p, - Wtedy istnieje splot i jest

funkejg klasy C°(E*). Korzystajac z postaci E mozemy napisaé, przy zalozenin,
28 Vg, =0, dla t<0

.‘ (E * Vi oo )t 2) z_gi f Vi (£~ Iy = w],y) dy+

”zy—xla ly = <]

—hf f Ji( h\/T“ y)
5 |uicr dw /7% — 92

=V, (tx) t>0, z,yc B 4.150
1231

#1#2 Hn (t T,a:—y)dyd‘r-—-
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U,,..., spelnia niejednorodne réwnanie uogélnionego pola Maxwella przy duzZo

stabszych zaloZeniach dotyczacych funkeji Vi py.pns 8-
VF‘]I‘Q“-.U-E € ('r'z(Ed) i Vlu'lf"".?'--ﬂn 0’
dla t < 0 z nastepujacymi warunkami poczatkowymi
U#t.uz---un (07 3’) =0
d .
(a_tUm#-z---nn)(Oaz) =0
Spelnia réwniez warunek Lorentza przy dodatkowym zaloZeniu, Ze

8#1 Vnul wefin =. 0

(4.151)

(4.152)
(4.153)

(4.154)

W ten spos6b doszliémy do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorod-

nego réwnania uogdlnionego pola Maxwella.

TWIERDZENIE 4.28. Niech Vingesn = Voo € C2(E*) i niech
Viwpown(2) = 0, dla t < 0. Niech apyp, = Gfuy..p,] € C(E®). Niech

n —_ "
M Vyy.p, =0, oraz

—~
.

Vi ey = Vientinms

~ Fome =
A3a‘#1---un—1 =R Opy gy + Vb.ﬂl---.un—l ’

- . R
(Gt )i = Qigyosinn 1=1,2,3

~

Bifizepnm1 = b4u1---u"_-1
(bm-v-#n—1)i = bim---.uu—l
Witedy funkcje

Vh;-f-l Hoouin (t1 2:) =

1 a( 1
Iei=t [E]=t

an /2 & bm---.un(x )+

Al [ AP -E) _ ]
[Iﬂ{t 4z [ € iy pzenepin (% — E) A€+

f V,u.l...,u.,, (t - Iy - :E|, ?J)
ly — 2| .

o

+ ir dy+

ly—=x|<t

(4.155)
(4.156)

(4.157)
(4.158)
(4.159)

okreslc
dla uo

- (patrz

" Zan

réwnar
- zalozet
“itakze )
; za.da.n_u
v Prz



152)
153)

154)

rod-

iech
iech

155)
156)

157)
158)
159)

3 . /72 &2
R f f J:L(h\/‘;—% )Vmue---uu(t — 7,z —y)dy d'l‘} (4.160)
0 fylar TTVTTTUY :

okreslone dla z € E®, t > 0 sq klasy C*(E*) i spetniajq niejednorodne rownanie
dla uogdlnionego pola Mazwella w sensie klasycznym wraz z warunkiem Lorentza

O By s pimein + K? B otn = Vipresin (4.161)
Py = 0 (4.162)
Fusrirpzettn = Nunyr Py ugecssal (4-163)
wraz z werunkami poczgtkowymi _
By pipnsin(0,2) = €py o (2) T € E? (4.164)
(aih’m#z---ﬂu) (0,2) = by,...pn. (2) (4.165)

(patrz Twierdzenie 3.26).

Zauwazmy, ze prezentowana tu metoda znajdowania klasycznego rozwigzania
réwnania uogélnionego pola Maxwella daja rozwigzanie przy duzo mocniejszych
zalozeniach niz to jest normalnie wymagane. Jednak wyprowadzone wzory istnieja
takie przy duzo stabszych zaloZeniach i daja funkcje, ktdre spelniaja klasycane
zadanie poczatkowe.

" PrzejdZmy teraz do klasycznego zagadnienia Cauchy’ego dla hamiltonowskiej

postaci réwnania Kleina~Gordona.

. . {t}
Jesli a € C§(E?) to dystrybucja ¥ (por. Twierdzenie 3.26) jest funkejg klasy

C® na E? przy kazdym ustalonym 2 i

g@ﬁwd@£+ﬁ>cl-fa@—0@+

ot 47
£]=1¢1
Tkt = £2
— N Jﬂ —;(—}-btg—%—)a(x -_ f) df) =
i<l TVE - &
=T(t,z), zek® tek. (4.166)

Zachodzi nastepujace twierdzenie w ktérym sa oslabione zaloZenia dotyczace
gladkosci ¢. Mianowicie :

TWIERDZENIE 4.29. Jedli funkeje a jest klusy C° na E3, to funkeje ¥(t,z)

jest klasy C? na EY i spefnia jednorodne réumanie Kleina-Gordona w postaci

hamiltonowskiej

(z% — ﬁ) T(t,x)=0 dlat>0 (4.167)
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z warunkiem poczgtkowym
T(0,2) = a(z), =z¢€E ' (4.168)

PrzejdZmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego
réwnania Kleina~-Gordona w postaci hamiltonowskiej pray zerowych warunkach
poczatkowych., Rozwiazaniem tego pwblemu, przy zaloZeniu, Ze V € C§(EY)
iV =0, dlat < 0 jest oczywiscie (% + H)E + V. Wtedy xstnleje splot 1 jest
funkcjg klasy C* na BE*. Korzystajac z postaci £ moZemy napisac.

¥'(t, ) [(z% + H) E V] (t,%) =
_(BHI)(I J ey zh) gy

at A |t ly — 2|

CF o Tilsy/TE = )v
— K (t—|y—z|,y)dydr t>0 (4.169)
EJf lv I{‘r 4w v T - )

Funkcja ¥'(£,z) spelnia 111e_]ednolodne réwnanie Kleina—Gordona w postaci ha-
miltonowskiej przy duzo stabszych zaloZeniach dotyczacych funkeji V .
VeCHEYH i1 V=0, datg0. (4.170)

W ten sposéb dochodzimy do klasycznego problemu poczatkowego dla niejedno-
rodnego réwnanja Kleina-Gordona (patrz Twierdzenie 3.27)

TWIERDZENIE 4.30. Niech V € C3(E*), oraz V(t,z) = 0, dla t < 0. Niech
a € C3(E®), wtedy funkcja

\I’"(t,:n)z(gt )( 4't a(m—é)df+

K=

fr,(:z:

+ ik f Jl(h' i )
lelet VT

1 Vit —
f ( IJ

+ —m
4T sl ly — .LI

— K t'f Sl y)V(t fy — =z}, y) dy dr (4.17'-
)

okreslone dla. xz € B3, t > 0 jest Klasy C*(E?) i spetnia w sensie me]ednorodn&
rowname Kleina—-Gordona w postaci hamiltonowskicy

N P
(za—t—ﬂ’)lll =V,
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.168)

nego
kach
(E%)
jest

169)
 ha-

170)

dno-

fiech

171)

dne

72)

tak, Ze
0,2} = az). (4.173)

4g. Réwnania Duffina—Kemmera, Kihlera—Krélikowskiego i Duf-
fina-Kemmera—Petiau. Przejdéimy teraz do klasycznego problemu poczatko-
wego dla réwnania Duffina~Kemmera. (patrz Twierdzenie 3.29). :

{1}
Jesli ¥ € C§°(E3), to dystrybucja + jest funkcjg klasy C* przy kazdym
ustalonym i
¢ (27) = ( ~03 — _ﬁ#ﬂ”c),u.() - 3[3"‘()‘“ + f‘v)
1 - Ji(k -~
(a7 S oe-oie—n [ DL gy) -
jei=1t i<t 4 ¢
- =t z). (4.174)

Zahodzi nastepujace twierdzenie, w ktérym sq oslabione zalozenia dotyczace glad-
koéci X (a takze i x)

TWIERDZENIE 4.31. Jesli funkeja x; jest klasy C® na E®, to funkcja ¥(t,z) Jest
C! na E* i spelnia réwnanie Duffina—Kemmera

(B0, = w)P(t,2) =0, >0 dlat>0 (4.175)
- wraz z warunkami poczqthowymi
$(0,2) = x(z), =zeB® (4.176)
gdzie X(z) spetnia nastepujgce réwnanie
I = = d
(- 478995+ %) () = x(o). (4.177)

PrzejdZmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego

‘réwnania Duffine-Kemmera przy zerowych warunkach poczatkowych. Rozwiaza-

niem tego problemu przy zalozeniu, ze V € C§°(E*) i suppV C {(2,%),t > 0}

-jest

(%Ds - -é/jﬁt[jvt)ﬂau + AR, + r-;) (V % E) (4.178)

Korzystajac z postaci £ mozemy uapisaé:

P(t,z) = ( O; — —/3#;5”0 9+

.t 1 V(- ly- 2:|,y)
Iy .
+i8%0, + h) (47(_ f = 7] dy+

ly—=z|<t
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- K f f J;E:ﬁ“;)‘[/(t -7,z Y) dyd‘r) (4.179)
G |yl<r

(¢, z) spelnia réwnanie Duffine-Kemmera przy duzo stabszych za/lozeniach do-
tyczacych funkeji V, tj. V € C3(£) i V = 0, dla t < 0 z nastepujacymi warun-
kami poczatkowymi

¥'(0,2) = 0 (4.180)
Mozna to sprawdzié bezposrednim rachunkiem.

W ten sposéb dochodzimy do klasycznego problemu poczatkowego dla niejed-
norodnego réwnania Duffina—Kemmera (patrz Twierdzenie 3.30)

TWIERDZENIE 4.32. Niech x € C3(E?) 1 niech V € C3(E*), oraz V =0, dla
t < 0. Wiedy funkcja

d:”(t z) = ( Oz — —-/3’“[3"() dy +ip"0, + n) (

s Sk - £2) _
m{: i e - £ dé+

1 I Vii—ly—=[.y)

4ﬂnly—rlsf ly ==l

) : Jl(m/:r-—y)v
— K (t—7,z—y)dydr (4.181)
E)[ ]y[{‘r r ¥ T - )

okreslona dla = € E®, ¢t > 0 jest kasy CV na E* i spelnia w sensie klasycanym
niejednorodne rdwnanie Duffina—Kemmere

(70, — )9 (t,2) = V(i,z), t20 (4.182)

+

dy+

tak, ze
(0, 2) = x(z), =€ E?,
gdzie X(z) spelnia nastepujgce réwnande:

B, A INx) +i8K(=) = x(2) (4.183)

Zauwazmy, ze prezentowana metoda szukania rozwiazai klasy S (E*) dla réw-
nania Duffine-Kemmera prowadzi bezposrednio do rozwiazania problemu klasycz-
nego przy duzo mocniejszych warunkach niz jest to wymagane. Jednak wypro-
wa.dzone wzory istnieja takze przy slabszych zalozeniach i da,j@ funkcje, ktéra
spelnia klasyczue zagadnienie poczatkowe.
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Przejdzmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla réwnania Kah-
lera—Krélikowskiego (patrz Twierdzenie 3.31). Jesli x € C§(E3), to dystrybucja

{t}
% jest funkcjy klasy C'™ przy kaZdym ustalonym ¢.

{t} 1
P(z)= — (i, + r)I (

w7 J e -der

lEi=1t

K Jl(h\/t—) ~ )
|e:f<[m PN )dg) =9(t,z)  (4.184)

Zachodzi nastepujace twierdzenie, w ktérym sa oslabione zaloZenia dotyc&_zq.ce
gladkoéci x.

TWIERDZENIE 4.33. Jesli funkcjd x jest Klasy C? na EB, to funkcja ¢(t, z) jest

C'" na E* i spelnia réunanie Kdhlera—Krélikowskicgo

-

(—ir#9, + k)y(t,2) =0, dlat>0. (4.185)

Przejdimy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego
réwnania Kihlera-Krélikowskiego przy zerowych warunkach poczatkowych. Roz-
wigzaniem tego problemu przy zalozeniu, ze V € C§(EY) i supp V C {(t,z),t >

- 0} jest (iI'*9, —I—r..)(V* E) (patrz Twier dzeme 3.32). Korzystajgc z jawene]j postaci

E moZemy napisaé

‘f"(*=$)=(if“8u+ﬂ)(ﬁ S Iyly 29 gy

ly—zi<t

—K f f Jl(?:" \/_V?__)V(t T,:t:—y)dydr). (4.186)
0 |<'r

' 1/”(1:,:15) spelnia réwnanie Kahlera—Krélikowskiego przy duzo slabszych zaloie-
- niach tyczacych funkcji V, tj.

VeCHEY) i V=0 diat<0 (4.187)

z nastepujacymi warunkami poczatkowymi

P'(0,z) = 0 (4.188)

Mozna to sprawdzié bezpoérednim rachunkiem. W ten sposéb dochodzimy do kla-
sycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego réwnania Kéihlera—Kréliko-

© wskiego.

 TWIERDZENIE 4.34. Niech x € C*(E®) i niech V € C*(E*), oraz V.= 0.dla
t< 0. Wtedy funkcja
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P"(t,z) = (il*8, + &) ( Qﬁr" ) |£ :X(m - &+
+isl™ [ M;‘/—:—?x(x — £)dE+
-k of X { T J ;E:\/%\/-_——;—) Vit —1,2—19) dydr) . (4.189)

Okreslona dla = € E3, t > 0 jest klasy C' na E* i speinia w sensie klasycanym |
niejednorodne réwnanie Kahlera—Krolikowskiego '

(—il#8, + w)¥"(t,z) = V(t,z) (4.190)

dy+

tak, ze

P"0,2)=x(z) =€ E% t>0 : (4.191)

Zauwazmy, ze prezentowana metoda szukania rozwiazania klasy S'(£?) dla
réwnania Kihlera—Krélikowskiego prowadzi bezposrednio do rozwiazania pro-
blemu klasycznego przy duZe mocniejszych. warunkach niz jest to wymagane.
Jednak wyprowadzone wzory istnieja i daja funkcje, ktéra spelnia klasyczne za-
gadnienie poczatkowe.

PrzejdZmy teraz do klasycznego zagadnienia poczatkowego dla Jednorodnego :
réwnania Dufﬁna~Kemmera.-—Pet1a.u.

{t}
Jeshi x € C§°, to dystrybucja v jest funkqad klasy C'*° przy kazdym ustalo-
nym ¢.

g _
#(@) = =600+ X (7 [ X - 0k
' T ElI=R

Ji(r+/1? — £7) ) 3 1
—K x(z =~ ) dE ) =4(t,z), ze€E’, tecE (4.192)
|e:<f|:| ar /it - 52 '

thodéi nastgpujace twierdzenie, w ktérym sa oslabione zalozenia dotyczace
gladkosci x.

TWIERDZENIE 4.35. Jesli funkejg x jest klasy C* na E3, to funkcja (2, ) jest
klasy C 2 nalE" i spetnia w sensie klasycznym rownanie Duffina—Kemmera—Petiau
(—ilr*9, + k)P(E,2)=0, >0 _ (4.193)

P(0,z) = x(}. (4.194)




(patrz Twierdzenie 3.32).

PrzejdZzmy teraz do klasycznego problemu poczatkowego dla niejednorodnego
réwnania Duffina—Kemmera—~Petiau przy zerowych warunkach poczatkowych.
Rozwigzanie tego problemu przy zaloZeniu, ze V € C§°, V = 0, dla ¢ < 0 jest
(ir'*8, + k)(V * E). Wtedy istnieje splot V x E i jest funkcjg klasy C* na E*.
Korzystajac z postaci E mozemy napisal

¥'(t %) = (i*9, + M)(ZIT_r f Vi-ly—2ly, .

3N —x
weatcg Y3

f o Al y )V
—FK (t—71,2 — y)dydr (4.195)
af lyl{f dws/72 — )

¥'(t,z) spelnia réwnanie Dufﬁna—Kennnem—Petiau przy duzo slabszych zaloze-
" niach dotyczacych funkcji V, tj. V € C*(E*)i V =0, dla t < 0 z nastepujacymi
warunkami poczatkowymi

$(0,z) =0 (4.196)
Moze to sprawdzié¢ bezposrednim rachunkien.
W ten sposdb dochodzimy do klasycznego problemu poczatkowego dla niejed-
norodnego réwnania Duffina—Kemmera—Petiau (patrz Twierdzenie 3.33)

TWIERDZENIE 4.36. Niech V € C*(B*) i V(t,2) = 0, dlat < 0. Niech x €
- C*(E®), wtedy funkcja:

Pt z) = (M0, + ""')(_ ir')= (411'.‘, f x(z — £)dE+

il=t
B Ji(k/12 ) d
[T )

1 V(i—|y—=z[y)
4 Iyua{;d ly — |
fop AT ),
— & (t— 7,z —y)dydr) (4.197)
I )

* okreslona dla z € E® it > 0 jest Elasy C1 i spelnia w sensie klasycznym nie-

* jednorodne réwnanié Duffina—Kemmera—Petiau (—il#d, + &)"(t,z) = V(¢,z),
: tak ze

+ dy+

¥(0,2) = (4.198)

x(z).

Zauwazmy, Ze prezentowana tu metoda szukania rozwiagzai klasy S'(E?) dla
réwnania Duflina—Kemmera—Petian prowadzi bezposrednio do rozwiazania pro-
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blemu klasycznego przy duzo mocniejszych warunakch niz to normalnie jest wy-
magane. Jednak wyprowadzone wzory istniejg takZe przy slabszych zaloZeniach
i daja funkcje, ktdra spetnia klasyczne zagadnienie poczatkowe.

Zastandéwmy sie teraz nad fizyczna interpretacja rozwiazai prezentowanych tu
klasycznych problemdéw w przypadku réwnania Kleina—Gordona, Diraca, Proca,
Weyla, réwnania liniowej teorii grawitacji, réwnania Rarity-Schwingera, réwna-
nia falowego dla czastki o spinie 5/2 i réwnania Diraca—Fierza. S to rozwigzania
klasycznych warunkéw poczatkowych dla funkcji falowych w relatywistycznej me-
chanice kwantowej: dla masywnej czastki bezspinowej (tj. o spinie 0) w przypadku
réwnania Kleina—Gordona, masywnej czastki o spinie.1/2 w przypadku réwnania
Diraca, masywnej czastki wektorowej, tj. o spinie ! w przypadku réwnania Proca,
bezmasowej czastki o spinie 1/21 helicity :I:;— w przypadku réwnania Weylla. Roz-
wiazania takie znajduja zastosowanie w relatywistycznej mechanice kwantowej dla

_wymienionych czastek i daja funkcje falows tej czastki w przypadku swobodnym
-w obecnosci Zrédet zewnetrznych. To samo dotyczy réwnania Rarity—Schwingera

(spin 3/2) czastki f)ezma.sowej o spinie 2 (helicity #2) dla réwnania liniowej teo-
il grawitacji, czastki bezmasowej i masowej o spinie 3/2 dla Rarity-Schwingera,
5/2 dla réwnania falowego czastki o spinie 5/2 w przypadku masowym i bez-
masowyin oraz o dowolnym spinie poléwkowym lub calkowitym w przypadku
masowym i bezmasowym dla réwnania Diraca—Firza. Dotyczy to réwniez réwnaif
dla uwoogdlnionych pél Maxwella, réwnai Duffina-Kemmera, Duffina-~Kemmera—
Petiau, réwnania K&hlera—Krdlikowskiego i hamiltonowskie] postaci rownania
Kleina-Gordona. W przypadku réwnan Maxwella moziliwa jest dwojaka interpre-
tacja. Pierwsza zwigzana jest z pierwszym prezentowanym tu podejsciem. W tej
interpretacji traktujemy wymienione réwnania jako réwnania na funkcje falowa
bezmasowej czastki wektorowej — fotonu, Ta interpretacja ma zastosowanie da-
lej w elektrodynamice kwantowej (formulowanej przy pomocy czteropotencjaléw)
gdzie mamy do czynienia z konstrukcja przestrzeni standéw dla fotondéw. Oczywi-
$cie interpretacja rozwigzania jako funkeji falowej dla pojedynczej czastki szybko

" traci tu séms, z uwagi na kreacje fotonéw. W drugim i w trzecim podejiciu mamy

interpretacje czysto klasyczna, ktéra daje nam pole elektromagnetyczne w prozni
(w obecnosci Zrédet w drugim podejiciu) z zadanymi warunkami poczatkowymi
w chwili ¢ = 0. Oczywiscie ta interpretacja bedzie mozliwa réwniez w pierwszym
podejiciu. Drugie i trzecie podejicie jest jednak do$é niewygodne dla pierwszej
interpretacji, z uwagi na brak ewidentnej relatywistycznej niezmienniczosci réw-
naf i saniego rozwiazania. Oczywiécie ta niezmienniczosé istnieje, z tym, Ze nie
jest widoczna na pierwszy rzut oka. W przypadku réwnania liniowej teorii grawi-
tacji many podobng interpretacje jak w elektrodynamice, zaréwno klasyczna, jak
i kwantowa. Zauwazmy jeszcze, ze klasyczny warunek poczatkowy dla wszystkich
wystepujacych tu réwnai mozemy postawi¢ w dowolnym punkcie 7 € El, réinym
od zera. Otrzymamy wtedy wzory z przesunigciem na osi .
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Podsumowanie

W pracy przedstawiono dystrybucyjne zagadnienie Cauchy’ego dla réwnai:
Kleina—Gordona, Diraca, Weyla, Proca, réwnafi Maxwella, w cechowaniu Lo-
rentza i Coulomba, oraz przy uzyciu natezeit pél magnetycznego i elektrycznego;
réwnania Rarity-Schwingera, réwnania liniowej teoril grawitacji, réwnania falo-
wego dla masywnego grawitonu, réwnania falowego dla czastki o spinie 5/2, oraz
réwnania Diraca—Firza, a takze réwnania uogdlnionego pola Maxwella i réwna-
nie Kleina—Gordona w postaci hamiltonowskiej oraz réwnania Duffina-—Kemmera,
Duffina—Kemmera—Petiau i réwnania Kihlera-Krélikowskiego. Zostalo to doko-
nane w przypadku jednorodnym i niejednorodnym (oprécz réwnafi Maxwella

"w cechowaniu Coulomba). Rozpatrywano przypadki bezmasowe i z masa. Udo-

wodniono istnienie i jednoznacznoéé oraz regularnoéé w sensie Hadamarda posta-
wionych zagadnienn Cauchy’ego w klasie $/, z danym w klasie §' i przy uiyciu
temperowanego ustalenia zmiennych w dystrybucji. Przedstawione warunki sa
latwo uogdiniane na klasg D'. Przedstawiono explicité konstrukcje rozwigzah w
kaidym z podanych przypadkéw. Podano mozliwosé zastosowania otrzymanych
rozwiazan w mechanice kwantowej, klasycznej i kwantowej teorii pola. Otrzymane
wyniki sformulowano w postaci twierdzell w rozdziale 2 1 3 pracy.

Otrzymane wyniki z rozdzialu 2 i 3 wykorzystano w rozdziale 4 do konstrukeji
klasycznych rozwiazah zagadnied poczatkowych dla wszystkich wymienionych tu

" réwnah. Podano explicité rozwiazania problemdéw poczatkowych we wszystkich

przypadkach i udowodniono ich jednoznacznoéé dla klasycznego zagadnienia po-
czatkowego Cauchy’ego. Wyniki te sformutowano w postaci twierdzen rozdzialu 4.
Dodatek A zawiera pewne znane wiadomosci z teorii dystrybucji i liniowych réw-
naf tézniczkowych czastkowych hiperbolicznych. Dodatek B za$ podobnie znane

- wlasnoéci funkeji Bessela. W Dodatku D rozpatrujemy problem uogdinionych

rozwiazai réwnan rézniczkowych czastkowych (hiperbolicznych) na szerszym tle.

- Formultujemy tam tez pewien program konstruowania tych rozwiazad w powiaza-

niu z naszymi wynikami.
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Dodatek A

W dodatku tym przedstawimy pewne definicje i wlasnosci ustalenia zmiennej
w dystrybucji oraz wlasnoéci funkcji dystrybucyjnych.

Przedstawimy réwniez wilasnosci splotu dystrybucji, transformacji Fouriera
w klasie ' oraz ogdlng, definicjg hiperbolicznosci ukladu réwnan rézniczkowych
czastkowych liniowych.

DEFINICIA A.1. Niech u bedzie dystrybucig i uw € D'(2x G), 2 CR™, G C
R™, zbiory otwarte i niech s* € §2. Zalézmy, ie dla wszystkich ¢ € D(82) oraz
¥ € D((@) istnieje: '

. fim u[icp(s = ‘“*) 'q[:(a:)] (A1)

e—0F gm £

przy czym ustalmy ze istnieje v € D' (12) takie ze

1m1uh%w(s‘f)wuﬂ==ﬂ¢%{¢@hn (A-2)

e—+0F £

Mdéwimy wowczas ze w dystrybucji uw mozna ustalié s = s* na G.
Dystrybucje v nazywamy przecicciem dystrybucyi v hiperplaszczyzng s = §
i oznaczamy symbolem: ([1,2,3,4])

v = Uf|sz s (A.3)

S,

DEF_‘IN[CJA A.2. Funkcje 2 5 s — u{s} € D'(G) ngzywamy funkcjq dystrybu-
cyjng i mowimy ze:

a. jest' ciggla jezeli 23 s — ulsHe] jest ciggla dla kazdej funkcji p € D(G).
b. Klasy C* jesli 2 3 s — uls}y)] jest klasy C* dla kazdej ¢ € D(G), k2 1.

DEFINICIA A.3. Mowimy, ze dystrybucja v € D'(2 € G) jest dana przez
funkeje dystrybucying, jesli dla kaidej funkeji x € D'(2 € G) istnieje catka

[ Mx(s,Nds pray coym wpd = [ ot DdsNlds (A4
2 2 .
Poﬂa111y teraz pewne twierdzenie dotyczace wlasnodci funkcji dystrybucyjnych
iich zwi@zkéw z przecieciami dystrybucji hiperplaszczyznami.

TWIERDZENIE A.1. Niech u € D'(02 X G) bedzie dystrybucjq dang przez Junk-

cje dystrybucyjng o ktdrej zatoiymy Ze jest klasy C'. Wowezas dystrybucje Dju
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(4 =1,2,...,m), jest danq przez funkcje dystrybucyjing:
2352 -l e pr(@) (A.5)
()Sj 7
Zatem dla wszystkich x € D(£2 x G) mamy:

Djulx] = f o3 Mx(s, N ds (A6)

Dowdd tego twierdzenia wynika z definicji funkeji dystrybucyjnej i stwierdze-
nia o rézniczkowaniu pod znakiem calki. Analogicznie mozemy okreslié funkcje
dystrybucyjne dla dystrybucji o noéniku ograniczonym. Pochodna funkcji dystry-
bucyjnej jest zadana w nastepujacy sposdb:

= 3%_-(11.{5}[5]): 6 € D(G) (A.7)

a wiec jest to pochodna slaba.
TWIERDZENIE A.2. Niech u € D'(2x @) bedzie dystrybucjg dang przez funkcje
dystrybucyjng ciggly, a wigc:
ulx] = f u (s, )ds, xeDR2xG) (A8)

Weéwczas dla kazdego us‘talonc go punkly s* € 2 w dj Jetrybuc_n u mozne dokonaé
ustalenia s = s* na G przy czym:

U|s=se = ule} (A.9)
Jesli ulst jest Klasy C, wéwczas Djul|sese = vf,s-}, i=L2,...,m.
Dowod poimijamy.

DEFINI(‘JA Ad. Niech v € D'(E™), v € D'(E™), ¢ € D(E™ x E™) wtedy

' zloczynem teneorowym uUiv nazywaemy:

wlp] = vy[ufo(z,y)]] oznaczamy w =u® v (A.10)
Wyrazenie vyfu[p(z,y)]] nalezy rozumie¢ w nastepujacy sposéb #(y) =

' uz[cp(:z: y)] jest wynikiem dzialania dystrybucji v € D(E™), (z € E™) 1 jest funk-

¢ja zmiennej y € E™ klasy C§°, 'vy['tj:( )] jest wynikiem dzialania dystrybucji v

“na . W zasadzie nalezaloby napisaé vy[uz[e(-,-)]]. Poprawnoéé i jednoznacznosé
tej definicji zapewnia twierdzenie nastepujace:

- TwIERDZENIE A.3 ([6]).

L. w jest dystrybucjg, w € D'(E™ x E™)
2. w = u®v jest jedynym funkcjonalem przestrzeni D(E™ x E*)} spetniajgcym

 zwigzki: w[6- \] = uf8] - v[A] gdzie § € D(E™), A € D(E™).
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Dowdéd pomijamy.
DEFINICIA A.5. Niech u,v € D'(E™). Jedli zwigzek formalny:
slo] = (ve D uy)lp(z +y), ¢ € D(E™) (A1)

okresla funkcjonat s € D'(E™), to dystrybucie s nazywamy splotem dystrybucyi u
i v 1 oznaczamy symbolem v + v. Mamy wige: s = U+ v = V* U (o ile istnieje).
Splot w odréinieniu od iloczynu tensorowego nie zawsze istnieje. W tym miejscu
podamy warunek istnienia splotu.

TWIERDZENIE A.4. Jesli u,v € D'(E™) ia = supp u, B = supp v 7 dla kazdego
@ € D(E™) zbidr: (A x B)n {{=,y);z+y € supp ¢} jest ograniczony, to istnieje
w*xv € DI(E™),

Dowéd pomijamy (patrz [6]).
Wtiasnoéci splotu

-

1. w % v = v * u — przemiennosé

2. (u*v) xw=u=*(v+*w)— lacznosé

3. 6*u=uxb=u(§ — delta Diraca)

4. Di(uxv) = Dyusv =u*dgv - .

5. lim ufst = 47} 4o} € D(E™), v € D'(E™) = 312181_(1:,{“"} xv) = uls Ty

Ss—+ 3™
6. Niech w D'(E"), A = (a,b) C E', ¢ < biniech E' D A3 & —ulth €
D' E™), zakladmy, Ze istnigje pochodna funkeji dystrybucyjnej wlith wt* ¢ A
Zalézmy dalej, ze istnieje kompakt K taki, Ze albo suppw = K albo supp wlt ¢
K, dla wszystkich ¢ z otoczenia . :

{0 i) d
‘ -,-—u{t}‘—u{t} * 'w) = ((‘—u{t}) ) * v A.12
(dt dt Je=t= dt [t=t ( )

Wéwczas

Dowody tych wlasnoici wynikaja z definicji splotu. Mozna je znaleié w [6].

DEFINICIA A.6. Przez S(E™) oznaczaé bedziemy ogdl funkeji o € C=(E™),
dla ktorych przy kazdej ustalonej parze wielowskainikow o, B € N§ zachodzi:

sup |2“DPa ()| < oo (A.13)
Jest jasriym, e CP CSCC=.

DEFINICJA A.T. Nieecho; €5, = 1,2,.... Mowimy, zelimo; =0 w 5, jesli
dla wszystkich ustalonych wiclowskainikdw a, f € N§ mamy: »

sup [#“DPai(x)f =0, j—0 ' (A.14)

jednostujnie ze wzgledu na x. Przestrzent z tak okreslong zbieznodceiq jest zupetna.

140

Wi
1. F

2. F
3.k
Dowod,
przestr:
DE!
Spraezo
. -Dla,
jest twi
Tw
énik og



DEFINICIA A.8. Transformaty Fouriera u € S(E™), jestv = Fu = (27)~"/% x
X [ e~%tu(z) dz,

fe B, se=3uik (A.19
i=1

W1lasnosci formaty Fouriera

1. F jest ciggle na §
2. F jest odwracalne na .5

3. FDu)(€) = (i) (Fu)(¢) |
Dowody tyh wlasnoéci moZna znaleié w pracach [6], [7]. Wynikaja one z wlasnosci
przestrzeni § i definicji F.

DEFINICIA A.9. Przestrzeniq dystrybucyi te:.rnpcrowanych nazywamy przestrzent
sprzezong do S(E™) ¢ oznaczamy S'(E™).

Dla dystrybucji temperowanych mozna okresli¢ splot, przy czym prawdziwe
jest twierdzenie

TWIERDZENIE A.5. Splot dystrybucji temperowanych, z ktérych jedna ma no-
énik ograniczony jest dystrybuciq temperowang.

Dowéd znajduje si¢ w [6], [7].

. DEFINICIA A.10. Mdwimy, ze w dystrybucji u moina dokonaé temperowanego

ustalenia zmiennej s = s*, jesli dlu wszystkich funkeji ¢ € D(R2) i ¢ € S(E™).

istnigje:
Lm u [ch(é; i )1/)(2,)] (A.16)

e—0t gm £

Przy czym istnieje dysirybucjo v € S'(E™) taka, ze:
. 1 s—s"
o= B, o] o (255 ) 0ta)] [ oteyae (A17)

Oznaczamy wtedy: v = u|||s=s- -

W tym miejscu cheieliby§my wprowadzié pewne rozréznienie notacji. Mianowi-
cie symbol u);-¢, 0znacza ustalenie zmiennej w funkeji, uyjs=¢, ustalenie zmiennej
w dystrybucji w sposéb zwykly, 5=, ustalenie zmiennej w dystrybucji w sposéb
temperowany.

TWIERDZENIE A.6. Niech 2 C E™ bedzie zbiorem otwartym. Zaldimy, Ze
funkcja dystrybucyjne 23> s — wlst € §1(E™) jest ciggla oraz, e istniejg liczby
C >0, k,r € Ny, takie ze: _

lulsHa]l € C(1+ 2% Z sup |(1 + 22)* DPa(z)| (A.18)
1B1<k '
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Dia o € §(E™), s € 2. Przy tych zalozeniach definicja:
ul= [ wPx(sNds (A-19)

7
dla x € S(E™*™) okresla dystrybucje u € 5'(2 % E™).

TWIERDZENIE A.7. Przyjmijmy zaloienia twierdzeniac A.6 kladge 2 = E™
i okredlmy dystrybucje u tak jak w Twierdzeniu A.6. ZaléZmy ponadto, zZe funkcja
dystrybucyjna uls} jest okreslona i ma ciggle pochodng, oraz Ze isiniejg stale
C >0, k7€ Ng takie, ze:

Hulst ~ ~ ~
d‘uq. [ell <C(1+ 85T Z sup (1 + :cz)"Dgcr(a:)| (A.20)
! Io1<F -
dla o € S(E™), s € E™. Wowczas mamy:
Hulst
Dulx] = dgq_ [a(s,-)]ds  dla x € S(E™™). (A.21)
BE™ ~3

Dowdd wynika z Twierdzenia A.6 i z wlasnodci funkeji dystrybucyjnych.

TWIERDZENIE A.8. Przyjmijmy zalozenia Twierdzenia A.6, 2 = E™ 1 niech u
bedzie dystrybucjg okreslong przez uls}, Wéwezas dla kazdego ustalonego s* € E™
dystrybucja v ma przecigcic temperowane: u]”s;s- wls™},

Jesli przyjmiemy pozostale zatoienie Twierdzenia A.7 to wdwczas dla kaz-
dego ustalonego s* € E™ istnicje tez przecigcie lemperowane pachodnej Dju,
dju)|jsmse = vjul®}

Okre$lmy teraz przeksztalcenie Fouriera na S'(E™) w sposéb nastepujacy:
Fulp] = u[Py] dla wszystkich ¢ € S(E™).

Tak okreélone przeksztalcenie spelnia nastepujace wlasnosci:

1. jest izomorfizmem S’ na 5’

2. jest homeomorfizmem S’ na .S’

3. P25 u=r) = (G F@N)e=r

4 (GF ey = F7H (25 )1e=)

W ostatnich dwéch wlasnosciach zakladamy, e : (a,b) 3 ¢ — «{t} € S'(E™)
jest cia,é;la., T € (a,b) oraz istnieje (8’5{;} Ji=r i nalezy do S'(E™) .

5. F(uy %us)[o] = (20) /2 Puy Fus[a), 0 € S(E™), u1,up € S(E™), zakladajac
przy tym Ze istnieje splot.

6. niech h,g € S(E™), u € S"(E*™), z € E*, t € E', Fou = v. (Fz —
oznacza przeksztalcenie Fouriera ze wzgledu na pierwsze n zmiennych oznaczo-
nych symbolicznie przez z). Wowczas v € S/(E*1) i zwiazek uj=- = b jest
réwnowazne zwiazkowi Doujji=t- = Fy, gdzie Do = fo—c '
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Poza tym jest spelniona wlasnosé¢ 3. przeksztalcenia F obcigtego do S(E") :

(FD7w)[o] = (i€)"(Fu)lo].

DEFINICIA A.1l. Mdwimy, ze v € D'(E' x E*) jest klasy C™, m € N,
wzgledem t € E, jesli istnicje funkeja dystrybucyina:

E'5t— ol 5 D(EY) (A.22)
klasy C™ taka, e u[x] = [ u[x(1,-)]di dla x € D(E! x E*). Mowimy, 7e u jest
Ef

klasy C* wzgledem t € EY, jesli jest klasy C™ dla kazdego m € N.

DEFINICIA A.12. Méwimy, Ze dystrybucja v € S'(E' x E™) jest klusy K™,
ze wzgledu na t € E, jedli istnicje funkcja dystrybucyjna witt € §'(E™), t € E1
klasy C™ oraz istniejq state C > 0, h, k,r € Ny takie, ze

a5t
Pl <oty T sl + D@ (A2
N 1BI1<k
pw€S(E™Y),s=0,1,2,...,m
Mowimy, Ze u jest klasy K jesli jest klasy K™ dla kazdego m € Ny.

Przejdzmy teraz do systemdw réwnat rézniczkowych czastkowych kwazylinio-
wych.

DEFINICIA A.13. Rozpatrzmy system réwnan rézniczkowych czqsthowych pierw-
szego rzgdu ([56])

l)d uu’(.n z* 2:”) = bz, ...,z ..., (A29)

m>1

. System ten jest zwany systemem mwn(m kwazylzmowych bowiem wqpolczyn-
© nik a2 zalezq tylko od nicznanych funkeyi u' u!. Moze on byé nadokreslony,
CH.om 2 1. W prazypadku, gdy b° = 0 nazywmny _,ro jednorodnym, w przeciunym
przypadku jest zwany niejednorodnym, z = (21,...,v™) € £, u(z) = (v!,...,v)) €
- H. W przypadku gdy a3 jest state 1 b° jest funkejg liniowg u!,u?, ..., u!, a state
ze wzgledu na z € £ system ten zwany jest liniowym.

Kazdy uklad liniowych réiniczkowych réwnaii czastkowych moze byé spro-
* wadzony do tej postaci przez wprowadzenie nowych zmiennych zaleznych. W tej
_ pracy rozpatrujemy ukiady réwnail (réwnania) takie, Ze 4} = const i b° # 0 lub
b* = 0.

Zdefinujemy teraz hiperboliczno$é takiego ukladu. W tym celu rozpatrzymy
uktad jednorodny (6° = 0). Zajmiemy sie wylacznie systemem liniowym tj.

e} =const s=1,2,...,m,7=12,...,, v=1,2...,n, m>1 (A.25)
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DEFINICIA A.14. Mdwimy, ze system (A.21) jest niecliptyczny, jesli system dla réw
réwnan algebraiczych : wSszyst]
af*y? A, =0, (A.26a)
gdy
Rz ||a3A 0| < ! (A.27b) v= 1,-_5
posiada nietrywialne rozwigzania dla v i A, gdzie v € R', A e R™. ‘ DEF
Jesli macierz a$¥ A, jest kwadratowa, to zaklodamy, e réwnan
det{lai"A, |l =0 (A.28)
Warunek ten nazywamy warunkiem spektralnym.

Wszystkie rozpa,trywane w pracy réwnania spelniajg ten warunek po wprowa,-
dzeniu ich do systemu réwnafi kwazyliniowych. W naszym przypadku 5°(ul,u?,. ..
.,ut 2, .., 2") ma pastepujaca postad
- b® = bf + b3, (A.29)
gdzie b = L(u},...,u!) jest funkcia linjowa swoich argumentéw, a b§ = (=1, ...
..., @") nie zalezy od u. Gdy 6§ # 0 mamy do czynienia z przypadkiem masyw-
nym, gdy b = 0, to jest to przypadek bezmasowy. Gdy b3 = 0, to jest to przypa-
dek jednorodny (masywny lub bézmasowy), w przeciwnym przypadks mamy do
czynienia z réwnaniem niejednorodnym. Postaé funkcji

=bi(u',...,u) = L', WP, ... uh) (A.30)
zalezy od konkretnego réwuania relatywistycznej mechaniki kwantowej. Zawiera

ono jednak tylko jedna stalg dowolna &£ > 0 majaca interpretacje masy czastki
swobodnej opisywanej przez réwnanie.

DEFINICIA A.15. Systermn (A.21) dla a3¥ = const nazywamy hiperbolicznym
gdy dla kazidej macierzy L3, j=1,2,...,0, v =1,2,...,n takiej, Ze

aLi =0 (A.31)

mamy
Z Evixs (A.32)

gdzie v] $q rozwigzaniemi uktadu réwnan (A 22a), a A° speiniajq warunek (A.22b),
w taki sposcb, ze vJ odpowiade N3 dla ustalonych s. Rozwigzania A° sq liczone
wraz z krotnosczq, to samo dotyczy vs. :

Rozpat: ywane przez nas uktady réwnai réZniczkowych cz;@stkowych hmowych
sa hiperboliczne w tym sensié réwniez.

W przypadku wszystk:ch rozpatrywanych w naszej pracy réwnail mozemy
wprowadzié elementarre rozwiazanie Hadamarda odpowiadajace dystrybucji £
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dla réwnania Kleina—Gordona. Rozpatrzymy nastepujace réwnanie uogolma,_]adce
wszystkie nasze jednorodne réwnania z pracy. Mianowicie

9
a” af + L) = 0 (A.33)

r=1,2,3,4,7=12,...,,s=1,2,...,m,m > I, gdzie L® jest funkcjg liniows.

DEFINICIA A.16. Elementarnym rozwigzaniem Hudamarda (Ef )} powyzszego
rownanie nazywamy dystrybucje BJ o wartosciceh w R lub C takq, Ze

'1.?'

O E] _
af s T L (Be) =685, B = (5 )i=1, (A.34)

Eso”]z:o =0 (A.35)

OFE] 3 ' '
( ot )“]::o =° : (A.36)

gdzie  =1,2,...,1, 80 =1,2,...,m,v=1,2,3,4.

Mozna by bylto przedstawié teorig réwnania liniowego niejednorodnego, korzy-
stajac z wlasnodci £ w ten sposéh, ie ogdlne rozwigzanie réwnania powyzszego
mialo by postaé

ot = 53 0¥l so
. u? =@ + B * b3 (A.37)
gdzie @7 jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego (b5 = 0), a w drugiej czesci
wzoru stosujemy Einsteinowska notacje sumacyjna. W przypadku réwnah o wyz-

szych spinach mamy nastepujaca postaé elementarnego rozwiazania Hadamarda
- ([42-44]).

EY) = G 1),, 1254 8,y o By, B (A.38)

- gdzie 72?53 elementami macierzowymi uogdlnionych macierzy Pauliego ([42—
44]), a E jest dane wzorem (2.72).




Dodatek B

W tym dodatku podamy podstawowe definicje i wlasnoSci funkcji Bessela
([58-65]).
DEFINICIA B.1. Funkejg Bessela nazywamy rozwigzanie réwnania Bessela
&2J, 1d7, P
_—— e J = ’ B.l
dz2+zdz+( zz)? (B.1)

gdzie p jest liczbg cathowity, z € C.

Jedno ze szczegélnych rozwiazah tego réwnania ma nastepujaca postal

S G ) L £A i
To(2) = ; m(z) (B.2)

Nazywane jest ono funkcjy Bessela pierwszego rodzaju i rzedu p. Jesli p nie jest
liczbg, calkowita, rozwigzania J,(z) 1 J-,(2) sg liniowo niezalezne. W tym przy-
padku ogélne rozwiazanie {B.1) ma postaé

ATp(z)+ BI_,(2), A,BeC (B.3)
Jedli p jest calkowite to latwo otrzymamy z (B.2)
Tplz) = (=1)PT-p(2) (B.4)

Dla duzych wartosci |z| funkcja Bessela pierwszego rodzaju wyraza si¢ wzorem

To(z) = \/% [cos (z - f; - g) + 0(2—1)] | (B.5)

w przypadku gdy p nie jest liczha calkowita wprowadza sig jako jedno z rozwigzafi
(B.1) funkcje Neumanna rzedu p (albo funkcje Bessela drugiego rodzaju rzedu p).

. Tpl) CO_S pr — Jp(2) (B.6)
‘ sin pm

Funkcje Neumanna N,(z) i funkcje Bessela 7,(z) dajgnam dwa liniowo niezalgzne
rozwigzania réwnania (B.1).

Funkcj¢ Bessela moZna wyrazi¢ poprzez tzw. konfluentng, funkcje hipergeome-
tryczna :

Np(z) =

| 1 2\? _.. 1 N
jp(Z) = m(g) € F(§ +p, 1+ 2p; 212) z€C (B.T)

Funkcja Fa,b, z) zadana jest nastgpujacym szeregiem.
¢z  afa+1)z2

146

(B.8)- .




Zwanyim szeregiem hipergeometrycznym (Gaussa.

DEeFiNICIA B.2. Fynkeja F jest jedynym ze szezegolnych rozwigzai réwnania
hiperyeometrycznego
&EF dF
—+{b—-2)—F—aF =0 B.9
zdzz +(b-2) dz ¢ (B.9)
Jesli b nie jest liczbg calkowitq, to drugie liniowo niezaleine rozwigzanie ma po-
staé:

2" Fla - b+ 1,2 b;2). (B.10)

Rozpatrywane przez nas funkcja F(a, b; z) jest szczegdlnym przypadkiem ogél-
niejszej funkeji tzw. uogdlnionej funkeji hipergeometrycznej

a ay...a
,,Fq(a,,,bq;z)zqu(b: z) =qu‘( b: ...b: Z) =

— = (al)n---(ap)n z"
h Z (bl)n .- -(bq)n (l)n (B-H)

n=0

gdzie

I'a+n)

(a)ﬂ = F(a.)
Powyiszy szereg jest nazywany uogélnionym szeregiem hipergeometrycznym
Gaussa i jest zbiesny dla z € C. Funkcja pFy(ap,by; z) jest funkeja analityczna
W plaszczyZnie zespolonej z dla r=<q.
Latwo zauwaziyé, je

(B.12)

F(a,b;z) = 1F1(a1, b5 2) (B.13)
gdzie a; = a, b; = .
Réwnanie (B.1) moze by¢ rozwigzane réwniez przy pomocy innych liniowo
-niezaleznych rozwizzan zwanych funkcjami Hankela (albo funkcjami Bessela 3-go
rodzaju)

H;”(Z) - 2-'-71’(3)6—{?2 = J-»(2) (B.14)

sin pz

B (z) = z-jp(z)e—ipz — J_»(2) (B.15)

sin pz

Dla duzych wartosci |2] mamy

L CRNEN )] @19

AD(z) = [ L eit=-2 = (B.17)




T

Funkcje Bessela, ktérych indeks p = [ 4 .]5, I — liczba calkowita, wyrazaja sie
poprzez funkcje elementarne

Tiny () = (- 2o (2 j) (%22) (B.15)

2, 1d\'/c
Ty =y 24 (32) (=) (B.19)
ze

Whprowadzane sq, réwniez tzw. sferyczne funkcje Bessela

)= | E s = (-1 (L)' (3n2) (8.20)
) = 0 By = o (L) (22) @

Dla duzych wartodci |z| mamy

2

—_ P :
jz) = (21 + i (B.22)
—cos (z— —(l+1)) |z| > 1
"(21 + 1) |Z| <l
m(z) = - (B.23)

I, T
5 sin (z— §(£+ 1)), lzZl>1
Jezeli J,(z) spelnia réwnanie (B.1) to Jp(iz) = [p(2), z € K spelnia nastepujace

réwnanie
d*I, 1dI, p° ‘
2P Cu. = B.24
dz? +zdz (1_,]—22)1:0 ( )
Ogdlne rozwiazanie réwnania (B.21) wyrazZa sig¢ nastepujaco
' (2)p+2k
L(z) = J(iz)e P =5 227 B.25
P(z) J? (?’Z)F Z k!F(p'i' k + 1) ( O)

(z) nazywane jest zdegenerowana funkcja Bes»e]a, pterwszego rodzaju. Jeéli p
nie jest hczb@ calkowity, to I,(z) i/-,(z) sa dwoma liniowo niezaleznymi rozwia-
zaniami-réwnania {B.21). Jesli p jest liczba calkowity, to

P( ) = I—;r)(z) (326)
Zdegenerowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju jest zwiazana z funkcja F'
nastepujacym wzorem

e”® z\? 1 o .
Ip(z) = m‘l—) (—2-> F(E + », 1+ Zp,zz) (B27)
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Wprowadzamy réwniez zdegenerowany, funkcje Bessela drugiego rodzaju (p
niecalkowite)

7 I_(2)—I,(z
K@= T—”(QTPP(—) (B.28)
zwang réwniez funkcja Basseta, W przypadku p nie bedacego liczba catkowity
Ip(z) iK,(2) s3 dwoma liniowo niezaleznymi rozwigzaniami réwnania (B.21). Dla
duzych wartosci z mamy

I,(z) = \/gﬁ (1 +0 (é)) Z2>0 . (B.29)

Dla calkowitego p funkcje K,(z), oraz podobnie N,(z) okreélamy jako granice
przy p - n, n € Z we wzorach (B.26) i (B.6). -
Funkcje Bessela maja réwniez reprezentacje calkowe. Mamy
o ‘
- Tu(2z) = - f cos(zsin ¢ — nep) dp (B.30)
0

Tu(z) = ;-:—Tr f €7 % ¥ cos(nep) do (B.31)
0

gdziez€ C,n=0,1,2,...

"{/"ﬁ(lz/z“_v)(%)_ [ @ =17 sin(z — t)dt, (B.32)
i

x>0, Rev e (—1/2,1/2)

To(z) =

JAz) = % f sin(z cosht — 1/2vr) cosh(wt) dt, (B.33)
"0

z >0, Rev € (—1,1)
| Mamy réwnies
| f 2 (2)dz = 27,04 (2)
f 2 (2)dz = 27,4 (2)
f YK (2)dz = —2"T 1K, 44(2)
[ (2 dz =~V K, (2)

W przypadku J1, Ny, K11 Iy mamy

' d
| EMIO(Z) = —Wi(z)
. gdzie WQ = jo,Ng, I(Q,IU i I’V] = :]1, Nl: 1(1-.\1'1‘
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. Funkcje Bessela o p bedacym liczba calkowita spelniaja réwniez nastepujace
relacje

(1 d) (PW,(2)) = 2P~ *Woi(2) (B.39)

zd

(1 d) (2~ PW,(2)) = (— 1)" Wiri(z)

zdz

o Q @
gdzie k=0,1,..., W, = J,, N, B, H ,.

Oszacujemy catke:
J & 0o(E,t)dedt, €€ E®, te B, o€ S(EY)
E‘!
gdzie

sgn(t) Ji(BV12 = 22)
=2 i<y
Przejdzmy do Wspélrzcgdnych sferycznych

, [ F& o8, t)dedt| =
E*

&)=

2w

df sin 8a(r, 8, ¢,t) — a(r,8,¢,—t

e = =Cy+Ca+Cs

gdziee >0, T >0,k e Ny
' m = sup |o(z)] < 0
zE B4
myg = sup |t’”cr(r,8,r,o, )| < co
Fol
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‘Zktk

My = sup [r*"t%a(r, 8, ¢, 1)| < 0o
E4

(z uwagi na to, Ze o € S(E4)).
Zauwazmy, ze

/12 — ¢2 )2
Cy <w-T? sup |o(z)|- sup J(x = L
TEE4 T>r>0 Vit —r?

T>i>0

(B.47)

. Ji2 — 2 2
sup Tl i L (B.48)
T>r>0 2 — 72
T>t50

j] (KV‘ t'z —-'f": )1‘2
Vi 2

poniewaZ funkcja Jest okreslona wszedzie w kwadracie (0, T) x {0, T")

i jest tam ciagla. W punktach ¢ = » przyjmu jemy jej warto$é jako granice
’ /12 — p2Y)gl2 .
]jln jl(h T )7 = f:tz , (B‘49)
i r—+t 12— 2 2
ktdra istnieje i jest ogramiczona dla 0 < ¢ < T. Calki C2 i 5 istniejg réwniez
(z uwagi na wlasnosci funkeji 1) dla dostatecznie duzego naturalnego k, np. dla
k> 3.
Zatem rozwazana calka istnieje dla kazadego o € S(E*). Jest wiec ona li-
. miowym i ciagglym funkcjonalem na S{E*). Zatem F(-,-) generuje dystrybucje
. temperowang.




gdzie
Dodatek C :
W Dodatku udowodnimy nastepujace twierdzenie. TR Fuz
S Ze supj
TwIERDZENIE C.1. Jedynym rozwigzaniem problemu Az, )

(O3 +s*)u=0, u€ S'(EYY, (C.1)
ufje0 = 0,  Diujje=o0 = 0

jest u = 0.

Wobec Twierdzenia 2.1 wystarczy wykazaé, ze jedynym rozwigzaniem otrzy-
manego z powyzszego poprzez czefciowy transformacje Fouriera

v = Fpu jest-v)e=0 = 0, a wigc jedyng dystrybucja v € S'(E*) spelniajaca
réwnanie

Dip+ (2 +5%) =0 (C.2)

i warunki vjjje=0 = 0, Devjji=0 = 0 jest v=0.
Wiasnos¢ ta wynika natychmiast z nastgpujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE C.2. Jedyng dystrybucjq v € D' (E*) spelniajgeq réwnanie
Div+ (2*+ k%) =0 (C.3)

i warunki

Uljjt=0 =0 Dg‘Ui”t=0 =0 (04)

jest v=0.

Udowodnimy najpierw lemat. Adaptujemy tu metode z monografii [6], gdzie
jest ona stosowana do przypadku £ =0 (tj. réwnania falowego).

LEMAT. Zaldimy, e funkcja a(t,z) € CE(E*) spetnia warunki

400 ‘ +o0
f a(7,z) cos[{Va? + k*)Tldr=0= f a(t,z)sin[{V2? + k?)7] dr (C.5)
oraz | -
o0
[ ra(t,z)=0. (C.6)

Wtediyy mamy, Ze réwnanie

-;%,\(t, 2)+ (2 + rag).-\(t,:z:) = a{t,z) (C.7)
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ma rozwigzanic A € C§(EY) { jest nim Sunkeja Mt k) = _t a(t,z) f(z,t,7) dr,
¢ [¢] 00 4

gdzie .
Fat,7) = sin{{(v/z? + &2)(t — 7))
Funkcja f(z,t,7) jest klasy €' skoro a C§(E*) to istnieje stala M talza,,
ze suppa C {(t,z), % + 1% + 22 < M?}. Zatem At,z) = 0 dla k% + 2% > M? oraz
A, z)=0dlat < —M.
Dat>Miz=0 otrzymujemy:

(C.8)

A(t,0) = 7?0&(7_’ 0){t—7)dr=0, ‘(C.Q)

-0

adlat>Miz#0mamy

TN, oo
Al,z) = sm\(/:;T-::;,z)t f a(T,x) cos[(v/2? + K2)7]dr+

- cos((vzT T kI)) -l‘-an(T,x) sin[(v/z? + #2)r] dr = 0. | (C:10)

Zatem A € C§°(E*). Latwo réwniez sprawdzi€, Ze A spelnia wypisane powysej
réwnanie.

Dowéd TwierdzeniaD.2. Zaldzmy, ze v € D'(E1) jest rozwigzniem pro-
- blemu, a wigc zachodzg zwigzki:

[

FYD + (z* + Rz)/\(t,ﬂ:)J =0 dla AeD(EY) (C.11)

| slilgkv[éﬁ(%) 1,/:(3:)} =0 dlaceD(E), yeD(E®), - (C.12)

lim v[—-l—cr’(%) ?,/:(a:)} =0 daceD(E'), 4eD(E}. (C.13) |

e=0+ 62

Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazad, Ze v[A(t,0)] = 0 dla kazdej funkeji
B € C§°(E*). Niech B € C§°( E*) bedzie dowolna funkcja. Zatem mamy, ze istnieje
M takie, ze: . -

| supp B(t,2) C {(#,2)t> + 2% + K2 < M}, (C.14)
Niech M > 1. Zdefiniujemy dwie funkcje.

+oo .
@)= [ Bt,z)cos[(v/a2 + 62)f)dt i (C.15)
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+o0
g(z)= [ B(t,z)sin[(V=? + 2)i}dt (C.16)

oraz
N= -‘Totﬁ(t, x)dt. (C.17)
Niech -
h(z) = —@—-— (C.18)

Latwo zauwazyé, e f,g € C$°(E®), oraz e f = h =0 dla z® + K: > M2,
Niech ¢ € C§°(E") bedzie dowolng funkcja

oo .
Jomydi=1, suppe={t}<1} (C.19)
C e =p(-1), P <0, t20. (C.20)
Funkcja taka istnieje.

Niech

7:(z) = Tfo—égo(-z) (1 —cos({vz? + h‘,z)t)) dt, (C.21)

dla z?2 +&22>M2%,e>0. .
Dla kaidego £ > 0 mamy zwiazki

_T%@(E) dt =_j %w(é) dt =1 (C.22)
oraz
| :_rfotga (':f) dt = J‘rfmcp(é) sin((Vz2 + £2)t) di =

+o00

= f rp'(g) cos((v2? + k2)t)dt =0 (C.23)
oraz | :

-To——l,;-tgo'(é) di = —1’, (C.24)
+oo |

f (p'(z-) EL?. sin((Vz? + &2)t)dt = V32 + &2 (n(z) — 1} (C.25)

—00

Mamy réwniez:

[ne(2)] € %M%g dla 2® + &* < M2 (C.26)
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Z powyiszych zaleznoici otrzymujemy:

;12- Sl—n(a)<1,
dla % 4 &% < M? (i dostatecznie malych & > 0).
Niech
flz)

ae(z) = ———~— be(z)

1 - ne(x)’
Latwo wykazad, ze a., b, € C§°(E®) oraz

ae(z) = b(z) =0 dla=z®+x2> M2,

L CO
1 — 7. (z)

Zdefiniujmy nastepujaca funkeje:

ac(te) = B(t2) - { 2autedo (1) - ;}bs(x)sa'(ﬁ) 3

Latwo wykazag, ze:

Tf’otac(tao) dt=N — 55(0) =N - h(O) =0.

Zatem mamy

+ oo
[ tae(t,0)dt = 0.

- Podobunie mamy

+oo
f a.(t,z) cos((/z? + k2}t) dt =
—
+-co
= [ ou(t,x)sin((ve? +&2))dt=0. (C.33)

Oczywiscie dla dostatecznie malych £ > 0.

Zatem korzystajac z lematu mamy, ze: v]eee(t, #)] = 0 dla dostatecznie malych
€ > 0. Mamy wiec

(Bt ) = | Tan(ale( L] - o] o (2] (C:34)

‘dla dostatecznie malych ¢ > 0.
Ponjewaz lewa strona ostatniej nieréwnosci nie zalezy od £ > 0 dla dowodu
‘tezy wystarczy wykazaé, ze:

}i&aane(:ﬂ)gﬂG)] - li_l}év[glgbe(w)ga’(g)] 0. (C.35)
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Niech v.(z) = a.(z) — f(z) oraz x.(z) = b.(2) — h(z). Dla dostatecznie malego
£ > 0 mamy:

Yoo Xe € C(E®),  7e(2) =x(2)=0 dla2? +x2 > M2. (C.36)
Z liniowosci funkcjonalu v otrzymujemy
1 i 1 1 1 t
@)= )| = v|ve(2) 0| - ~ol 2. 37
s|ecerlo(2)] = o[re@to(2)] +o 2o (2] (c.a7)
Czyli, jedli f € C§°(E?) mamy
lim v [f(..b)l(pz)] =0. (C.38)

Poniewaz v ‘€ D'(E') spelnia réwnanje I\lema.—Gordona, zatem mamy funkCJQ
dystrybucyjnzp

E' 51— vl e DI(E?) (C.39)
klasy C§° i taka Ze:.
+oo
oix] = [ ox(t,0)]dt  dla x € D(EY). (C.40)

Mamy réwniez, 7e 1v.(2)p(L) € D'(E*) dla dostatecznie malych ¢ > 0. Mamy

wiec
frn()]- (G0l
e ] T € e -
RN AAWT
= [ -l =)ol |re(z)] dt. (C.41)
~ET\E
Zatem mamy, z'ejiStnieje C>0ike N> taka, ze:
| T et < Cllivelil (C42)

dla || < 1 1 dostatecznie malego £ > 0.
Stad mamy:

o2 (2) || < it (C49

dla dostatecznie malego ¢ > 0.
Podobuie otrzymujemy:

ko] speobe (] prote ()] oo

Mamy réwniez:

£t £

lim v [hg(:z:)ig(p’ (E)] =0 (C.45)




[x()gp(g)} | <2¢ledis f zo/(-5)a=

0

= Z oIl (C46)

- Zatem musimy wykazaé, Ze:

. L1
tim (el = T ~l{belll = 0. (C47)

W celu wykazania ostatniej réwnosei korzystamy z definicji normy |- k. Norma
el jest zdefiniowana nastepujaco:

Mellis = >~ sup |D*(2)), (C.48)
| laj<r =E€E?
k=1,2,...a= (a1, a2,03), ¢ € CP(E3) (patrz [6]).
‘Wystarczy wykazaé, ze dia kaidego wielowskaZnika 3 = (B1,52,83), 18] < k
 istnieje stata C(5) taka, ze: | DAy (z)] < C(B)e? oraz | DPy.(z)] < C(B)e? dla
-z € E* i dostatecznie malego ¢ > 0.
Zauwazmy, ze: : _
_ () 1(z)

Yez) = wf(m), Xe(z) = 1__11—6“@’1(3) - (Ca9)

- Wiemy, ze v,(z) = xo(z) dla 2% +x2 > M?. Zatem mozemy zalozyé, ze 22 +y? <
i weZmiemy mate ¢ > 0. Mamy: : '

_ 90 N £ sin ((\/3:2 + K2 lt) 1 /¢t ' .
Lsye(z) = 5‘_3?::-1]5(3) =z, __{ 1 W73 o E(P(E) dt (0.50)

Cs=1,2,3.

Wobec tego mamy:

| [Dsne(z)| < Me® dla 2?4+ x2 < M? (C.51)
Stad otrz‘ymujemy potrzebne oszacowania.

Zatem otrzymujemy teze tj. v = 0. Co koriczy dowéd Twierdzenia, C.2, a wiec
i Twierdzenia C.1.

cbdo. .




Dodatek D

W tym Dadatku przedstawimy prezentowane w pracy podejicie do uogdlnio-
nego zagadnienia Cauchy’ego na tle innych badad uogdlnionych rozwigzan réw-
nafi rézniczkowych czastkowych. Przedstawimy tu réwniez pewien program alter-
natywny badania uogdlnionego warunku Cauchy’ego dla réwnaf rézniczkowych
czastkowych.

Zauwamy, Ze prezentowany tu wynik (dla réwnania Kleina—Gordona) jest
duzo ogdlniejszy niz prezentowane wyniki w pracy [66]. Rozpatrywana jest tam
klasa téwnan rézniczkowych, czastkowych liniowych. Autor wymienionej pracy
dowodzi istnienia i jednoznacznosci rozwigzail szerokiej klasy réwnan czastkowych
zaréwno hiperbolicznych, jak i eliptycznych. Rozpatruje on uogdlnione rozwazania
jako rézniczkowalne funkcje parametru ¢ (w przypadku réwnan hiperbolicznych)
o warto$ciach w przestrzeni funkcji uogélnionych. W jego ujeciu rozwiazanie to
krzywa klasy C! lub C? w przestrzeni Sobolewa. Uzywa on w tym przypadku
stabych pochodnych. W ten sposéb jego podejicie jest bliskie teorii réwnafi 16z~
niczkowych zwyczajnych w przestrzeni analizy funkcjonalnej (np. Banacha lub
Hilberta). Wiemy z literatury, ze np. w przestrzeni I? istnieja, takie warunki po-
czatkowe Cauchy’ego dla pewnych réwnai, ktdre nie maja rozwigzai. Dlatego tez
wyniki autora pracy [66] sa niewatpliwie nowe. JednakZe otrzymane przez niego
wyniki sa duzo mniej ogélne niz w tej pracy. Latwo zauwazyé, Ze w jego podejéciu
warunek poczatkowy Cauchy’ego dla réwnania Kleina—Gordona ma postaé

% = (K - &), - (D.1)
Pli=te = U1

d (D.2)
Ett:to =2

gdzie uy, u; sa funkcjami uogdlnionymi, a ¢ft) jest funkcja klasy C? dla parametru
t o wartoéciach w przestrzeni funkcji nogdlnionych, K jest rozszerzeniem Az dla
przestrzeni funkcji uogélnionych. Widaé wyrainie, Ze postawione tu zagadnienie
jest mniej ogélne niz w naszej pracy, bowiem my szukamy funkcji uogélnionej,
ktéra nie.musi byé rézniczkowalna (nawet w sensie stabym) ze wzgledu na zmienna
1, a poza tym warunek poczatkowy Cauchy’ego postawiony jest w sensie ustalenia
zmiennych w dystrybucji, co jest duzo ogdlniejsze niz warunek z pracy [66].
Zagaﬂnjehje to moze byé takie ogdlniej postawione tj. przy uiyciu stabej po-
chodnej - : :

& solel = ol — )l (D3)




Pli=t, = U1,

J ) (D.4)
EE(’.-[(P]]tzto = Uy,

dla kazdego o naleiacego do przestrzeni sprzezonej do przestrzeni funkeji uogdgl-
nionych. ' . ‘

Poszukiwanie uogélnionych rozwigzall réwnail rézniczkowych czastkowych
wraz z odpowiednio stawianymi zagadnieniami poczatkowymi Iub brzegowymi
moze przebiegaé w kilku kierunkach:

1) Traktujemy réwnania wraz z warunkiem poczatkowym (lub brzegowym)
Jjako problem punktu stalego pewnego operatora w jakiej$§ przestrzeni ana-
lizy funkcjonalnej. W tym miejscu rozszerzamy ten operator aby by! okre-
Slony na zbiorze liniowo-gestym w tej przestrzeni.

2) Traktujemy réwnanie czastkowe jako réwnanie réiniczkowe Zwyczajne

~ W przestrzeni analizy funkcjonalnej i generalizujemy warunek poczatkowy.
3) Traktujemy réwnania rézniczkowe Jako réwnanie czastkowe w przestrzeni
dystrybucji wraz z uzyciem pojgcia ustalenia zmiennych w dytrybucji.

Wszystkie te podejscia sa rézne. W pewnych wypadkach mozna sprowadzié
podejicie 2) do 1) poprzez sprowadzenie réwnania, réiniczkowego zwyczajnego
w przestrzeni (np. Banacha, Hilberta) analizy funkcjonalnej do réwnania calko-
wego, a dalej rozpatrywaé rozwiazania w przestrzeni funkcyjnej (tj. funkcji jed-
nego parametru o wartoiciach w poprzedniej przestrzeni). Dla przykladu moze to
by¢ przestrzed Banacha B = (B, || - 1) gdzie [l = sup Jo(2)].

. teR

Podejsciom powyzszego typu sa poswigcone prace [66~70]. Podejicie 3) wy-
daje si¢ by¢ najlepiej dostosowane do réwnania, réZniczkowego czastkowego dzigki
temu, Ze rozpatrujemy réwnanie wprowadzajac zaréwno uogélnione rézniczko-
wania jak i ustalenje zmiennych dla funkcji uogélnionych (tj. w tym przypadku
dystrybucji). Reasumujac w naszym podejéciu otrzymali$my istnienje i jedno-
‘Znacznosé w sensie Hadamarda w duzo szerszej klasie niZ w pracy [66].

‘Uogdlnione rozwiazania réwnaf linjowych rézniczkowych czastkowych hiper-
bolicznych rozwaza sie czesto w nastepujacy sposéh. Sprowadzamy réwnanie to
do réwnania ewolucji (lub ukladu réwnail) o wartoiciach w odpowiedniej prze-
strzeni topologicznej linjowej. W ten sposdb otrzymujemy réwnanie rézniczkowe
Zwyczajne w przestrzeni topologicznej liniowej ([71-76]). Sa to w zastosowaniach
przestrzenie Banacha, w szczegdlnodci Hilberta, up. LP(£2), 1P, L*(£2), 12, oraz
przestrzenie Sobolewa W2 (42).

Podamy teraz pewien program bada.

Rozpatrujemy réwnanie:

DPu= )" N apDiDEu  u(t,z)e C lub B9, |B] <m (D.5)
k<m




(P[i-—-ig = U,

(D.4)

acf[sa]p::,, =g,

dla kaZdego o nalezacego do przestrzeni sprzeZonej do przestrzeni funkcji uogdl-
nionych. '

Poszukiwanie uogdlnionych rozwigzan réwnan réiniczkowych czastkowych
wraz z odpowiednio stawianymi zagadnienjiami poczatkowymi lub brzegowymi
moze przebiegaé w kilku kierunkach:

1) Traktujemy réwnania wraz z warunkiem poczatkowym (lub brzegowym)
jako problem punkiu stalego pewnego operatora w jakiej$ przestrzeni ana-
lizy funkcjonalnej. W tym miejscu rozszerzamy ten operator aby byt okre-
$lony na zbiorze liniowo-gestym w tej przestrzeni.

2) Traktujemy réwnanie czastkowe jako réwnanie rézniczkowe zwyczajne

 w przestrzeni analizy funkcjonalnej i generalizujemy warunek poczatkowy.

3) Traktujemy réwnania rézniczkowe jako réwnanie czasthowe w przestrzeni
dystrybucji wraz z uzyciem pojecia ustalenia zmiennych w dytrybucji.

Wiszystkie te podejicia sa rézne. W pewnych wypadkach moZna sprowadzié
podejécie 2) do 1) poprzez sprowadzenie réwnania rézniczkowego zwyczajnego
w przestrzeni (np. Banacha, Hilberta) analizy funkc¢jonalnej do réwnania catko-
wego, a dalej rozpatrywaé rozwiazania w przestrzenl funkcyjnej (tj. funkeji jed-
nego parametru o wartoiciach w poprzedniej przestrzeni). Dla przykltadu moze to
by¢ przestrzen Banacha B = (B, || - ||) gdzie ||¢| = sup {o(t)]-

POdQ]SCIOlll powyzszego typu sa, posw1gcoue pla.ce [66—70] Pode_]sc1e 3) wy-
daje sie by¢ najlepiej dostosowane do réwnania rézniczkowego czastkowego dzieki
temu, zZe rozpatrujemy réwnanie wprowadzajac zaréwno uogélnione rézmiczko-
wania jak i ustalenie zmiennych dla funkcji uogélnionych (tj. w tym przypadku
 dystrybucji). Reasumujac w naszym podejiciu otrzymalidmy istnienie i jedno-
'zna,cznosc w sensie Hadamarda w duzo szerszej klasie niz w pracy [66].

Uogolmone rozwiazania réwnaf liniowych rézniczkowych czqstkowych hiper-
bolicznych rozwaza sig czesto w nastepujacy sposéb. Sprowadzamy réwnanie to
do réwnania ewolucji (lub ukladu réwnafi) o wartosciach w odpowiedniej prze-
strzeni topologicznej liniowej. W ten sposéh otrzymujemy rownanie réZniczkowe
zwyczajne w przestrzeni topologicznej liniowej ([71-76]). S3 to w zastosowaniach
przestrzenie Banaclia, w szczegdlnodci Hilberta, np. LP(R), IP, L%(12), I?, oraz
przestrzenie Sobolewa WP (§2).

Podamy teraz pewien program badai.

Rozpatrujemy réwnanie:

Ditu = E Zakangu ul(t,:z:) € C” lub RY, |8l <m (D.5)
k<m £




i

A
-
.
|
A

gdziez € R*,t € R, 3 € N}, k=0,1,2,n—1, apg = const. Dla takiego réwnania
rozpatrujemy warunek poczq:tkowy
D'u.]t_,,_u;. eC™, k=0,1,2,,...,m—~1 (D.6)

O powyiszym réwnaniu -zakladamy, Ze jest hiperboliczne zgodnie z Definicjami

A.l4i A.15.
Uogdlnione réwnanie otrzymujemy w nastepujacy sposéb. Deﬁn1113e111y opera-

tory

E argDPu= Apu, k<m (D.7)
czyli
fu= Z D¥Apu (D.8)
k<m .

A} sa operatorami rézniczkowymi liniowymi [75]. Rozszerzamy je do pewnego
liniowo-ggstego podzbioru wybranej przestrzeni topologicznej liniowej ([72]).

- W ten sposéb mamy

d'm(P dk

2o LA (D.9)
m k

dt & dt

gdzie

o(t) = u(t,) €Ty (D.10)

dk

—Cﬁglt—r =up € 1L (D.11)

Ty, jest odpowienia przestrzenia topologiczna liniows. Pochodna ;dz mozZe byé ro-
zumiana zaréwno w sensie mocnym jak i slabym.

DA, C Ty (D.12)

i DA, liniowo gesty w T
Wprowadzamy teraz nastgpujace oznaczenia

o I
(p,-:t—.r,a, i=0,1,...,m (D.13)

it

%0
g=| (D.14)
‘ Pm=1
W ten sposéb mamy
‘ di ~

Tl Ap (D.15)

gdzie

A jest zz




Uy
L= : ‘ (D.IT)
U —1
M) €Ty, Te TP TP =Ty x Ty x... Ty, (D.18)

T
m razy

A jest za§ operatorem liniowym dzialajacym w TP w nastepujacy sposéb

Fo

¥1 Jip

A (D.19)

‘P'n;—-l Ek(m Aks‘ok
1 .
0
m=1 = di 1,...,1 D.20
1= diag( ) (D.20)

m~1

m~—1
Otrzymujemy w ten sposéh réwnanie rézniczkowe zwyczajne liniowe w przestrzeni
topologicznej liniowej z warunkiem poczatkowym Cauchy’ego.
Do tego réwnania stosujemy teorie z pracy [68] lub [69]. W przypadku gdy-
T7" jest przestrzenia Banacha (B, || - ) mamy
d@ ~
S =AF, e)eB, te(nT) (D.21)
Pli=r =L E B : : (D.22)

Problem moze byé zapisany réwnowaznie

2
Fty=a+ [ A@(s)ds, T<t<T. (D.23)

Jest to wigc problem punktu stalego transformac]i
‘ Kv=vw (D.24)

gdzie X = % + L. Calki s3 tu rozumiane w sensie Bochnera,
i ‘. T .
Lv = f A@(s)ds, v= () (D.25)

; . T .
Wprowadzajac nowa przestrzed Banacha (B, - [ID: o]l = sup |I&(s)]], mo-
‘, : s€{r,T}

- Zemy rozpatrzyé problem punktu stalego w B stosujac twierdzenie Banacha,
Schaudera lub inne twierdzenia o punkcie stalym z pracy [70]. W ten sposéb
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mozeiny rozpatrywad przestrzenie W3*(£2), LP(2) itp. Metody te mogg by¢ réw-
niez stosowane do innych zagadniei poczatkowych niz zagadnienie Cauchy’ego
np. zagadnienia Darboux i Goursata ([77-81]) dla réwnania typu

9*u

dzdy
przy uzyciu twierdzenia Schaudera w przestrzeni W(£2), 2 C R%2. W tym wy-
padku nie sprawadzamy réwnania czastkowego do réwnania zwyczajnego w prze-
strzeni topologicznej linjowej i stosujemy twierdzenie o punkcie stalym bezpo-
$rednio sprowadzajac problem do problemu o punkcie stalym.

W naszym przypadku mamy oczywiscie m = 1,2 i zerowanie sie wielu wspél-
czynnikéw agg, k < 2, |#| < 2.Jednak w tej pracy rozpatrujemy zagadnienie
w S'(R™) lub D'(R™) przy uzyciu pojecia przeciecia dystrybucji przez hiperplasz-
czyzne. .

Bardzo wainym przypadkiem rozpatrywanych przez nas réwnai jest przypa-
dek prowadzacy do nastepujacego réwnania zwyczajnego, v — zespolone

Z—T: =iLl{u), weL*N), 2CR® 2 ograniczony (D.27)

Up=r = g € L2(£2), DL C £*($2) liniowo gesty (D.28)

operator L jest liniowy, nieograniczony i samosprzeZony. Jest np. operatorem
eliptycznym. Wtedy zgodnie z teoria Friedrichsa istnieje operator odwrotny do L
i jest pelnociagly. W ten sposéh operator L ma widmo czysto punktowe i jego
funkcje wlasne tworza system zupelny w L£3(£2), tj. Lzy = deze, 3 € L2(2)
k=1,2,...1 dla kaidego z € £2(£2) mamy:

= f(u:t.'.' Uy, u,w,y) (D26)

o0 o0
= Zakmk, gdzie Zlaklz < oo (D.29)
k=1 k=1

Zastosujemy to;do powyzszego rownania. Mamy:
o0 oo
u(t) = ap(ther, et < oo (D.30)
k=1 k=1

oraz z rdwnania ‘

day(t '
%() = thpar(t), Ay € R
;. o k=1,2,... (D-31)
: . (0) -
ai(t) = ay
%] 00
gdzie 49 =, Y, (g)kwk, > l(g')kP < ©0.
k=1 k=1

Latwo otrzymamy

(Lk(t) = (3)kei/\k(l—7) (D32)
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P> Jas(®)? < oo (D.33)
k=1

W ten sposéb réwnanie réiniczkowe czastkowe zostalo sprawdzone do réwnania
rézniczkowego zwyczajnego w [* i tam rozwiazane.
W przypadku gdy operacja L jest nieliniowa, a poza tym jest dla niej rozw;ad-
zany problem wlasny
Loy = Axy, k=1,2,. (D.34)
tak, ze z; tworzg uklad zupelny w £2(£2) dochodzuny do nastepuj _]@cego réwnania
rozmczkowego zwyczajnego w [
% = zf(a) fz(t) el
a{t) = a €nr

(D.35)

fila) = (L(Zakﬂ-'k),ﬂii) 1 (D.36)
k=1
gdzie (-, ) jest iloczynem skalarnym w £2(£2) i
#a) = (fi(a), fola)y-.) € (D37)

Przedstawimy teraz pewne szczegdly teorii réwnan réniczkowych zwyczaj-
nych w przestrzeni Banacha tj. réwnail typu

&= f(t,x), =z¢&B,te(0,T), (D.38)
gdz;e B jest przestrzenig Banacha, f jest funkcja ciagla:
f:{0,T)yx B —= B (D.39)
Jak juz bylo powiedziane wyzej problem poczatkowy dla takiego réwnania tj.

{ Z(;)ff;{: ) (D.40)
nie zawsze ma rozwigzanie, w przeciwiefistwie do przypadku skoficzenie wymia-
rowego, gdzie jest spelnione twierdzenie Pea.no, tj. nie zawsze istnieje funkcja

{0, T) — (D.41)

spelniajaca powyzsze warunki. Znane sa kontr przyklady znalezione przez Dieu-
donné [82] w ¢p, Celline [83] w przypadku dowolnej nierefleksywnej przestrzeni
Banacha, Yorke [84] w 12 (o czym byla juz mowa wyzej), oraz wynik Godunowa
[80] ktory udowodnil, ze w dowolnej przestrzeni Banacha istnieje réwnanie po-
wyiszej postaci, Ltore nie ma rozwiazan w pewnym punkcie. Godunow udowod-
nit j Jeszcze nastepujacy fakt. W przestrzeni Hilberta istnieje réwnanie rézniczkowe
zwyczajne, takie, Ze nie posiada ono rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego dla zad-
nego punktu w tej przestrzeni. Jest to fakt bardzo istotny, bowiem poprzednie
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kontrprzyklady byly zadawane w punktach w otoczeniu, ktérych istnialy rozwia-
zania zagadnienia Cauchy’ego (nawet hardzo ,blisko” danego punktu).

Jednakze sg pozytywne rezultaty. Mozna powiedzieé, ze kazde warunki, ktdre
daja istnienie i jednoznacznodé w przypadku skoficzenie wymiarowym po pewnych
modyfikacjach prowadza do takich samych rezultatéw w dowolnej przestrzeni Ba-
nacha ([86-90}).

Jak wspomnieliSmy wyzZej réwnanie sprowadzane jest do problemu réwnania
caltkowego

¢
sty =20+ [ f(s,2(s))ds (D.42)
A zatem do problemu punktu stalego transformacji
t '
Fe =g, [Fzl@) =20+ [ f(s,2(s))ds (D.43)

dla z € C({0,T), B), gdzie C((0,T), B) jest przestrzenia Banacha funkeji cia-
glych na (0,T) C R o wartosciach w B z norma |||z||} = sup [[=(?)|l. Do trans-
‘

1

formacji. F' moZemy stosowaé twierdzenie Banacha lub Schaudera [91], a takZe
metode Darbo {92], uzyta po raz pierwszy przez Ambrosetti [93] do rozpatrywa-
nego tu problemu. Darbo unogdlnil rezultaty Banacha i Schaudera stosujac miare
niezwartosci zbioru w przestrzeni metrycznej. Rozwazal on w dowolnie ustalo-
nej przestrzeni metrycznej (X, p) transformacje F majaca wlasnoéé taka, ze dla
dowolnego ograniczonego podzbioru tej przestrzeni A C X

a(F(A)) € kala) (D.44)

gdzie 0 < k < 1, nje zalezy od A. Funkcja a(z) zostala wprowadzona przez
Kuratowskiego [94]. Jest to funkcja okredlona na rodzinie podzbioréw ograniczo-
nych przestrzeni metrycznej jako kres dolny takich liczb rzeczywistych, ze dany
zbiér mozna rozloiyé na skoticzong liczbe podzbioréw o nie przekraczajacych ja
$rednicach. ‘

Wynikiem pracy G. Darbo jest twierdzenie, Ze dowolna transformacja F pod-
zbioru ograniczonego, domknigtego i wypuklego w przestrzeni Banacha spelnia-
jaca powyzszy warunek ma punkt staly. Twierdzenie G. Darbo jest trudno stoso-
walne z uwagi na trudnosci w obliczeniu funkeji @(A4). Klopoty zwiazane z oblicze-
niem funkcji a(A) omingl K. Goebel zamieniajac a(A) ma p(A) zwana gruboscia
zbioru ([95]). Funkcje te definiujemy nastepujaco

Gruboscia zbioru A nazywamy kres dolny takich liczb 7 > 0, Ze zbiér A € X
moie byé pokryty skoficzona toscia kul o promieniu +. Oznaczamy ja przez
p(A). Funkcja ta ma podobue wlasnoéci jak afz) i jest miarg niezwartoéci
zbioru. Otrzymujemy u(A) = a(A) = 0, gdy A jest zwarty ([96]).
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K. Goeblowi udalo sie zastapié aA) przez p(A) i otrzymaé wynik o punkcie
stalym dla transformacji F ([95]). '
Ambrosetti w swojej pracy zakladal, ze

N e(f(t, A) S ka(4), O<k<1 (D.45)
te{0,T) ‘
i jednostajng cigglosé f.

Opuszczenie jednostajnej cigglosci f zostalo dokonane przez Celline ({77
Celline musiat jednak zalozyé, ze

a(f({0,T) x A) < a(A4)L(a(A)) (D.46)
tak, ze

7 vl(y)
Podobnie Szufla opuicil zalozenie o jednostajnej ciaglosei zakladajac, ie I =
const ([98]). Zakladajac, ze Nf(t, 2l < A, 4 >0 mozemy problem istnienia
rozwigzania problemu poczatkowego sprowadzié do udowodnienia zalojed twier-
dzenia Schaudera o punkcie stalym. ZaloZenia te mozemy ostabié zakladajac tylko

17,20 < A, te D), |X|[<r (D.48)

gdzie AT < r i opuszczajac zalozenje o Jednostajnej ciaglosci f, co zostalo zro-
bione przez Rzymowskiego ([99]). . :

Zauwa,z'my, ze stosowanie metody Darbo lub Jej modyfikacji przez Goebla jest
- uogdlnieniem zaréwno metody Banacha o punkcie stalym jak i metody Schaudera,
bowiem zaréwno kontrakcje (metoda Banacha) jak i przeksztatcenia petnociggle
. (metoda Schaudera) prowadza do warunku ~

W(F(A)) < kp(F(A)), O<k <1 (D.49)

Miary @ i g s3 nazywane miarami niezwartosci, bowiem okreélaja nam nodleglosé”
od zbjoréw zwartych danego zbioru A. (QOczywiicie w danym przypadku zbiér
punktdw stalych tworzy zbiér zwarty).

Zastosowanie tych metod do szukanja uogélnionych rozwiazafi réwnaf réz-
niczkowych czastkowych Jest nastepujace. Ujmiemy je w punktach

1) przeksztalcié réwnanie rézniczkowe czastkowe (hiperboliczne) do réwnania
rézniczkowego zwyczajnego rzedu pierwszego w przestrzeni Banacha lub
brzestrzeni metryzowalnej liniowej tj, do postaci

{:i-: f(t, z)

2(7) = te(r,T) (D.50)

2) Rozszerzyé funkcje f tak aby byla okreélona na podzhiorze liniowo-gestym
w B (lub w przestrzeni metryzowalnej, liniowej np. z przeliczalng iloscia
péinorm).
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3) Wprowadzi¢ transformacje F'
¢
(Fa)(t) = w0+ [ f(s,2(s))ds

dla nowej przestrzeni Banacha B’ np. C({7,T}, B) (lub przestrzeni metry-
zowalnej, liniowej z przeliczalna iloscia pétnorm typu Ci{(7,T), B:), tak,
Ze
Nzl = sup =)  1=1,2,... (D.51)
te{r,T)

4) Poprzez dobér warunkéw nalozonych na F, a poérednio na f, a wigc na
wspélczynniki réwnania udowodnié zaloZenia twierdzenia o punkcie stalym
dla F np. Schaudera, Banacha, Darbo, itp. '

5) Skorzystaé z tego twierdzenia i udowodnié istnienie uogdlnionego TOZWig-
zania (lub rozwigzan tworzacych zbidr zwarty w odpowiedniej przestrzeni
analizy funkcjonalnej) réwnania rézniczkowego czastkowego.

Zastosowanie twierdzenia Banacha o punkcie stalym do réwnania

= f(t,z) (D.52)
z warunkiem poczatkowym
z{r)= 2. (D.53)
moze byé dokonane poprzez zmiang normy ze zwyMe_} Esglp lz(&)]] = ll|=]]| do
T

innej normy tak, aby dla niej bylo moiliwe udowodnienie zalozen twierdzenia,
Banacha. Zostalo to zrobione przez A. Bieleckiego ([100]), wraz z zastosowaniem
do réwnania rézniczkowego czastkowego ([101])

O%u

= f{: = - (D.54
S = Fla vt ey ) (D.54)
z warunkami poczzi:fkowymi
u(0,0) = £ | (D.55)
'Ll'.x(.'li, 0) = (T(:E)s' ""y(oa y) = T(y) (D‘Sﬁ)

wraz z zalozeniami Lipszyca dotyczacymi prawej strony’
(2, 3,557 — f(z,9.775.0)| < Lz, y){|lz- 2 + [5-7l+ [7-9)}
’ |£(2,%,0,0,0) < L(z,y)

gdz1e—oo<zp,q<+oo 0<z<a<+o0,0<y< B < +oo tak, ze L(z,y)
i Lo(z,y), Ly(z, y) sg ciagle inieujemne w zbiorze

{(z,y), 0< 2 <@, 0<y<pf} (D.57)
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Problem Goursata, Cauchy’ego—Darboux dla PowyZszego réwnania byt badany

przez Z. Szmydt ([77-81]) (o czym byla mowa wyzej) metoda punktu statego

Schaudera. Wyniku iej zostaly zaostrzone przez Kisyfiskiego [102-105).
Przypomnijmy, ze Z. Schmydt rozpatrywala nastepujacy problem

)
a.‘:;y (27, y) = F(E, y) ’_U., ud’.‘) ?.Ey) ? (D.58)

gdzie u(z,y) € R*, u € C1, tak, e
w20,%0) =%, -a<z<a, -f<y<f (D.59)
u(z,y) = Gz, u(z,y), uy(2,7)) dlay= ¥(z), ~a<z<a (D.60)
uy(2,y) = By, w(2,9),us(2,9)) dlaz=A(y), -f<y<p (D.61)
0<a<oo,0<f< .
Funkeje v(z)i A(y) s ciggle tak samo jak funkcje G'i H. Powyzszy problem istnie-

nia i jednoznacznoéci zostal sprowadzony do problemu istnienia i Jednoznacznosci
punktu stalego nast¢pujacego przeksztalcenia

Lw)=a+ [ G(s,uls,1(s), uyls,7(s)) dst

o

+ fyH(t’u(’\(t)vt):'"-x(/\(t),t))dt.;_

+ [{ S Ps,tu(s, ), ua(s, ), uy (s, 1)) de ) dot

o y(s)

+ f { f F(s,t,u(s, 1), uz(s, 1), uy(s, ) ds} dt+ (D.62)
To At}
tj. do:
' L(w)=u (D.63)

o funkeji F zalozono, e

]F(.’E, Y, u, p, Q) - ‘F(.'B,’t $ua.ﬁ>ﬂ S Lu‘](?j, Ip'_ ﬁ],.‘?) + wg(.’u’,lq—- ﬂiy) (D'64)

gdzie funkcje wi(¥,v,2) 1 wa(z, v, y) s3 ciagle dla —a < 2 < o, —f<y<pB,
v > 0 spelniaja szeregi dodatkowych warunkéw. Zalozono takze dodatkowe
warunki dla F oraz dla u i Jej pochodnych u,, Uy W dziedzinie okreslonogci tak,
aby mozna bylo zastosowaé twierdzenie Schaudera o punkcie stalym. Postawiony
Problem jest uogdlnieniem problemu Darboux, Picarda, Cauchy’ego i Goursata.

: Z. Semydt zakladala réwniez, ze dla kazdego ustalonego z € (—~o,a) i dla
kazdego ¥ € (~3, ) '

v(y)=0, -B<y<g (D.65)

167




3
.
i

]
E
|

1]

jest jedyna calka przechodzacy przez punkt (7, 0), bedacy rozwigzaniem jednego
z réwnai:

dv

- v.T D.66
dy w}(?}, U, I‘) ( )
dv

e _ , D.
= —n(r0r3) (D7)

oraz, ze dla kazdego ustalonego y, v € (—4,5) i dla kazdego T € {—o, @) ,
u(z) = 0, —a < = < «a jest jedyna calky przechodzaca przez punkt (Z,0) be-
daca rozwigzaniem jednego z réwnai:

du

E = Lt (fL‘,"U, y) (D.68)
du .
dz —wa (2,7, y) (Dﬁg)

J. Kisyfiski ostabil zalozenia Z. Szmydt (stosujac zreszia metode Schaudera)
wprowadzajac ogdlniejszy warunek pochodzacy od A. Plisia. W dowodach twier-
dzeii stosuje on metode, pozwalajaca wyznaczy¢ rozwigzanie problemu w catym
prostokacie {—a,a) X (—3,) przez sklejanie rozwiazaf w mniejszych prostoka-
tach. Warunek A. Plisia jest oslabienjem warunku 7. Szmydt tyczacym fank-
cji v(y) 1 u(z) w nastepujacy sposéb. Dla kaidego 2 € (-a,a) funkja v(y) =
0 jest jedyng funkcja klasy C! w przedziale (~B,0(z)) taka, Ze v(a(z)) = 0
i v'(y) = —wi(z,9,9(y)) da y € (—¢,a) lub funkeja v(y) = 0 jest jedyna funk-
cja klasy C? w przedziale (o(x),/3) taka, ze v(a(z)) =01 (y) = wr (z,9,0(%))
dla y € {o(z),#). Réwnoczeinie zakladamy, Ze dla kazdego y € (—23, 8) funkcja
u(z) = 0 jest jedyng funkcja klasy ¢ w przedziale (7(y), o) taka, ze u(r(y)) =0
i u(z) = wa(z, ¥, u(z)) dla z € (r(y), ) lub funkeja u(z) = 0 jest jedyna funkeja
Klasy C! w przedziale {—c,7(y)) taka, ze u(r(y)) = 0 w'(z) = —wa(z, ¥, ulz)),
z € (~a, 7(y)).

Wydaje sie, ze stsosowane tu metody prowadza tylko do znalezienia klasycz-
nego rozwiazania zadania poczatkowego dla powyiszego réwnania. Bazujg one
bowiem nma zastosowaniu twierdzenia Banacha lub Schaudera bezposrednio do
réwnania. rézniczkowego czastkowego, bez etapu posredniego rozszerzenia réwna-
nia na funkeje uogélnione. Wydaje sie, Ze etap posredn poprzez réwnanie réznicz-
kowe zwyczajne w przestrzeni analizy funkcjonalnej wraz z zastosowaniem metody
przenormowania (zaréwno w przestrzeni Banacha lub kazdej z przeliczlnej liczby
pélnorm: w przestrzeni z przeliczalng liczba norm), jak i ogdlnej metody Darbo
proponowanej przez K. Goebla moze poprzez zastosowanie twierdzenia o punkcie
stalym prowadzié¢ do twierdzenia o istnieniu i jednoznacznoéci zagadnienia poczat-
kowego dla réwnania czastkowego powyzszego typu. Na zakoficzenie zauwazmy,
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ze jedng z wazniejszych prac na teinat réwnania '
Pz 0z 9z D.70

M‘—f(a':yazaaﬁa;) ( - )
opublikowali Aleksiewicz i Orlicz [(106)). Co do pracy irédlowej o zasadzie Ba-
nacha to odsylam do oryginalnej pracy Banacha ([107}). ‘

Na temat miary niezwartodci w teorj; punktéw stalych Proponujemy prace
([108]), co do ogdlnych zagadnien analizy funkcjonalnej to odsylamy do [109-110].
Elementy geometrii przestrzeni Hilberta rozpatrzono Wyczerpujaco w pracach
[111, 112]. Problemy liniowych i ni i réiniczkowych w nieskori-
cZenie Wymiarowych przestrzeniacl analizy funkecjonalne; rozpatrzono w pracach
[113, 114]. Wymienione wyzej prace byly poswiecone istnieniu lokalnego rozwig-
zania dla réwnania falowego. W pracach [115] i [116] rozpatrywany jest problem
istnienia rozwiazania globalnego. W pracy {117] rozpatrzono problem istnienia
rozwigzania réwnanija, ur~Ap(u) = 0, gdzie @: R — Rjest niemalejaca i Pp(0)=0
iu € L2Q),Q = BN x (U,T). Podano przykiad istnienia i niejednoznacznoge;
rozwigzania problemu Cauchy’ego dla tego réwnania w przypadku N > 3.

Podzie;k;)wania

Chcialbym serdecznie podzigkowaé prof. dr h. A. Bieleckiemu, prof. dr b, J.
Musz_'yflskiemu, prof. dr h. J. Lawrynowiczow; prof. dr h. A. Odziejewiczowi za, -
mozliwosé wygtoszenia powyzszych wynikéw na prowadzonych przez nich semina-
riach oraz za dyskusje i uwagi krytyczne. Dzigkuje réwnjes recenzentom za uwagi
krytyczne. ‘
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