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Introduction 

We have started to study because we don’t know how to apply many Boolean laws to Boolean 

algebra. So, We study to redefine Boolean algebra using by mod 2, to reprove Boolean laws, and we 

study the method of solving Boolean equation. 

 

 

  

𝐵(𝑝1 ∨ 𝑝2 ∨ …∨ 𝑝𝑛) ≡ 1 +∏(1 + 𝑝𝑘)

𝑛

𝑘=1

(𝑚𝑜𝑑 2) 

{ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) | ∏𝐵(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)} = (⋂{ (𝑥𝑖) | 𝐵(𝑥𝑖) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

𝑛

𝑖=1

)

𝑐

= {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) |(1,1,1,… ,1)}
𝑐 

If ∀𝑃: proposition, 𝐵(𝑃) is the truth value(0 or 1) of 𝑃 then we can solve a boolean 

equation by using these below. 



 

 

2  

1.  Redefine Boolean algebra and basical theorem 

Definition 1.1) ∀𝑃 ∶  proposition 

 𝐵(𝑃) = {
0, truth value of 𝑃 is 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒
1, truth value of 𝑃 is 𝑇𝑟𝑢𝑒  

 

 If 𝐵(𝑃) = 𝑧(0 or 1) then 𝐵(𝑃)  ≡ 𝑧(𝑚𝑜𝑑 2) 

( But, we can omit 𝐵( ) like as 𝐵(𝑃)  ≡ 𝑃(𝑚𝑜𝑑 2) for usability. ) 

𝐸𝑥) 𝑃 ≡ 𝑝 ∨ 𝑞(𝑝, 𝑞 ∶  proposition), If the truth value of 𝑃 is 𝑇𝑟𝑢𝑒  

then  𝐵(𝑃)  ≡ 𝐵(𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 𝑃 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)  

 

Theorem 1.1) ∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑃 ∶  proposition 

{
 2𝑛𝐵(𝑃) ≡ 2𝑛𝑃 ≡ 0 ( 𝑚𝑜𝑑 2 )

 (2𝑛 + 1)𝐵(𝑃) ≡ 𝐵(𝑃) ≡ (2𝑛 + 1)𝑃 ≡ 𝑃 ( 𝑚𝑜𝑑 2 )
 

(𝐵(𝑃)) 𝑛 ≡ 𝑃𝑛 ≡ 𝐵(𝑃)  ≡ 𝑃( 𝑚𝑜𝑑 2 )  

−𝐵(𝑃) ≡ −𝑃 ≡ 𝐵(𝑃) ≡ 𝑃 ( 𝑚𝑜𝑑 2 )  

Proof)  

{
 2𝑛𝐵(𝑃) ≡ 2 × 𝑛𝐵(𝑃) ≡ 0 × 𝑛𝐵(𝑃) ≡ 0( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

 (2𝑛 + 1)𝐵(𝑃) ≡ 2𝑛𝐵(𝑃) + 𝐵(𝑃)  ≡ 0 + 𝐵(𝑃) ≡ 𝐵(𝑃)( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 
 

{
𝐵(𝑃) ≡ 1( 𝑚𝑜𝑑 2 ) ⇒ (𝐵(𝑃)) 𝑛 ≡ (1)𝑛 ≡ 1 ≡ 𝐵(𝑃) ( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

𝐵(𝑃) ≡ 0( 𝑚𝑜𝑑 2 ) ⇒ (𝐵(𝑃)) 𝑛 ≡ (0)𝑛 ≡ 0 ≡ 𝐵(𝑃) ( 𝑚𝑜𝑑 2 )
 

{
𝐵(𝑃) ≡ 1( 𝑚𝑜𝑑 2 ) ⇒ −𝐵(𝑃) ≡ −1 × 1 ≡ −1 ≡ 0 − 1 ≡ 2 − 1 ≡ 1 ≡ 𝐵(𝑃) ( 𝑚𝑜𝑑 2 )

𝐵(𝑃) ≡ 0( 𝑚𝑜𝑑 2 ) ⇒ −𝐵(𝑃) ≡ −1 × 0 ≡ 0 ≡ 𝐵(𝑃) ( 𝑚𝑜𝑑 2 )
 ∎ 

 

Theorem 1.2) ∀𝑝, 𝑞 ∶  proposition 

𝐵(𝑐) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2), 𝐵(𝑡) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)(𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒, 𝑐 ∶ contradiction, 𝑡 ∶  tautology) 

𝐵(~𝑝) ≡ 1 + 𝐵(𝑝) ≡ 1 + 𝑝( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

𝐵(𝑝 ∧ 𝑞) ≡ 𝐵(𝑝)𝐵(𝑞) ≡ 𝑝𝑞( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

𝐵(𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 𝐵(𝑝) + 𝐵(𝑞) + 𝐵(𝑝)𝐵(𝑞) ≡ 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

𝐵(𝑝 → 𝑞) ≡ 1 + 𝐵(𝑝) + 𝐵(𝑝)𝐵(𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝𝑞( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

𝐵(𝑝 ⟷ 𝑞) ≡ 1 + 𝐵(𝑝) + 𝐵(𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) 

Proof)  

𝑝 𝑞 
~𝑝 𝑝 ∧ 𝑞 𝑝 ∨ 𝑞 𝑝 → 𝑞 𝑝 ⟷ 𝑞 

1 + 𝑝 𝑝𝑞 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞 1 + 𝑝 + 𝑝𝑞 1 + 𝑝 + 𝑞 

0 0 1 0 0 1 1 

0 1 1 0 1 1 0 

1 0 0 0 1 0 0 

1 1 0 1 1 1 1 

∎ 
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Theorem 1.3) ∀𝑝, 𝑞 ∶  proposition 

𝐵(𝑝 XOR 𝑞) ≡ 𝐵(𝑝) + 𝐵(𝑞) ≡ 𝑝 + 𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(𝑝 NAND 𝑞) ≡ 1 + 𝐵(𝑝)𝐵(𝑞) ≡ 1 + 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(𝑝 NOR 𝑞) ≡ 1 + 𝐵(𝑝) + 𝐵(𝑞) + 𝐵(𝑝)𝐵(𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(𝑝 XNOR 𝑞) ≡ 1 + 𝐵(𝑝) + 𝐵(𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) 

Proof)  

𝑝 𝑞 
𝑝 XOR 𝑞 𝑝 NAND 𝑞 𝑝 NOR 𝑞 𝑝 XNOR 𝑞 

𝑝 + 𝑞 1 + 𝑝𝑞 1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞 1 + 𝑝 + 𝑞 

0 0 0 1 1 1 

0 1 1 1 0 0 

1 0 1 1 0 0 

1 1 0 0 0 1 

∎ 

Corollary 1.1) ∀𝑝, 𝑞 ∶  proposition 

𝐵(𝑝 ⇒ 𝑞) ⇔ 𝑝 + 𝑝𝑞 ≡ 0( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

𝐵(𝑝 ⇔ 𝑞) ⇔ 𝑝 + 𝑞 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) 

Proof)  

𝐵(𝑝 ⇒ 𝑞) ⇔ 𝐵(𝑝 → 𝑞) ≡ 1( 𝑚𝑜𝑑 2 ) ⇔ 1 + 𝑝 + 𝑝𝑞 ≡ 1( 𝑚𝑜𝑑 2 ) ⇔ 𝑝 + 𝑝𝑞 ≡ 0( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

𝐵(𝑝 ⇔ 𝑞) ⇔ 𝐵(𝑝 ⟷ 𝑞) ≡ 1( 𝑚𝑜𝑑 2 ) ⇔ 1 + 𝑝 + 𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ⇔ 𝑝 + 𝑞 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

Corollary 1.2) ∀𝑝, 𝑞 ∶  proposition, 

𝐵(𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞 ≡ 1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑞)( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

𝐵(𝑝 → 𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝𝑞 ≡ 1 + 𝑝(1 + 𝑞)( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

𝐵(𝑝 ⟷ 𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑞 ≡ 1 + (1 + 𝑝𝑞)(𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞) ≡ (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑞𝑝)(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(𝑝 XOR 𝑞) ≡ 𝑝 + 𝑞 ≡ (1 + 𝑝𝑞)(𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞) ≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑞𝑝)(𝑚𝑜𝑑 2) 

Proof)  

𝐵(𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞 ≡ 1 + 1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞 ≡ 1 + 𝑝(1 + 𝑞) + 1 + 𝑞

≡ 1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑞)( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

𝐵(𝑝 → 𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝𝑞 ≡ 1 + 𝑝(1 + 𝑞)( 𝑚𝑜𝑑 2 ) 

𝐵(𝑝 ⟷ 𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑞 ≡ 1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞 ≡ (1 + 𝑝𝑞) + (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞)

≡ (1 + 𝑝𝑞) + (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞) + 𝑝𝑝𝑞 + 𝑞𝑝𝑞 + 𝑝𝑞𝑝𝑞 + 𝑝𝑞

≡ (1 + 𝑝𝑞) + (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞) + (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞)𝑝𝑞 + 𝑝𝑞

≡ (1 + 𝑝𝑞) + (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑝𝑞) + 𝑝𝑞

≡ (1 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞) + (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑝𝑞) ≡ 1 + (1 + 𝑝𝑞)(𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞)

≡ (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞) + 𝑞(1 + 𝑝 + 𝑝𝑞) + 𝑝𝑞(1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)

≡ (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑝𝑞)(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(𝑝 XOR 𝑞) ≡ 𝑝 + 𝑞 ≡ 1 + 1 + 𝑝 + 𝑞 ≡ 1 + 𝐵(𝑝 ⟷ 𝑞) ≡ (1 + 𝑝𝑞)(𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞)

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑝𝑞)(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 
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Corollary 1.3) ∀𝒑𝒌 ∶  proposition, 

1) 𝐵(𝑝1 ∧ 𝑝2 ∧ …∧ 𝑝𝑛) ≡∏𝑝𝑘

𝑛

𝑘=1

(𝑚𝑜𝑑 2) 

2) 𝐵(𝑝1 ∨ 𝑝2 ∨ …∨ 𝑝𝑛) ≡ 1 +∏(1 + 𝑝𝑘)

𝑛

𝑘=1

(𝑚𝑜𝑑 2) 

Proof)  

1) 𝐵(𝑝1 ∧ 𝑝2) ≡∏𝑝𝑘

2

𝑘=1

(𝑚𝑜𝑑 2) 𝑏𝑦 𝑇ℎ𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚1.2  

𝐴𝑠𝑠𝑢𝑚𝑒 𝐵(𝑝1 ∧ 𝑝2 ∧ …∧ 𝑝𝑛) ≡∏𝑝𝑘

𝑛

𝑘=1

(𝑚𝑜𝑑 2) ⇒ 

𝐵(𝑝1 ∧ 𝑝2 ∧ …∧ 𝑝𝑛 ∧ 𝑝𝑛+1) ≡ 𝐵((𝑝1 ∧ 𝑝2 ∧ …∧ 𝑝𝑛) ∧ 𝑝𝑛+1) ≡ (∏𝑝𝑘

𝑛

𝑘=1

)𝑝𝑛+1

≡∏𝑝𝑘

𝑛+1

𝑘=1

(𝑚𝑜𝑑 2) 

 

2) 𝐵(𝑝1 ∨ 𝑝2) ≡ 1 +∏(1 + 𝑝𝑘)

2

𝑘=1

(𝑚𝑜𝑑 2) 𝑏𝑦 𝐶𝑜𝑟𝑜𝑙𝑙𝑎𝑟𝑦1.2 

𝐴𝑠𝑠𝑢𝑚𝑒 𝐵(𝑝1 ∨ 𝑝2 ∨ …∨ 𝑝𝑛) ≡ 1 +∏(1 + 𝑝𝑘)

𝑛

𝑘=1

(𝑚𝑜𝑑 2) ⇒ 

𝐵(𝑝1 ∨ 𝑝2 ∨ …∨ 𝑝𝑛 ∨ 𝑝𝑛+1) ≡ 𝐵((𝑝1 ∨ 𝑝2 ∨ …∨ 𝑝𝑛) ∨ 𝑝𝑛+1)

≡ 1 + (1 + (1 +∏(1 + 𝑝𝑘)

𝑛

𝑘=1

))(1 + 𝑝𝑛+1)

≡ 1 + (1 + 1 +∏(1 + 𝑝𝑘)

𝑛

𝑘=1

) (1 + 𝑝𝑛+1) ≡ 1 + (∏(1 + 𝑝𝑘)

𝑛

𝑘=1

)(1 + 𝑝𝑛+1)

≡ 1 + (∏(1 + 𝑝𝑘)

𝑛+1

𝑘=1

) (𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 
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2.  Redefine Boolean laws 

2.1) 𝒑 → 𝒒 ≡ ~(𝒑 ∧ ~𝒒) 

Proof)  

𝐵(𝑝 → 𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(~(𝑝 ∧ ~𝑞)) ≡ 1 + 𝐵(𝑝 ∧ ~𝑞) ≡ 1 + 𝑝(1 + 𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2.2) 𝒑 ⟷ 𝒒 ≡ (𝒑 → 𝒒) ∧ (𝒒 → 𝒑) 

Proof)  

𝐵(𝑝 ⟷ 𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑞 → 𝑝)) ≡ 𝐵(𝑝 → 𝑞)𝐵(𝑞 → 𝑝) ≡ (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑞𝑝)

≡ 1 + 𝑞 + 𝑞𝑝 + 𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑝2𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞2 + 𝑝2𝑞2

≡ 1 + 𝑞 + 𝑞𝑝 + 𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞 ≡ 1 + 𝑞 + 𝑝 + 6𝑝𝑞

≡ 1 + 𝑝 + 𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

2.3) ~(~𝒑) ≡ 𝒑 (𝐋𝐚𝐰 𝐨𝐟 𝐃𝐨𝐮𝐛𝐥𝐞 𝐍𝐞𝐠𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧 ) 

Proof)  

𝐵(~(~𝑝)) ≡ 1 + 𝐵(~𝑝) ≡ 1 + (1 + 𝑝) ≡ 2 + 𝑝 ≡ 𝑝(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2.4) 𝒑 ∧ 𝒑 ≡ 𝒑, 𝒑 ∨ 𝒑 ≡ 𝒑 (𝐋𝐚𝐰𝐬 𝐨𝐟 𝐈𝐝𝐞𝐦𝐩𝐨𝐭𝐞𝐧𝐜𝐲) 

Proof)  

1) 𝐵(𝑝 ∧ 𝑝) ≡ 𝑝𝑝 ≡ 𝑝2 ≡ 𝑝(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2) 𝐵(𝑝 ∨ 𝑝) ≡ 𝑝 + 𝑝 + 𝑝𝑝 ≡ 𝑝 + 𝑝 + 𝑝2 ≡ 𝑝 + 𝑝 + 𝑝 ≡ 3𝑝 ≡ 𝑝(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

2.5) 𝒑 → 𝒒 ≡ ~𝒒 → ~𝒑  (𝐂𝐨𝐧𝐭𝐫𝐚𝐩𝐨𝐬𝐢𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐋𝐚𝐰 ) 

Proof)  

𝐵(𝑝 → 𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(~𝑞 → ~𝑝) ≡ 1 + 𝐵(~𝑞) + 𝐵(~𝑞)𝐵(~𝑝) ≡ 1 + (1 + 𝑞) + (1 + 𝑞)(1 + 𝑝)

≡ 1 + (1 + 𝑞) + (1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑞𝑝) ≡ 3 + 2𝑞 + 𝑝 + 𝑝𝑞

≡ 1 + 𝑝 + 𝑝𝑞(mod 2) ∎ 

2.6) ~(𝒑 ∧ 𝒒) ≡ ~𝒑 ∨ ~𝒒,~( 𝒑 ∨ 𝒒) ≡ ~𝒑 ∧ ~𝒒  (𝐃𝐞 𝐌𝐨𝐫𝐠𝐚𝐧’𝐬 𝐋𝐚𝐰𝐬 ) 

Proof)  

1) 𝐵(~(𝑝 ∧ 𝑞)) ≡ 1 + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞) ≡ 1 + 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(~𝑝 ∨ ~𝑞) ≡ 𝐵(~𝑝) + 𝐵(~𝑞) + 𝐵(~𝑝)𝐵(~𝑞) ≡ (1 + 𝑝) + (1 + 𝑞) + (1 + 𝑝)(1 + 𝑞)

≡ (1 + 𝑝) + (1 + 𝑞) + (1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑞𝑝) ≡ 3 + 2𝑝 + 2𝑞 + 𝑞𝑝

≡ 1 + 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2) 𝐵(~( 𝑝 ∨ 𝑞)) ≡ 1 + 𝐵( 𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 1 + (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞)(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(~𝑝 ∧ ~𝑞) ≡ 𝐵( ~𝑝)𝐵( ~𝑞) ≡ (1 + 𝑝)(1 + 𝑞) ≡ 1 + 𝑞 + 𝑝 + 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 2)∎ 
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2.7) 𝒑 ∧ 𝒒 ≡ 𝒒 ∧ 𝒑, 𝒑 ∨ 𝒒 ≡ 𝒒 ∨ 𝒑 (𝐂𝐨𝐦𝐦𝐮𝐭𝐚𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐋𝐚𝐰𝐬 ) 

Proof)  

1) 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞) ≡ 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 2), 𝐵(𝑞 ∧ 𝑝) ≡ 𝑞𝑝(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2) 𝐵(𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 2), 𝐵(𝑞 ∨ 𝑝) ≡ 𝑞 + 𝑝 + 𝑞𝑝(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

2.8) (𝒑 ∧ 𝒒) ∧ 𝒓 ≡ 𝒑 ∧ (𝒒 ∧ 𝒓), (𝒑 ∨ 𝒒) ∨ 𝒓 ≡ 𝒑 ∨ (𝒒 ∨ 𝒓)(𝐀𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐋𝐚𝐰𝐬 ) 

Proof)  

1) 𝐵((𝑝 ∧ 𝑞) ∧ 𝑟) ≡ (𝑝𝑞)𝑟 ≡ 𝑝𝑞𝑟(𝑚𝑜𝑑 2), 𝐵(𝑝 ∧ (𝑞 ∧ 𝑟)) ≡ 𝑝(𝑞𝑟) ≡ 𝑝𝑞𝑟(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2) 𝐵((𝑝 ∨ 𝑞) ∨ 𝑟) ≡ 𝐵(𝑝 ∨ 𝑞) + 𝑟 + 𝐵(𝑝 ∨ 𝑞)𝑟 ≡ 𝐵(𝑝 ∨ 𝑞)(1 + 𝑟) + 𝑟

≡ (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑟) + 𝑟 ≡ (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑟) + 𝑟 + 1 + 1

≡ (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞 + 1)(1 + 𝑟) + 1 ≡ ((𝑝 + 1) + 𝑞(1 + 𝑝))(1 + 𝑟) + 1

≡ (𝑝 + 1)(1 + 𝑞)(1 + 𝑟) + 1(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(𝑝 ∨ (𝑞 ∨ 𝑟)) ≡ 𝑝 + 𝐵(𝑞 ∨ 𝑟) + 𝑝𝐵(𝑞 ∨ 𝑟) ≡ 𝑝 + (1 + 𝑝)𝐵(𝑞 ∨ 𝑟)

≡ 𝑝 + (1 + 𝑝)(𝑞 + 𝑟 + 𝑞𝑟) ≡ 1 + 1 + 𝑝 + (1 + 𝑝)(𝑞 + 𝑟 + 𝑞𝑟)

≡ 1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑞 + 𝑟 + 𝑞𝑟) ≡ 1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑟 + 𝑞(1 + 𝑟))

≡ 1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑞)(1 + 𝑟)(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

2.9) 𝒑 ∧ (𝒒 ∨ 𝒓) ≡ (𝒑 ∧ 𝒒) ∨ (𝒑 ∧ 𝒓),  

 𝒑 ∨ (𝒒 ∧ 𝒓) ≡ (𝒑 ∨ 𝒒) ∧ (𝒑 ∨ 𝒓)(𝐃𝐢𝐬𝐭𝐫𝐢𝐛𝐮𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐋𝐚𝐰𝐬 ) 

Proof)  

1) 𝐵(𝑝 ∧ (𝑞 ∨ 𝑟)) ≡ 𝑝𝐵(𝑞 ∨ 𝑟) ≡ 𝑝(𝑞 + 𝑟 + 𝑞𝑟) ≡ 𝑝𝑞 + 𝑝𝑟 + 𝑝𝑞𝑟(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵((𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑟)) ≡ 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞) + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑟) + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞)𝐵(𝑝 ∧ 𝑟)

≡ (𝑝𝑞) + (𝑝𝑟) + (𝑝𝑞)(𝑝𝑟) ≡ (𝑝𝑞) + (𝑝𝑟) + (𝑝2𝑞𝑟)

≡ (𝑝𝑞) + (𝑝𝑟) + (𝑝𝑞𝑟) ≡ 𝑝𝑞 + 𝑝𝑟 + 𝑝𝑞𝑟(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2) 𝐵(𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑟)) ≡ 𝑝 + 𝐵(𝑞 ∧ 𝑟) + 𝑝𝐵(𝑞 ∧ 𝑟) ≡ 𝑝 + 𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟)) ≡ 𝐵(𝑝 ∨ 𝑞)𝐵(𝑝 ∨ 𝑟) ≡ (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞)(𝑝 + 𝑟 + 𝑝𝑟)

≡ 𝑝2 + 𝑞𝑝 + 𝑝2𝑞 + 𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟 + 𝑝2𝑟 + 𝑞𝑝𝑟 + 𝑝2𝑞𝑟

≡ 𝑝 + 𝑞𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟 + 𝑝𝑟 + 𝑞𝑝𝑟 + 𝑝𝑞𝑟

≡ 𝑝 + 2𝑝𝑞 + 2𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 + 3𝑝𝑞𝑟 ≡ 𝑝 + 𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 
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2.10) 𝒑 ∧ 𝒕 ⇔ 𝒑, 𝒑 ∨ 𝒕 ⇔ 𝒕, 𝒑 ∨ 𝒄 ⇔ 𝒑, 𝒑 ∧ 𝒄 ⇔ 𝒄, 𝒄 ⇒ 𝒑, 𝒑 ⇒ 𝒕 

Proof)  

1) 𝐵(𝑝 ∧ 𝑡 ↔ 𝑝) ≡ 1 + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑡) + 𝐵(𝑝) ≡ 1 + (𝑝 × 1) + 𝑝 ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝 ≡ 1 + 2𝑝

≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2) 𝐵(𝑝 ∨ 𝑡 ↔ 𝑡) ≡ 1 + 𝐵(𝑝 ∨ 𝑡) + 𝐵(𝑡) ≡ 1 + (𝑝 + 1 + 𝑝 × 1) + 1 ≡ 1 + (𝑝 + 1 + 𝑝) + 1

≡ 3 + 2𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

3) 𝐵(𝑝 ∨ 𝑐 ↔ 𝑝) ≡ 1 + 𝐵(𝑝 ∨ 𝑐) + 𝐵(𝑝) ≡ 1 + (𝑝 + 0 + 𝑝 × 0) + 𝑝 ≡ 1 + (𝑝) + 𝑝

≡ 1 + 2𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

4) 𝐵(𝑝 ∧ 𝑐 ↔ 𝑐) ≡ 1 + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑐) + 𝐵(𝑐) ≡ 1 + (𝑝 × 0) + 0 ≡ 1 + (0) + 0 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

5) 𝐵(𝑐 → 𝑝) ≡ 1 + 𝐵(𝑐) + 𝐵(𝑐)𝑝 ≡ 1 + (0) + (0 × 𝑝) ≡ 1 + (0) + (0) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

6) 𝐵(𝑝 → 𝑡) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝𝐵(𝑡) ≡ 1 + 𝑝 + (𝑝 × 1) ≡ 1 + 𝑝 + (𝑝) ≡ 1 + 2𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

2.11) 𝒑 ∧ ~𝒑 ≡ 𝒄, 𝒑 ∨ ~𝒑 ≡ 𝒕 

Proof)  

1) 𝐵(𝑝 ∧ ~𝑝) ≡ 𝑝(1 + 𝑝) ≡ 𝑝 + 𝑝2 ≡ 𝑝 + 𝑝 ≡ 2𝑝 ≡ 0 ≡ 𝐵(𝑐)(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2) 𝐵(𝑝 ∨ ~𝑝) ≡ 𝑝 + (1 + 𝑝) + 𝑝(1 + 𝑝) ≡ 𝑝 + 1 + 𝑝 + 𝑝 + 𝑝2 ≡ 1 + 3𝑝 + 𝑝 ≡ 1 + 4𝑝 ≡ 1

≡ 𝐵(𝑡)(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

2.12) 𝒑 ⇒ 𝒑 ∨ 𝒒 ( 𝐋𝐚𝐰 𝐨𝐟 𝐚𝐝𝐝𝐢𝐭𝐢𝐨𝐧) 

Proof)  

𝐵(𝑝 → 𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝𝐵(𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝(𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞) ≡ 1 + 𝑝 + (𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑝2𝑞)

≡ 1 + 𝑝 + (𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞) ≡ 1 + 2𝑝 + 2𝑝𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

2.13) 𝒑 ∧ 𝒒 ⇒ 𝒑, 𝒑 ∧ 𝒒 ⇒ 𝒒 ( 𝐋𝐚𝐰𝐬 𝐨𝐟 𝐒𝐢𝐦𝐩𝐥𝐢𝐟𝐢𝐜𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧) 

Proof)  

1) 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞 → 𝑝) ≡ 1 + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞) + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞)𝑝 ≡ 1 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞(𝑝) ≡ 1 + 𝑝𝑞 + 𝑝2𝑞

≡ 1 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞 ≡ 1 + 2𝑝𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2) 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞 → 𝑞) ≡ 1 + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞) + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞)𝑞 ≡ 1 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞(𝑞) ≡ 1 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞2

≡ 1 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞 ≡ 1 + 2𝑝𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

2.14) 𝒑 ∧ 𝒒 → 𝒓 ≡ 𝒑 → (𝒒 → 𝒓) (𝐄𝐱𝐩𝐨𝐫𝐭𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐋𝐚𝐰) 

Proof)  

𝐵(𝑝 ∧ 𝑞 → 𝑟) ≡ 1 + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞) + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑞)𝑟 ≡ 1 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞𝑟(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(𝑝 → (𝑞 → 𝑟)) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝𝐵(𝑞 → 𝑟) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝(1 + 𝑞 + 𝑞𝑟) ≡ 1 + 𝑝 + 𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞𝑟

≡ 1 + 2𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞𝑟 ≡ 1 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞𝑟(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 
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2.15) (𝒑 → 𝒒) ∧ (𝒒 → 𝒓) ⇒ (𝒑 → 𝒓)( 𝐓𝐫𝐚𝐧𝐬𝐢𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐋𝐚𝐰) 

Proof)  

𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑞 → 𝑟) → (𝑝 → 𝑟)) ≡ 1 + 𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑞 → 𝑟))(1 + 𝐵(𝑝 → 𝑟))

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑞𝑟)(1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑟))

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑞𝑟)(2 + 𝑝 + 𝑝𝑟)

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑞𝑟)(𝑝 + 𝑝𝑟)

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑞𝑟)(1 + 𝑟)𝑝

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞2 + 𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟 + 𝑝𝑞2𝑟)(1 + 𝑟)𝑝

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟)(1 + 𝑟)𝑝

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 3𝑝𝑞 + 𝑞 + 𝑞𝑟 + 2𝑝𝑞𝑟)(1 + 𝑟)𝑝

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑞 + 𝑞𝑟)𝑝(1 + 𝑟)

≡ 1 + (𝑝 + 𝑝2 + 𝑝2𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞𝑟)(1 + 𝑟)

≡ 1 + (𝑝 + 𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞𝑟)(1 + 𝑟) ≡ 1 + (2𝑝 + 2𝑝𝑞 + 𝑝𝑞𝑟)(1 + 𝑟)

≡ 1 + (𝑝𝑞𝑟)(1 + 𝑟) ≡ 1 + (𝑝𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟2) ≡ 1 + (𝑝𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟) ≡ 1 + (2𝑝𝑞𝑟)

≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

2.16) (𝒑 → 𝒒) ⇔ (𝒑 ∧ ~𝒒 → 𝒒 ∧ ~𝒒)(𝐑𝐞𝐝𝐮𝐜𝐭𝐢𝐨 𝐚𝐝 𝐀𝐛𝐬𝐮𝐫𝐝𝐮𝐦) 

Proof)  

𝐵((𝑝 → 𝑞) ↔ (𝑝 ∧ ~𝑞 → 𝑞 ∧ ~𝑞)) ≡ 1 + 𝐵(𝑝 → 𝑞) + 𝐵(𝑝 ∧ ~𝑞 → 𝑞 ∧ ~𝑞)

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞) + (1 + 𝐵(𝑝 ∧ ~𝑞)(1 + 𝐵(𝑞 ∧ ~𝑞)))

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞) + (1 + (𝑝(1 + 𝑞))(1 + 𝑞(1 + 𝑞)))

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞) + (1 + (𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑞2))

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞) + (1 + (𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞 + 𝑞))

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞) + (1 + (𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 2𝑞))

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞) + (1 + (𝑝 + 𝑝𝑞)) ≡ 1 + 2(1 + 𝑝 + 𝑝𝑞) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

  



 

 

9  

2.17) (𝒑 ∨ 𝒒) ∧ ~𝒑 ⇒ 𝒒 (𝐃𝐢𝐬𝐣𝐮𝐧𝐜𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐒𝐲𝐥𝐥𝐨𝐠𝐢𝐬𝐦) 

Proof)  

𝐵((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ ~𝑝 → 𝑞) ≡ 1 + 𝐵((𝑝 ∨ 𝑞) ∧ ~𝑝)(1 + 𝑞) ≡ 1 + 𝐵(𝑝 ∨ 𝑞)(1 + 𝑝)(1 + 𝑞)

≡ 1 + (𝑝 + 𝑞 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑝)(1 + 𝑞)

≡ 1 + (𝑝 + 𝑝2 + 𝑞 + 𝑞𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑝2𝑞)(1 + 𝑞)

≡ 1 + (𝑝 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑞𝑝 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞) ≡ 1 + (2𝑝 + 𝑞 + 3𝑝𝑞)(1 + 𝑞)

≡ 1 + (𝑞 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞) ≡ 1 + (𝑞 + 𝑞2 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞2)

≡ 1 + (𝑞 + 𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞) ≡ 1 + (2𝑞 + 2𝑝𝑞) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

2.18) (𝒑 → 𝒒) ∧ 𝒑 ⇒ 𝒒 ( 𝐌𝐨𝐝𝐮𝐬 𝐏𝐨𝐧𝐞𝐧𝐬) 

Proof)  

𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑝 → 𝑞) ≡ 1 + 𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ 𝑝)(1 + 𝑞) ≡ 1 + ((1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)𝑝)(1 + 𝑞)

≡ 1 + (𝑝 + 𝑝2 + 𝑝2𝑞)(1 + 𝑞) ≡ 1 + (𝑝 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞)

≡ 1 + (2𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞) ≡ 1 + 𝑝𝑞(1 + 𝑞) ≡ 1 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞2 ≡ 1 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞

≡ 1 + 2𝑝𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

 

2.19) (𝒑 → 𝒒) ∧ ~𝒒 ⇒ ~𝒑(𝐌𝐨𝐝𝐮𝐬 𝐓𝐨𝐥𝐥𝐞𝐧𝐬) 

Proof)  

𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ ~𝑞 → ~𝑝) ≡ 1 + 𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ ~𝑞)(1 + 𝐵(~𝑝))

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞)(1 + (1 + 𝑝))

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑞)(2 + 𝑝) ≡ 1 + (1 + 𝑝(1 + 𝑞))(1 + 𝑞)𝑝

≡ 1 + ((1 + 𝑞) + 𝑝(1 + 𝑞)2)𝑝 ≡ 1 + ((1 + 𝑞) + 𝑝(1 + 𝑞))𝑝

≡ 1 + (1 + 𝑞)(1 + 𝑝)𝑝 ≡ 1 + (1 + 𝑞)(𝑝 + 𝑝2) ≡ 1 + (1 + 𝑞)(𝑝 + 𝑝)

≡ 1 + (1 + 𝑞)(2𝑝) ≡ 1 + (1 + 𝑞)(0) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 
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2.20) (𝒑 → 𝒒) ∧ (𝒓 → 𝒔) ⇒ (~𝒒 ∨ ~𝒔 → ~𝒑 ∨ ~𝒓), 

(𝒑 → 𝒒) ∧ (𝒓 → 𝒔) ⇒ (~𝒒 ∧ ~𝒔 → ~𝒑 ∧ ~𝒓)(𝐃𝐞𝐬𝐭𝐫𝐮𝐜𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐃𝐢𝐥𝐞𝐦𝐦𝐚𝐬) 

Proof)  

1) 𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑟 → 𝑠) → (~𝑞 ∨ ~𝑠 → ~𝑝 ∨ ~𝑟)) 

≡ 1 + 𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑟 → 𝑠))(1 + 𝐵(~𝑞 ∨ ~𝑠 → ~𝑝 ∨ ~𝑟)) 

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑞)(1 + 𝑟 + 𝑠) (1 + (1 + 𝐵(~𝑞 ∨ ~𝑠)(1 + 𝐵(~𝑝 ∨ ~𝑟)))) 

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑞)(1 + 𝑟 + 𝑠) (1 + (1 + (1 + 𝑞𝑠)(1 + (1 + 𝑝𝑟)))) 

(∵ ∀𝑥, 𝑦: proposition, 𝐵(~𝑥 ∨ ~𝑦) ≡ 𝐵(~𝑥) + 𝐵(~𝑦) + 𝐵(~𝑥)𝐵(~𝑦) 

     ≡ (1 + 𝑥) + (1 + 𝑦) + (1 + 𝑥)(1 + 𝑦) ≡ 2 + 𝑥 + 𝑦 + (1 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦) 

     ≡ 1 + 2𝑥 + 2𝑦 + 𝑥𝑦 ≡ 1 + 𝑥𝑦(𝑚𝑜𝑑 2) )  

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑞)(1 + 𝑟 + 𝑠)(1 + 𝑞𝑠)𝑝𝑟 

≡ 1 + ((1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 + 𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 + 𝑠 + 𝑝𝑠 + 𝑞𝑠)

+ (𝑞𝑠 + 𝑝𝑞𝑠 + 𝑞2𝑠 + 𝑟𝑞𝑠 + 𝑝𝑟𝑞𝑠 + 𝑞2𝑟𝑠 + 𝑞𝑠2 + 𝑝𝑠2𝑞 + 𝑞2𝑠2))𝑝𝑟 

≡ 1 + ((1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 + 𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 + 𝑠 + 𝑝𝑠 + 𝑞𝑠)

+ (𝑞𝑠 + 𝑝𝑞𝑠 + 𝑞𝑠 + 𝑟𝑞𝑠 + 𝑝𝑟𝑞𝑠 + 𝑞𝑟𝑠 + 𝑞𝑠 + 𝑝𝑠𝑞 + 𝑞𝑠))𝑝𝑟 

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 + 𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 + 𝑠 + 𝑝𝑠 + 5𝑞𝑠 + 2𝑝𝑞𝑠 + 2𝑟𝑞𝑠 + 𝑝𝑟𝑞𝑠)𝑝𝑟 

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 + 𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 + 𝑠 + 𝑝𝑠 + 𝑞𝑠 + 𝑝𝑟𝑞𝑠)𝑝𝑟 

≡ 1 + (𝑝𝑟 + 𝑝2𝑟 + 𝑞𝑝𝑟 + 𝑟2𝑝 + 𝑝2𝑟2 + 𝑞𝑝𝑟2 + 𝑠𝑝𝑟 + 𝑝2𝑠𝑟 + 𝑞𝑠𝑝𝑟 + 𝑝2𝑟2𝑞𝑠) 

≡ 1 + (𝑝𝑟 + 𝑝𝑟 + 𝑞𝑝𝑟 + 𝑟𝑝 + 𝑝𝑟 + 𝑞𝑝𝑟 + 𝑠𝑝𝑟 + 𝑝𝑠𝑟 + 𝑞𝑠𝑝𝑟 + 𝑝𝑟𝑞𝑠) 

≡ 1 + (2𝑝𝑟 + 2𝑞𝑝𝑟 + 2𝑝𝑟 + 2𝑠𝑝𝑟 + 2𝑞𝑠𝑝𝑟) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2) 𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑟 → 𝑠) → (~𝑞 ∧ ~𝑠 → ~𝑝 ∧ ~𝑟)) 

≡ 1 + 𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑟 → 𝑠))(1 + 𝐵(~𝑞 ∧ ~𝑠 → ~𝑝 ∧ ~𝑟)) 

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑞)(1 + 𝑟 + 𝑠) (1 + (1 + (1 + 𝑞)(1 + 𝑠)(1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑟)))) 

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑞)(1 + 𝑟 + 𝑠) (2 + (1 + 𝑞)(1 + 𝑠)(1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑟))) 

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑞)(1 + 𝑟 + 𝑠)(1 + 𝑞)(1 + 𝑠)(1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑟)) 

≡ 1 + (𝑝 + (1 + 𝑞))(1 + 𝑞)(𝑟 + (1 + 𝑠))(1 + 𝑠)(1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑟)) 

≡ 1 + (𝑝(1 + 𝑞) + (1 + 𝑞)2)(𝑟(1 + 𝑠) + (1 + 𝑠)2)(1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑟)) 

≡ 1 + (𝑝(1 + 𝑞) + (1 + 𝑞))(𝑟(1 + 𝑠) + (1 + 𝑠))(1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑟)) 

≡ 1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑞)(1 + 𝑟)(1 + 𝑠)(1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑟)) 

≡ 1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑞)(1 + 𝑟)(1 + 𝑠) + (1 + 𝑝)2(1 + 𝑞)(1 + 𝑟)2(1 + 𝑠) 

≡ 1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑞)(1 + 𝑟)(1 + 𝑠) + (1 + 𝑝)(1 + 𝑞)(1 + 𝑟)(1 + 𝑠) 

≡ 1 + 2(1 + 𝑝)(1 + 𝑞)(1 + 𝑟)(1 + 𝑠) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 
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2.21) (𝒑 → 𝒒) ∧ (𝒓 → 𝒔) ⇒ (𝒑 ∨ 𝒓 → 𝒒 ∨ 𝒔),   

(𝒑 → 𝒒) ∧ (𝒓 → 𝒔) ⇒ (𝒑 ∧ 𝒓 → 𝒒 ∧ 𝒔)( 𝐂𝐨𝐧𝐬𝐭𝐫𝐮𝐜𝐭𝐢𝐯𝐞 𝐃𝐢𝐥𝐞𝐦𝐦𝐚𝐬) 

Proof)  

1) 𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑟 → 𝑠) → (𝑝 ∨ 𝑟 → 𝑞 ∨ 𝑠)) 

≡ 1 + 𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑟 → 𝑠))(1 + 𝐵(𝑝 ∨ 𝑟 → 𝑞 ∨ 𝑠)) 

≡ 1 + 𝐵(𝑝 → 𝑞)𝐵(𝑟 → 𝑠) (1 + (1 + 𝐵(𝑝 ∨ 𝑟)(1 + 𝐵(𝑞 ∨ 𝑠)))) 

≡ 1 + 𝐵(𝑝 → 𝑞)𝐵(𝑟 → 𝑠) (2 + 𝐵(𝑝 ∨ 𝑟)(1 + 𝐵(𝑞 ∨ 𝑠))) 

≡ 1 + 𝐵(𝑝 → 𝑞)𝐵(𝑟 → 𝑠)𝐵(𝑝 ∨ 𝑟)(1 + 𝐵(𝑞 ∨ 𝑠)) 

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑟 + 𝑟𝑠)(𝑝 + 𝑟 + 𝑝𝑟)(1 + (𝑞 + 𝑠 + 𝑞𝑠)) 

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑟 + 𝑟𝑠)(𝑝 + 𝑟 + 𝑝𝑟)(1 + 𝑞)(1 + 𝑠) 

≡ 1 + (1 + 𝑝(1 + 𝑞))(1 + 𝑞)(1 + 𝑟(1 + 𝑠))(1 + 𝑠)(𝑝 + 𝑟 + 𝑝𝑟) 

≡ 1 + ((1 + 𝑞) + 𝑝(1 + 𝑞)2)((1 + 𝑠) + 𝑟(1 + 𝑠)2)(𝑝 + 𝑟 + 𝑝𝑟) 

≡ 1 + ((1 + 𝑞) + 𝑝(1 + 𝑞))((1 + 𝑠) + 𝑟(1 + 𝑠))(𝑝 + 𝑟 + 𝑝𝑟) 

≡ 1 + (1 + 𝑞)(1 + 𝑝)(1 + 𝑠)(1 + 𝑟)(1 + 1 + 𝑝 + 𝑟 + 𝑝𝑟) 

≡ 1 + (1 + 𝑞)(1 + 𝑝)(1 + 𝑠)(1 + 𝑟)(1 + (1 + 𝑝)(1 + 𝑟)) 

≡ 1 + (1 + 𝑞)(1 + 𝑝)(1 + 𝑠)(1 + 𝑟) + (1 + 𝑞)(1 + 𝑝)2(1 + 𝑠)(1 + 𝑟)2 

≡ 1 + (1 + 𝑞)(1 + 𝑝)(1 + 𝑠)(1 + 𝑟) + (1 + 𝑞)(1 + 𝑝)(1 + 𝑠)(1 + 𝑟) 

≡ 1 + 2(1 + 𝑞)(1 + 𝑝)(1 + 𝑠)(1 + 𝑟) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 

2) 𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑟 → 𝑠) → (𝑝 ∧ 𝑟 → 𝑞 ∧ 𝑠)) 

≡ 1 + 𝐵((𝑝 → 𝑞) ∧ (𝑟 → 𝑠))(1 + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑟 → 𝑞 ∧ 𝑠)) 

≡ 1 + 𝐵(𝑝 → 𝑞)𝐵(𝑟 → 𝑠) (1 + (1 + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑟)(1 + 𝐵(𝑞 ∧ 𝑠)))) 

≡ 1 + 𝐵(𝑝 → 𝑞)𝐵(𝑟 → 𝑠) (2 + 𝐵(𝑝 ∧ 𝑟)(1 + 𝐵(𝑞 ∧ 𝑠))) 

≡ 1 + 𝐵(𝑝 → 𝑞)𝐵(𝑟 → 𝑠)𝐵(𝑝 ∧ 𝑟)(1 + 𝐵(𝑞 ∧ 𝑠)) 

≡ 1 + (1 + 𝑝 + 𝑝𝑞)(1 + 𝑟 + 𝑟𝑠)(𝑝𝑟)(1 + 𝑞𝑠) 

≡ 1 + (1 + 𝑟 + 𝑟𝑠 + 𝑝 + 𝑝𝑟 + 𝑝𝑟𝑠 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟𝑠)(𝑝𝑟)(1 + 𝑞𝑠) 

≡ 1 + (𝑝𝑟 + 𝑝𝑟2 + 𝑟2𝑠𝑝 + 𝑝2𝑟 + 𝑝2𝑟2 + 𝑝2𝑟2𝑠 + 𝑝2𝑞𝑟 + 𝑝2𝑞𝑟2 + 𝑝2𝑞𝑟2𝑠)(1 + 𝑞𝑠) 

≡ 1 + (𝑝𝑟 + 𝑝𝑟 + 𝑟𝑠𝑝 + 𝑝𝑟 + 𝑝𝑟 + 𝑝𝑟𝑠 + 𝑝𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟𝑠)(1 + 𝑞𝑠) 

≡ 1 + (4𝑝𝑟 + 2𝑟𝑠𝑝 + 2𝑝𝑞𝑟 + 𝑝𝑞𝑟𝑠)(1 + 𝑞𝑠) 

≡ 1 + (𝑝𝑞𝑟𝑠)(1 + 𝑞𝑠) ≡ 1 + 𝑝𝑞𝑟𝑠 + 𝑝𝑞2𝑟𝑠2 ≡ 1 + 𝑝𝑞𝑟𝑠 + 𝑝𝑞𝑟𝑠 ≡ 1 + 2𝑝𝑞𝑟𝑠 

≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ∎ 
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3.  Solving Boolean equation 

Lemma 3.1) ∀𝑛, 𝑖 ∈ ℕ, ∀𝑥𝑖 ∶  proposition 

{ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) | ∏𝐵(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)} = (⋂{ (𝑥𝑖) | 𝐵(𝑥𝑖) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

𝑛

𝑖=1

)

= {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) |(1,1,1,… ,1)} 

{ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) | ∏𝐵(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)} = (⋂{ (𝑥𝑖) | 𝐵(𝑥𝑖) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

𝑛

𝑖=1

)

𝑐

= {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) |(1,1,1,… ,1)}
𝑐 

Proof)  

𝐿𝑒𝑡 ∀𝑛, 𝑖 ∈ ℕ, ∀𝑥𝑖 ∶  proposition 

𝐹𝑜𝑟 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, { (𝑥𝑖) | (0), (1)} = { 𝑥𝑖 | 0,1 } 

𝐴𝑠𝑠𝑢𝑚𝑒 ∃𝐵(𝑥𝑖) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) ⇒∏𝐵(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

≡ 𝐵(𝑥1)𝐵(𝑥2)…𝐵(𝑥𝑛) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝑇ℎ𝑒𝑟𝑒𝑓𝑜𝑟𝑒 ∏𝐵(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ⇒ ∀𝐵(𝑥𝑖) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)  

⇒ { (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) | ∏𝐵(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)} = (⋂{ (𝑥𝑖) | 𝐵(𝑥𝑖) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

𝑛

𝑖=1

)

= {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) | (1,1,1, … ,1)} 

𝐴𝑛𝑑∏𝐵(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) ⇒ ~(∀𝐵(𝑥𝑖) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)) 

⇒ { (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) | ∏𝐵(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}  = (⋂{ (𝑥𝑖) | 𝐵(𝑥𝑖) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

𝑛

𝑖=1

)

𝑐

= {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) | (1,1,1, … ,1)}
𝑐 ∎ 
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Method ) Steps of solving Boolean equation 

𝑆𝑡𝑒𝑝 1) We change Boolean equation to product of mod 2 using by 1.∗. 

𝑆𝑡𝑒𝑝 2) We get sets of solution using by Lemma3.1.  

 

Example ) ∀𝑛, 𝑖 ∈ ℕ, ∀𝑥𝑖 ∶  proposition 

 𝐸𝑥 1) 𝐵(𝑥1 ∧ ~𝑥2 ∧ 𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)  

𝑆𝑡𝑒𝑝 1)  

𝐵(𝑥1 ∧ ~𝑥2 ∧ 𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ⇒ 𝑥1(1 + 𝑥2)𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝑆𝑡𝑒𝑝 2) 

⇒ (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥2) | 1 + 𝑥2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | 𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}        

) = (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥2) | 𝑥2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | 𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
) 

= {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (1,0,1)} 

 

 𝐸𝑥 2) 𝐵(𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)  

𝑆𝑡𝑒𝑝 1)  

𝐵(𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ⇒ 1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2)(1 + 𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) 

⇒ (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2)(1 + 𝑥3) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝑆𝑡𝑒𝑝 2) 

⇒ (

     {(𝑥1) | 1 + 𝑥1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥2) | 1 + 𝑥2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | 1 + 𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)

𝑐

= (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥2) | 𝑥2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | 𝑥3 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}
)

𝑐

 

= {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (0,0,0)}
𝑐 

= {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)} 
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 𝐸𝑥 3) 𝐵(𝑥1 ∨ (~𝑥2 ∧ 𝑥3)) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)  

𝑆𝑡𝑒𝑝 1)  

𝐵(𝑥1 ∨ (~𝑥2 ∧ 𝑥3)) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ⇒ 1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝐵(~𝑥2 ∧ 𝑥3)) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) 

⇒ 1 + (1 + 𝑥1)(1 + (1 + 𝑥2)𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) ⇒ (1 + 𝑥1)(1 + (1 + 𝑥2)𝑥3) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝑆𝑡𝑒𝑝 2)  

⇒ (
     {(𝑥1) | 1 + 𝑥1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}          

∩  {(𝑥2, 𝑥3) | 1 + (1 + 𝑥2)𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

 

= (
     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}          

∩  {(𝑥2, 𝑥3) | (1 + 𝑥2)𝑥3 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

 

= (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}          

∩  (
     {(𝑥2) | 1 + 𝑥2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | 𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐)

𝑐

= (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}          

∩  (
     {(𝑥2) | 𝑥2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | 𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐)

𝑐

 

= (
     {(𝑥1) | (0)}

∩ {(𝑥2, 𝑥3) | (0,1)}
𝑐)
𝑐

= (
     {(𝑥1) | (0)}

∩ {(𝑥2, 𝑥3) | (0,0), (1,0), (1,1)}
)
𝑐

 

= {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (0,0,0), (0,1,0), (0,1,1)}
𝑐 

= {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (0,0,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)} 

 

 𝐸𝑥 4) 𝐵((𝑥1 ∧ 𝑥2 ∧ ~𝑥3) ∨ (~𝑥1 ∧ 𝑥2 ∧ ~𝑥3)) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)  

𝑆𝑡𝑒𝑝 1)  

𝐵((𝑥1 ∧ 𝑥2 ∧ ~𝑥3) ∨ (~𝑥1 ∧ 𝑥2 ∧ ~𝑥3)) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)

⇒ 1 + (1 + 𝐵(𝑥1 ∧ 𝑥2 ∧ ~𝑥3))(1 + 𝐵(~𝑥1 ∧ 𝑥2 ∧ ~𝑥3)) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)

⇒ 1 + (1 + 𝑥1𝑥2(1 + 𝑥3))(1 + (1 + 𝑥1)𝑥2(1 + 𝑥3)) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)

⇒ (1 + 𝑥1𝑥2(1 + 𝑥3))(1 + (1 + 𝑥1)𝑥2(1 + 𝑥3)) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝑆𝑡𝑒𝑝 2)  

⇒ (
     {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | 1 + 𝑥1𝑥2(1 + 𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}         

∩  {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | 1 + (1 + 𝑥1)𝑥2(1 + 𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

 

= (
     {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | 𝑥1𝑥2(1 + 𝑥3) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}         

∩  {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (1 + 𝑥1)𝑥2(1 + 𝑥3) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

 

=

(

 
 
 
      (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}            

∩  {(𝑥2) | 𝑥2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | (1 + 𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)

𝑐

∩ (

     {(𝑥1) | (1 + 𝑥1) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)} 

∩ {(𝑥2) | 𝑥2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | (1 + 𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)

𝑐

)

 
 
 
 

𝑐

=

(

 
 
 
      (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)} 

∩  {(𝑥2) | 𝑥2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | 𝑥3 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}
)

𝑐

∩ (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)} 

∩  {(𝑥2) | 𝑥2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | 𝑥3 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}
)

𝑐

)

 
 
 
 

𝑐

 

= (
     {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (1,1,0)}

𝑐

∩ {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (0,1,0)}
𝑐)
𝑐

= (
     {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (1,1,0)}

∪ {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (0,1,0)}
) 

= {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (0,1,0), (1,1,0)} 
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4.  Application 

4.1.  Proof of validity 

Example ) 𝐻1, 𝐻2 ∶  Hypothesis, C ∶ Conclusion 

𝐻1 ∶   𝑥1 ∨ (𝑥2 ∧ 𝑥3) 

𝐻2 ∶  𝑥1 ∨ 𝑥2 → 𝑥4 

 𝐶 ∶   𝑥1 ∨ 𝑥4 

 

𝐻1 ∧ 𝐻2 ⇒ 𝐶 ⇔ 𝐵(𝐻1 ∧ 𝐻2 → 𝐶) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) 

⇒ 1 + 𝐵(𝑥1 ∨ (𝑥2 ∧ 𝑥3))𝐵(𝑥1 ∨ 𝑥2 → 𝑥4)(1 + 𝐵(𝑥1 ∨ 𝑥4)) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) 

𝐵(𝑥1 ∨ (𝑥2 ∧ 𝑥3))𝐵(𝑥1 ∨ 𝑥2 → 𝑥4)(1 + 𝐵(𝑥1 ∨ 𝑥4)) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) ⇒ 

(1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2𝑥3)) (1 + (1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2))(1 + 𝑥4)) (1 + (1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥4))) 

≡ (1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2𝑥3)) (1 + (1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2))(1 + 𝑥4)) ((1 + 𝑥1)(1 + 𝑥4)) 

≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) 

 

 Method 1) deployment   

𝐿𝑒𝑡 1 + 𝑝 ≡ 𝑝′ 𝑓𝑜𝑟 ∀𝑝 ∶  proposition 

(1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2𝑥3)) (1 + (1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2))(1 + 𝑥4)) ((1 + 𝑥1)(1 + 𝑥4)) 

≡ (1 + 𝑥1
′(𝑥2𝑥3)′)(1 + (1 + 𝑥1

′𝑥2
′)𝑥4

′)(𝑥1
′𝑥4

′) 

≡ (1 + 𝑥1
′(𝑥2𝑥3)′)(1 + 𝑥4

′ + 𝑥1
′𝑥2

′𝑥4
′)(𝑥1

′𝑥4
′) 

≡ (1 + 𝑥1
′(𝑥2𝑥3)′)(𝑥1

′𝑥4
′ + 𝑥1

′𝑥4
′𝑥4

′ + 𝑥1
′𝑥4

′𝑥1
′𝑥2

′𝑥4
′) 

≡ (1 + 𝑥1
′(𝑥2𝑥3)′)(𝑥1

′𝑥4
′ + 𝑥1

′𝑥4
′ + 𝑥1

′𝑥2
′𝑥4

′) ≡ (1 + 𝑥1
′(𝑥2𝑥3)′)(2𝑥1

′𝑥4 + 𝑥1
′𝑥2

′𝑥4
′) 

≡ (1 + 𝑥1
′(𝑥2𝑥3)′)(𝑥1

′𝑥2
′𝑥4

′) ≡ 𝑥1
′𝑥2

′𝑥4
′ + 𝑥1

′𝑥2
′𝑥4

′𝑥1
′(𝑥2𝑥3)

′ 

≡ 𝑥1
′𝑥2

′𝑥4
′ + 𝑥1

′𝑥2
′𝑥4

′(𝑥2𝑥3)
′ ≡ 𝑥1

′𝑥2
′𝑥4

′ + 𝑥1
′𝑥2

′𝑥4
′(1 + 𝑥2𝑥3) 

≡ 𝑥1
′𝑥2

′𝑥4
′ + 𝑥1

′𝑥2
′𝑥4

′ + 𝑥1
′𝑥2

′𝑥4
′𝑥2𝑥3 ≡ 2𝑥1

′𝑥2
′𝑥4

′ + 𝑥1
′𝑥2

′𝑥4
′𝑥2𝑥3 

≡ 𝑥1
′(1 + 𝑥2)𝑥4

′𝑥2𝑥3 ≡ 𝑥1
′(𝑥2 + 𝑥2

2)𝑥4
′𝑥3 ≡ 𝑥1

′(𝑥2 + 𝑥2)𝑥4
′𝑥3 

≡ 𝑥1
′(2𝑥2)𝑥4

′𝑥3 ≡ 𝑥1
′(0)𝑥4

′𝑥3 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) 

∴  𝐵(𝐻1 ∧ 𝐻2 → 𝐶) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) 
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 Method 2) using by solving method of 3. 

(1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2𝑥3)) (1 + (1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2))(1 + 𝑥4)) ((1 + 𝑥1)(1 + 𝑥4))

≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) 

⇒ (

     {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | 1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}         

∩  {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥4) | 1 + (1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2))(1 + 𝑥4) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥1, 𝑥4) | (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥4) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}                                          

)

𝑐

 

= (

     {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) |(1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2𝑥3) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}         

∩  {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥4) | (1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2))(1 + 𝑥4) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥1, 𝑥4) | (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥4) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}                                  

)

𝑐

 

=

(

 
 
 
 
     (

     {(𝑥1) | (1 + 𝑥1) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}          

∩  {(𝑥2, 𝑥3) | (1 + 𝑥2𝑥3) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

 

∩  (
     {(𝑥1, 𝑥2) | 1 + (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥4) | 1 + 𝑥4 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

∩ (
     {(𝑥1) | (1 + 𝑥1) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥4) | (1 + 𝑥4) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)                                 

)

 
 
 
 

𝑐

 

=

(

 
 
 
 
     (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}          

∩  {(𝑥2, 𝑥3) | 𝑥2𝑥3 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

 

∩  (
     {(𝑥1, 𝑥2) | (1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥4) | 𝑥4 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

∩ (
     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥4) | 𝑥4 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}
)                                    

)

 
 
 
 

𝑐

 

=

(

 
 
 
 
 
 
      (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}          

∩  (
     {(𝑥2) | 𝑥2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | 𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

 
)

𝑐

 

∩  (
     (

     {(𝑥1) | (1 + 𝑥1) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥2) | (1 + 𝑥2) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

∩ {(𝑥4) | 𝑥4 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

)

𝑐

∩ (
     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥4) | 𝑥4 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}
)                          

)

 
 
 
 
 
 
 

𝑐

 

=

(

 
 
 
 
 
 
      (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}          

∩  (
     {(𝑥2) | 𝑥2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥3) | 𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

 
)

𝑐

 

∩  (
     (

     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥2) | 𝑥2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}
)
𝑐

∩ {(𝑥4) | 𝑥4 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

)

𝑐

∩ (
     {(𝑥1) | 𝑥1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}

∩ {(𝑥4) | 𝑥4 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)}
)                

)

 
 
 
 
 
 
 

𝑐

=

(

 
 
 
 
 
 
      (

     {(𝑥1) | (0)}          

∩  (
     {(𝑥2) | (1)}

∩ {(𝑥3) | (1)}
)
𝑐

 
)

𝑐

 

∩  (
     (

     {(𝑥1) | (0)}

∩ {(𝑥2) | (0)}
)
𝑐

∩ {(𝑥4) | (0)}

)

𝑐

∩ (
     {(𝑥1) | (0)}

∩ {(𝑥4) | (0)}
)                 

)

 
 
 
 
 
 
 

𝑐
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=

(

  
 
     (

     {(𝑥1) | (0)}          

∩  {(𝑥2, 𝑥3) | (1,1)}
𝑐  
)
𝑐

 

∩  (
     {(𝑥1, 𝑥2) | (0,0)}

𝑐

∩ {(𝑥4) | (0)}
)
𝑐

∩ ({(𝑥1, 𝑥4) | (0,0)})           )

  
 

𝑐

=

(

  
 
     (

     {(𝑥1) | (0)}          

∩  {(𝑥2, 𝑥3) | (0,0), (0,1), (1,0)} 
)
𝑐

 

∩  (
     {(𝑥1, 𝑥2) | (0,1), (1,0), (1,1)}

∩ {(𝑥4) | (0)}
)
𝑐

∩ ({(𝑥1, 𝑥4) | (0,0)})                                )

  
 

𝑐

 

= (

     {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0)}
𝑐

∩ {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥4) | (0,1,0), (1,0,0), (1,1,0)}
𝑐

∩ {(𝑥1, 𝑥4) | (0,0)}                                         

)

𝑐

 

= (

     {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) | (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)}

∩ {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥4) | (0,0,0), (0,0,1), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,1)}

∩ {(𝑥1, 𝑥4) | (0,0)}                                                                     

)

𝑐

 

= (
{(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) | (0,1,1,1), (1,0,0,1), (1,0,1,1), (1,1,0,1), (1,1,1,1)}

∩ {(𝑥1, 𝑥4) | (0,0)}                                                                                                  
)
𝑐

 

= ∅𝑐 = 𝑈 

𝐿𝑒𝑡 {(𝑥)|(∗)} = {(𝑥)|(0), (1)} ⇒ 𝑈 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) | (∗,∗,∗,∗)} 

∴ {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) | 𝐵(𝐻1 ∧ 𝐻2 → 𝐶) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)} = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) | (∗,∗,∗,∗)} 

  



 

 

18  

4.2.  Simplification 

Example)  

𝑥 𝑦 𝑧 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

0 0 0 0 

0 0 1 0 

0 1 0 1 

0 1 1 0 

1 0 0 1 

1 0 1 0 

1 1 0 1 

1 1 1 0 

𝐵 (((~𝑥) ∧ 𝑦 ∧ (~𝑧)) ∨ (𝑥 ∧ (~𝑦) ∧ (~𝑧)) ∨ (𝑥 ∧ 𝑦 ∧ (~𝑧))) (𝑏𝑦 𝑆𝑂𝑃(𝑆𝑢𝑚 𝑜𝑓 𝑃𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡)) 

≡ 1 + (1 + 𝐵((~𝑥) ∧ 𝑦 ∧ (~𝑧))) (1 + 𝐵(𝑥 ∧ (~𝑦) ∧ (~𝑧))) (1 + 𝐵(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ (~𝑧))) 

≡ 1 + (1 + (1 + 𝑥)𝑦(1 + 𝑧))(1 + 𝑥(1 + 𝑦)(1 + 𝑧)) (1 + 𝑥𝑦(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (1 + 𝑥)𝑦(1 + 𝑧) + 𝑥(1 + 𝑦)(1 + 𝑧) + (1 + 𝑥)𝑦(1 + 𝑧)𝑥(1 + 𝑦)(1 + 𝑧))(1

+ 𝑥𝑦(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (1 + 𝑥)𝑦(1 + 𝑧) + 𝑥(1 + 𝑦)(1 + 𝑧) + (𝑥 + 𝑥2)(𝑦 + 𝑦2)(1 + 𝑧)2)(1

+ 𝑥𝑦(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (1 + 𝑥)𝑦(1 + 𝑧) + 𝑥(1 + 𝑦)(1 + 𝑧) + (𝑥 + 𝑥)(𝑦 + 𝑦)(1 + 𝑧))(1 + 𝑥𝑦(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (1 + 𝑥)𝑦(1 + 𝑧) + 𝑥(1 + 𝑦)(1 + 𝑧) + (2𝑥)(2𝑦)(1 + 𝑧))(1 + 𝑥𝑦(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (1 + 𝑥)𝑦(1 + 𝑧) + 𝑥(1 + 𝑦)(1 + 𝑧))(1 + 𝑥𝑦(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + ((1 + 𝑥)𝑦 + 𝑥(1 + 𝑦))(1 + 𝑧)) (1 + 𝑥𝑦(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (𝑦 + 𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑥𝑦)(1 + 𝑧))(1 + 𝑥𝑦(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (𝑦 + 𝑥 + 2𝑥𝑦)(1 + 𝑧))(1 + 𝑥𝑦(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (𝑦 + 𝑥)(1 + 𝑧))(1 + 𝑥𝑦(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (𝑦 + 𝑥)(1 + 𝑧) + 𝑥𝑦(1 + 𝑧) + 𝑥𝑦(𝑦 + 𝑥)(1 + 𝑧)2) 

≡ 1 + (1 + (𝑦 + 𝑥)(1 + 𝑧) + 𝑥𝑦(1 + 𝑧) + 𝑥𝑦(𝑦 + 𝑥)(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + ((𝑦 + 𝑥) + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦(𝑦 + 𝑥))(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (𝑦 + 𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦2 + 𝑥2𝑦)(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (𝑦 + 𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦)(1 + 𝑧)) 

≡ 1 + (1 + (𝑦 + 𝑥 + 𝑥𝑦)(1 + 𝑧)) ≡ 1 + 1 + (𝑦 + 𝑥 + 𝑥𝑦)(1 + 𝑧) 

≡ (𝑦 + 𝑥 + 𝑥𝑦)(1 + 𝑧)(𝑚𝑜𝑑 2) 

∴  𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ (𝑦 + 𝑥 + 𝑥𝑦)(1 + 𝑧) ≡ 𝐵((𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (~𝑧))(𝑚𝑜𝑑 2) 
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